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Vorwort

Ich stelle hier ein begleitendes Dokument zur Vorlesung ”Forschungsmethoden II - Einfiihrung
in die Statistik” bereit. Es handelt sich hierbei nicht um ein Skript, sondern um
eine erginzende Zusammenfassung des bestehenden Unterrichts, erweitert um einige
zusatzliche Erklarungen.

Den Grofiteil der zuséatzlichen Erklarungen und Beispielen habe ich der Wikipedia Seite
entnommen (http://www.matheboard.de/lexikon/). Diese Seite empfehle ich tbrigens
auch, wenn ich noch weitere Informationen sucht, die Erlauterungen dort sind wirk-
lich sehr gut. Natiirlich gilt auch bei diesem Dokument die iibliche Geschichte: Ich
erhebe keinen Anspruch auf Vollstandigkeit/Korrektheit und ich hafte auch nicht fir
irgendwelche entstandenen ”Schéaden”.

Falls jemand einen Fehler im Dokument entdeckt, sollte er dies doch bitte melden -
vorzugsweise per EMail an christian@steffens.cn.
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1 TYPISIERUNG UND DARSTELLUNG VON DATEN

1 Typisierung und Darstellung von Daten

1.1 Skaleniveau

Das Skalenniveau bestimmt:

e die (mathematischen) Operationen, die mit einer ensprechend skalierten Variablen
zuldssig sind. Dabei kénnen Operationen, die bei Variablen eines bestimmten
Skalenniveaus zuléssig sind, grundséatzlich auch auf Variablen aller héheren Skalen-
niveaus durchgefiihrt werden.

e welche Transformationen mit entsprechend skalierten Variablen durchgefiihrt wer-
den konnen, ohne Information zu verlieren bzw. zu verdndern.

e welche Information das entsprechende Merkmal liefert, welche Interpretationen
Auspragungen des entsprechenden Merkmals zulassen.

SKALENIVEAU ‘ ZUVERLASSIGE KENNWERTE

Nominal Gleichheit, Ungleichheit
Ordinal Relationale Operationen
Intervall Gleichheit von Differenzen

Ratio Gleichheit von Verhéltnissen
Absolut Haufigkeit

1.2 Nominal

Bei nominalskalierten Merkmalen wird der Untersuchungseinheit fiir das entsprechende
Merkmal (genau) ein Name bzw. (genau) eine Kategorie zugeordnet. Fir die Namen
oder Kategorien werden dabei oft auch Zahlen verwendet.

| MERKMAL KATEGORIEN
Beispiel: Jahreszeit Frihjahr, Sommer, Herbst, Winter
eispiel: A .
Kreditwiirdig ja, nein
Farbe rot, gelb, griin
1.3 Ordinal

Bei ordinalskalierten Merkmalen wird der Untersuchungseinheit fiir das entsprechende
Merkmal (genau) ein Name bzw. (genau) eine Kategorie zugeordnet. Hier lassen sich
die einzelnen Kategorien/Namen in eine Reihenfolge bringen. Fiir die Namen oder Kat-
egorien werden dabei oft auch Zahlen verwendet. Allerdings lassen sich die Abstdnde
zwischen den einzelnen Kategorien nicht sinnvoll interpretieren.

| MERKMAL | KATEGORIEN \
Beispiel: Schulnoten | 1 besser als 2 besser als 3 besser als 4 besser als 5 besser als 6
Einkommen hoch > mittel > niedrig
Zufriedenheit sehr zufrieden, zufrieden, unzufrieden, sehr unzufrieden

Forschungsmethoden II - Prof. Dr. Zysno - 5504 5



1 TYPISIERUNG UND DARSTELLUNG VON DATEN

1.4 Intervall

Bei intervallskalierten Merkmalen lassen sich zuséatzlich zu den Eigenschaften der Ordi-
nalskala die Abstdnde zwischen den verschiedenen Merkmalsauspragungen exakt bes-
timmten. Allerdings existiert kein natirlicher Nullpunkt fiir die Skala. Willkiirlich
definierte Nullpunkte, wie z.B. bei der Celsius-Temperaturskala zihlen hier nicht als
natiirlicher Nullpunkt, wéhrend der Nullpunkt der Kelvin-Temperaturskala, der dem
absolutem Nullpunkt entspricht, ein natiirlicher Nullpunkt ist.

Beispiel:

e Jahreszahlen

e Temperaturen in Kelvin

1.5 Ratio/Verhatlnisskala

Verhaltnisskalierte Merkmale besitzen neben der Eigenschaften von Intervallskala Merk-
malen einen natirlichen Nullpunkt.

Beispiel:
e Entfernung - abs. Nullpunkt: keine Entfernung

e Zeit fiir einen Vorgang - abs. Nullpunkt: keine Zeit
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2 MITTELWERTE / ZENTRALE TENDENZ

2 Mittelwerte / Zentrale Tendenz

2.1 Arithmetisches Mittel

Das arithmetische Mittel (auch Durchschnitt) ist der am haufigsten benutze Mittelwert
und wird deshalb auch als Standardmittelwert bezeichnet.

D i1 Ti

n

i’:

Das arithmetische Mittel einer Stichprobe ist nach vielen Kriterien eine geeignete Schatzung
fiir den Erwartungswert der Verteilung, aus der die Stichprobe stammt.

2.2 Gewogenes Arithmetisches Mittel
2 Name der Klasse

ny Klassenhéufigkeit

m Anzahl Klassen

Das gewichtete Mittel wird verwendet, wenn man Mittelwerte aus Stichproben der
gleichen Grundgesamtheit mit verschiedenen Stichprobenumfingen miteinander kom-

binieren will: .

D ey Mk g

S e
Zkzl ng

2.3 Median

Sortiert man eine Reihe von Messwerten der Grofle nach, so ist der Wert, der in der
Mitte dieser Reihe liegt, der Median. Hat man eine gerade Anzahl von Werten, ergibt
sich der Median als arithmetisches Mittel der beiden mittleren Werte. Die eine Halfte
der Werte ist grofler, die andere Hélfte kleiner als der Median. Der Median ist also das
50%-Perzentil.

N T(nt1)/2 , bei ungeraden n
median Ty /2T (p .
—n2 2L bei geraden n

Im Gegensatz zum arithmetischen Mittelwert, auch Durchschnitt genannt, veriandert
sich der Median durch einzelne Extremwerte kaum. So ist der Median der Zahlenreihen
1,2,3,4,5 und 1,2,3,4,100 jeweils 3; 3 ist in der Mitte, mit je zwei Nachbarn. Der Mittel-
wert ist im ersten Fall ebenfalls 3, bei der zweiten Reihe verschiebt der ” Ausreifier” 100
den Mittelwert auf 22.

2.4 Modus

Der Modus oder Modalwert ist der haufigste Wert einer Haufigkeitsverteilung. Da eine
Verteilung mehrgipflig sein kann, konnen einer Verteilung auch mehrere Modi zugeordnet
sein.

Mod = Tmaz(ng)
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3 STREUUNGSMASSE

3 StreuungsmaBe

3.1 Spannweite

Unterschied zwischen maximalen und minimalen Wert.

SW = Zmaz — Tmin

3.2 Average Deviation
Durschnittliche absolute Abweichung.

n

3.3 Varianz

Varianz Die Varianz ist in der Statistik ein Streuungsmafl, d.h. ein Maf$ fir die Ab-
weichung einer Zufallsvariable X von ihrem Erwartungswert E[X]. Thr Nachteil ist, dass
sie eine andere Einheit als die Daten besitzt. Man verwendet daher oft auch die Stan-
dardabweichung, die als Quadratwurzel aus der Varianz definiert ist.

§2 — > (2 — 2)?
n—1

Kurz: Summe der Abweichungsquadrate vom arithmetischen Mittel.

Varianz ohne arithmetisches Mittel

2 N Z?:l %2 - (Z?:l $i)2

o n-(n—1)

Varianz klassierter Daten
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4 KORRELATION

4 Korrelation

4.1 Kovarianz

Die Kovarianz ist eine Mafizahl der Statistik, die ausdriickt, wie stark die Korrelation
zweier Groflen ist, das heifit wie stark diese Groflen voneinander abhédngen. Der Kor-
relationskoeffizient ist eine Normierung der Kovarianz und schwankt daher zwischen -1
und +1 schwanken.

e Ein Korrelationskoefﬁzient" von 0 driickt dabei aus, dass Anderungen der einen
Grofe keinen Einfluss auf Anderungen der anderen Grofie haben.

e Ein Korrelationskoeffizient von +1 bedeutet, dass immer, wenn eine Grofle zu-
oder abnimmt, die andere Grofle ebenfalls zu- oder abnimmt.

e Ein Korrelationskoeffizient von -1 bedeutet dagegen, dass die Zunahme einer Grofie
eine Abnahme der anderen Grofle hervorruft und umgekehrt.

i (@i —7) - (yi — 9)

Sey = m—] = cov(zx,y)
4.2 Korrelation
K )
Korrelation = ovarzar%z
Gesamtvarianz
r= Szy
Sz - Sy

(n—1)

> i1 (i — 9)?
(n—1)
N T Y — D i T )i Yi
Vi S a? = (S )2y fn T g — (S v)?
dic (@i —7) - (yi — 7)
Vi (@i =% 3 (i — §)?

Sy =

Beispiele:

e positive Korrelation (je mehr, desto mehr): Je mehr Futter, desto dickere Kiihe.

e negative Korrelation (je mehr, desto weniger): Je mehr Verkauf von Regenschir-
men, desto weniger Verkauf von Sonnencreme.

Forschungsmethoden II - Prof. Dr. Zysno - 5504 9



5 REGRESSION

5 Regression

Regressionsanalysen sind Techniken, mit denen fiir eine Gleichung y = f(x) die Parame-

ter so angeglichen werden, dass minimale Abweichungen zwischen experimentellen und
kalkulierten Werten entstehen.

Y-Wert mittels X abschétzen:

oD i TiYi = D Ti D Vi _ 2iea (B = E) - (yi = §)
ne i = (00 @i)? S (i — )2

_ Z?:l 9512 Z?ﬂ Yi — Z?:l L Z:’L:l Li*Yi

bge =

Qg =

=Y — Gy T
n- s = (Ui @)’ y’”

U= age T+ by
X-Wert mittels Y abschéatzen:
n- Z?:l TiYi — Z?:l L Z?:l Yi Sa:y

n- Z?:1 .%2 - (Z?:l ?/z‘)2 - S2

Y

a@y =

be — DI VP D T~ D1 Yi D T Yi s

= =T — azyy
Y n: Z?:l %2 - (Z?ﬂ Yi)? "

i:aiy'erbiy

Ist der Korrelationskoeffizient gleich 1 sind die beiden gerade gleich, ist er gleich 0
stehen sie senkrecht zueinander.

Bemerkung Andere Moglichkeit zur Berechnung des Korrelationskoeffizienten:

_ SWJ
Moy = /g2 . Q2
Sz Sy
Kovarianz
Tey = -
Y Gesamtvarianz

Kovarianz Sy
Qg =

Basisvarianz 52
Kovarianz Sy

a’i’ = —_— Y =
Y Basisvarianz Sg

= Ty = \/Qja * gy
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6 ELEMENTARE WAHRSCHEINLICHKEIT: KOMBINATORIK

6 Elementare Wahrscheinlichkeit: Kombinatorik

6.1 Permutation ohne Wiederholung

In der Kombinatorik versteht man unter einer n-stelligen Permutation, bzw. einer n-
stelligen Permutation ohne Wiederholung die Anordnung einer Menge mit n Elementen.
Beispielsweise sind (cba) und (bca) zwei unterschiedliche Permutationen der Menge

{a,b,c}.

n—1

Pn:n!:H(n—i)

1=0

6.2 Permutation mit Wiederholung

Fiir die Zahl der moglichen Anordnungen von Objekten aus mehreren Klassen, die un-
tereinander jeweils innerhalb einer Klasse nicht unterscheidbar sind, ist es hilfreich,
zunachst die mogliche Zahl der Anordnungen der Objekte zu betrachten und dann
zu Uberlegen, wieviele dieser Anordnungen nicht unterscheidbar sind. Die Zahl der
moglichen Anordnungen bei unterscheidbaren Objekte wird durch die Zahl der nicht
unterscheidbaren Anordnungen geteilt.

n!

Pp=—
Tl - ol - ol

Beispiel: Zug
e 1 Postwagen
e 4 Reisewagen
e 2 Sonderwagen

e 1 Speisewagen

|

Gesucht Anzahl Moglichkeiten die verschiedenen Wagons zu variieren: m = 840
6.3 Variation ohne Wiederholung

k—1

Vo=n-(n=1)-(n—(k-1) =[] (n—1)

1=0

Erweitern mit (n —k)-(n—k—1)-----2-1
voon (n—1)----- m—k—+1)-(n—k)-(n—k—1) 2-1
" n—k)-n—k—1)----- 2.1
n!
Vo =
(n—k)!
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6 ELEMENTARE WAHRSCHEINLICHKEIT: KOMBINATORIK

6.4 Variation mit Wiederholung

Wenn aus n Objekten k Objekte mit Zuricklegen und mit Beachtung der Reihenfolge
ausgewahlt werden sollen, dann kann jedes der n Objekte auf jedem der k Platze der
Auswahl erscheinen, es gibt demzufolge n; mogliche Auswahlen.

Vn:nk

Beispiel: Pincode
4 stellig aus 10 Ziffern withlbar mit Wiederholung: 10* = 10000

6.5 Kombination ohne Wiederholung

Im Gegensatz zu den Variationen werden bei den Kombinationen die Anordnungen aufler
acht gelassen, d.h. ”abc” ist gleichwertig mit "bca”. Es muss also weniger Kombinatio-
nen als Variationen geben.

o Vo _Mi5ge-0) _Gm_ o _(n
TR I k—) K K-kl \k

6.6 Kombination mit Wiederholung

Allgemein: Wieviele Zusammenstellungen von k beliebigen (gleichen oder ungleichen)
Elementen in n Zellen sind méglich.

Cn = <n+Z_1> - (1€T:+(::11))"

Beispiel: Anzahl verschiedener Augenkombinationen beim Werfen von 3 Wiirfeln

-1 LT
<6+§ >:876:54

6.7 Zusammenfassung:

OHNE WIEDERHOLUNG | MIT WIEDERHOLUNG
PERMUTATION || P, = n! P, = H*”L'k'
=1 "vt*
VARIATION || 'V, = (ni!k)! Vi, = nk
= (" _ (ntk-1
KoMBINAION || C,, = (}) C, = ("
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7 ELEMENTARE WAHRSCHEINLICHKEITEN: GRUNDLAGEN

7 Elementare Wahrscheinlichkeiten: Grundlagen

7.1 Bezeichner

f(Z) Eintreten von Ereignis Z

f(=Z) Nicht-Eintreten von Ergeinis Z

rh(Z) relative Héufigkeit des Eintretens von Ereignis Z, liegt zwischen [0- - - 1].
feum(Z) kumilierte Haufigkeiten des Eintretens von Ereignis Z.

Theum(Z) kumilierte relative Haufigkeit.

7.2 Axiomatische Definition
Axiom 1:

P(X)>0

Axiom 2:
P(Q)=1

Axiom 3:

PXUY)=PX)+P(Y)—-P(XNY)

7.2.1 spezieller Additionssatz
P(XUYUZ)=PX)+P(Y)+P(Z)—P(XNY)-P(XNZ)—PYNZ)+P(XNYNZ)

7.2.2 spezieller Multiplikationssatz

Fiir zwei unabhangige Ereignisse X und Y gilt:
P(XNY)=P(X)-P)

7.3 Komplementar Ereignisse

Beispiel: Ein Arbeiter bedient 3 Webstiihle. Die Wahrscheinlichkeit fiir einstiindigen
Storungsfreien Lauf:

P =0,9
P, =0,8
Py =0,7

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass wenigstens einer der drei Webstiihle versagt?
P=1-P-P,-P;
Wie grof} ist die Wahrscheinlichtkeit, dass wenigstens einer der drei Webstiihle 1auft?
P=1-Q1-Q2-Q3=1-(1-P)-1-P)-(1-1)
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8 DISKRETE VERTEILUNGEN

8 Diskrete Verteilungen
8.1 Binomialverteilung

Herleitung:

Die Binomialverteilung ist eine der wichtigsten diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen. Sie beschreibt Ergebnisse von Bernoulli-Prozessen.

Ein Bernoulli-Prozess (auch: Bernoulli-Kette) besteht aus einer Abfolge mehrerer,
unter gleichbleibenden Bedingungen durchgefiihrter Bernoulli-Versuche.

Ein Bernoulli-Versuch (auch: Bernoulli-Experiment) ist ein Zufallsversuch mit genau
zwei moglichen Ergebnissen. Die Wahrscheinlichkeit dieser Ergebnisse wird durch die
Bernoulli-Verteilung beschrieben.

Beispiel: Wahrscheinlichkeit fiir keine Sechs bei 4 Wiirfeln.

5\* 625
P4(_|S€Ch5) == <6> = T% == 0,482
P,(z)=p"
Qn(x) = qn

Beispiel: Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei 5 Wiirfeln die beiden ersten
eine Sechs und die drei letzten keine Sechs sind.

Po(213) = (é)z - <2>3 — 0,016
Py(x) =p" - """

8.2 Wahrscheinlichkeits- / Dichtefunktion
Beispiel: Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass Familien mit fiinf Kindern 0..5

Midchen haben:
f(:v|5;%) = <353> (;)x @)H N <i> <;>5

n —x
f(zn;p) = <k>p”q”
Falls

p:§
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8 DISKRETE VERTEILUNGEN

1 n\ 1
fabniz) = (1) 30
Beispiel:

Wahrscheinlichkeit bei 5 Wiirfen mindestens zwei Sechsen zu erhalten.
Losung: Addition der Wahrscheinlichkeiten fiir 2, 3, 4 und 5 Sechsen.

1
F(w22|n:5;p:6)%20%

allg. Verteilungsfunktion:

F(zln;p) = Zn: (Z)p“q”_”

=0

8.3 Mittelwert / Erwartungswert bei Binomialverteilung

Beispiel: Welche Haufigkeit ist bei 100-maligen Miinzwurf fiir ”Zahl” zu erwarten?
=100 L_ 50
= 5~
H=mn-p

8.4 Streuung bei Binomialverteilung

Beispiel: Welche Streuung ist bei 100-maligen Miinzwurf zu erwarten?

11
o=1/100-=-==+25=5
2 2
o = \/npq = \/uq
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9 STETIGE VERTEILUNGEN

9 Stetige Verteilungen

9.1 Einsatz von theoretischen Verteilungen

Vergleich Empirische und theoretische Verteilung werden verglichen.
Vertrauensbereich Bestimmen des Vertrauensbereich fiir einen Kennwert.
Hypothesentest Signifikanz von empirischen Ergebnissen.

Hypothesentest Signifikanz von Unterschieden zwischen den Kennwerten zweier Stich-
proben.

9.2 Chi-Quadrat-Test

X2 _ i (fbeob,k - ferw,k)Q

k=1 ferw,k

Beispiel: Uberprﬁfung eines Wiirfels auf Gleichverteilung.
Hy Nullhypothese - Der Wiirfel ist nicht gezinkt.

H; Alternativhypothese - Der Wiirfel ist gezinkt.

k| foeob | ferw | foeob — ferw (fbeob - ferw)Q (fbeol}e_+w)2
1] 11 | 10 1 1 o1
2| 7 | 10 3 9 09
3| 9 | 10 1 . 01
4l 12 | 10 9 4 04
510 11 | 10 1 ) 01
61 10 | 10 0 0 0.0
’ H ‘ ‘ H Xgrr = 176

Vorgabe: o = 0,05 ; df =5
Tabelle: x2,., =11..
Entscheidung: Hy wird beibehalten mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5 %.

2 2
Xerr < Xkrit

Erhéhter Stichprobenumfang: hat Alternative Hypothese zur Folge. Das Chi-Quadrat
ist nun gleich 16 und somit gréfer als der entsprechende Werte aus der Tabelle, es wird
daher H; angenommen.
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9 STETIGE VERTEILUNGEN

9.3 Normalverteilung

1 1/ z—p\2
. - -3 )
paye = e 2V o
(x| 0) N
B 1
V2o - eé(z;‘t)z
1
f(10|1032) = 1 10-10
2,523 ("2 )
_ 1
5
9.4 Die z-Transformation
T — T
Z; =
S
T, = T+S-z;

9.4.1 Beispiel 1:

Bestimmung eines z-Wertes und der zugehorigen Wahrscheinlichkeit. Wie grof} ist die
Wahrscheinlichkeit, dass ein Mann aufrecht durch einer 2 Meter hohe Tiir gehen kann?
Der Mittelwert der Korpergrofie sei 180cm, die Standardabweichung s=10cm.

S 200-180
S 0

P(z<2) = 0,9772 siehe Tabelle

9.4.2 Beispiel 2:

Bestimmung eines Intervalls und der zugehorigen Wahrscheinlichkeit. Eine Kartoffel-
sortiermaschine umfasst 5 Gitter, die von oben nach unten Kartoffeln vom Querschnitt
6,5,4,3,2cm durchlassen. Der Durchmesser der ”Helene” ist normalverteilt mit einem
Mittelwert von 4cm und einer Standardabweichung von lcm.

Wieviele Kartoffeln fallen vorraussichtlich in die Abteilung mit der Grofie 5-6cm?
6—4

% = —— =2
5—4

5 = —— =1
ple) = 0,9772
Pl = 0,8413
pBs==) = 0,136

= 13,6% fallen in die Abteilung 5-6cm
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9 STETIGE VERTEILUNGEN

Bemerkung Um auf Normalverteilung hinzu priifen, empfiehlt es sich den y2-Test
durchzufiihren.

9.4.3 F-Werte fiir ausgewahlte z, und z,

2 | 2 | F |
—00 00 1
—oo | u=0 %
—0 +o 0,6826
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10 STATISCHE INFERENZ

10 Statische Inferenz

10.1 Stichprobenfehler / Standardfehler
10.1.1 Standardfehler des arithmetischen Mittels

Notation wuz = Mittelwert der Mittelwertverteilung
oz = Standardabweichung der Mittelwerte

10.2 Konfidenzintervall

W= pz £ 2o 0z

Beispiel In einer Zufallsstichprobe von 625 Personen, wurde ein durchscnittlicher 1Q
von 80 Punkte erreicht. Die Standardabweichung betrug s = 10. Geben Sie das 90
%-Intervall fiir den Populationsparameter p an.

p = 80+£23 05
= 80+£2,33-0,4

= 80=£0,932
10

625
10.3 Hypothesen
Alternativhypothese H; : Blinde koénnen im Frequenzband zwischen 200-2000 Herz

mehr Téne unterscheiden als Normalsichtige.

Nullhypothese logisch Hy : —H; H; : Es nicht wahr,dass Blinde im Frequenzband
zwischen 200-2000 Herz mehr Tone unterscheiden als Normalsichtige.

Nullhypothese sprachlich H; : Blinde kénnen im Frequenzband zwischen 200-2000
Herz nicht mehr Téne unterscheiden als Normalsichtige.

statistische Kurzform
HO : Mnorm > Mblind

Hl ! Unorm < Mblind
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10.4 Beispiel

Untersuchungsergebnisse:

n = 100
HNorm = 720
ONorm = 120
ZTBlind = 750
T — o
z =
Oz
750 —-720 §
B 2 2
Oz 120
Oz = —F— = —
Jn 10
Zerrechnet — 27 5
F(z = 2,5;einseitig) = 99,38%

10.5 Fehler

« Fehler erster Art: Die H1 wird angenommen, obwohl eigentlich die HO gilt.

(B Fehler zweiter Art : Die HO wird beibehalten, obwohl eigentlich die H1 gilt.
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