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1 Deskriptive Statistik

In der deskriptiven Statistik geht es um die graphi-
sche und tabellarische Darstellung von Datenmen-
gen sowie deren Beschreibung durch Kennwerte.

1.1 Skalenniveaus

e Messen ist eine strukturerhaltende Zuordnung
von Zahlen zu Objekten und Ereignissen.

e Diese Zuordnung kann Aussagen unterschiedli-
cher ,,Gute* erlauben, wobei die jeweiligen GU-
testufen als Skalenniveaus bezeichnet werden.

Grundsatzlich wird unterschieden zwischen
 Nominalskalen
e Ordinalskalen
 Intervallskalen

 Ratio- oder Verhéltnisskalen
Diese Skalenniveaus unterscheiden sich in ithrem
Informationsgehalt. Dieser determiniert die erlaub-
ten (mathematischen) Operationen und damit die
statistischen Verfahren, die auf die jeweiligen Da-
ten angewendet werden durfen.
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Nominalskala

Objekte mit gleicher Merkmalsauspragung erhalten
gleiche Zahlen, Objekte mit verschiedener Merk-
malsauspragung erhalten verschiedene Zahlen. Die
einzelnen Auspragungen des Merkmals und damit
die Stufen der Skala sind ungeordnet (gleichbe-
rechtigt).

o Mogliche Aussagen: Gleichheit, Verschiedenheit.

 Erlaubte Operationen: =#

o Zulassige Transformation: Eindeutige Transfor-
mationen, die zahlenméaRige Gleichheit und Ver-
schiedenheit nicht verandern.

» Beispiele: Augenfarbe, Geschlecht



Ordinalskala

Eine Ordinalskala ordnet Objekten Zahlen zu, die
so geartet sind, dass von jeweils zwei Objekten das
Objekt mit der grolieren Merkmalsauspragung die
groRere Zahl erhalt. Uber das Ausmass des Unter-
schiedes zwischen den einzelnen Auspragungen ist
nichts bekannt.

o Mogliche Aussagen: GroRRer-kleiner-Relationen.

e Erlaubte Operationen:; =,#,>,<

e Zulassige Transformation: Monotone Transfor-
mationen, die Ordnung der Daten muss erhalten
bleiben.

» Beispiele: Militérische Range, Windstarken.



Intervallskala

Wie bei der Ordinalskala, so sind auch bei der In-
tervallskala die Stufen geordnet. Zusatzlich sind
hier die Abstande zwischen den einzelnen Stufen
alle gleich gross. Hat z.B. ein Objekt den Skalen-
wert 1, so ist es von dem Objekt mit dem Skalen-
wert 2 genauso weit entfernt, wie dieses von einem
Objekt mit dem Skalenwert 3. Der Nullpunkt einer
Intervallskala ist relativ.

* Maogliche Aussagen: Abstandsvergleiche.
o Erlaubte Operationen: =#,>,<,+,—
o Zulassige Transformation: Lineare Transforma-

tionen der Form X* = aX + b, die Verhaltnisse
zwischen Differenzen bleiben erhalten.
o Beispiele: Temperatur in Celsius oder Fahrenheit.



Verhaltnisskala

Eine Verhaltnisskala ist eine Intervallskala mit ab-
solutem Nullpunkt, der das ,,Nichtvorhandensein
des Merkmals ausdrickt.

« Mdgliche Aussagen: Vergleich von Verhaltnissen.

 Erlaubte Operationen: =#,>,<,+,— ./

o Zulassige Transformation: Ahnlichkeitstransfor-
mation der Form X* = a/X, der Nullpunkt wird
nicht verandert und die Verhaltnisse von Werten
bleiben erhalten.

» Beispiele: Grolie in m, Gewicht in kg, Zeit in sec,
Temperatur in Kelvin.

Weitere Bezeichnungen

Intervall- und Verhaltnisskalen werden zusammen-
fassend auch als Kardinalskalen bezeichnet. Hau-
figkeiten besitzen Verhélnisskalenniveau und wer-
den auch als Absolutskala bezeichnet.



Skalenniveaus, mogliche Operationen und stati-

stische Kennwerte

Nominal Ordinal Intervall Verhaltnis

Gleich- Gleich- Gleich- Gleich-

Ungleich| Ungleich Ungleich Ungleich

GroRer- GroRer- GroRer-

Kleiner Kleiner Kleiner

Aussagen Vergleich Vergleich

von Diffe- von Diffe-

renzen renzen

Vergleich

von Verhalt-

nissen

Transfor- Eindeutige, Monotone Lineare Ahnlich-

: Transfor-| Transfor-| Transforma- keitstrans-

mationen . . : )

mation| mationen tion formation

Zentrale Modus Mod_us, Moc_lus, Moc_lus,

Tendenz Median Medlan, Medlan,

Mittelwert Mittelwert

Variations-| Variations-| Variations-

. . breite| breite, AD-| breite, AD-
Dispersion

Streuung, Streuung,

Varianz Varianz




1.2 Haufigkeitsverteilungen

Urliste mit Daten (Messwerte) von n = 92 Teilneh-
mern der Lehrveranstaltung Statistik im WS 98/99.
Die Liste enthalt neben den Probanden-Nummern
(nr) die Variablen ,,Geschlecht” (sex), ,,Angstlich-
keit* (angst) und ,,Kdrperlange* (lang).

nr sex angst

lang

nr sex angst

lang

nr sex angst

lang

nr sex angst

lang

2

H

w
PR RPRPRPRPRPNNRPRRPRRPRPRPRPRPREPREPRERRRR
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173
165
169
174
172
173
176
160
171
170
176
174
170
170
175
195
165
165
166
160
164
177
165

24
25
26
27
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30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46

1
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160
174
174
158
180
180
167
177
167
165
184
168
171
165
170
170
168
178
175
173
170
176
172
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63
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65
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67
68
69

1
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163
175
189
170
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167
169
170
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181
162
162
171
164
168
168
180
167
175
180
169
165
152

70
71
72
73
74
75
76
77
/8
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92

1
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169
175
168
169
164
169
176
185
169
175
166
159
173
184
168
175
176
167
165
176
171
173
171




1.2.1 Univariate Haufigkeitsverteilungen

e Ordnung der Daten nach der jeweiligen Variablen
In aufsteigender Reihenfolge.

e Auszahlung des Auftretens einzelner Punktwerte
bzw. Kategorien. Folgende Ha&ufigkeiten lassen
sich bestimmen:

f Absolute Haufigkeit mit der ein Wert auf-
tritt.

h  Relative Haufigkeit: %

fy,  |Prozentuale Haufigkeit: %EHOO.

fum |Kumulierte absolute Haufigkeit: Die bis zu
dem betrachteten Wert einschlie8lich auf-
summierten absoluten Haufigkeiten.

hwm |Kumulierte relative Haufigkeit: Die bis zu
dem betrachteten Wert einschlieBlich auf-
summierten relativen Haufigkeiten.

foeum | KUMulierte prozentuale Haufigkeit: Die bis
zu dem betrachteten Wert einschlie3lich
aufsummierten prozentualen Haufigkeiten.

fkum

[100 wird auch als Prozentrang be-
zeichnet.
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Aufsteigende Reihenfolge der ,,Angstlichkeit*

nr angst nr angst nr angst nr angst nr angst
19 1 48 2 57 3 53 4 34 5
31 1 o4 2 73 3 60 4 40 5
65 1 99 2 78 3 61 4 49 5
76 1 58 2 82 3 62 4 59 5
7 2 81 2 86 3 66 4 67 5
8 2 83 2 88 3 74 4 68 5
11 2 84 2 1 4 79 4 69 5
14 2 87 2 2 4 80 4 70 5
15 2 5 3 3 4 85 4 71 5
18 2 9 3 6 4 89 4 75 5
20 2 10 3 21 4 90 4 77 5
28 2 13 3 22 4 92 4 91 5
32 2 24 3 25 4 4 5 41 6
33 2 30 3 27 4 12 5 63 6
36 2 35 3 39 4 16 5 72 6
42 2 37 3 43 4 17 5 64 7
45 2 38 3 44 4 23 5
46 2 51 3 50 4 26 5
47 2 o6 3 52 4 29 5
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Primare Haufigkeitsverteilung der ,,Angstlichkeit"

Wert f h f% fkum hkum 1:%kum
1 4, 0,043 4.3 4, 0,043 4.3
2 23| 0,250 25,0 27| 0,293] 29,3
3 17| 0,185 18,5 44| 0,478 47,8
4 25| 0,272 27,2 69| 0,750 75,0
5 19| 0,207 20,7 88| 0,957 05,7
6 3| 0,033 3,3 91, 0,989 98,9
{ 1/ 0,011 1,1 92| 1,000/ 100,0
S| n=92 1| 100,0

30 -

2 25 -

Y4

£ 20 -

3

T 15 -

5 104

3

< 5-
0 .'

Angstlichkeit

Abb. 1. Histogramm der Verteilung von ,,Angst-
lichkeit".
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Priméare Haufigkeitsverteilung der ,,Korperlange*

Wert f h f% fkum hkum f%kum
152 1/ 0,011 1,1 1| 0,011 1,1
158 1/ 0,011 1,1 2| 0,022 2,2
159 1/ 0,011 1,1 3| 0,033 3,3
160 3| 0,033 3,3 6/ 0,065 6,5
162 2| 0,022 2,2 8/ 0,087 8,7
163 1/ 0,011 1,1 9 0,098 9,8
164 3| 0,033 3,3 12| 0,130 13,0
165 8| 0,087 8,7 20/ 0,217 21,7
166 2| 0,022 2,2 22| 0,239 23,9
167 5 0,054 5,4 27 0,293 29,3
168 6/ 0,065 6,5 33| 0,359, 35,9
169 7| 0,076 7,6 40, 0,435 43,5
170 10| 0,109 10,9 50/ 0,543, 54,3
171 5 0,054 5,4 55| 0,998, 59,8
172 2| 0,022 2,2 571 0,620 62,0
173 5 0,054 5,4 62 0,674 674
174 41 0,043 4,3 66, 0,717 71,7
175 7| 0,076 7,6 73, 0,793 79,3
176 6/ 0,065 6,5 79, 0,859, 859
177 2| 0,022 2,2 8l 0,880, 88,0
178 1/ 0,011 1,1 82| 0,891 89,1
180 41 0,043 4,3 86, 0,935 93,5
181 1/ 0,011 1,1 87/ 0,946, 94,6
184 2| 0,022 2,2 89, 0,967, 96,7
185 1/ 0,011 1,1 90, 0,978 97,8
189 1/ 0,011 1,1 91, 0,989, 98,9
195 1/ 0,011 1,1 92/ 1,000] 100,0

n=292 1/ 100,0
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Abb. 2. Histogramm der ,,Kdrperlange®.

Sekundare Haufigkeitsverteilung der ,,Korperlange*

Kategorie f h fos fium hium!  foekum
150 — 154 1| 0,011 1,1 1/ 0,011 1,1
155 - 159 2| 0,022 2,2 3/ 0,033 3,3
160 — 164 9/ 0,098 9,8 12| 0,130 13,0
165 — 169 28/ 0,304 304 40, 0,435 43,5
170 — 174 26| 0,283 28,3 66, 0,717 71,7
175 -179 16| 0,174 17,4 82 0,891 89,1
180 — 184 710,076 7,6 89 0,967, 96,7
185 — 189 2| 0,022 2,2 91| 0,989, 98,9
190 - 194 0/ 0,000 0,0 91| 0,989, 98,9
195 -199 1| 0,011 1,1 92| 1,000, 100,0
> n=92 1/ 100,0
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absolute Haufigkeit

O ! ! 1

150- 155- 160- 165- 170- 175- 180- 185- 190- 195-
154 159 164 169 174 179 184 189 194 199

Korperlange

Abb. 3. Histogramm der Kkategorisierten ,,Korper-
lange*.

90 -
80 -
70
60 -
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20 A
10 A
0

absolute Haufigkeit

weiblich mannlich
Geschlecht

Abb. 4. Histogramm von ,,Geschlecht®.
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1.2.2 Bivariate Haufigkeitsverteilungen

e Ordnung der Daten nach den jeweiligen Varia-

blenpaaren in aufsteigender Reihenfolge.

o Auszahlung des Auftretens einzelner Kombina-

tionen von Punktwerten bzw. Kategorien.

Aufsteigende Reihenfolge von ,,Geschlecht” und
,Angstlichkeit*

nrisex|angst| nr|sex|angst| nri{sex|angst| nr|sex|angst| nr|sex|angst
19| 1 1/ 58| 1 20 78] 1 3/ 60| 1 4140 1 5
31| 1 1/ 81| 1 2182 1 361 1 4159 1 3)
65 2 1/ 84| 1 2/ 86| 1 3/ 62| 1 4/ 67| 1 3)
76| 2 187 1 2088 1 3/ 66| 1 41 68| 1 5
71 2| 15| 2 2| 51| 2 3/ 74| 1 4169 1 3)
8 1 2| 42| 2 2| 96| 2 3/ 79| 1 41 70| 1 5
11 1 2| 46| 2 2 2] 1 41 80| 1 4,71 1 3)
14| 1 2| 83| 2 2| 3| 1 41 85| 1 41 75| 1 3)
18| 1 2 5| 1 3] 6| 1 41 89| 1 4191 1 5
200 1 2] 9| 1 3121 1 41 90| 1 41 16| 2 3)
28| 1 2/ 10| 1 3122 1 4192 1 41 49| 2 3)
32| 1 21 13| 1 3] 25| 1 41 1| 2 4, 77| 2 3)
33| 1 21 24| 1 3| 27| 1 41 4| 1 541 1 6
36| 1 2130 1 3139 1 4112 1 5/ 72| 1 6
451 1 21 35| 1 31 43| 1 41171 1 5/ 63| 2 6
471 1 21 37| 1 3 44| 1 41 23| 1 5/ 64| 1 7
48| 1 21 38| 1 390 1 41 26| 1 3)

54| 1 2/ 57| 1 3/ 52| 1 41 29| 1 5

55| 1 2| 73| 1 393 1 41 34| 1 5
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Primare Haufigkeitsverteilung von ,,Geschlecht™
und ,,Angstlichkeit*

sex| angst f h fos
1 1 2| 0,022 2,2
1 2 19| 0,207 20,7
1 3 15/ 0,163| 16,3
1 4 24| 0,261, 26,1
1 5 16| 0,174 174
1 6 2| 0,022 2,2
1 7 1/ 0,011 1,1
2 1 2/ 0,022 2,2
2 2 4, 0,043 4,3
2 3 2| 0,022 2,2
2 4 1/ 0,011 1,1
2 5 3 0,033 3,3
2 6 1| 0,011 1,1
2 I 0 0,000 0,0
> n=292 1/ 100,0
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Darstellung in einer Kreuztabelle oder Kontin-

genztafel:

sex
angst 1 2 >
1 2 2 4
2,2 2,2 4,3
2 19 4 23
20,7 4,3 25,0
3 15 2 17
16,3 2,2 18,5
4 24 1 25
26,1 1,1 27,2
5 16 3 19
17,4 3,3 20,7
6 2 1 3
2,2 1,1 3,3
7 1 0 1
1,1 0,0 1,1
2 79 13 92
85,8 14,2 100,0
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1.3 Statistische Kennwerte

Statistische Kennwerte (etwas verwirrend haufig
auch Statistiken genannt) haben die Funktion, in zu-
sammengefalter (aggregierter) Form Auskunft Uber
Eigenschaften von Verteilungen zu geben.

Grundlegende statistische Kennwerte sind

* Male der zentralen Tendenz, die die Lage (Loka-
tion) einer Reihe von MeRwerten zusammenfas-
send repréasentieren und

 Dispersionsmalie (Streuungsmalie), die Auskunft
Uber die Variabilitat (Breite der Streuung um ei-
nen Zentralwert) einer Reithe von Meliwerten ge-
ben.
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1.3.1 Mal3e der zentralen Tendenz

Durch welchen Wert wird eine Vielzahl von Werten
am besten reprasentiert? — Hierzu geben Mal3e der
zentralen Tendenz Auskunft Gber die Lage bzw.
Lokation einer Verteilung in Termini der zugrunde-
liegenden Skala.

Modalwert (Modus)

Der Modalwert oder Modus ist der Wert, der in el-
ner Verteilung am haufigsten vorkommt. Es kann
auch mehr als einen Modus geben.

Beispiele:
MOgex = 1, MOgngst = 4, MOjang = 170.

-20-



Median

Der Median ist der Wert, der eine der GrbRe nach
geordnete Merkmalsverteilung in zwei gleichgrol3e
Halften teilt. Bel gerader Anzahl von Werten wird
das arithmetische Mittel aus dem groten Wert der
unteren Halfte und dem kleinsten Wert der oberen
Halfte bestimmt.

Statistische Eigenschaften:
Die Summe der absoluten Abweichungen vom Me-
dian ist minimal.

Beispiele:

X(a6) T X 4+4
Mdangst - S 2 S - 2

Wert in der aufsteigenden Reihenfolge ist;

=4, wobel X der a-te

Mdiang = 170.
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Arithmetisches Mittel

Das arithmetische Mittel bzw. der Mittelwert ist die
Summe aller Messwerte dividiert durch die Anzahl
der Messwerte n:

n

2. X

X:Fl
n

Statistische Eigenschaften:
 Die Summe der Abweichungen aller Messwerte
vom Mittelwert ist Null.

e Die Summe der quadrierten Abweichungen der
Messwerte vom Mittelwert ist ein Minimum.

_ 15717

Beispiel: Xjng ==095

=170,837.
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Zusammenhang zwischen Modus, Median und
Mittelwert

PR

AM Md Mo
n rechlisteile Verteilung

b linkssteile Verteilung

i,
AM Mo Md
¢ symmeirische Verieilung

Abb. 1.9 a-c. Anthmetische: Minel, Modal- ond Medianwen
bl verschesdenen Verellungshinmen
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Statistische Kennwerte der zentralen Tendenz

und Skalenniveaus

Nominal Ordinal Intervall Verhaltnis

Zentrale Modus Mod_us, Moc_lus, Moc_lus,
Tendenz Median Medlan, Medlan,
Mittelwert Mittelwert

Weitere Lokationsmalie
Geometrisches Mittel, harmonisches Mittel, ge-

wichtetes Mittel, getrimmtes Mittel u.v.a.m..

Perzentile

Das Perzentil Py, ISt der Punkt auf einer Skala,
unterhalb dessen X% der aufsteigend angeordneten
Messwerte einer Stichprobe liegen. Der Median ist
das 50%-Perzentil einer Verteilung.
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1.3.2 Dispersionsmal3e

Zwel Verteilungen koénnen gleiche Malie der Zen-
tralen Tendenz haben, dabel aber durchaus unter-
schiedlich breit streuen. Dispersionsmalie geben
Auskunft Uber die Streuung bzw. Variabilitat der
Werte.

Variationsbreite

Die Variationsbreite (engl. Range) ist die Differenz
zwischen dem groRten (Maximum) und dem klein-
sten Wert (Minimum).

-25-



Varianz

Die Varianz ist die Summe der quadrierten Abwei-
chungen vom Mittelwert, dividiert durch die Anzahl
der Messwerte n:

2

i(xi - X)?
_ia |

n

S

Dieser Kennwert ist auf den ersten Blick nur schwer
Interpretierbar, hat aber in der Statistik einen hohen
Stellenwert.

Standardabweichung
Die Standardabweichung oder Streuung ist die
Wourzel aus der Varianz:

i(xi_i)2
S:\/S_Z:\/izl _

n

Statistische Kennwerte der Dispersion und Ska-
lenniveaus

Nominal Ordinal Intervall Verhaltnis

Dispersion Variations-| Variations-| Variations-
breite breite, breite,

Varianz Varianz
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Beispiel )
Deskription von ,,Geschlecht®, ,,Angstlichkeit* und
,,Korperlange*

sex Angst lang

n gultig 92 92 92
fehlende Werte 0 0 0
Mittelwert -- -- 170,837
Median -- 4,000 170,000
Modus 1,000 4,000 170,000
Varianz -- -- 45,832
Standardabweichung -- -- 6,770
Minimum -- 1,000 152,000
Maximum -- 7,000 195,000
Variationsbreite -- 6,000 43,000
Perzentile 5% -- 2,000 160,000
25% - 2,000 167,000

50% -- 4,000 170,000

75% -- 4,000 175,000

95% - 6,000 184,000
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1.4 Die z-Transformation

Die z-Transformation Uberflihrt jede Verteilung In
eine Verteilung mit Mittelwert O und Streuung bzw.

Varianz 1:

Die z-Transformation ermdglicht den relativen
Vergleich von Variablenauspragungen, da sie Mit-
telwerts- und Streuungsunterschiede ,,wegrelati-

viert",
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Beispiel

Ist eine Psychologiestudentin mit 184 cm Korper-
lange relativ langer als ein Psychologiestudent der-
selben Lange? Relativ bedeutet in Bezug zur jewel-
ligen Geschlechtsgruppe.

Korperlédnge
Frauen Manner

N 79 13
Mittelwert 169,456 179,231
Streuung 5,632 7,040

184 —169,456 _
LFrauen — 5,632 - 21582

184 -179,231 _
ZManner — 7’040 - 0!677

Wahrend eine Frau von 184 cm Korperldnge um
2,582 Einheiten (Standardabweichungen) tber dem
Mittelwert liegt, liegt ein Mann derselben Lange um
nur 0,677 Einheiten (Standardabweichungen) Uber
dem Mittelwert, jeweils in Bezug zur Geschlechts-
gruppe. Die Frau besitzt also eine ,,Uberdurch-
schnittlichere® Lange.
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1.5 Zusammenhangsmalie

Lange Y

Abb. 5. Streudiagramm (Scatterplot) der Variablen

200
*
190 | x
* * *
180 x% *
) :
g * ¥x X —
* %i *** ¥ xx x y :170,837
170 - ) -:i**zg** M_;e* *
;-** ¥ x
160 | ¥ %
¥
| X=50846
40 50 60 70 80 90 100
Gewicht X

»,Korperlange und -gewicht* (n = 92).
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1.5.1 Kovarianz und Korrelation

Mit der Kovarianz lafdt sich bestimmen, wie sich die
relativen Positionen von gepaarten Messwerten aus
zwel Variablen zueinander verhalten:

> (%~ X)(y; ~ V)

COVyyy = 1=1

n

Die Kovarianz kann nur hinsichtlich ihres Vorzei-
chens, nicht aber hinsichtlich ihrer GroRRe interpre-
tiert werden.

* Ein positives VVorzeichen der Kovarianz zeigt an,
dal sowohl Uberdurchschnittliche Werte von X
starker mit Gberdurchschnittlichen Werten von Y
gepaart sind als auch, dal3 unterdurchschnittliche
Werte von X starker mit unterdurchschnittlichen
Werten von Y zusammen auftreten.

* Ein negatives Vorzeichen zeigt entprechend an,
dal dberdurchschnittliche Werte von X stérker
mit unterdurchschnittlichen Werten von Y gepaart
sind und umgekehrt.
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Die Kovarianz kann maximal den Wert s,s, an-
nehmen. Dies ist damit ein sehr schoner Term zur
Relativierung bzw. Standardisierung von Kovarian-
zen.

Diese Standardisierung nennt man Produkt-
Moment-Korrelation r .

_ COV(x,y)

f = :
(X,Y) SX By

Die Korrelation ry, kann Werte zwischen -1 und +1
annehmen, wobeli

e —1 einen perfekt negativen linearen Zusammen-
hang anzeigt,

e +1 einen perfekt positiven linearen Zusammen-
hang anzeigt und

0 keinen linearen Zusammenhang anzeigt.

Perfekter linearer Zusammenhang: Die Werte der
einen Variablen lassen sich durch eine Lineartrans-
formation In die der anderen Uberfuhren:

yi = a-+ b
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Beispiel:

Xi Yi X — X Yi =Y (x —X)Wy; - Y)

62 176 22 2,0 4.4
53 166 -11,2  -8,0 89,6
70 177 58 3,0 17,4
70 175 58 1,0 5,8
66 176 1.8 2,0 3,6
y 321 870 0 0 112

X = 64,2, 5,= /4016 = 6,337
y =174,0, s, = /16,4 = 4,050

COV(xy) = % =224

(o= o 224
¥y = s 5, 6,337[4,050

=0,873

Korrelation und Kausalitat

Die Kovariation zweier Variablen kann auf eine
kausale Beziehung der beiden Variablen oder auf
die Beeinflussung durch eine oder mehrere Drittva-
riablen zurlckgehen. Auf Basis einer Korrelation
kann nicht auf die Art der Verursachung geschlos-
sen werden. (Z.B. korrelieren bei Kindern Intelli-
genz und Schuhgroélie.)
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1.5.2 Weitere bivariate Zusammenhangsmale

dichotom | ordinal dlc_hptom- intervall
isiert
dichotom| Phi | [ang- _ Punkt-
biserial biserial
Rangkor-
ordinal relation - -
(Tau,Rho)
dichotom- Tetracho- .
) : Biserial
Isiert risch
intervall Produkt-
Moment
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1.6 Lineare Regression

Hangen zwei Variablen (wie z.B. Kdrperldnge und
Gewicht) zusammen, so Ist es moglich, eine Varia-
ble jewells auf Basis der anderen vorherzusagen.

Die Vorhersagevariable wird als unabhangige Va-
riable oder Pradiktorvariable (X) bezeichnet, die
Variable, die vorhergesagt werden soll, als abhan-
gige Variable oder Kriteriumsvariable (Y).

Im Rahmen der bivariaten Regression wird die
Vorhersage Uber folgende lineare Beziehung vorge-
nommen:

Vi =a+bX , wobei

y; = vorhergesagter Wert, a = Schnittpunkt der Ge-

raden mit der y-Achse (Ordinatenabschnitt, Inter-
zept) und b = Steigung der Geraden.

Ziel ist die Bestimmung einer Geraden, die den Ge-
samttrend aller Punkte am besten wiedergibt.
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Beispiel:

Flr die Korper der 92 Erstsemester des WS 1998
ermittelt man folgende Gleichung:

Lange = 139,74 + 0,52 [Gewicht.

200

190 1

180 -

Lange Y

170 1

160

150 *
40 50 60 70 80 90 100

Gewicht X

Abb. 6. Lineare Regression von Lange auf Gewicht
(n =92).
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1.6.1 Bestimmung der Geradengleichung
Bei der linearen Regression wird die Gleichung
yi =a+bX

gesucht, flr die die Summe der quadrierten Abwei-
chungen zwischen vorhergesagten und tatsachlichen
Werten minimal ist (Kriterium der kleinsten Qua-
drate):

i%(Yi - Vi)° =

i%[Yi - (a+b X))’ = min.

Durch partielle Ableitung dieser Funktion nach a
bzw. b lassen sich allgemeine Losungen sowohl flr
a als auch far b finden, die obiges Kriterium erful-
len:

_ COV(xy)

« =
y 3)2(

b und a,, =y -by, [X.

Bel by, und a, bezeichnet der erste Index (hier y)
die Variable, die vorhergesagt wird, und der zweite
Index die Variable, die vorhersagt (hier x).
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Beispiel:

Korpergewicht X Korperlange Y
(Pradiktor) (Kriterium)
62 176
53 166
70 177
70 175
66 176

X =64,2,s,=.4016 =6,337, y =174,0
_ 112

COV(X y) — T — 22,4

. =Ny _ 224
Y s2 40,16
a,, =y —b, (X =174 -0,558 (64,2 =138,176

= 0,558

Die Regressionsgleichung lautet also:

J; =138,176 + 0,558 [,
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178

176 * *

174

172 4

Lange Y

170 1

168

166 - *

164
50 60 70 80

Gewicht X

Abb. 7. Lineare Regression von Lange auf Ge-
wicht.

Far eine Person, die 70 kg wiegt, sagen wir gemali

der linearen Regression folgende Korperlange vor-
aus:

j = 138,176 + 0,558 (70
= 177,236.
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1.6.2 Beobachtete, vorhergesagte und Residual-
werte

Die Abweichungen der beobachteten Werte von den
vorhergesagten Werten heillen Regressionsresidu-
en:

yi' =Y = Vi.

Die Residuen enthalten die Anteile der Kriteriums-
variablen, die durch die Pradiktorvariable nicht er-
falst werden.

Mittelwerte

e Die Mittelwerte der Kriteriumsvariablen und der
vorhergesagten Werte sind gleich:

L 1 DA
=3y == 26
n izlyl n i:lyl
e Der Mittelwert der Residuen ist O:
1 &«
n >.Yi =0.
=1
Im Beispiel:
. / ]
Xi Yi Yi Yi
62 176 172.772 3,228
53 166 167,750 ~1,750
70 177 177.236 ~0,236
70 175 177.236 —2.236
66 176 175,004 0,996
> 321 870 870 0
AM 64,2 174 174 0
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Zerlegung der Kriteriumsvarianz

Die Varianz der y-Werte setzt sich additiv aus der
Varianz der vorhergesagten y-Werte und der

Varianz der Residuen y” zusammen:
2 — o2 2

Im Beispiel: 16,4 =125+ 3,9.

Determinationskoeffizient

Varianzanteil der abhéngigen Variablen, der mit der
unabhangigen vorhergesagt bzw. erklart werden
kann:

2

Sy

2 —
[(y.9) ~ 32
y

Im Beispiel: 12,5/16,4 = 0,762.
0,762 [1100% = 76,2% der Varianz der ,,Korperlan-

ge“ kann durch das ,,Korpergewicht* erklart werden
(und umgekehrt).
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Korrelationen

e Die Korrelation zwischen Kriterium und Vorher-
sage Ist gleich der Korrelation zwischen Kriteri-
um und Pradiktor:

(y.9) = Ty
e Die Korrelation zwischen Pradiktor und Residuen

Ist O:
r(X’y*) — O .

e Fir die Korrelation zwischen Kriterium und Resi-
duen gilt:

2 —1 _ 2
[y =1y

Im Beispiel:
X y y y
X 1 0,873 1,000 0,000
y 1 0,873 0,488
y 1 0,000
Yy 1

0,488°=0,238=1-0,762=1-0,873°
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2 Wahrscheinlichkeit und Verteilungen
2.1 Wahrscheinlichkeit

Ein Zufallsexperiment ist ein beliebig oft wieder-
holbarer wohldefinierter VVorgang, dessen Ausgang
nicht vorhersagbar ist.

Ein Ausgang wird als Ergebnis oder Elementar-
ereignis w, die Menge aller Elementarereignisse
wird als Ergebnisraum Q = {wy, wy, ..., W} be-
zeichnet. Die Ergebnisse eines Raumes sind voll-
standig und schlie3en sich gegenseitig aus.

Bel der theoretischen (kombinatorischen) Bestim-
mung einer Wahrscheinlichkeit geht man oft von
der Gleichwahrscheinlichkeit aller Ergebnisse aus:

_ Anzahlgunstiger Ergebnisse
Anzahlmaoglicher Ergebnisse

p(A)

Gulnstige Ergebnisse sind solche, bel denen sich A
ereignet, mogliche Ergebnisse sind alle Ergebnisse
des endlichen Ergebnisraumes (A kann durchaus

mehr als ein einziges w; umfassen).
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Beispiel 1:

Zufallsexperiment ,,Munzwurf*: Die maoglichen
Elementarereignisse sind ,,Kopf“ (K) und ,,Zahl*
(2): Q = {K, Z}. Unter Annahme einer ,fairen*
Minze (Gleichwahrscheinlichkeit) ist p(K) = p(Z) =
1.

Beispiel 2:

Zufallsexperiment ,,Reil3zweckenwurf*: Der Ergeb-
nisraum ist auch hier Q = {w;, w} = {,Spitze
oben®, ,,Spitze schrag unten“}, aber die Annahme
der Gleichwahrscheinlichkeit ist unplausibel. In

solchen Fallen kdnnen die p(wy) meist nur Gber
viele Versuche geschatzt werden.

Ein statistischer Schatzer der Wahrscheinlichkeit
eines Ereignisses A ist die relative Haufigkeit eben
dieses Ereignisses:

h(A) :@.
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Begriffe:

e Der Durchschnitt An B bedeutet, dal3 sich A und B
ereignen.

e Die Vereinigung ALIB bedeutet, dal} sich A
und/oder B ereignen.

o Addition: p(ALIB) = p(A) + p(B) — p(AnB).

e Disjunkt bzw. unvereinbar sind Ereignisse, die
keinen Durchschnitt besitzen; dann gilt: p(ALB) =
p(A) + p(B).

o Multiplikation: p(AnB) = p(B) Lh(A|B).

Bedingte Wahrscheinlichkeit

Die bedingte Wahrscheinlichkeit p(A|B) ist die
Wahrscheinlichkeit von A, sofern B eingetreten ist:

_ P(An B)

Ein Schatzer fur p(A[B) ist die bedingte, relative
Haufigkeit:

O T O
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Beispiel:

In einer Zufallsstichprobe mit n = 1000 sind:
* Frauen: 500.

e Raucherinnen: 100.

e Raucher: 150.

R (,,raucht®) R f

F (Frau) |f(F n R)=100 f(F n R) =400 500

F (Mann)|f(F n R) =150|f(F n R)=350| 500

f 250 750 1000

Der Anteil der Frauen an der gesamten Stichprobe
betragt: h(F) = 500/1000 = 0,5.

Wie grol3 ist der Anteil der Frauen unter den Rau-
chern und Rauerinnen?

h(FIR) = f('f:(g)R) = %gg =04.

Oder: Wie grol3 ist der Anteil der Raucher und
Rauerinnen unter den Frauen?

h(R|F) = f(f(E)R) = })88 =0,2.

h(F) # h(F | R) deutet daraufhin, dal} die Ereignisse
F und R nicht unabhangig voneinander auftreten.
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Stochastische Unabhangigkeit

Zwel Ereignisse A und B sind stochastisch unab-
hangig, wenn die Wahrscheinlichkeit fir das ge-
meinsame Auftreten der Ereignisse A und B dem
Produkt 1hrer Einzelwahrscheinlichkeiten ent-

spricht: p(AnB) = p(A) [p(B).

Aquivalent hierzu ist p(A) = p(A|B), sofern p(B) > 0,
und p(B) = p(B|A), sofern p(A) > 0.

Wenn A unabhangig von B, dann andert das Ein-
treten von B nichts an der Eintretenswahrschein-
lichkeit von A, und umgekehrt.
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Beispiel fir Unabhangigkeit:

R R p
F 0,1 0,4 0,5
F 0,1 0,4 0,5
0 0,2 0,8 1

Bei Unabhangigkeit mufite gelten:
P(R)IP(F)=p(RNF).
Das ist hier der Fall:
0,2[0,5=0,1.
Dann gilt auch:
pP(RIF) =p(R) < 0,1/0,5=0,2.

Beispiel fir Abhangigkeit:

R R p
F 0,05 0,45 0,5
= 0,15 0,35 0,5
D 0,2 0,8 1

Bel Unabhangigkeit mufite gelten:
p(R) Cp(F) = p(RnF),

0,2 [0,5# 0,05.

aber:

Dann ist auch:

P(R|F) # p(R), hier: 0,05/0,5 #0,2.
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2.2 Diskrete Verteilungen

Diskrete Wahrscheinlichkeitsfunktionen ordnen ei-
ner endlichen Anzahl von Ereignissen Auftretens-
wahrscheinlichkeiten zu.

Zufallsexperiment ,,Wurf von 2 Mlnzen*:

Maogliche Ergebnisse: Q={ZZ, ZK, KZ, KK}. Wenn
die Munzen fair und unabhangig voneinander sind,
tritt jedes Ergebnis mit p =% = 0,5 [0,5 = 0,25 auf.
Bei den mdglichen Ergebnissen wird die Abfolge
der Ereignisse (mit welcher Miinze was geworfen
wird) bericksichtigt. Man kann aber auch fragen,

wie wahrscheinlich ist es, X x Kopf zu werfen:
p(,,0 x Kopf*) = p({ZZ}) = 0,25.

p(,,1 x Kopf“) = p({ZK, KZ}) = 0,5.

p(,,2 x Kopf*) = p({KK}) = 0,25.

0,6

0,5 1

0,4 -

0,3 -

0,2 -

0,1 -

0

0 x Kopf 1 x Kopf 2 x Kopf

Abb. 8. Diskrete Wahrscheinlichkeitsfunktion.
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Zufallsexperiment ,,Wurf von 3 Milnzen*;
Q={777, ZZK, ZKZ, KZZ, ZKK, KZK, KKZ, KKK},
p(w) = 1/8 =0,5° = 0,125.

n(,,0 x Kopf*) = p({ZZZ}) = 0,125.
n(,,1 x Kopf*) = p({ZZK, ZKZ, KZZ}) = 0,375.
n(,,2 x Kopf*) = p({ZKK, KZK, KKZ}) = 0,375.
n(,,3 x Kopf*) = p({KKK}) = 0,125.

0,4
0,35 -
0,3 A
0,25 -
0,2 A
0,15 -
0,1 A
0,05 -
0

0 x Kopf 1 x Kopf 2 X Kopf 3 x Kopf

Abb. 9. Diskrete Wahrscheinlichkeitsfunktion.
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Binomialverteilung

Ein Experiment, welches in der n-fachen Wieder-
holung von unabhéangigen Einzelexperimenten mit
nur zwel moglichen Ausgangen besteht, heilst Ber-
noulli-Experiment. Wenn ein Ereignis X Iin einem
Einzelexperiment mit einer Wahrscheinlichkeit p
auftritt, dann kann die Wahrscheinlichkeit P, dal3 X
In n Wiederholungen k-mal auftritt, allgemein be-
stimmt werden:

(X = k):@ - p)™

Diese Wahrscheinlichkeitsfunktion hei3t Binomial-
verteilung und gibt an, wie wahrscheinlich das Ein-
treten eines Ereignisses X = Kk ist.

Die Verteilungsfunktion hingegen gibt an, mit wel-
cher Wahrscheinlichkeit ein Ereignis hochstens k-
mal auftritt:

p(x =)= 5 (oot -y

Die Vertetlungsfunktion ist die kumulierte Wahr-
scheinlichkeitsfunktion.
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0,3
0,25 -

0,2 -

0,15 -
0,1

0,05 -

0 | |

/03/,

A BRI ST IR I ANIC I BN
e e e e o S s S el T

Abb. 10. Wahrscheinlichkeitsverteilung mit
p= 0,35, n = 10.

1
0,9 A
0,8 -
0,7 A
0,6 -
0,5 A
0,4
0,3 A
0,2 -
0,1 -

0

SO N NV H X b5 o A DO N
NN NN A SN
SR TR LS U L L L

Abb. 11. Verteilungsfunktion fur p = 0,35, n = 10.

Andere diskrete Verteilungen sind die hypergeo-
metrische, die Poisson- und die multinomiale Ver-
teilung.
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2.3 Stetige Verteilungen

In einem Zufallsexperiment mit einer stetigen Va-
riable besteht die Ergebnismenge aus unendlich
vielen moglichen Ergebnissen. Die Wahrschein-
lichkeit einzelner Ergebnisse lalt sich daher nicht
bestimmen.

Stetige Verteilungen werden nicht mit Balken, son-
dern mit Kurven symbolisiert.

Abb. 12. Binomial- vs. Normalverteilung.
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Die Gesamtflache unter der Kurve ist auf 1 nor-
miert, was bedeutet, dall mit einer Wahrscheinlich-
keit 1 irgendein Ergebnis eintritt. Die Flache Uber
einem Intervall von zwei Werten gibt an, mit wel-
cher Wahrscheinlichkeit Werte innerhalb dieses
Intervalls eintreten.

a b
AX
Abb. 13. Wahrscheinlichkeit eines Intervalls AX.

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion einer stetigen
Verteilung wird als Wahrscheinlichkeitsdichte oder
Dichtefunktion bezeichnet. Erst Gber Integrale die-
ser Dichtefunktion konnen Werteintervallen Wahr-
scheinlichkeiten zugeordnet werden.
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Die Dichtefunktion der Normalverteilung lautet:

-1 ~(x-)? /202
1) Voo |

Diese Funktion beschreibt eine Schar von Vertel-
lungen, die sich hinsichtlich g und o unterscheiden.

Fod O06F o u=l0,a= 10 Fix) 006F p=ida= 8
005 0,05
0,04 F 0,04 |
003 0.03
002}t 0.02
0.0 001
i 0

30 .20 <10 0 10 20 30 40 50 60 70 &0 90 100 110 120 130 140

TR0 . w3awd B OM0F g y=pD,a=2
0,25 025}
0,20+ 0,20
0,15 0IaF
010 0,10
0,05} /\ 0,05

i 0

09 05 11 9 -3 1 5 9 130 " 64 o8 72 76 80 B4 88 92 9%
1) 006

005
04 |

& @=50,0=20
003}

0,02
ﬂ.ul _/\

U0 20 30 40 50 50 70 80 90 100

Abb. 14. Verschiedene Normalverteilungen.
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Eigenschaften der Normalverteilung:

* Glockenformiger Verlauf.

o Symmetrie, d.h. Modalwert, Median und Mittel-
wert fallen zusammen.

e Die Verteilung nahert sich asymptotisch der x-
Achse.

o Zwischen den zu den Wendepunkten gehdrenden
X-Werten befinden sich ungefadhr 2/3 der Ge-
samtflache.

Standardnormalverteilung
Durch eine z-Transformation kann jede Normal-
verteilung in die Standardnormalverteilung mit p =

0 und o =1 [Abk.: N(0O, 1)] tberflhrt werden:

f(2) = ﬁ %2,

Diese Dichte (siehe ,,Ordinate”) und deren Vertel-
lungsfunktion (siehe ,,Flache®) ist bei Bortz (1999)
In Tabelle B (S. 768-772) wiedergegeben.
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Beispiele

* Wie grol ist die Flache von —oo bis —1,967?
p(z<-1,96) = F(z=-1,96) = 0,025.

» Wie grol} ist die Flache zwischen -1 und 1?
p(-1<z<1)=F(z=1) -F(z=-1) =0,8413 -
0,1587 = 0,6826.

D.h. bei Normalverteilungen liegen zwischen —o
und +0 iImmer 68,26% aller Werte.

* Wie grol} ist die Flache von 1,65 bis +o0?
p(z=165)=1-FZ =1,65) = F(z =-1,65) =
0,0495.

Bedeutsamkeit der Normalverteilung
Die Normalverteilung nimmt eine zentrale Stellung
unter den theoretischen Verteilungen ein, da sich

verschiedene Verteilungen von ihr herleiten (X, t,
F) und andere gegen sie konvergieren (Binomial,
Poisson).

Die Normalverteilung dient als theoretisches Mo-
dell fir die Verteilung von ...

o Stichprobenkennwerten,

o Zufallsfehlern,

 (manchen) empirischen Merkmalen.
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Griechisches Alphabet

S >A—0INMDTW>»

= > AR = oS MNMm o< DA

Alpha
Beta
Gamma
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Kappa
Lambda
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Regression; Interpretationshilfen fir r; k-fach gestufte Merkmale; Korrelation fiir nonlineare Zusammenhange; Fi-
schers Z-Transformation; Spezielle Korrel ationstechniken)
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Varianzanalyse (B3):

Einfaktoriglle Versuchspléne: S.75

(Begriffe der Varianzanalyse; Grundprinzip der einfaktoriellen Varianzanalyse; Quadratsummenzerlegung; Varianz-
schétzungen; Entscheidung; Effektgroflen; Varianzaufklarung; Voraussetzungen; Einzelvergleiche; Alpha-Fehler-
Korrektur; Scheffé-Test; Trendtests; Zusammenhéange; Rangvarianzanaly se)

Mehrfaktorielle Versuchsplane: S. 88

(Zweifaktorielle Varianzanalyse; Quadratsummen; Freiheitsgrade und V arianzschétzungen; Hypothesenprifung;
Varianzaufkldrung; Interaktionsdiagramme; Feste und zuféllige Faktoren; EffektgroRen und Einzelvergleiche; Drei-
und mehrfaktorielle Varianzanalysen; Ungleiche Stichprobengréflen; V oraussetzungen)

V ersuchspléne mit M esswiederholungen: S 97
(Einfaktorielle Varianzanalyse mit Messwiederholung; Datenschema; Hypothesen; Quadratsummen; Varianzschét-
zungen; Prufung der Nullhypothese; Trendtests und Einzelvergleiche; Mehrfaktorielle Varianzanalyse mit Messwie-
derholung; Mathematik total; Voraussetzungen)

Kovarianzanalyse: S. 103
(Einfaktorielle Kovarianzanalyse; Datenschema; Hypothesen; Quadratsummen; Freiheitsgrade und Varianzschatzun-
gen; Hypothesenpriifung; Unterschiedliche StichprobengrofRen, A -priori Einzelvergleiche; EffektgroRen; Zusammen-
fassung; Voraussetzungen; Mehrfaktorielle Kovarianzanalyse; Kovarianzanalyse mit Messwiederholung)

Unvollstandige, mehrfaktorielle Versuchsplane: S. 109

(Hierarchische und teilhierarchische Versuchspléne; Lateinische Quadrate; Griechischlateinische Quadrate; Quadra-
tische Anordnungen mit Messwiederholungen)

Theoretische Grundlagen der Varianzanalyse: S 111
(Einfaktorielle Varianzanalyse; Mehrfaktorielle Varianzanalyse; Varianzanalyse mit Messwiederholung; Einfakto-
rielle Kovarianzanalyse; Weitere Verfahren; Allgemeine Regeln)
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Multivariate Verfahren (B4):

Partialkorrelation und Multiple Korrelation: S 114
(Partialkorrelation; Berechnung der Partialkorrelation; Semipartialkorrelation; Berechnung der Semipartialkorrel ati-
on; Partialkorrel ationen hdherer Ordnung; Signifikanztests; Multiple Korrelation und Regression; V oraussetzungen
und Signifikanztests, Schrumpfungskorrektur; Beta-K oeffizienten; Strukturkoeffizienten; Effektgrof3e; Lineare
Strukturgleichungsmodelle; Zeit & Korrelation)

Das Allgemeine Lineare Modell (ALM): S. 127

(Grundprinzip des Allgemeinen Linearen Modells; Dummycodierung; Effektcodierung; Kontrastcodierung; Zusam-
menfassung)

Faktorenanalyse: S 130
(Erste Schritte zur Faktorenanalyse; Grundprinzip der Faktorenanalyse; Zusammenfassung; Die , richtige” Faktoren-
analyse; Kennwerte der Faktorenanalyse: Eigenwert, Faktorladung & Kommunalitét; Die Kenwerte Eigenwert, Fak-
torladung & Kommunalitét am empirischen Beispiel; Kriterien fir relevante Faktoren; Interpretation der Faktoren;
Rotationsverfahren: Orthogonal vs. Oblique; Weiteres)

Clusteranalyse: S 141
(Grundprinzip der Clusteranal syse; Grundprinzip hierarchischer clusteranalytischer Methoden; Fusionskriterien;
Nichthierarchische clusteranalytische Verfahren; Die k-meansMethode; Probleme bei der Clusteranalyse; Zusam:
menfassung)

Multivariate Mittelwertvergleiche: S. 146

(Mehrfach univariate Analysen vs. eine multivariate Analyse)

Diskriminanzana yse: S. 148

(Grundprinzip der Diskriminanzanalyse)

Kanonische Korrelationsanalyse: S. 153
(Grundprinzip der kanonischen Korrelationsanalyse; Schlussbemerkung)

© Manuéd Ulrich
Gegen eine Vervidfatigung dieses Skriptes fir private Zwecke bestehen keine
Einwande. Die kommerzielle Nutzung ist untersagt.
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Zusammenfassung der gebrauchten Abktrzungen:

NV = Normalverteilung

STNV = Standardnormalverteilung
SKV = Stichprobenkennwerteverteilung
Ho = Nullhypothese

H. = Alternativhypothese

Kl = Konfidenzintervall

df = Freiheitsgrade

r = Korrelation

Abszisse=  x-Achse

AV = abhéngige Variable

uv = unabhéangige Variable

KV = Kontrollvariable

QS = Quadratsumme

ANOVA = Varianzanadyse
ANCOVA = Kovarianzanalyse

MANOVA = Multivariate Varianzanalyse

FA = Faktoranalyse
Vp((n) = V ersuchsperson(en)
VT = Vortest

NT = Nachtest

QUEX = Quasi- Experiment

Reliabilitdt = Zuverlassigkeit der Daten
vdiditdt =  Glltigkeit inhatlicher Schlussfolgerungen

Axiom= nicht beweisbare Grundannahme

DK = Determinationskoeffizient (der %-Anteil der Varianz, der vorhergesagt wird)
EG = Experimentalgruppe

KG = Kontrollgruppe

SP = Stichprobe

1A = Interaktion
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Konzeption des Skriptes

Das Skript folgt beim Mathematikteil (B2, B3 & B4) den Kapiteln des Bortz (sofern nicht anders
angegeben), erganzend dazu hebe ich die Folien von B2, B3 & B4 nachgearbeitet.

Ein Eingang auf SPSS — Ausdrucke (wére wohl eher B5) erfolgt im B4 Tell.

Daich im Mathematikteil auf den Bortz als Grundlage, sowie zur Absicherung auf die offi-

ziellen Folien und ein Skript aus der Fachschaft zurtickgreifen konnte, meineich, dassich
allerelevanten Informationen (eher_zuviel) fur B2, B3 & B4 in diesen Skript stehen habe.

Den Methodenlehreteil (B1) habe ich in einem gesonderten Skript stehen, da die Anforderungen
& Themen pro Uni unterschiedlich sind. In der Psychologiefachschaft der Uni Bonn ist aber der

B1-Teil zu finden (oder schreibt mir eine eMail mit der Bitte um Sendung des B1-Teils).

Das Erstellen eines eigenen Lernskriptes— was den eigentlichen Lernerfolg bringt, da ihr
die Sachen nicht nur verstehen, sondern auch erkléren muisst —ersetzt das L esen dieses
Skriptes mit Sicherheit nicht.

Benutzte Literatur fur das Skript:

Statistik (B2), Varianzanalyse (B3) & Multivariate Verfahren (B4):
Bortz (1999): Statistik fur Sozialwissenschaftler (5. Auflage) [Unsere Bibel]
Die Folien der Lehrveranstaltungen B2 (WS 01/02), B3 (SS 01) & B4 (WS 01/02)
Das Statistik - Skript von Benjamin Zéeller (B2 & B3)



M ethodenl ehre B2,B3& B4
Griechisches Alphabet:
A a Alpha N n Ny
B b Beta X X Xi
G g Gamma O o  Omikron
D d Delta P p P
E e Epsilon R r Rho
Z yi Zeta S S Sigma
H h Eta T t Tau
Q J Theta U u Ypsilon
I i Jota F j Phi
K k Kappa C C Chi
L I Lambda Y y Ps
M m My W w  Omega
ACHTUNG!
Bevor es losgeht:

In diesem Skript stehen viele mit dem Formeleditor von Windows erstellte Formeln sowie einige
Formeln aus dem B2 & B3-Skript. Es kann sein, dass die Formeln sich veréndern, da der Formel-
editor von Windows nicht bei allen PCs die Formeln genau gleich darstellt (dies kann beim ,An-
klicken" der Formeln geschehen).
Deswegen ist das Skript schreibgeschiitzt. Bitte also nur Anderungen speichern, wenn Ihr — zu

eurem eigenen Interesse — eine anders benannte Sicherheitskopie erstellt habt.

Wenn gar nichts klappt, kopiert Euch mein Skript ausgedruckt aus der Fachschaft.

Zur Kontrolle: esfolgen eine fehlerfreie Kovarianzformel und ein zTest (flr eine Population).

n

é (Xi B X)(Yi B V)

— =l

COV(yy) =
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Statistik

Deskriptive Statistik:

Deskriptive Statistik = beschreibende Statistik, d.h. sie dient zur Zusammenfassung und Darstel-
lung von Daten (z.B. durch schone Grafiken, Kennwerte wie Mittelwert, Streuung, etc.).

Skalenniveaus;

Terminologie: um Menschen empirisch untersuchen zu kénnen, missen wir ihnen Zahlen ar
ordnen konnen (nach bestimmten, vorgegebenen Regeln), so dass wir auf dieser Basis Berech
nungen anstellen kénnen:
Die z.B. Grof3e von Herrn Schmitz (ein empirisches Relativ) l&sst sich durch Zuordnung von
Zahlen in einem numerischen Relativ (z.B. 1,85 m) ausdriicken.
Wenn ein empirisches Relativ nur durch bestimmte Zahlen ausgedriickt werden kann und nicht
auch durch andere, dann ist es eindeutig bzw., anders ausgedrickt: homomor ph.
D.h. auf das Beispiel bezogen: die Gréfie von Herrn Schmitz betragt 1,85 m; oder mathematisch
formuliert:

Herr Schmitz = Grof3e in Metern (1,85)

Die oben zu sehende Gleichung ist eine homomorphe Abbildungsfunktion zusammen mit einem
empirischen und einem numerischen Relativ. Dies bezeichnet man auch als SKALA.

Die Funktionswerte (nur der Teil der Gleichung rechts vom ,,=*) werden auch als Skalenwerte
oder M esswer te bezeichnet.

Messen ist also eine strukturerhaltende Zuordnung von Zahlen
zu Objekten und Ereignissen.

Diese Zuordnung kann Aussagen unterschiedlicher ,, Glte" erlauben, wobel die jewelligen Glite-
stufen al's Skalenniveaus bezeichnet werden:

Grundsétzlich wird unterschieden zwischen
Nominalskalen
Ordinalskalen
Intervallskalen
Raio- oder Verhaltnisskalen

Eselsbriicke: Wenn Ihr bel der Reihenfolge schwarz (franzdsisch: ,noir*) seht.
Die Skaenniveaus unterscheiden sich in ihrem Informationsgehalt. Dieser determiniert die &-

laubten (mathematischen) Operationen und damit die statistischen Verfahren, die auf die jeweili-
gen Daten angewendet werden dirfen.
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Nominalskala;

Objekte mit gleicher Merkmal sausprégung erhalten gleiche Zahlen, Objekte
mit verschiedenen Merkmal sausprégung erhalten verschiedene Zahlen. Die

einzelnen Auspragungen des Merkmals und damit die Stufen der Skala sind

ungeor dnet (gleichberechtigt).

Beispiele: Augenfarbe, Geschlecht (solange es ohne Wertung bleibt)

Ordinalskala:

Eine Ordinalskala ordnet Objekten Zahlen zu, die so geartet sind, dass von
jeweils zwei Objekten das Objekt mit der groéf3eren Merkmal sauspragung die
groRere Zahl erhélt. Uber das Ausmal des Unterschiedes zwischen den ein-
zelnen Auspragungen ist nichts bekannt.

Beispiele: Windstérken, Militérische Rénge, Ranglisten beim Sport

Intervallskala;

Wie bel der Ordinalskala, so sind auch bel der Intervallskala die Stufen ge-
ordnet. Zusétzlich sind hier die Abstdnde zwischen den einzelnen Stufen alle
gleich grol3. Hat z.B. ein Objekt den Skalenwert 1, so ist es von dem Objekt
mit dem Skalenwert 2 genauso weit entfernt, wie dieses vo n einem Objekt
mit dem Skalenwert 3. Der Nullpunkt einer Intervallskalaist relativ.
Beispiele: Temperatur in Celsius oder Fahrenheit

Verhaltnisskala:

Eine Verhdltnisskala ist eine Intervallskala mit absolutem Nullpunkt, der das
»Nichtvorhandensein“ des Merkmals ausdrickt.

Beispiele: Temperatur in Kelvin, Grof3e in m; Gewicht in kg, Zeit in sec.
Null Kelvin (ca. -273 °C): das Fehlen jedweder atomarer Bewegung

M 6gliche Aussagen:

M dgliche Transfor mationen:

Nominalskala:

gleich / ungleich

Alle, die die Unterscheidung der
Werte nicht verhindern.

Ordinalskala:

gleich / ungleich; grofier/ kleiner

Alle, die die Ordnung der Werte
nicht verandern.

Intervallskala:

gleich / ungleich; grolker/ kleiner;
Abstandsvergleiche

Multiplikation/ Division,
Addition/ Subtraktion

Verhaltnisskala:

gleich / ungleich; grofier/ kleiner;
Abstands-; Verhdtnisvergleiche

nur Multiplikation/ Division
(Erhaltung des Nullpunktes)

M dgliche zentrale Tendenzen:

M 6gliche Disper sionsmalie:

Nominalskala:

Modus

Ordinalskala:

Modus, Median

Variationsbreite

Intervallskala:

Modus, Median, Arithmetisches Mi-
tel

Variationsbreite, AD-Streuung, Vari-
anz

Verhaltnisskala:

Modus, Median, Arithmetisches Mit-
tel

Variationsbreite, AD-Streuung, Vari-
anz
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Um noch vernlinftige Berechnungen anstellen zu kénnen, geht man u.a. in der psychologischen
Forschung meist von Intervallskalenniveau aus, auch wenn das streng mathematisch gesehen
nicht vorhanden ist.

[Die Kultusministerkonferenz definiert Schulnoten als intervallskaliert, um so einen Durchschnitt
u.a. beim Abitur berechnen zu kénnen, auch wenn z.B. zum Erreichen einer , Vier glatt” 50 %
oder zwei Drittel der Punkte zu erreichen sind.]

Mal%e der zentralen Tendenz: Modus, Median & Arithmetisches Mittel:

Durch welchen Wert wird eine Vielzahl von Werten am besten reprasentiert?
Hierzu geben Mal3e der zentralen Tendenz Auskunft Uber die Lage bzw. Lokation einer Vertei-
lung in Termini der zugrundeliegenden Skala.

Modalwert (M odus):

Der Modus ist der Wert, der in einer Verteilung am haufigsten vorkommt. Es kann auch mehr als
einen Modus geben (durch mehrere Maxima; Ausdruck bei Kurvendiskussion: Hochpunkte).
Statistische Abkirzung: M o

Median:
Der Median ist der Wert, der eine der Grof3e nach geordnete Merkmalsverteilung (also mind.
Ordinalskalenniveau) in zwei gleichgrol3e Hélften teilt. Bel gerader Anzahl von Werten wird das
arithmetische Mittel aus dem groften Wert der unteren Halfte und dem kleinsten Wert der oberen
Héalfte bestimmt. Bei ungerader Anzahl wird der Wert in der Mitte genommen.
Statistische Abkirzung: M d
Stati stische Eigenschaften:

Die Summe der absoluten Abweichungen vom Median ist minimal.

ArithmetischesMitte
Das arithmetische Mittel bzw. der Mittelwert ist die Summe aller Messwerte dividiert durch die
Anzahl der Messwerte n:

Il Qo=

X
[
°|

Statistische Eigenschaften:
Die Summe der Abweichungen aller Messwerte vom Mittelwert ist Null.
Die Summe der quadrierten Abweichungen der Messwerte vom Mittelwert ist ein Minimum.

Modus, Median und Arithmetisches Mittel sind im wissenschaftlichen, popul &rwissenschaftli-
chen und alltaglichen Gebrauch beliebte Werkzeuge zum Beweisen eigener Thesen:

,Die meisten Abiturienten wahlen Jura.” (auch wenn es nur 8,6 % sind) [Zahl fiktiv!]

» Die besten 50% haben einen Schnitt von 3,4 oder besser.” (Aha Und wie verteilt sich das?)
»1m Gegensatz zu den 50er kdnnen die Hauptschiiler heute im Durchschnitt nicht sauber schrei-
ben.“ (In den 50ern gingen auch fast 90% aller Schiiler auf die Hauptschule; heute 30%.)
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Weitere Mal3e der zentralen Tendenz:
Geometrisches Mittel, Harmonisches Mittel, Gewichtetes Mittel (siehe Bortz S. 40)

Dispersionsmal3e: u.a. Perzentile, Quadratsummen & Varianzen:

Zwei Verteilungen mit dhnlichen oder sogar gleichen Mal3en der zentralen Tendenz kdnnen
trotzdem sehr unterschiedlich sein, und zwar aufgrund ungleicher Streuungen (Dispersionen)
ihrer einzelnen Werte.

Disper sonsmale geben also Auskunft Uber die Streuung bzw. Variabilitat der Werte.

, Fur die empirische Forschung sind Dispersionswerte den Malien der zentralen Tendenz zumin-
dest ebenbirtig.” (Bortz)

Per zentile und Variationsbreite:
Das Perzentil Pxo, ist der Punkt auf einer Skala, unterhalb dessen X% der aufsteigend angeordre-
ten Messwerte einer Stichprobe liegen. Der Median ist das 50. Perzentil einer Verteilung.

Die Variationsbreite (engl. Range) ist die Differenz zwischen dem grofdten (Maximum) und dem
kleinsten Wert (Minimum).

Wenn dieser Wert stark von Extremwerten abhangt, betrachtet man nur einen ,, eingeschrankten®
Streubereich, z.B. nur die mittleren 90% aler Werte (also den Bereich zwischen dem 5. und 95.
Perzentil.). [Bel einer Standardnormalverteilung liegen die Werte zwischen - ¥ und +¥ , be-
trachtet man aber ,nur* 99, 74% aller Werte, liegen die Werte zwischen —3,00 und +3,00!]

Die Quadratsumme (QS) ist die Summe der quadrierten Abweichungen aller Messwerte vom
Mittelwert.

Die Varianz ist die Summe der quadrierten Abweichungen aller Messwerte vom Mittelwert, di-
vidiert durch die Anzahl der Messwerte n:

Qo5

(% - X)°
"

g2 = iz

Die Standardabweichung oder Streuung ist die Wurzel aus der Varianz:

n
o __ )—(2
T a (% - %) |

n
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Z-Werte:

In der psychologischen Diagnostik ergibt sich oftmals die Aufgabe, Testwerte zweier Personen
aus verschiedenen Kollektiven (oder Gruppen, etc.) zu vergleichen.

Deswegen werden die individuellen Leistungen an der Gesamtleistung des (eigenen) Kollektivs
relativiert, d.h. standardisiert.

Dies geschieht Uber eine zTransformation:

Die z- Transformation ermdglicht den relativen Vergleich von Variablenauspragungen, dasie
Mittelwerts- und Streuungsunterschiede , wegrelativiert”:

X=X
4775,

Die zTransformation Uberfihrt jede Verteilung in eine Verteilung mit Mittelwert O und Streuung
bzw. Varianz 1.

M erkmal szusammenhénge & -vorhersagen:

Ich ziehe hier die Bereiche ,,Kovarianz und Korrelation®, ,, Korrelation und Kausalitat”, , Lineare
Regression” , ,, Beobachtete, vorhergesagte und Residualwerte” und ,, Determinationskoeffizient"
aus Kapitel 6 im Bortz vor, da mir eine Thematisierung in Kapitel 6 als zu spét erscheint.

Kovarianz und Korreation:

Mit der Kovarianz lasst sich bestimmen, wie sich die relativen Positionen von gepaarten Mess-
werten aus zwel Variablen zueinander verhalten:

— |
COV(xy) =

1 Qo5
H

(% - X)(yi - Y)
X .

Die Kovarianz kann nur hinsichtlich ihres Vorzeichens, nicht aber hinsichtlich ihrer Grol3e
interpretiert werden. [Daman auch mit Inches statt cm oder m statt cm arbeiten kann, kann die
Grole der Kovarianz stark schwanken.] [Die Kovarianz ist bei Monte-Carlo-Studien sehr robust.]

Ein positives Vorzeichen der Kovarianz zeigt an, dass sowohl tberdurchschnittliche Werte
von X stérker mit Gberdurchschnittlichen Werten von Y gepaart sind al's auch, dass unter-
durchschnittliche Werte von X stérker mit unterdurchschnittlichen Werten von Y zusammen
auftreten.

Ein negatives VVorzeichen zeigt entsprechend an, dass Uberdurchschnittliche Werte von X
stérker mit unterdurchschnittlichen Werten von Y gepaart sind und umgekehrt.

12
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Keine Kovarianz entsteht dann, wenn sich die Werte von X und Y ausgleichen. Dies macht
eine Interpretation unmaoglich.

Nur zur Erinnerung: selbst der kleinste positive lineare Zusammenhang ergibt eine positive
Kovarianz! Damit man das auch erkennen kann, nutzt man Korrelationen.

Man standardisiert eine Kovarianz und erhalt eine Korrelation:

Die Kovarianz kann maximal den Wert s,-s, annehmen. Dies ist damit ein sehr schoner Term zur
Relativierung bzw. Standardisierung von Kovarianzen. (Man macht so was wie eine
z-Transformation, nur fur beide Variablen (X, Y) gleichzeitig.)

Diese Standar disierung nennt man Produkt-Moment-Korrelation rxy).

= My
(x,y) S, >Sy

Die Korrelation ryy kann Werte zwischen —1 und +1 annehmen, wobei
—1 einen perfekt negativen linearen Zusammenhang anzeigt,
+1 einen perfekt positiven linearen Zusammenhang anzeigt und
0 keinen linearen Zusammenhang anzeigt.

Perfekter linearer Zusammenhang: Die Werte der einen Variablen lassen sich durch eine Linear-
transformation in die der anderen Uberfihren:

Vi = a+ bx|

(Und schon schliefdt sich der Kreis zu Linearer Regression.)
[Die Abkirzung ,r* bel der Korrelation ist auf das Wort ,, Regression” zurtickzufiihren, da Korre-

lations- wie Regressionsrechnung eng miteinander verknlpft sind.]

Korrelation und Kausalitét:

Die Kovariation zweier Variablen kann auf eine kausale Beziehung der beiden Variablen oder auf
die Beeinflussung durch eine oder mehrere Drittvariablen zuriickgehen. Auf Basis einer Korrela-
tion kann nicht auf die Art der Verursachung geschlossen werden. (Z.B. korrelieren bei Kindern
Intelligenz und Schuhgrofie.) Kausalitat lasst sich nur widerlegen, nicht beweisen.

Lineare Regression:

Héangen zwei Variablen (wie z.B. Korperlange und Gewicht) zusammen, so ist es mdglich, eine
Variable jeweils auf Basis der anderen vorherzusagen.

Die Vorhersagevariable wird als unabhéngige Variable oder Pradiktorvariable (X) bezeichnet,
die Variable, die vorhergesagt werden soll, alsabhéangige Variableoder Kriteriumsvariable (Y):

13
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(Pradiktorvariablen sind im algemeinen einfacher und billiger zu messen; z.B. 1Q-Tests)

Im Rahmen der bivariaten Regression wird die Vorhersage tber folgende lineare Beziehung vor-
genommen:

g’i :a+b:)(i , wobei

¥ = vorhergesagter Wert, a = Schnittpunkt der Geraden mit der y-Achse (Ordinatenabschnitt,
Interzept) und b = Steigung der Geraden.

Ziel ist die Bestimmung einer Geraden, die den Gesamttrend aller Punkte am besten wiedergibt.

200

190+

1804

>
o)
S
-
170
1604
150 * . . . .
40 50 60 70 80 %0 100
Gewicht X
Gleichungen:
cov _ _
_ (x,y) —_ _
b, =—= Ay =Y B, X

(Grafikenim Bortz S. 181)

Bel der linearen Regression wird die Gleichung gesucht, fur die die Summeder quadrierten
Abweichungen zwischen vor her gesagten und tatsachlichen Werten minimal ist (= Kriterium

n
der kleinsten Quadrate). é (y, - 9i)2 = min., wobei Y. = Wert auf der Graden
i=1

Beobachtete, vorhergesagte und Residualwerte:

Die Abweichungen der beobachteten Werte von den vorhergesagten Werten heil3en Regressions-
resduen:

Y =Y - Vi
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Die Residuen enthalten die Anteile der Kriteriumsvariablen (), die durch die Prédiktorvariable
nicht erfasst werden:

Die Mittelwerte der Kriteriumsvariablen und der vorhergesagten Werte sind gleich.
Der Mittelwert der Residuen ist O.

Diese Antelle der Kriteriumsvariablen sind auf Messfehler, vor allem aber auch durch Bestandtel-

le des Kriteriums, die durch andere, mit der Prédiktorvariablen nicht zusammenhéngende Merk-
male, erklart werden kénnen (z.B. Storvariablen).

Zerlegung der Kriteriumsvarianz:

Die Varianz der y-Werte setzt sich additiv aus der Varianz der vorhergesagten y—Werte und der
Varianz der Residueny’ zusammen:

2 — 2 2
SRR

Determinati onskoeffizient:

= Varianzanteil der abhéngigen Variablen, der mit der unabhangigen vorhergesagt bzw. erklart
werden kann:
2
2=
(y.y) = 2
y

Dabei kann man die ,, Power” einer Regressionsgeraden erfassen, d.h. wie viel Prozent sagt sie
vorher und wie viel bleibt im Dunkeln.

Korreationen:

Die Korrelation zwischen Kriterium und Vorhersage ist gleich der Korrelation zwischen
Kriterium und Pradiktor:

"y.9)= Tty
Die Korrelation zwischen Prédiktor (X) und Residuen (von Y) ist O0: (muss ja, die Residuen
sind jader Teil, den der Préadiktor X nicht aufklart)

r(x,yk) =0.

Fur die Korrelation zwischen Kriterium und Residuen gilt:

2 — 2
My = 1= Ty
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Wahrscheinlichkeitstheorie und -verteilungen:

Eine der wichtigsten Eigenschaften des Menschen ist es, Redundanzen (unnétige Ausfuhrlichkeit
einer Information) zu erkennen und zu erlernen. Dies verhindert, dass der Mensch in dem Chaos
von Zufédligkeiten und in der Fllle von Informationen zugrunde geht.

Der Mensch schafft sich ein Ordnungssystem (z.B. Zahlen, Buchstaben, Gesetze), an dem er sein
Verhalten orientiert — in (teils blindem) Vertrauen darauf, dass das System auch funktioniert.
Jedoch gibt esin der Welt keine absoluten Wahrheiten und Wahrscheinlichkeiten. Wir regulieren
unser Verhalten nach einem System unterschiedlich wahrscheinlicher Hypothesen, die teils véllig
bldde sind (Geld in Glicksspiele investieren), teils sehr vernunftig sind (wir steigen in ein Flug-
zeug, weil es sehr unwahrscheinlich ist, dass es abstiirzt.).

Der Mensch schafft sich Grundsatze (in der Mathematik: Axiome), die er beweislos vor aus-
setzt. Aus mehreren Axiomen (einem Axiomssystem) kdnnen L ehrsatze nach den Regeln

der Logik hergeletet werden. Wichtig dabei:
1.) Wider spruchsfreiheit

2.) Unabhangigkeit: kein Axiom l&sst sich aus einem anderen herleiten.
3.) Vollstandigkeit: alle Axiome reichen aus, um alle inhaltlich richtigen Sétze zu beweisen.

Zufallsexperimente:

Fur die Definition objektiver Wahrscheinlichkeiten (das will ja der Methodiker) ist der Begriff

des ,, Zufallsexperimentes* zentral:
Ein Zufallsexperiment ist ein beliebig oft wieder holbarer wohldefinierter Vorgang, dessen
Ausgang nicht vorhersagbar ist.

Ein Ausgang wird as Ergebnis oder Elementarereignis w, die Menge aler Elementarereignisse

wird as Ergebnisraum W = {wy, wy, ..., W} bezeichnet.
Bei der theoretischen (kombinatorischen) Bestimmung einer Wahrscheinlichkeit geht man oft von

der Gleichwahrscheinlichkeit aller Ergebnisse aus:

A) = Anzahl gunstiger Ergebnisse .
p( )_Anzahl moglicher Ergebnisse

Gunstige Ergebnisse sind solche, bel denen sich A ereignet, mogliche Ergebnisse sind ale Ergeb-
nisse des endlichen Ergebnisraumes (A kann durchaus mehr as ein einziges w, umfassen).

Ein Beispid:

Ich werfe einen perfekten sechsseitigen Wiirfel: Die Chance, dasich eine ,, sechs* erhalte, betragt
also ein Sechstel, oder, mathematisch formuliert:

plawrf ) =

D
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Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung:

digunkt = unvereinbar; die Ereignisse haben keine gemeinsame Menge, keinen Dur chschnitt
p = Possibility (Wahrscheinlichkeit)

p(A) = Wahrscheinlichkeit von A

p(A) = Wahrscheinlichkeit des Fehlens von A

p(AQ B) = die Walrscheinlichkeit von A und B (gleichzeitig)

p(AE B) = die Wahrscheinlichkeit von A und/oder B (also entweder A oder B oder A&B
gleichzeitig!)

Das Ereignis, dass sich A und B ereignen, wird as Dur chschnitt bezeichnet.
Symbol: C (= logisches Produkt)
Das Ereignis, dass sich A und/oder B ereignen, wird as Verenigung bezeichnet.

Bel unvorhersehbaren Wahrscheinlichkeiten muss man tber viele Versuche die Wahrscheinlich-
keiten schétzen (z.B. Reiszwecken werfen: zu wie viel Prozent landet es mit der Spitze nach o-
ben, zu wie viel mit der Spitze schrég nach unten?) (je grofRer n, desto genauer):

Ein statistischer Schéatzer der Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A ist die relative Haufigkeit
eben dieses Ereignisses:

h(A) :@-

Axiome der Wahrscheinlichkeitstheorie:

1.) Fur die Wahrscheinlichkeit eines zufdligen Ereignisses A gilt p(A) 3 0 (Nicht- Negativi-
tat).
2.) Die Wahrscheinlichkeit eines sicheren Ereignisses ist gleich 1 (Normierung).

3.) DieWahrscheinlichkeit, dass eines der digunkten Ereignisse A1 oder A, oder ... Ax auf-
tritt, ist gleich der Summe der Einzelwahrscheinlichkeiten p (A1), p(A2), ... p(Ax).

Additionstheorem fir vereinbare bzw. nicht digunkte Ereignisse:
P(AEB) = p(A) + p(B) - p(ACB).

Bei disjunkten bzw. nicht vereinbaren Ereignissen:
P(AEB) = p(A) + p(B).
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Die bedingte Wahrscheinlichkeit p(A|B) ist die Wahrscheinlichkeit von A, sofern B bereits einge-
treten ist:

_P(ACB).

Multiplikationstheorem fir abhéngige Ereignisse:
p(AG B) = p(A)xp(BA)  oder
p(AG B) = p(B)xp(AB)

Multiplikationstheorem fir unabhangige Ereignisse:
p(AG B) = p(A) xp(B)

Zwei Ereignisse A und B sind stochastisch unabhéngig, wenn A unabhéngig von B eintreten
kann, d.h. das Eintreten von B andert nichts an der Eintretenswahrscheinlichkeit von A, und um-
gekehrt.

Das Theorem von Bayes:

Das Theorem von Bayes verknlpft die bedingten Wahrscheinlichkeiten p(A{ B) und p(B| A) unter

Verwendung des Satzes der totalen Wahrscheinlichkeit (Bortz S. 57). Eine der beiden bedingten
Wahrscheinlichkeiten kann damit von der anderen aus erschlossen werden.

In der statistischen Entscheidungstheorie hat somit das Theorem von Bayes eine besondere
Bedeutung; statistischen Entscheidungen werden immer aufgrund bedingter Wahrschein-

lichkeiten getroffen.
[Die Wahrscheinlichkeit fir das Auftreten bestimmter Daten (D) unter der Bedingung, dass eine

bestimmte Hypothese (H) richtig ist: p(D|H) ]

V ariationen, Permutationen, Kombinationen:

Insbesondere durch Glucksspiele wurde eine Reihe von Rechenregeln erarbeitet, mit denen die
Wahrscheinlichkeit bestimmter Ereigniskombinationen von gleichwahrscheinlichen Elementarer-
eignissen ermittelt wird.

1. Variationsregel: Wenn jedes von k sich gegenseitig ausschlief3enden Ereignissen bel jedem
Versuch auftreten kann, ergeben sich bei n Versuchen k" verschiedene Ereignisabfolgen.
Beispie: die Chance, funf mal hintereinander beim Munzwurf ,Zahl* zu erhalten (2 mdgli-

che Ereignisse), betragt k" = 2° = 32 verschiede Ereignisabfolgen. Da es sich um ein giinstiges
Ereignis handelt, betragt die Wahrscheinlichkeit p = 1/32 = 0,031

2. Variationsregel: Werden n voneinander unabhangige Zufallsexperimente durchgeftihrt und
besteht die Ereignismenge des 1. Zufallsexperiments ausk;, die Ereignismenge des 2. Zufallsex-
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periments aus k», .... und die Ereignismenge des n-ten Zufallsexperiments aus kn, verschiedenen

Elementarereignissen, sind ki xkz X ..... Xk Ereignisabfolgen mdglich (x bedeutet ,, mal®).
Beispie: Ein Munzwurf und ein Warfelwurf, man mochte Zahl und eine 6 erhalten. Es erge-
ben sich 2 x 6 = 12 Ereignismoglichkeiten. Die Wahrscheinlichkeit betragt also p = 1/12 =
0.08.

Permutationsregel: n verschiedene Objekte kbnnenin  n! = 1 x2x3X..... X (1) xn
verschiedenen Abfolgen angeordnet werden. (n! bedeutet n Fakultét)
Beispid: In einer Urne befinden sich 6 unterschiedlich schwere Kugeln. Wie gro3 ist die
Chance, die Kugeln in der Rethenfolge ihres Gewichtes herauszunehmen? (Esist also ein ur+
terschiedliches Ereignis ohne Zuriicklegen; ergo ein abhangiges Eeignis)
6x5x4x3x2x1=720 mogliche Abfolgen. Nur eineist richtig, also p = 1/720 = 0,0014

1. Kombinationsregel: Wahlt man aus n verschiedenen Objekten r zuféllig aus, ergeben sich
nl/ (n- r) verschiedene Reihenfolgen der r Objekte.
Beigpid: Ich will aus einem Kartenspiel (32 Karten) in vier Zugen die Asse herausziehen.
Die Reihenfolge der Asseist festgelegt:
32!

(32 - 4)!
Die Wahrscheinlichkeit betragt also 1/ 863040 = 1,16 x 10° Méglichkeiten

=32 x 31 x 30 x 29 = 863040

2. Kombinationsregel: Wahlt man aus n verschiedenen Objekten r zufdlig aus und |&sst hierbei

die Reihenfolge aul3er acht, ergeben sich fir die r Objekte gﬂg verschiedene Kombinationen.
elg
Beispid: Wie gro3ist die Wahrscheinlichkeit, 6 Richtige aus 49 zu haben? (Rethenfolge ist
im Gegensatz zur 1. Kombinationsregel ja egal)
Dawir noch alle wissen, dass

WO N o angesert SO0 49 _ 4054847464544 _

&5 nn-n) &6 45 6(49- 6)l 6554324

= . . 0OCNh genauere rRechensc ritte: Bortz S.
13.983.816 (Noch Rechenschritte: Bortz S. 61)

Die Wahrscheinlichkeit, sechs Richtige im Lotto zu haben betragt also 1/ 13.983.816 =
= 7,15 x 10°® Méglichkeiten.

(Und die Lottobranche boomt. Sollten wir Psychologen da nicht mal eingreifen?)

3. Kombinationsregel: Sollen n Objekte in k Gruppen der Groflzen ny, I, ...., N eingeteilt werden
(wobei m + m + ... + e = n), ergeben sich n!/ (! ....... n!) Moglichkeiten.
Beispid: In einer Urne sind 4 rote, 3 blaue und 3 griine Kugeln. Wie grol3 ist die Wahrschein
lichkeit, erst die 4 roten Kugeln zusammen, denn die 3 blauen und zuletzt die 3 griinen Ku-
geln zu entnehmen?

I
10 = 4200
4:3:3

Die Wahrscheinlichkeit, erst die 4 roten Kugeln zusammen, denn die 3 blauen und zuletzt die
3 griinen Kugeln zu entnehmen, betragt also 1/ 4200 = 2,38 x 104 Moglichkeiten.
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V erteilungsfunktionen:

Wenn man Experimente durchfiihrt, erhdt man jede Menge Daten (z.B. Studiengang von alen
Studenten der Uni Bonn). Diesen Daten kann man bestimmte Kennungen (z.B. 1, 2, 3, etc.) hin
zufiigen, und so erhdlt man eine Tabelle. Dasist eine diskrete Wahrscheinlichkeitsfunktion.*

Diskrete Wahr scheinlichkeitsfunktionen bestehen aus einer endlichen Anzahl von Ereignis-
sen. Auftretenswahr scheinlichkeiten einzelner Ereignisse lassen sich damit bestimmen.
Beispiele: Wrfelergebnisse, Noten (manche haben gleiche Ergebnisse)

Man kann aber Daten auf bestimmte Kennungen zufigen, d.h. z.B. ich ordne alle Studenten der
Uni Bonn der Grof3e nach. So erhdt man eine Kurve. Dasist eine stetige Wahrscheinlichkeits-
funktion.*

Stetige Wahr scheinlichkeitsfunktionen bestehen auseiner unendlichen Anzahl von Ereig-
nissen. Auftretenswahrscheinlichkeiten einzelner Ereignisse lassen sich damit nicht be-
stimmen.

Beispiele: Korpergrofie, Geschwindigkeit (Niemand ist gleich grof3, wenn man es genau nimmt.)

* Diese Beispiele sind von mir sind konstruiert. Ich kann z.B. den Zahlen 1 bis X die Studien
gange der Studenten der Uni Bonn zuordnen, bin deswegen aber nicht bei einer stetigen Wakhr-
scheinlichkeitsfunktion.

Der eigentliche Unterschied zwischen STETIG und DISKRET ist in dem fett Geschrieben fest-
gehalten. (Bel Stetigkeit Kurven und bel Diskretheit Tabellen zu benutzten stimmt aber.)

Diskrete Verteilungen:

0,6

0,5 1
0,4 1

0,3 1

0,2 1

0,1 A1

0 x Kopf 1 x Kopf 2 x Kopf
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X und s? einer empirischen Verteilung / Stichprobe werden durch m(Erwartungswert) und s? bei
einer theoretischen Verteilung einer Zufallsvariabeln / Population ersetzt, bei diskreter Verteilung

— 3 2 _ J 2
egibtsich M=A X XP undS " = A P, ’(Xi - m) .
i=1 i=1

Binomialvertellung:

Ein Experiment, welches in der n-fachen Wiederholung von unabhéngigen Einzelexperimenten
mit nur zwei moglichen Ausgangen besteht, heil% Ber noulli-Experiment. Wenn ein Ereignis X
in einem Einzelexperiment mit einer Wahrscheinlichkeit p auftritt, dann kann die Walhrschein-
lichkeit P, dass X in n Wiederholungen k-mal auftritt, allgemein bestimmt werden:

_y_anc n-k. [ 1p=4q]
P(X =k)=¢ =xp*x1- p)
eng
Diese Wahr scheinlichkeitsfunktion heif Binomialverteilung und gibt an, wie wahrscheinlich
das Eintreten eines Ereignisses X = k ist.

Beispid: Ich méchte wissen, wie grof3 die Chance ist in 10 Munzwurfen genau 7x ,,Zahl* zu
erhalten. Die Wahrscheinlichkeit einer Zahl betrégt 50%, mathematisch formuliert:

p=0,5=%
Wenn ich jetzt einsetzte: [n = 10, da 10 Wiirfe; k = 7, da 7x ,Zahl* gewiinscht]

@800 20 6 10X98X766x4x o §°
p(x =7)=g 24 = o~ = 20 =017
15820 825 1664804 &2g

Die Wahrscheinlichkeit, mit 10 Minzen genau 7 mal Zahl zu treffen, betragt 11,7%.

Die Verteilungsfunktion hingegen gibt an, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein Ereignis héchs-
tens k-mal auftritt:
kK a0 . -
P(XE£k)=4 ¢ +xp! {1- p)™’
=0elg

Die Verteilungsfunktion ist die kumulierte Wahrscheinlichkeitsfunktion.

Anderediskrete Vertelungen:

- Hypergeometrische Verteilung: wird benutzt bei schwankenden Wahr scheinlichkeiten (z.B.
durch Ziehen ohne Zuriicklegen)
PoissonVerteilung: Verteilung seltener Ereignisse; wird benutzt bei grofem n & kleinem k.
Multinominale Verteilung: auch Polynominalverteilung genannt; ermoglicht mehrere unter-
schiedlich grof3e ky.
Negative Binomialverteilung: ermittelt die Wahrscheinlichkeit, dass ein Ereignis nach x Ver-
suchen erst dann eintritt, wird haufig benutzt zur Analyse von Wartezeiten.
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Stetige Verteilungen 1: Normalverteilung & Standardnormalverteilung:

Fur alle stetigen Verteilungen geltend:
Die Gesamtflache unter der Kurve ist auf 1 normiert, was bedeutet, dass mit einer Walhr-
scheinlichkeit 1 irgendein Ergebnis eintritt. Die Fléache Uber einem Intervall von zwel Werten
gibt an, mit welcher Wahrscheinlichkeit Werte innerhalb dieses Intervalls eintreten.

Normalverteilung(NV):

Die Normalvertellung ist die fir die Statistik wichtigste Verteilung; aus ihr werden weitere
stetige Verteilungen wie u.a. die ¢ ? -Verteilung, die t-Verteilung sowie die Verteilung abgelei-
tet; diskrete Vertellungen wie die Binomial- und PoissonVerteilung konvergieren gegen sie.

Die Zusammenhénge zwischen ¢ 2 -Verteilung, t-Verteilung sowie F-Verteilung folgen.

Alle Normalverteilungen haben typische Eigenschaften:
- Die Verteilung hat einen glockenférmigen Verlauf.
Die Verteilung ist symmetrisch.
Modus, Median und Mittelwert fallen zusammen.
Es gibt nur einen Modus (wie auch bei Chi>-Verteilung, t-Verteilung sowie F-Verteilung.)
Die Vertellung néhert sich asymptotisch der x-Achse (geht alsovon - ¥ bis +¥ ).
Zwischen den zu den Wendepunkten gehdrenden x-Werten befinden sich ungefahr 2/3 der
Gesamtfléche.
Zwischen den Werten X + s (= Streuung) und X - sliegen 68,26% aller Werte, im Bereich X
+- 2sliegen 95,44%.
Binomfinalverteilung ist fir n =>¥ gleich der Normalverteilung (S. 78 Bortz)
Fesche Bilder von Normalverteilungen im Bortz auf S. 74.

Normalverteilungen unterscheiden sich durch
a.) unterschiedliche Erwartungswerte (1) [also Mittelwerte] und

b.) unterschiedliche Streuungen (S ).

Zwel Normalverteilungen mit gleichem s und n sind identisch. Die Normalverteilung wird
somit durch die beiden Parameter s und nr f&tgelegt. Ihre Dichtefunktion lautet:

f (%) = s e (/252

\/2p S?

Damit klar ist, was diese Funktion da oben soll:

Mithilfe von Funktionen kann man durch Einsetzten des x-Wertes den yWert bestimmen und
erhalt somit eine wunderschéne Kurve, wie z.B. bei der Parabel: f(x) = ¥

Diese Funktion da oben gibt dann den y-Wert an, der aber gleichzeitig die Wahrscheinlichkeit
des Eintretens dieses (eingesetzten) x Wertes (in einem Intervall DX ') angibt. (in der Tabelle als
,Ordinate" bezeichnet.) Uber ein Integral dieser Dichtefunktion kann die Flache berechnet wer-
den (dasist jader Sinn von Integralen). Allesklar?
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Grundprinzip mathematisch ausgedriickt:

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion einer stetigen Verteilung wird al's Wahrscheinlichkeitsdichte
oder Dichtefunktion bezeichnet. Erst Uber Integrale dieser Dichtefunktion kdnnen Werteinterval
len Wahrscheinlichkeiten zugeordnet werden.

Standar dnormalverteilung (STNV):

Die Standardnormalverteilung (STNV) ist eine ganz normale Normalverteilung; wird aber as
Grundlage aller Vergleiche zwischen Normalverteilungen genutzt, da sie einen Mittelwert p= 0
und eine Streuung s = 1[Abk.: N(O, 1)] hat.

Durch einez-Transformation kann jede Normalverteilung in die Standar dnormalverteilung
Uberfihrt werden; somit sind Vergleiche zwischen allen Normalverteilungen moglich!!

Ihre Dichtefunktion lautet:

-22[2,

f(z):%p

[Man hat hier x durch z ersetzt, um zum Ausdruck zu bringen, das diese Funktion nur zu Stan-
dardnormalverteilung gehort.]

Diese Dichte (siehe ,,Ordinate”) und deren Verteilungsfunktion (siehe ,, Flache") ist im Bortz in
Tabelle B (S. 768-772) wiedergegeben. [Einen zWert in der Tabelle nachzusehen setzte ich als
bekannt voraus.]

Das hier ist Ubrigens die Integralformel, die bendtigt wird, um die zu den zWerten zugehorigen
Fléchenanteile [von - ¥ bisa] bel der Standardnormalverteilung (STNV) auszurechen:

a 1 )
p(z<a) = y—> “'*dz
AN

Schon, nicht? Die anderen Formeln sind noch komplizierter (das ist aber, ebenso wie diese For-
mel, nicht relevant fur die Prifung — nur zu Anschauung gedacht ).

Die Bedeutsamkeit der Normalverteilung (NV) lasst sich auf 4 Aspekte zurtickfuhren:
die NV asempirische Verteilung: eine Reithe von Messungen verteilt sich meistensannéh-
rend normal, z.B. Korpergrof3e, -gewicht, Testleistungen. (Im 19. Jahrhundert entdeckt, heute
relativiert.)
die NV als Verteilungsmodell fir statistische Kennwerte: wenn man genug Stichproben
Zieht verteilen sich die Mittelwerteder Stichproben normal (I nferenzstatistik!).
die NV als mathematische Basisverteilung: Verkniipfungen u.a. zu ¢ ?-, t- sowie F-
Verteilung.
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die NV in der statistischen Fehlertheorie: kaum eine Messungen ist absolut fehlerfrei. Misst
man andauernd, erhdlt man irgendwann normalverteilte Werte. Der Mittelwert ist das wahr-
scheinlichste richtige Ergebnis (Strategie der alten Romer u.a. beim Aquéduktbau.).

Stetige Verteilungen 2: Ché-Verteilung, t-Verteilung sowie F-Verteilung:

c?-Verteilung:
Gegeben sa eine normalverteilte Zufallsvariable z mit u= Ounds = 1, also eine STNV. Das
Quadrat dieser Zufallsvariablen bezeichnen wir als ¢ ? -verteilte Zufallsvariable.

c2=7

(Die untere Zahl am Chi? kennzeichnet die Annzahl der normalverteilten Zufallsvariablenz.)

Wenn wir jetzt (theoretisch unendlich) viele c?-Werte aus zuféllig gezogenen zWerten nach der
oben stehenden Formel ermitteln, erhalten wir eine stetige ¢ 7 -Verteilung. (Dichtefunktion steht
nicht im Bortz) [Ein Bild verschiedener ¢ ?-Verteilungen im Bortz auf S. 80.]

C2=z>+2z5+..+Z72.

c2-Verteilungen haben:

. in Abhangigkeit von der Anzahl der Z>- Variabeln unterschiedliche Freiheitsgrade bzw.
df (degrees of freedom)= n
eine Variationsbreite von 0 bis +¥

bei df = n einen Erwartungswert von mr = n, eine Streuung von J2n und eine Schiefe (obes
linkssteil oder rechtssteil ist.) von +/8/n.

Mit groRRer werdendem n néhrt sich die ¢? -Verteilung einer NV mit m=n und s =+/2n an

t-Vertelung:
Aus einer STNV wird ein zWert und aus einer hiervon unabhangigen c® —Verteilung ein c2-
Wert gezogen. Der folgende Quotient definiert einen t,-Wert:

Ein Bild einer t-Verteilung im Bortz auf S. 81.
t-Verteilungen:
unterscheiden sich durch Anzahl der Freiheitsgrade (= Freiheitsgrade der c? -Verteilung; die
steckt jain den Werten drinnen — siehe Formel).

ndhert sich mit wachsenden Freiheitsgraden (n) der Normalverteilung an.
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haben einen Erwartungswert i =0
sind symmetrisch
gehenbel df ® ¥ ineine NV Uber (Grenzpunkt Definitionssache)

F-Vertellung:

Gegeben sai eine c? -Verteilung mit df; = n; und eine weitere, unabhangige c? -Verteilung mit
df, = . Der Quotient von 2 zuféllig aus diesen beiden Verteilungen entnommenen c? - (Einzel)
Werten, mulitipliziert mit dem Kehrwert des Quotienten ihrer Freiheitsgerade (d.h. die df sind
Zahler/Nenner- mal3ig vertauscht), wird a's F-Wert bezeichnet:

2
E —ﬁ*&

(nl ,nz) - anz n1
F-Verteilungen:
sind asymmetrische, stetige Verteilungen mit einer Variationsbreite von 0 bis +¥.
unterscheiden sich durch Zahler- (n) und Nenner- (np) Freiheitsgrade

Ein Bild von F-Verteillungen ist im Bortz auf S.82.

Noch ein paar Zusammenhange:

EinF-Wert in der Tabelle bei dfy = 1 und db = ¥ entspricht einem zWert der STNV bei
halbiertem Alphaniveau (da die STNV zweiseaitig ist muss man beide Grenzwerte

Hifecqiedmerte t-Verteilung mit df = n ist mit der F-Verteillung fur einen Zahler- und n Nen-
nerfreiheitsgerade identisch. Als Formel:

C n

2 =21 J

tn -2 - I:(1,n)
c, 1

Zwischen einer c?—Verteilung und einer F-Verteilung besteht der folgende Zusammenhang:

_ A2
Fn’¥) _Cn /n

(
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Zusammenhiange von NV, STNV, Chi?-, t- und F-Verteilung:

» X1+ .+ Xn

Standar d-
normal (2)

-¥ <X<¥

X2+, +X2
of ® ¥ ! @

Y4

V2% [df

’ X]_+...+Xn

XSfl/dfl

X [df,

N
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Stichprobe und Grundgesamthelit:

Die meisten Untersuchengen in u.a. der Psychologie sind dahin ausgerichtet, aufgrund einer klei-
nen (in einem Experiment) untersuchten Stichprobe Schllisse auf die Allgemeinheit zu ziehen.
Der sich hiermit befassende Tellbereich der Statistik wird as I nfer enz- oder schlief3ende Statis-
tik bezeichnet.

Inferenzstatistik hat das Ziel, auf Basis von Stichprobener gebnissen Aussagen Uber die
zugrundeliegende Population zu treffen.

Zur Inferenzstatistik z&hlen
die Schétzung von Popul ationsparametern und
das Testen (Uberpriifen) von Hypothesen.

Begriffe der Inferenzstatistik:

Grundgesamtheit oder Population bezeichnet alle potenziell untersuchbaren Elemente (Per-
sonen, Objekte), die ein gemeinsames Merkmal oder eine gemeinsame M erkmal skombination
aufweisen (z.B. Méanner, Studenten, Deutsche, VW Golf, Gartenzwerge, €tc.).

Stichprobe bezeichnet eine nach einer bestimmten Auswahlmethode gewonnene Teilmenge
von Elementen aus der Population.

Inferenzstatistische Verfahren erfordern, dass die Stichprobe mittels einer Zufallsprozedur
gewonnen wird.

Statistische Kennwerte, wie die Mal3e der zentralen Tendenz oder die Mal3e der Dispersion
konnen fur Stichproben wie fir Populationen (Grundgesamtheiten) ermittelt werden.

Die Kennwerte einer Population bezeichnen wir als Par ameter, bzw. Populationspar ame-
ter.

Ein Stichprobenkennwert wird als Punktschatzer bezeichnet.

Unbekannte Parameter (sind in der Regel unbekannt) werden mit den Stichprobenkennwer-
ten geschétzt.

Zur Unterscheidung von Stichprobenkennwerten und Populationsparametern werden
Kennwerte mit lateinischen und Parameter mit griechischen Buchstaben notiert. (manchmal
werden fur Parameter einfach die grof3en Buchstaben der Kennwerte genutzt; also N statt n.
Die Bezeichnung der Kennwerte variiert nicht.)

Stichprobenkennwert: Popul ationsparameter:
Mittelwert: X n
Varianz: < g 2
Streuung: s S
Korrelation: r r
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Mit endlichen Populationen — z.B. die Psychologiestudenten im 3. Semester der Uni Bonn —zu
arbeiten ist ausgesprochen schwierig (letztlich ist jede Population endlich, aber ab gewissen Gro-
[3en — z.B. dle Studenten Deutschlands — gilt sie statistisch als unendlich), dementsprechend ver-
sucht man mit unendlichen Populationen zu arbeiten.
Damit eine Population a's unendlich gilt, sollte sie mindestens 100x so grofd sein wie die
Stichprobe.

Stichprobenarten:

Wie genau kann gewahrleistet werden, dass eine Stichprobe eine Grundgesamtheit mdglich ge-
nau représentiert?
Eine Stichprobe kann in bezug auf die Grundgesamtheit entweder in bezug auf
a.) ale Merkmale (globale Représentativitét) oder
b.) bestimmte Merkmale (spezifische Représentativitét)
reprasentativ sein.

Zufallsstichprobe: Jedes Element der Grundgesamtheit kann mit gleicher Wahrscheinlich-
keit ausgewahlt werden (Ziehen mit Zurtcklegen).

Eine absolut fehlerfreie Zufallsstrichprobe ist fast unméglich; meist aufgrund zu kleiner
Stichrobengrofien, mangelnder Représentativitét und mangelnder Bereitschaft der Menschen,
an einem Experiment teilzunehmen.

Klumpenstichprobe: Elemente werden nicht einzeln, sondern in nattrlichen Gruppen
(Klumpen) ausgewahlt [ z.B. alle Alkoholiker in Kliniken].

Hierbel ist zu beachten, dass die Klumpen zuféllig ausgewahlt werden (vgl. mit dem Bsp.: die
Auswahl der Kliniken misste zuféllig sein.), ein einzelner Klumpen reicht nicht aus.
Geschichtete Stichprobe: Elemente werden nach relevanten Merkmalen in Schichten (Stra-
ta) vorgruppiert. Man tberlegt, welche Merkmale relevant fur die Untersuchung sind (z.B.
Geschlecht, etc.), und wahlt innerhalb dieser Merkmale zufdllig die Leute aus (mit dem
Klumpen-Verfahren geht es auch, ist aber statistisch unsauberer.).

Proportional geschichtete Stichprobe: entsprechend der Merkmalsverteilung in Population
zusammengestellt, z.B. 40% Singles, 60% Ehepaare.

Generell fuhrt eine nach relevanten Merkmalen geschichtete Stichprobe zu besseren Schétz-
werten der Populationsparameter a's eine einfache Zufallsstichprobe.

Verteilung von Stichprobenkennwerten:

Wir berechnen bel einer Stichprobe der Grof3e n den Mittelwert X . Wie genau kénnen wir nun
daraus den Mittelwert der Population erkennen?
bei zwei Stichproben aus einer Population: je weiter die Mittelwerte der Stichprobe voneinan-
der entfernt sind, desto geringer die vermutlich richtige Schétzung des Popul ationsmittelwer-
tes.
wenn wir unendlich viele Stichproben haben, dann entsteht eine Stichprobenkennwertever-
teillung, je geringer die Streuung (= Standardfehler s . ) it, desto genauer ist die Schatzung.
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Die Stichprobenkennwerteverteilung (SKV):

Gedankenexperiment: Eine Population mit pund s sei gegeben. Aus dieser Population werden
wiederholt (theoretisch unendlich oft) Stichproben derselben Gréf2e n mit Zurlicklegen gezogen
und innerhalb jeder Stichprobe wird z.B. der Stichprobenkennwert X berechnet. Die Verteilung
der so gewonnenen Kennwerte ist die Stichproben(kennwerte)verteilung von X .

Wenn man genug Stichprobenkennwerte hat, ist deren Mittelwert mit dem der Population iden-
tisch.

Der Mittelwert einer Stichprobenverteilung (SKV) einesKennwertes T heil3t Erwartungs-
wert E(T).

Entspricht der Erwartungswert eines Kennwertes dem Wert des zugehdrigen Popul ationsparame-
ters, E(T) = q, so wird dieser Kennwert als erwartungstreuer Schétzer bezeichnet.

Mittelwert:
Der Mittelwert ist ein erwartungstreuer Schétzer fiir , da gilt: E()_() =.

Varianz:
Die Stichprobenvarianz & ist kein erwartungstreuer Schétzer: E(s?)t s?2.

& unterschétzt s 2 systematisch um den Faktor: n-1
n
Daher musss® wie folgt korrigiert werden (doch, der Bruch ist richtig herum*):
A n
§?=g"x—0
n-1

Das Dach Uber dem Sigma zeigt an, dass es sich um den Schétzer eines Parameters hardelt.

S igt erwartungstreu: E(§ 2) =g?2,

Die Populationsvarianz schétzt man also durch die Summe der quadrierten Abweichungen aller
Messwerte vom Mittelwert (Quadratsumme) geteilt durch n-1 (Freiheitsgrade der Varianz):

g. (Xi - X)2
2 — =l

n-1

Jetzt ist eine Berechnung des geschétzten Standardfehlers moglich (siehe néchste Seite)

w,

* Einfach: Weil s unser Sigma systematisch unterschétzt, miissen wir § vergrof3ern.

M athematisch korrekt: s> unterschétzt systematisch das Sigma:
A2 n = 1
§ix——=¢
n
Und nun stellt die Formel mal um.
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Der Standardfehler:
Ist die Streuung einer X - Werteverteilung ziemlich klein, ist die Chance, mithilfe eines Stichpro-

benkennwertes X den Mittelwert der Population nr zu treffen, relativ grol3. Ist jedoch die Streu-
ung grof3, ist die Chance auf einen Treffer gering. Deswegen bendtigt man den Wert der Streuung
der Stichprobenkennwerteverteilung, und das ist der Standardfehler.

Die Streuung einer Stichprobenkennwerteverteilung wird als Standar dfehler des Mittelwertes
(also des Kennwertes) bezeichnet.

Der Standardfehler des Mittelwertes hangt von der Populationsvarianz s * und der Stichproben-
grofe n ab:

ST
Standardfehler verandert sich proportional zur Streuung in Population.
Standardfehler verringert sich mit zunehmendem Stichprobenumfang.

Schatzung des Standar dfehlers des Mittelwertes:
In der Regel ist die Varianz einer Population s nicht bekannt. Daher wird der Standardfehler aus
den Stichprobendaten geschétzt: (eine Schatzung Uber den Durchschnitt der Stichprobenvarian

zen wére ja nicht erwartungstreu.)
. §2 | ¢§°
SY = -
n n-1
Zentrales Grenzwer ttheorem:

Der zentrale Grenzwertsatz sagt nun etwas tber die Form aus:

Verteilungen von Mittelwerten aus Stichproben des Umfangsn, die sémtlich derselben Grundge-
samtheit entnommen werden, gehen mit wachsendem Stichprobenumfang in eine Nor malvertei-
lung Uber.

Vereinbarungsgemal hdlt man ein n3 30 fur hinreichend, um die Stichprobenverteilung des Mit-
telwertes al's Normalverteilung zu behandeln, ungeachtet der Verteilungsform der zugrundeli e-

genden Population.
Ein Beispiel: man werfe zwei sechsseitige Wrfel, und lese deren Ergebnis ab. Die 7 kommt

z.B. haufiger vor asdie 2, daes bei der 7 mehrere Kombinationsmdglichkeiten gibt (Bortz
S. 93). Es ergibt sich einein Richtung NV bewegende Vertellung:

Ergebnis| 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 9 | 10 | 11 | 12

p(x):| 1/36 | 2/36 | 3/36 | 4/36 | 5/36 | 6/36 | 5/36 4/36 | 3/36 | 2/36 | 1/36
Entsprechendes gilt fir JEDE beliebige Verteilungsform (bei Mittelwerten).

Stichprobenkennwerte missen nicht nur Mittelwerte sein, sondern es sind auch Mediane und
Varianzen moglich. Bei Varianzen s* ist die Stichpr obenverteilung chi?-verteilt.
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Mittelwert ( X ) der Stichprobenkennwerteverteilung der Mittelwerte:
entspricht m der Population bei hinreicheichend grof3en Stichprobenumféngen.

Hat ebenfallsbei M*S 5 6826% und bei M* 25 & 95 44% aller Messwerte liegen.
[wobei S ¢ = Streuung der Mittelwerte der Stichproben (= Standardfehler)]

Das bedeutet man kann: ,Bei M=* S x liegen 95,44% aller Messwerte*, auch mathematisch
formulieren, und zwar:

m- 2> . EXEm+2s

Und schon sind wir bei einem Werteber eich (mehr dazu spéter).

Kriterien der Parameterschatzung: Erwartungstreue, Konsistenz, Effizienz, Suffizienz:

Nach welchen Kriterien kdnnen wir entscheiden, ob e n statistischer Kennwert einen brauchbaren

Schétzer fur einen Parameter darstellt?
Was sind die Eigenschaften, die eine gute Schétzung auszeichnen?

Erwartungstreue:
Ein statistischer Kennwert schétzt einen Popul ationsparameter erwartungstreu, wenn der Mittel-

wert der Kennwerteverteilung (Kennwerte sind nicht nur Mittelwerte!) bzw. deren Erwar-
tungswert dem Populationsparameter entspricht (siehe auch ,, Stichprobenkennwerteverteilung”).

Konsstenz:
Von einem konsistenten Schétzwert sprechen wir, wenn sich ein statistischer Kennwert mit

wachsendem Stichprobenumfang dem Parameter, den er schétzen soll, ndhert.
[Demzufolgeist z.B. die Standardabwel chung konsistent, aber nicht erwartungstreu; der Mittel-

wert hingegen konsistent und erwartungstreu.]

Effizienz:

Je groRer die Varianz der SKV, desto geringer ist die Effizienz des entsprechenden Schétzwertes.
[konkret: es geht hier also um die Prézision einer Schatzung.]

[z.B. schétzt eine Mittelwertsverteilung effizienter i als eine Medianverteilung. (= eine Verte-
lung aus den Medianen der Stichproben).]

Suffizienz:

Ein Schatzwert ist suffizient oder erschdpfend, wenn er alle in den Daten einer Stichprobe enthal-
tenden Informationen beriicksichtigt, so dass durch Berechnung eines weiteren statistischen
Kennwertes keine zusétzlichen Informationen Uber den zu schétzenden Parameter gewonnen
werden kann.

[Da der Median nur ordinale Dateninformationen beriicksichtigt, der Mittelwert aber intervallska
lierte Dateninformationen berticksichtigt, ist der Mittelwert der erschdpfendere Schétzer.]

Betrachtet man alle vier Kriterien, sieht man, dasss 2 und X die besten Schétzer fir s 2 und o sind.
Sie sind erwartungstreu, konsistent und erschépfend. Bei NVen sind sie auch am Effizientesten.
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M ethoden der Parameterschatzung: Meth. d. kleinsten Quadrate, M aximum: likelihood-M ethode:

Wie finde ich den besten Schétzer fir eine Population?

Methode der kleinsten Quadr ate: )
Die Methode der kleinsten Quadrate wird noch im Punkt ,,Verfahren zur Uberpriifung von Zu-

sammenhangshypothesen* thematisiert, trotzdem eine kurze Beschreibung:

Nehmen wir an, wir suchten den besten Schétzer fir nr. (Wir wissen natiirlich, dassdas X ist.)
Den gesuchten Wert nennen wir a.

f(a) :én_ (x, - a)®> = min.

Wir |6sen das Ganze auf (Rechnung im Bortz S.97 & 98), und erhalten:

0
a X

g =
n

I
X

Demnachist X der beste Schétzer fir rr.

Maximum-likelihood-M ethode:

Mit der Maximum-likelihood-Methode finden wir fir die Schétzung unbekannter Parameter
Stichprobenkennwerte, die so geartet sind, dass sie die Wahrscheinlichkeit (engl.: likelihood) des
Auftretens in der Population maximieren.

Messen wir 5x, und zwar
Xx1=11, % =8, % =12, X4 =9und x5 =10

Wenn wir jetzt eine NV haben, ist es unwahrscheinlich, dass die Population einen Mittelwert von
nm = 20 hat.

Nach der Maximum- likelihood-M ethode wiirde sich herausstellen, dass X = 10 der beste Schat-
zer fur m ig.

[Eingehendere Beschreibung im Bortz auf den S. 98 & 99]
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Intervallschatzung: Wertebereich, Konfidenzintervalle:

Bel einem X -Wertebereich versucht man herauszufinden, ob eine Stichprobe (d.h. eigent-
lich der Mittelwert X einer Stichprobe) zu einer Population gehort.

D.h. bel einer NV, also n3 30, liegen Werte zu bestimmten Bedingungen um den Mittelwert nr
herum.

Bad MxS ¢ liegen 68,26% und

be Mt 2S 5 95,44% dler zufélig gezogenen Stichprobenmittelwerte in dem Bereich + 2
Streuungen um den Mittelwert rr.

D.h.bei T =100und S 5 =5, lagebei + 2 Streuungen zu 95,44 % die gezogene Stichpro-
be zwischen 90 und 110. [eigentlich ist das falsch, ein Wert kann nur drin oder draul3en liegen,
also ist die Wahrscheinlichkeit entweder 1 oder 0 — ist aber nicht so wichtig (= Mathematiker -
Pedanterie)].

Diesen Bereich —hier 90 bis 110 — nennt man X -Wertebereich.

ITund S 5 sind hierbei festgelegte Werte. Das Einzige, was variieren kann, ist X . (Weswegen
man esjaauch X -Wertebereich nennt.)
Da man aber lieber mit standardisierten NVen rechnet, arbeitet man meist mit zWerten. Die
Gleichung sieht folgendermalen aus:

M+2Z,5°Sx EXEM+2Zy 585
(a/2) haben wir hier, da ein zweiseitiges Intervall gesucht wird, also z.B. auf jeder Seite 2,5%
abgeschnitten wird.

N(100; 1,826)

2,5% 1,966 1,966

96,421  E(xX)=p =100 103,579

In der Standardnormalverteilung liegen 95% der Fléache zwischen z = + 1,96.
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Konfidenzintervalle:

Konfidenzintervalle verhalten sich genau umgekehrt zum X -Wertebereich:

Bel einem Konfidenzintervall versucht man herauszufinden, ob eine Population zu einer
Stichprobe gehort (die moglichen i -Werte werden gesucht); und nicht wie beim Wertebereich,

ob eine Stichprobe zu einer Population gehort (die moglichen X -Werte werden gesucht).

Konfidenzintervalle sind demnach Bereiche, in denen sich Populationsparameter befinden, die
als Erzeuger einer Stichprobe (mit xx% Wahrscheinlichkeit) in Frage kommen.
Man nimmt hier 95%ige oder 99%ige Wahrscheinlichkeiten (= Konfidenzkoeffizienten).

Das Konfidenzintervall kennzeichnet denjenigen Bereich einesMerkmals, in dem sich 95%

oder 99% (legt man vorher fest) aller mdglichen Populationsparameter befinden, die den
empirisch ermittelten Stichprobenkennwert X erzeugt haben kénnen.

>‘<+z(a,2) 3S & £rT£X+z(l_a,2) ’S

Gesucht sind nun hierbel die Grenzen des Konfiderzintervalls.

Ein Konfidenzintervall Dyt wird bestimmt nach Dcm = m+ Z(a 12) S X
Ein Delta steht immer fUr eine Differenz, d.h. die (Unter-) Grenze des Konfidenzintervalls hat
den Abstand Delta entweder zum Mitelwert oder zur anderen (Ober-)Grenze.

bei kleinen Stichproben (unter 30) sind die ,z-Werte" nicht standardnormalverteilt, sondern t-
vertellt (wenn die Population normalverteilt ist), aso muss man t-Werte aus der Tabelle ein-

setzen; Freiheitsgrade = n-1 (Sehe , t-Test*)

Bedeutung des Stichprobenumfangs:

Eine (weitere) Bestimmungsgrofie fir die Breite eines Konfidenzintervalls ist der Stichproben-
umfang: Je gr63er die unter suchte Stichprobe, desto kleiner das Konfidenzintervall.

Die Halbierung eines Konfidenzintervalls macht einen vierfachen Stichprobenumfang erfor-
derlich.

Die bendtigten Stichprobenumfénge kdnnen erheblich gesenkt werden, wenn statt einer reinen
Zufallsstichprobe eine sinnvoll geschichtete Stichprobe gezogen wird (=> Standardfehler wird
kleiner => kleinere Stichprobenumfénge méglich.)
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Formulierung und Uberpriifung von Hypothesen:

Bei der Formulierung und Uberpriifung von Hypothesen entsteht ein zentrales Problem:
Inwieweit kdnnen postulierte Eigenschaften (= Hypothesen) der Population (Theorie) durch
Stichproben (Empirie) bestétigt werden?

Welche Kriterien gibt es dort? Bis wann ist ein Stichprobenwert (z.B. X, s, etc.) , gerade noch
mit der Theorie Ubereinstimmend*?

Um diese u.ahnl. Fragen geht esin diesem Kapitel.

Alternativhypothesen:

Die Brauchbarkeit von Theorien ist davon abhangig, inwieweit sie sich in Untersuchen von Teil-
aussagen, die aus ihr abgeleitet wurden, bewahrt.

Ist eine Theorie (noch) nicht empirisch bewiesen worden, stellt man Hypothesen auf, um préaz-
sere Vorhersagen machen zu kdnnen. Eine Hypothese ist also eine Deduktion der Theorie (De-
duktion = Ableitung des Einzelfalls aus dem Allgemeinen). [Deswegen soll man Hypothesen ja
auch vorher aufstellen, sonst leitet man ndmlich aus dem Einzelfall bzw. den Einzelféllen das
Allgenmeineab.]

Hypothesen beinhalten Aussagen, die mit anderen Theorien in Widerspruch stehen kdnnen oder
den Wissensstand erweitern.

Hypothesen, diein diesem Sinne ,innovative” Aussagen beinhalten, werden als Gegen-oder
Alternativhypothesen bezeichnet.

Diese Hypothesen miissen dann (nur noch) Gberpriift werden.

Varianten von Alternativhypothesen:

Je nach Art der Hypothesenformulierung unterscheidet man zwischen
Unterschiedshypothesen und

Zusammenhangshypothesen.

Unter schiedshypothesen prift man bei Haufigketsvergleichen und Mittelwertsvergleichen
(siehe , Verfahren zur Uberpriifung von Unterschiedshypothesen® ) und
Zusammenhangshypothesen bei Korrelationsrechnung

(siehe , Verfahren zur Uberpriifung von Zusammenhangshypothesen*)

Gerichtete und ungerichtete Hypothesen:

Gerichtete Hypothesen habe irgendeine Richtungsvorgabe, d.h. es sind Formulierungen z.B.
,grofder, besser, schneller, schlechter, wandelbarer, etc. as* vorhanden.

Ungerichtete Hypothesen habe keine Richtungsvorgabe, sie postulieren nur irgend einen Unter-
schied. Typische Formulierungen wéren: ,ist ungleich, verschieden, anders, etc. zu*
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Spezifische und unspezifische Hypothesen:
Wenn wir eine bestimmte Grof3e bel einer Hypothese angeben, haben wir eine spezifische Hypo-
these. Z.B. ,Esist (mindegens) um den Betrag x besser a's vorher.” (= Unterschiedshypothese)

oder , Der Zusammenhang (=K orrelation) betrégt (mindestens) x.“ (=Zusammenhangshypothese).
Unspezifische Hypothesen haben demnach keine expliziten Angaben.

Spezifische Hypothesen kommen in der psychologische Forschung meistens nur in Verbin-
dung mit gerichteten Hypothesen vor.

Die Alternativhypothese sollte — soweit sich das inhaltlich rechtfertigen 1&sst — so prézise wie
moglich formuliert sein. Die wenigsten Vorkenntnisse verlangt eine
unspezifische ungerichtete Hypothese  gefolgt von einer
unspezifischen gerichteten Hypothese  gefolgt von einer
spezifischen gerichteten Hypothese

Wie das bei einer spezifischen ungerichteten Hypothese (Es unterscheidet sich mindestens um x.)
aussieht, war nicht erwahnt (ist wohl auch eher selten.).

Statistische Hypothesen:
Zur Uberpriifung miissen wissenschaftliche Hypothesen vor einer Untersuchung aufgestel It
und in eine statistische Hypothese Uberfuhrt werden.
Hypothesen werden flr Populationen, also mit Parametern formuliert.

Diese beiden Punkte gelten auch fur die Nullhypothese.

Alternativhypothesen heif3en Ublicherweise Ha.
Bel einer Unterschiedshypothese ( hier Mittelwert) hief3e sie z.B.

, Psychologiestudenten sind mit diesem neuen Skript (m) besser in der Methodenl ehreprifung
als vorher (my).“ Mathematisch formuliert:

H im<m
Bel einer Zusammenhangshypothese hief3e sie z.B.

» PSychologiestudenten werden eher wahnsinnig (r ;) (korrelieren mehr mit I rrenhausbesuchen)
asandere Studenten (r ,).“Mathematisch formuliert:

Hoir,<r,

Die Nullhypothese:

In Abhangigkeit zur Alternativhypothese wird eine konkurrierende Hypothese gebildet, die soge-
nannte Nullhypothese (Ho). Die Nullhypothese ist eine Negativhypothese, die behauptet, dass
die zur H; komplementére Aussagerichtig sei. Die Nullhypotheseist die Basis der klassi-
schen Prifstatistik, da von dort aus entschieden wird, ob die H; stimmt oder nicht.

(Mehr dazu im Bortz S. 109 & 110)
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Fehlerarten bal statistischen Entscheidungen: Alpha & Beta-Fehler:

Stehen Null- und Alternativhypothese fest, kann die Untersuchung beginnen. Aber welche der
Hypothesen gilt nun? Die Entscheidung hier Gber wird noch erschwert, da sich das Ergebnis
der Untersuchung auf eine Stichprobe bezieht, wahrend wir eigentlich Aussagen Uber eine
Population treffen wollen.

Damit ist nicht auszuschlief3en, dass wir aufgrund der Stichprobenauswahl Fehler machen: Insge-
samt gibt es4 Moglichkeiten:

In der Population (,,in Wahrheit") gilt ...
Ho Hi
Ent- Richtige
schei- Ho Entschel dung b-Fehler
dung Richtige
far | a-Fehler Entscheidung

a -Fehler oder Fehler erster Art: Die H; wird angenommen, obwohl eigentlich die H gilt.

b -Fehler oder Fehler zweiter Art: Die Hy wird beibehalten, obwohl eigentlich die H; gilt.

B 0

Ho -~ X—
a- und b-Fehlerwahrscheinlichkeit bel einer (rechts) gerichteten Hypothese.
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Signifikanzaussagen:

Signifikanzaussagen sind Aussagen, ob eine Hypothese — meist die H1 —auf der Basis festgeleg-
ter Grenzen (meist bei 5% oder 1% Irrtumswahrscheinlichkeit) gilt oder nicht.

Da Stichprobener gebnisse (zuféllig) stark von der Population abweichen kénnen, setzt man
Signifikanzen fest, um zu einer bestimmten Wahr scheinlichkeit eine Hypothese (Aussage)
beweisen zu kénnen.

Man bezeichnet ein Signifikanzniveau von a =5% alssignifikant, ein

Signifikanzniveau von a = 1% als sehr signifikant. (Das ist so festgelegt worden.)

Inwieweit man a festlegt, ist eine methodische Sache (Brisanz der Untersuchung => kleines a ,
junge Wissenschaft mit innovativen Ideen => grof3es a )

Dadie Hy die Basis der klassischen Priifstatistik ist und wir die H; beweisen wollen, ist fur uns

(erst einmal) der a -Fehler von Bedeutung. Deswegen wird erst einmal die Wahrscheinlichkeit
des a -Fehlers —die sogenannte | rrtumswahr scheinlichkeit — bestimmt.

Bestimmung der I rrtumswahrscheinlichkeit:

Irrtumswahrscheinlichkeiten sind bedingte Wahrscheinlichkeiten, d.h Wahrscheinlichkeiten fiir
das Auftreten eines Ereignisses (hier das Ergebnis unserer Stichprobenuntersuchung) unter der
Bedingung, dass die Nullhypothese zutrifft.

Aus der Population ziehen wir (theoretisch) unendlich viele Stichproben — es ergibt sich eine
SKV mit dem Mittelwert my, der dem der Population entspricht.

Bei dieser SKV trennen wir (bei rechtsseitiger Hy & a = 0,05) rechts 5% ab.

Diese Teilflache stellt den Bereich dar, bei der wir unszu a % (hier 5%) irrtimlicherweise
zugunsten der H; entscheiden wirden. Die Grof3e der Irrtumswahr scheinlichkeit wird mit
P gekennzeichnet.

Mittels einer z Transformation l&sst sich dann der genaue (Grenz-) Wert errechnen.

Nun a&ndern wir bel einer Stichprobe die Bedingungen, damit unsere H1 wirkt (z.B. H;: neue

L ehrmethode => die wird nun angewandt). Landet der Mittelwert der Stichprobe im Bereich P,
nehmen wir die H; an.

Das Ganze war die Theorie.
Da aber die Kosten ins Astronomische steigen wirden (unendlich viele Stichproben), gehen
wir von einer NV der Mittelwerte aus (die SKV soll also eéine NV sein).

Dann berechnen wir eine z-Transformation mit dem Wert unserer —unter H;-Bedingungen

getesteten — Stichprobe. Diesen z-Wert schlagen wir in der Tabelle nach und sehen, wie sig-
nifikant er ist. I'st er geringer alsunsere Signifikanzniveau a , konnen wir die H; annehmen.
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Beispiel: Nach der z Transformation unser Experimental ergebnisse

[S 5 kann auch geschétzt sein.]

erhalten wir den zWert 2,29.

Dieser Wert schneidet links von sich 98,90% aller zWerte ab. D.h. bei unserem rechtsseitigem
Test und einem Signifikanzniveau von a = 5% konnten wir die H; annehmen, bei einem Signifi-
kanzniveau von a = 1% muisste die Hy beibehalten werden (obwohl sie nur zu 1,1% stimmen
wirde.

Ein nicht-signifikantes Ergebnis heif3t nicht, dass die Hog richtig ist; z.B. bel einer Verfeh-
lung des 5%-Niveaus um 1% ist die Hp nur mit einer Wahrscheinlichkeit von 6% richtig !!
Deswegen sagt man auch ,, Beibehaltung* statt , Annahme" der Hy.

Die Irrtumswahrscheinlichkeit a ist immer vorhanden, sie verringert sich bei

1.) grofRer werdender Diskrepanz von X - m, (je ausgefallener die Stichprobe)

2.) Vergrolerung des Stichprobenumfangs: nur wenn n so grof3 wie die Population ist,
ist die Entscheidung fur H; oder Ho sicher (aber da alles bekannt ist féllt sie -
undso weg).

3.) kleiner werdender Populationsstreuung S bzw. S (je weniger sich die Leute un-
terscheiden)

Die statistische Hypothesentestung fiihrt zu keinen Wahr heiten, nur zu Wahr scheinlichkei-
ten.

Unspezifische Nullhypothesen:
Meist haben wir eine spezifische Hp, also m = m, . Es kann aber auch unspezifische Nullhypo-

thesen geben, aso bei einem rechtsseitigem Test Ho, m > m),. Hat man jedoch festgestellt, dass

m = m, verworfen werden kann, so gilt das auch fir m > m,.
Es genligt also, wenn eine unspezifische H; an einer spezifischen Hy getestet wird.

Einsaitige und zweiseitige Tests:

Zweisaitige Tests sind genauer als Einseitige, dadas a -Niveau konstant bel z.B. 1% liegt (es
wird also 1% der Verteilung abgeschnitten), und eine zweiseitige Testung durchgefiihrt wird (es
werden also auf beiden Seiten a /2 % abgeschnitten.

Zweiseitige Tests haben den Nachteil, dass sie keine Richtungen, sondern nur Ungleichheiten

formulieren.
Einseitige Test werden eher signifikant als Zweiseitige — was in der psychologischen Forschung

jaauch gerne gesehen wird.
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Kann nicht klar entschieden werden, ob ein Sachverhalt besser durch eine gerichtete (ein-
seitig) oder ungerichtete (zweiseitig) Hypothese erfasst wird, mussin jeden Fall zweiseitig
getestet werden.

Statistische Signifikanz und praktische Bedeutsamkeit:

Ist n hinreichend grof3 und also § . entsprechend klein, wird jeder noch so kleine hypothesenkon

forme Unterschied signifikant.
Ein Beispiel: eine neue Lehrmethode fihrte bei 100 Schile rn zu durchschnittlich 42 Punkten
im Abschlusstest. Der Mittelwert aler Tests vor der neuen Lehrmethode betrug 40 Punkte,
die Streuung 0,8 Punkte. Die H; (die neue Lehrmethode ist besser) wére hierbei auf einem
1%tigen Alphaniveau signifikant.
Wenn wir jetzt statt 100 Schiilern 10.000 untersuchen wirden, wére selbst ein Unterschied
von 0,19 Punkten bei einem 1%tigen Alphaniveau signifikant
Aber hat das noch irgendeine Bedeutung?

Umgekehrt gilt auch, dass grof3e (und bedeutsame) Unterschiede bei zu kleinen Stichproben nicht
signifikant werden, also ,,unentdeckt” bleiben.

Deswegen bendtigt man Verfahren, die praktische Bedeutsamkeit von Untersuchungen erkennen
zu koénnen. Das geht Uber die Feststellung der:

Effektgréfzen und

Teststérke

Die korrekte Anwendung eines Signifikanztests und die I nterpretation der Ergebnisse unter
dem Blickwinkel der praktischen Bedeutsamkeit sind essentielle und gleichwertige Bestand-
teile der empirischen Hypothesenpr tifung.

Effektarofe:

Der in der H; behauptete Unterschied wird a's Effekt bezeichnet. Um Effekte verschiedener Un-
tersuchungen vergleichbar zu machen, werden Effekte zu Effektgrofien standardisiert:

M, - My
S

e=

Das Epsilon ( €) steht fir EffektgroRe.
Die Effektgrofie gibt also an, inwieweit — in einem speziellen Test— m von m, entfernt sein soll-
te, um von einem praktisch bedeutsamen Effekt sprechen zu konnen.

Wenn man vor einer Untersuchung eine Effektgrofie festlegt, hat dies den Vorteil (neben dem
grofReren Aufwand), dass der Stichprobenumfang kalkulierbar ist:
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(Z(l-a) - Zb)2

n= *
e2

Um eine geeignete Teststarke zu erzielen, sollte vor einer Untersuchung eine Effektgroi3e
festgelegt und n darauf abgestimmt werden.

De Beta-Fehler:

Die Festlegung des b -Fehlers erfolgt wie die Festlegung des a -Fehlers (zu finden unter dem
Punkt ,, Bestimmung der Irrtumswahrscheinlichkeit*), nur dass das Ganze mit vertauschten Hypo-
thesen stattfindet.

D.h. eigentlich sollte man unendlich viele H1- Stichproben (= unter der Bedingung H1) durchfih-
ren, man geht aber von einer NV aus und macht einen z Test.

(z.B.bel Hi: m 3 110 wére m = 110)

Der Beta-Fehler stellt den Bereich dar, bei der wir unszu b % irrtimlicherweise zuguns-
ten der Ho entscheiden wurden.

Unspezifische Alter nativhypothesen:
Die Festlegung des b -Fehlers, die mit einer Entscheidung zugunsten der Hp verbunden ist, kann
bei unspezifischen H1 nicht bestimmt werden.

Hier das Bild einer spezifischen H, samt Alpha- & Beta-Fehler-Bereich:

Tellsist der Beta-Fehler durch die Wahl des Alpha-Fehlersfestgelegt, d.h. er fangt an der
kritischen Grenze (hier links davon) an, die durch die Wahl des Alpha-Niveaus entstanden ist.
Der b -Fehler kann aber auch festgelegt sein. So kdnnen Indiffer enzber eiche entstehen.
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Indifferenzbereiche:

Wenn Alpha- und Beta-Niveau festgelegt sind, kann es bei sehr kleinen bzw. sehr grof3en Effekt-
grofRen (entweder grof3e bzw. kleine Streuung und/oder nahe beieinander bzw. weit entfernt lie-
genden Mittelwerte von Hi und Ho) zu Indifferenzbereichen kommen.

Das Stichprobenergebnis befindet sich dann in einem Bereich, fir den

weder die Hp noch die H; abgelehnt werden kénnen (Uberschneidung der Kurven)
oder
sowohl die Ho als auch die H; abgelehnt werden missen (kaum Kurventberschneidung,

d.h. nur noch die ganz ganz flachen Bereiche der Kurven von H1 und Hy Uberschneiden sich).

Teststarke (, power):

Die Teststérke ist die der korrekten Entscheidung fur die Hy zugeordnete Wahrscheinlichkeit, d.h.
die Teststarke gibt an, mit welcher Wahr scheinlichkeit ein Signifikanztest zugunsten einer
spezifischen Hj entscheidet.

Die Teststarke hat den Wert 1- b

Dasich a und b gegenseitig beeinflussen, ist die Teststérke fur a = 0,05 groler asfur
a =0,0L

Eigenschaften der Teststarke:
Sie vergrofdert sich:
- mit wachsender Differenz von my und m (also auch mit wachsender Effektgrofe)

bei kleiner werdender Merkmals (=Populations-) streuung.

mit grof3er werdendem a (sofern b nicht festgelegt ist).

mit wachserdem Stichprobenumfang (da der Standardfehler kleiner ist) o = s?

X n

Bel gerichteter Hypothese hat ein einseitiger Test grof3ere Power als zweiseitiger Test.

Bedeutung der Stichprobengrolie:

Im Allgemeinen kann man sagen, dass grof3e Stichproben immer giinstiger sind als kleine, dasie
zu genaueren Ergebnissen fuhren. Da grof3e Stichproben auch mehr kosten, reicht ein ,,optimaler”
Stichprobenumfang.

Stichprobenumfange sind dann optimal, wenn sie bei gegebenem a, b und e eine eindeu-
tige Entscheidung Uber die Giltigkeit von Hy oder H sicherstellen.

Fur Stichprobenumfange, die kleiner sind als der ,,optimale”, existiert ein X -Wertebereich, der
sowohl mit Hy ds auch mit Hy vereinbar ist. FUr grof3ere Stichproben gibt es Werte, die weder
mit Ho noch mit H; vereinbar sind.
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M onte-Carlo-Studien, Bootstrap-Technik:

Es gibt statistische Kennwerte, deren mathematischer Aufbau so kompliziert ist, dass es bis heute
nicht gelungen ist, deren Standardfehler auf analytischem Wege zu entwickeln.

In diesen Féallen kénnen sogenannte Monte Carlo-Studien oder die Bootstrap- Technik eingesetzt

werden, mit denen die unbekannte Hy-Verteilung des jeweiligen Kennwertes auf einem PC simu-
liert wird.

DieMonte-Carlo-Methode hat zwei (fir uns) vorrangige Anwendungsvarianten:
die Erzeugung der Ho-Verteilung eines statistischen Kennwertes
(man simuliert per PC eine Population, und der PC zieht immer weiter Stichproben, er simu-
liert eine SKV. Mit dieser kiinstlichen SKV kann man tberprifen, ob der reale untersuchte
Kennwert signifikant ist oder nicht.)
die Uberpriifung der Folgen, die mit der Verletzung von Voraussetzungen eines statistischen
Tests verbunden sind.
(dain der empirischen Forschung oftmals Testvoraussetzungen verletzt werden, kann man ei-
nen Test auf seine ,, Robustheit” testen, d.h. beeinflusst die Verletzung der Testvoraussetzun-
gen das Ergebnis des Tests oder nicht.)
Monte-Carlo-Studiensind fir die empirische Forschung auf3erst wichtig, da sie —teils— die Ent-
scheidung darUber erleichtern, wann ein bestimmter Test eingesetzt werden kann oder nicht.

Die Bootstrap-Technik:

Die Bootstrap- Technik ist den Monte Carlo-Studien sehr hnlich; sie unterscheidet sich von der
Monte-Carlo-Studie in einem wesentlichen Punkt:

DieMonte-Carlo-Studien kommen zu generalisierbaren Ergebnissen, die Ergebnisse der
Bootstrap-Techniken beziehen sich immer nur auf eine bestimmte Unter suchung.

Die Bootstrap- Technik simuliert keine Population, sie verwendet ausschliefdich Informationen
einer empirisch untersuchten Stichprobe mit dem Ziel, eine Vorstellung tber die Variabilitét des
zu prifenden Stichprobenkennwertes zu gewinnen.

Die Bootstrap-Technik zieht aus den einzelnen Werten der empirischen Stichprobe immer neue

Stichproben, bildet davon Mittelwert und Varianz und berechnet schliefdlich ein Konfidenzinter-
vall fur diese Stichproben. Daran wird dann die Hy Uberprdift.
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Verfahren zur Uberpriifung von Unterschiedshypothesen:

Bei den Verfahren zur Uberpriifung von Unter schiedshypothesen werden normalerweise
zwel Stichprobener gebnisse miteinander verglichen; Vergleiche eines Stichprobenmittel-
wertes mit einem Populationsmittelwert gibt es aber auch (meist ob ein Stichprobenkennwert
zu einer Population gehort oder nicht).

Dabel gibt es eine Menge von Testverfahren. Bevor man eines auswahlt, muss noch das Skalen-
niveau festgelegt werden; kann man sich nicht zwischen zweien entscheiden, sollten Tests (also
urterschiedliche Tests, die dasselbe messen) fir beiden Skalenniveaus durchgefiihrt werden.
Sind die Ergebnisse gleich, kann das hdhere Skalenniveau nicht angezweifelt werden. Unter-
scheiden sich die Ergebnisse, muss das anforderungsl osere Skalenniveau gewéhlt werden.

Verfahren fir Intervalldaten:

Die folgenden Verfahren wie zTest, t-Test, F-Test und ¢ *-Test fiir eine Varianz, vorgestellt in
den Punkten:
» Vergleich eines Stichprobenmittel wertes mit einem Populationsparameter”
»Vvergleich zweier Stichprobenmittelwerte aus unabhangigen Stichproben®
»Vergleich zweler Stichprobenmittelwerte aus abhéngigen Stichproben*
»Vergleich einer Stichprobenvarianz mit einer Popul ationsvarianz*
»Vergleich zweier Stichprobenvarianzen®

sind Verfahren fir Intervalldaten.

Vergleich eines Stichprobenmittelwertes mit elnem Popul ationsparameter (zTest, t-Test):

Eine Zufallsstichprobe des Umfangsn mit einem Mittelwert X wird berechnet.
Nun soll die Hypothese gepriift werden, ob die Stichprobe zu einer Grundgesamtheit mit bekann-

tem Populationsparameter m, gehort.
Aufstellen der Hypothesen: Ho:my, = m H:my ' m

Be n3 30 und bekannter Populationsvarianz s * (und somit bekanntem Standardfehler) sowie
bei n3 50 und geschétzter Populationsvarianz s 2 (und somit geschétztem Standardfehler) kann

man einen z-T est durchfUhren:
Also entweder

X-m X-
Z = Z =
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Man berechnet Zmp und Zyit. Wenn zmp > Zqit, nehmen wir (bel rechts- und ungerichteter Hy, also
auch hier) die Hy an.
Zu beachten ist, dass sich das a bei zi; bei zweisaitigen Tests halbiert.

Kleine Stichproben:

Erfullen unsere Stichprobe und die Population die oben genannten Kriterien fir den zTest nicht,
kann man auf einen t-T est ausweichen.

Die Hypothesenaufstellung und das Verfahren erfolgen wie beim z Test, nur halt jetzt mit
t-Werten statt zWerten.

Nicht zu vergessen:

Werden Stichproben des Umfangsn aus einer normalverteilten Population (Grundgesamt-
heit) gezogen, verteilen sie sich entsprechend einer t-Verteillung mit n-1 Freiheitsgraden

(df = degrees of freedom).

t=271 mitdf=n-1

X

Jetzt werden temp Und it berechnet, nur abreitet man mit der tTabelle statt der z Tabelle, der
Rest 1auft wie beim zTest.

Zur Erinnerung: je nach t-Test (links- / rechtsseitig / ungerichtet) ist:

Uit = Uty oder Uit = Uiatira) oder kit — Uidraa/2)

Anzahl der Freiheitsgerade:

Freiheitsgrad = Die Anzahl der bei der Berechnung des Kennwertesfrei variierbaren Wer-
te.

Die Anzahl der Freiheitsgrade hangt davon ab, wie viel Werte noch frel variieren kbnnen. D.h.,
wenn 4 von 5 Werten bei einer Additionsaufgabe und das Ergebnis feststehen, dann ist der Wert
des 5. Wertes festgelegt, ergo unfrei.

Beispiel: die 4 Werte ergeben aufaddiert 9. Das Endergebnisist 10. Welche Zahl hat wohl der

5. Wert?
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Vergleich zweier Stichprobenmittelwerte aus unabhangigen Stichproben (t-Test):

Sind bei Gruppenvergleichen die Daten beider Populationen unbekannt, vergleicht man anhand
von Stichproben.

Der t-Test fir unabhéngige Stichproben prft zwel voneinander unabhéngige Stichproben
des Umfangs m und ny, die aus zwei ver schiedenen Grundgesamtheiten gezogen wurden.

Die Hypothesen lauten:
Ho:m-m =0
Hi: m- m t O (ungerichtet)

[Nullhypothese ausformuliert: Wenn sich beide Populationen nicht unterscheiden, musste bel
(unendlich) vielen Stichproben aus beiden Populationen auch kein Unterschied zwischen den
Mittelwerten der beiden SKV en bestehen.]

Die eigentliche Formel lautet (ist eine Art zTransformation flr zwel Stichproben):
X, - X _
tgry = o—2  df=n+mnp- 2
S
(x1- %2)
Denn im Nenner steht erneut nur der Standardfehler, nur diesmal fur die Differenz aus

beiden Stichproben.
Und dieser Standardfehler berechnet sich aus dieser einfachen formschonen Formel:

2 _ (- 1)x67 +(n, - 1 1.1

S (- X2) _\/ (nl- jl_)+(n2 >< o +n2
— é(X, - X1) +a(X|2 X2 X _+_
(m-1)+(n-1 Ve N

(BeideVersionen — also die obere und untere — sind mogliche Abwandlungen. Die obere Version
kann man anwenden, wenn beide Populationsvarianzen schon geschétzt wurden.)

Voraussetzungen (fur einen t-Test fur unabhangige Stichproben):
Die Verteilungen der Stichprobenmittelwerte sind NV, bel kleineren Stichproben miissen die
Populationen (goodness-of-fit-Test) normalverteilt sein.
homogene Varianzen
Unabhangigkeit der Stichproben
Gleiche StichprobengrofRen (im Allgemeinen)

Noch etwas: ab n; +n, 3 50 kann man auch in der z Tabelle statt in der t- Tabelle nachsehen.
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Vergleich zweier Stichprobenmittelwerte aus abhangigen Stichproben (t-Test):

Abhéngig sind Stichproben, deren Elemente paarweise einander zugeordnet sind. Dies g
schieht durch Messwiederholung oder Zuordnung (Parallelisierung) nach sinnvollen Kriterien:

Beispiele fur , paarweise” wéren:

- Intelligenz wird bei denselben Probanden zweimal erhoben und es soll untersucht werden, ob
sich der Intelligenztestwert von Messung zu Messung verandert hat (M esswieder holung).
Intelligenz wird bei Zwillingen gemessen.

Stichprobengruppen werden paralléisiert (matched samples)

Beim t-Test flr abhangige Stichproben wird ber iicksichtigt, dass die Varianz des er sten
M esszeitpunktes die des zweiten beeinflusst (oder umgekehrt oder beides).

Dadurch kénnen Mehrfachmessungen (z.B. durch Vorwissen bei einem Wissenstest) vermieden
werden.

Voraussetzungen (fur einen t-Test fur abhangige Stichproben)
Die Stichprobenverteilung der mittleren Differenzen ist eéine NV (uns interessiert also nicht

die Verteilung von Mittelwerten im moglichst vielen Stichproben, sondern die Verteilung der
Differenzen der Mittelwerte.).

Bei kleineren Stichproben miissen die Populationen normalverteilt sein.

Die Hypothesen lauten:

ungerichtet | rechtsseitig | linksseitig

Ho:rnjzo Horrh£0 Ho:rrh30

Hi:m * 0 Hy;:m, >0 H;: m <0
Vorgehen:

Zunéchst werden die Differenzen zwischen den Messwerten der ersten und der zweiten Erhebung
berechnet: di = %1- %2.
Dann wird der Mittelwert der Differenzen berechnet:

n

ad

Xy = iZl _ mitn: Anzahl der Messwertpaare.
n
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Dann der geschétzte Standardfehler ermittelt:

B e L i

Die eigentliche Formel lautet (ist eine Art z Transformation ohne My, da M, = 0):

m»
X

Xd
lemp = = —» mitdf = n- 1 und dem Standardfenler

Xd

Statistische Entscheidung (fur allet-Tests):

ungerichtet rechtsseitig linksseitig

Annagng der Hy, | ftempl>Mt(cr; ar)l temp > Lf: 1-a) temp < (e a)

Bel einem gerichteten t-Test flr abhangige Stichproben ist darauf zu achten, dassdiein-
haltliche und die statistische Alter nativhypothese dieselbe Richtung behaupten; das hangt
davon ab, wie man die Differenzen bildet (der Fehler passiert bei Aufgabenblatt 10 in B2).

Deswegen bei d; = xi1- X2 immer die H;-Werte bel x einsetzten (dann behaupten die inhatliche
und die statistische Alternativhypothese immer dieselbe Richtung.).

Aus Monte-Carlo- Studien geht hervor, dass der t-Test fir abhangige Stichproben wie auch der t-
Test fur unabhangige Stichproben &ulierst robust auf Verletzungen seiner Voraussetzungen rea-
giert.
Bel einem t-Test fir unabhangige Stichproben geht das bei

ahnlichen Grundgesamtheiten, moglichst eingipflig und symmetrisch

grol3en Stichprobenunterschieden, solange die Varianzen gleich sind.

Bel einem t-Test fur abhéngige Stichproben sollte
dieKorrelation positiv sein.
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Vergleich einer Stichprobenvarianz mit einer Popul ationsvarianz (chiz—T&st fUr eine Varianz):

Manchmal kann die Varianz einer Stichprobe stark von der der Population abweichen, der Mit-
telwert z.B. aber identisch sein. U.a. aufgrund dessen kann es interessant sein, Varianzvergleiche
durchzuf ihren.

Der folgende Test —ein ¢ >-Test fiir eine Varianz — tiberpriift, ob eine Stichprobe aus einer Popu
lation mit der Varianz s2 = a stammt.

Voraussetzung:
Sofern die Messwerte (der Population & der Stichprobe) normalverteilt sind, verteilt sich die
PriifgroRe (=die eigentliche Formel) gemaR einer ¢?-Verteilung mit n- 1 Freiheitsgraden.

Die Nullhypothese (ist immer so):

2
HO: S =a
Die Alter nativhypothesen lauten:
ungerichtet rechtsseitig linkssaitig
2 2
Cemp < C ,a/2
falls .. oder Comp >Cl1a | Camp<Cha
2 2
Cemp > Cif 1- a/2

Vorgehen:
Standardfehler ausrechen, Werte einsetzten nach folgender Formel.

Die eigentliche Formel lautet:

2 _(n-1)xs®
Cemp = ,mit df =n- 1.
d
Statistische Entscheidung:
ungerichtet rechtsseitig linksseaitig
Annefime der Fr Hqys%t a Hi:s?>a H;s’<a
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Vergleich zweier Stichprobenvarianzen (F-Test):

Der Vergleich von Stichprobenvarianzen mit der Populationsvarianz kommt in der Praxis nicht
so haufig vor. Es werden eher zwei Stichprobenvarianzen miteinander verglichen. Dies geschieht
Uber einen FTest.

Voraussetzungen

Normalverteilung der Grundgesamtheiten,
Unabhangigkeit der Stichproben.

Die Hypothesen lauten:
H,:s’=s:
H1 :812 l's 22 (ungerichtet)
H,:s/>S? (gerichter)

[Die Hy ausformuliert: es gibt keinen Unterschied in den Populationsvarianzen.]

[Diese Hypothese wird nun anhand von Stichprobenvarianzen tberpruft.]

Bel einem einsaitigen Test (es kommen fast nur einseitige FTestsvor) kommt die als gr 6i3er
erwartete Varianz in den Zahler, bei einem zweiseitigen Test (selten) kommt die empirisch
grolRereVarianz in den Zahler.

Die eigentliche Formel lautet:

Fop = S
emp §_2 Mit df 740 = M - 1 und dfyenne =N - 1
2

(Da die Populationsvarianzen nicht bekannt sind, schatzen wir diese.)

Statistische Entscheidung:

ungerichtet gerichtet*
falls.- |:emp > |:nl— 1,n2-1,1a/2 |:emp > |:nl— 1n21lta
Annahme der ... .21 2 ey 2
Hi S7 1 S5 Hy S >S5

* es gibt nur rechtsseitige gerichtete Hypothesen.
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Verfahren fir Ordinaldaten:

Werden in bel den Verfahren fir Intervalldaten einige Voraussetzungen nicht erfillt, oder hat
man in der Untersuchung nur Rangreihen erhoben, muss man auf Verfahren fir Ordinaldaten
zurickgreifen.

Verfahren fir Ordinaldaten sind ,, verteilungsfrei”, sie vergleichen nur Relationen (= Ordi-
naldaten) = Rargdaten.

Die folgenden Verfahren U-Test und Wilcoxon Test, vorgestellt in den Punkten:

»Vergleich von zwei unabhdngigen Stichproben hinsichtlich ihrer zentralen Terdenz* und
»Vergleich von zwel abhéngigen Stichproben hinsichtlich ihrer zentraden Tendenz*

sind Verfahren fur Ordinaldaten.

Randomisationstest nach Fisher:

Dadie hier vorgestellten Verfahren (U-Test & Wilcoxon Test) auf der Randomisationsidee von
Fisher basieren, wird diese kurz erklart (am Beispiel unabhangiger Gruppen).
Das ganze Verfahren steht nicht im Bortz (in B3-Folien) und ist auch nur als Einleitung

gedacht.

In einem Experiment wurden die Vbn zuféllig auf zwei Gruppen (EG und KG) aufgeteilt.

Die Hp wére: Die Daten stammen aus derselben Population.

Fishers erstellet eine diskrete Verteilung einer interessierenden PrifgroRe (z.B. D = X = X5)
die auf allen moglichen Aufteilungen aller Messwerte auf die Gruppen basieren. Im Gegensatz

zur normalen Stichprobenverteilung, konstruiert Fisher eine Verteilung von Prifgrofien, die auf
Ziehungen ohne Zurlcklegen basiert.

Konkret geht Fisher alle moglichen Kombinationen durch und bildet pro Gruppe jeweils den Mit-
telwert. Dann subtrahiert er den einen Mittelwert vom anderen, und erhdlt eine Verteilung.

fﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂ

-32 -23-15 07 02 1 18 35
Differenz der Mittelwerte
Diese Verfahren fir Ordinaldaten erstellt also eine Haufigkeitstabelle, an der man mit simpler

Wahrscheinlichkeitsrechnung feststellen kann, wie grof3 die Irrtumswahrscheinlichkeit eines ge-
messenen Wertes ist.
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Vergleich von zwel unabhangigen Stichproben hinsichtlich ihrer zentralen Tendenz (U-Test):

Wenn wir die Beeintréchtigung der Reaktionszeit unter Alkohol mit der Beeintréchtigung der
Reaktionszeit unter Alkohol unter Einnahme des Préparates A (soll den negativen Effekt des Al-
kohols neutralisieren) vergleichen wollen, kdnnen wir nicht davon ausgehen, dass die Reaktions-
zeiten normalverteilt sind.

Dementsprechend kénnen wir nur ein Verfahren fir Ordinaldaten anwenden, den sogenannten
U-Test (der funktioniert auch fur ungleich grof3e Stichproben).

Der U-Test ist so etwas ahnlicheswie der t-Test fir unabhangige Stichproben

Als Beispid:
Wir messen bel insgesamt 27 Personen die Reaktionszeiten, bei 12 unter Alkohol und bel 15 un+
ter Alkohol unter Einnahme des Praparates A.

Mit Alkahol Mit Alkohol und Préparat A
Reaktionszeit (ms) Rangplatz Reaktionszeit (ms) Rangplatz

85 4 96 10
106 17 105 16
118 22 104 15
81 2 108 19
138 27 86 5
0 8 84 3
112 21 99 12
119 23 101 13
107 18 78 1
9% 9 124 25
7 121 24
103 14 97 11

129 26

87 6

109 20

T,=172 T, =206
Tx = Summe der Rangplétze der Bedingung x R, =14,33
R = Durchschnitt (Mittelwert) der Rangpltze R, =13,73

Bestimmung des U-Wertes:

Am Beispid:

Die erste Person in Gruppe 1 hat den Rangplatz 4. In Gruppe zwei gibt es 13 Personen mit einem
hoheren Platz. Die zweite Person in Gruppe 1 hat den Rangplatz 17, der von 5 aus Gruppe 2 (+

bertroffen wird.
Die Summe der Rangplatziberschreitungen ist der U-Wert (also hier: 13+5+..... etc.).

Die Summe der Rangplatzunterschreitungen wird mit U’ bezeichnet: U =n, xn, - U (
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Da das zéhlen sehr langwierig ist, geht das auch mit dieser Formel:

n Xn +1
U :n1><nz+—lx(21 )-Tl

Eingesetzt erhalten wir auf das Beispiel bezogen U = 86 und U’ = 94. [U’ erhdlt man, wenn man
in der Formel im Zahler rp statt m und am Ende T, statt T; benutzt.] [Zur Kontrolle kann man

U =n, ", - UCanwenden]

Wenn n; oder np grolRer als 10 sind, sind die Werte anndhrend normal:
Dann erfolgt die Ermittlung des Populationsmittelwertes und des Standardfehlers:

n,b:nlmZ S =\/nlxn2><nl+n2+1)
U

2 12

Die eigentliche Formel lautet dann:

Bel unserem Beispidl erhalten wir z = — 0,20
Dann entnehmen wir der zTabelle, dass auf einem Alphaniveau von 5% dieser (negative) Wert
kleiner ist als unser empirischer zWert => Beibehaltung der Ho.

Kleinere Stichproben:
Bel kleineren Stichproben bestimmt man nur U und schaut dann in der U-Tabelle nach.

Wichtig:
Bei verbundenen Rangplétzen (mehrere Personen auf einem Rangplatz) muss die Streuung
korrigiert werden (siehe Bortz S. 148)
Beim U-Test muss bei ungerichteter Hypothese das Alphaniveau ver doppelt werden.

Vergleich von zwel abhangigen Stichproben hinsichtl. ihrer zentralen Tendenz (WilcoxonTest):

Der WilcoxonTest ist so etwas dhnlicheswieder t-Test flr abhéngige Stichproben.
Zuerst wird die Differenz zwischen den zwel Messungen di (z.B. ,vorher* & ,,nachher”) ermit-
telt. Danach werden die Rangplé&tze vom Betrag von d; aufgestellt.
Dann werden die Rangplétze speziell gekennzeichnet, deren Vorzeichen (das Vorzeichen bei d))
weniger vorkommt.
Dann werden die Summen der speziell gekennzeichneten und der restlichen Rangplétze aufge-
stellt.

T = Summe der speziell gekennzeichneten Rangplétze

T’ = Summe der restlichen Rangplétze

(Paare mit d = 0 bleiben unberticksichtigt!)

53



M ethodenlehre B2, B3& B4

Verbundenen Rangen (z.B. drei Personen auf Platz 2) werden gemittelte Rangpl&tze vergeben.

Wenn es keinen Unterschied gibt, erwarten wir as T-Wert (nicht t-Wert, sondern ,, T“):
_n(n+1)

= T

n = Anzahl der Messwertpaare, wobei di = O unberticksichtigt bleibt.

Je deutlicher der empirische T-Wert (dasist , T*) von my abweicht, desto geringer ist die Chance,
dass der gefundene Unterschied zuféllig zustande kam.

Wenn wir die Summe der speziell gekennzeichneten Rangplétze (T) ermittelt haben, schauen wir
in der T-Tabelle (NEIN, NICHT t-Tabelle) beim kritischen Alphaniveau nach. Ist der T-Wert
grofRer, missen wir die Ho beibehalten.

Gro6l3ere Stichproben:

Bel Stichprobengrof3en n > 25 geht die T-Verteilung (auch jetzt NICHT t-Vertellung) in eine NV
Uber, so dass man mit der z Tabelle arbeiten kann.

Dazu muss nur noch die Streuung errechnet werden:

§ti-t
nNX{n+)x2n+1)- q 5
i=1

T 24

k = Anzahl der Rangbindungen und t = Lange der Rangbindung i

Und schon kann man die Formel
_T-m
St

angewendet werden.

(Diesen Formelwald muss man aber nicht kdnnen.)

Der Wilcoxon-Test setzt im Gegensatz zum U-Test Intervallskalenniveau voraus. Trotzdem ist er
ein Verfahren fur Ordinaldaten. Wieso?

Der Wilcoxon-Test vergleicht Rénge, er kommt im Prinzip mit Ordinaldaten aus. Das Problem ist
nur, dass er Rangplatzdifferenzen bildet, und so Ordinaldatenniveau daf ir nicht mehr ausreicht.
Trotzdem ist er jedoch ein nichtparametrisches Verfahren und wird somit unter Verfahren fir
Ordinadaten gehandelt.
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Verfahren fir Nominaldaten:

Nominaldaten sind dann nétig, wenn Haufigkeitsunterschiede im Auftreten bestimmter Merkme-

le bzw. Merkmal skombinationen analysiert werden sollen
Dain fast alen im Bortz in Kapitel 5.3 behandelten Verfahren Priifstatistiken vermittelt werden,

die (annahrend) c ?-verteilt sind, werden die Verfahren zur Analyse von Haufigkeiten gelegert-
lich vereinfachend als ¢ *-Methoden bezeichnet.

c 2-Verfahren dienen also der Analyse von Haufigkeiten.

¢ ?-Verfahren konnen natiirlich auch fiir ordina- und intervallskalierte Variablen eingesetzt wer-
den, wenn die Haufigkeit bestimmter Merkmale untersucht werden soll. Die Merkmale werden
dann wie nominalskalierte Merkmale behandelt, und somit ist auch das Ordinal- oder Intervall-
skalenniveau im Eimer.

Die erwarteten Haufigkeiten représentieren immer die jeweilige Nullhypothese.

Ubersicht Uber die ¢ 2-Verfahren

1 Merkmal 2 Merkmale M Merkmale
2fach gestuft a einmalige Untersuchung: 4-Felder c?2- Konfigurationsanalyse
eindimensionaler ¢ 2-Test Test ‘;LJ;a'tef native Merk-
e

b) zweimalige Untersuchung:
McNemar ¢?-Test

c¢) mehrmalige Untersuchung:
CochranQ-Test

mehrfach gestuft | eindimensionaler ¢ 2-Test: Vgl. | K~ |-c>-Test Konfigurationsanalyse
einer empirischen mit einer theore- fir mehrfach gestufte
tischen Verteilung Merkmale
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Vergleich der Haufigkeit eines zweifach gestuften Merkmals (eindimensionaler chi2—Test):

Einmalige Unter suchung:

An einer Uni sind im Fach Psychologie 869 mannliche (Wer’s glaubt, wird selig.) und 576 weib-
liche Studenten immatrikuliert.

Kann man davon ausgehen, dass dieser Unterschied zuféllig zustande kam?

Die Antwort auf diese Frage (und somit der ganze Rechenweg) ist davon abhangig, wie die Null-
hypothese formuliert ist. Fragen wir danach, ob das Verhaltnis ménnlich/weiblich an der ganzen
Uni soist, oder, ob das Geschlechterverhdtnis im allgemeinen im Bereich Psychologie 50 : 50
ig.

Um es (mir) einfacher zu machen, nehme ich die zweite Hypothese (50 : 50) an.

Aufstellen der Hypothesen:
Ho: Die empirische Verteilung entspricht der erwarteten Vertellung.
H,: Die empirische Verteillung weicht von der erwarteten Verteilung ab.

Zeichenerklérung:

f = Haufigkeit

fbj = beobachtete Haufigkeit in Kategorie ] und
fej = erwartete Haufigkeit in Kategoriej,

k = Anzahl der Kategorien des Merkmals.
pg = erwartete Wahrscheinlichkeit des Merkmals j.

Dann Abstimmung der erwarteten Haufigkeiten:

fg = py xn.

D.h. bel unserem Beispiel wére die Wahrscheinlichkeit fur (z.B.) Manner 50%, es gibt insgesamt
1445 Psychol ogiestudenten, also

fe = 0,6 x1445 = 722,5

Eigentliche Formel:

2
C2 _ c|>( (fbj - fej)
ap = ¢ mitdf=k- 1
=1 €

An dieser Formel erkennt man die Grundstruktur aller ¢*-Verfahren: Alle ¢ *-Verfahren
laufen auf einen Vergleich von beobachteten und erwarteten Haufigkeiten hinaus, wobei die
erwarteten Haufigkeiten jeweils die gepr tifte Nullhypothese r epr &sentier en.
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Unsere Werte eingesetzt:
02 = (869 - 722,5)° N (576- 722,5)°

=59,41
722,5 7225

Feststellen der Freiheitsgrade:
df =k —1 esgibt 2 Kategorien (Ménner/Frauen), also df = 1

Die Freiheitsgrade eines ¢ 2 -Wertes entsprechen der Anzahl der Summanden (wie viele
Werte gibt es fur f,? Hier zwel, namlich Manner und Frauen) abziglich der Bestimmungssti-
cke der erwarteten Haufigkeiten, die aus den beobachteten Haufigkeiten abgeleitet wurden
(es gibt hier nur ein gemeinsames Bestimmungsstiick: der Stichprobenumfang n: Die Summe der
beobachteten und erwarteten Haufigkeiten ergibt jeweilsn.).

Feststellenvon ¢ 2 it

2
krit

2

C (dfa)

=C

Bei einer gerichteten Hypothese in einem ¢ *-Verfahren wird das Alphaniveau beim Nachschla-
gen in der Tabelle verdoppelt; soll heifen: bel a = 0,05 schlage ich in der Tabelle bei 10% nach.
Das liegt daran, dass adlle ¢ 2-Verfahren einseitig getestet werden, denn man betrachtet nur die
rechte Seite der Verteilungen.

Die Uberprifung einer gerichteten Hypotheseist bei ¢ 2 -Verfahren nur moglich, wenn der resul-

tierende ¢ ?-Wert einen Freiheitsgrad hat.
Deswegen kann man bei einer gerichteten Hypothese auch mit der STNV testen, sofern man aus
dem empirischen und kritischen ¢ 2 -Wert die Wurzdl zieht.

Das Ergebnis eines ¢ ?-Tests erhalten wir auch, wenn die Haufigkeit der Alternative 1 (z.B.

hier weiblich) Gber die Binomialverteillung gepr ift wird.
Abn<10igt das nétig (bei zwel Merkmalen).

Entscheidung:
Fals Cemp <Ck. 11-a’ Beibehaltung der Hy: Esist davon auszugehen, dass die Verteilung

des untersuchten Merkmals nicht von der unter der Hyp erwarteten Verteilung abweicht.

Entscheidung bei unserem Beispiel:

2 2
C krit ist bei uns3,84; C emp ist bei uns 59,41 => Annahme der H;
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Voraussetzungen:

Jede untersuchte Einheit kann eindeutig einer Kategorie zugeordnet werden.
Die erwarteten Haufigkeiten sind in jeder Kategorie grofer als 5. Im Fallevon k = 2 solltenin
jeder Kategorie 10 Elemente erwartet werden.

Weltere tolle Modifikationen und Verfahren:

Kontinuitatskorrektur:
Die Kontinuitétskorrektur, auch Y ates-Korrektur genannt, schétzt ¢? besser, da Haufigkeiten

diskret, ¢ 2-Werte aber stetig verteilt sind. D.h. jedes | T, = fe| wird um— 0,5 vermindert. Die
Kontinuitétskorrektur wirkt der Tendenz nach konservativ (schiitzt Hy).

Der McNemar-Test:
Dieser Test wird bei zweimaliger Untersuchung und Prozentunterschieden benutzt, er ber tick -
sichtigt nur digenigen Félle, bel denen eine Veranderung eingetreten ist.

Der Cochran-Q-Test:
ist eine Erweiterung des McNemar-Tests, gilt auch fur mehrmalige Untersuchungen.
Nur anzuwenden bei n: m> 30

(Wer sich das alles — Kontinuitétskorrektur, McNemar-Test & CochranQ-Test — antun méchte:
steht allesim Bortz auf S. 155-158)

58



M ethodenlehre B2, B3& B4

Vergleich der Haufigkeit eines k-fach gestuften Merkmals (eindimensional er chi2—Test):

Diese Variation des eindimensionalen ¢ ?-Testsist mit dem eindimensionalen ¢ ?-Test fir zwe-
fachgestufte Merkmale ziemlich identisch.

Es gibt zwel Méglichkeiten:
1) Test auf Gleichvertellung (z.B. je 50% M anner/Frauen) und
2.) Test auf andere Verteilungsformen.

Fur beide M églichkeiten gilt:

Die Formel ist mit dem des eindimensionalen ¢ ?-Test fiir zweifachgestufte Merkmale identisch,
es gibt halt nur mehr Bedingungen j, ergo wird die Berechnung langwieriger.

,  _ k(fy- fej)2

Camp = L mitdf =k 1

j=1 6

Bel der Frage, ob sich Variable 1 von den anderen unterscheidet, wird von den Variablen 2 bis k
der Durchschnitt gebildet (fungiert alsfe) & mit Variable 1 (als fy) tiber den ¢? - Test verglichen.

Die Voraussetzungensind ebenso identisch, nur dass man bel weniger als funf erwarteten Hau-

figkeiten pro Kategorie (wie beim eindimensionalen ¢ ? -Test fiir zweifachgestufte Merkmale)
anstelle der Binomialverteilung nun eine
Multinominalverteilung rechen sollte.

All das oben genannt galt noch fiir beide M 6glichkeiten. Die erste M 6glichkeit ist hier mit
abgeschlossen.

Das Folgende bezieht sich auf:
Tests auf andere Verteillungsformen.

Sofern die Hy nicht behauptet, dass eine Gleichverteilung vorherrscht (z.B. je 50% Man
ner/Frauen ), haben wir es mit Test fir andere Vertellungsformen zu tun, denn

esergibt sich bel steigender Variablenanzahl eine theor etische Verteilung, die mit einer
empirischen (beobachteten) Verteillung verglichen wird.

Der Vergleich einer empirischen mit einer theoretischen Vertellung heif3t
Goodness-offit-test!

Beim Goodness-of- fit- Test werden die erwarteten Haufigkeiten aus einer theoretischen Vertei-
lung abgel eitet:
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Man kann so z.B. prifen, ob sich eine empirische Verteilung normalverteilt oder z.B. nach der
PoissonVerteilung verteilt.
Der Goodness-of-fit-Test dient also z.B. der Uberpriifung der Voraussetzung, dass Grundge-
samtheit normalverteilt (Ho: normalverteilt, Hy: nicht normalverteilt)

Problem: die Hp als,, Wunschhypothese*

. wenn der c? -Wert auf 5%-Niveau signifikant ist, heif¥t das, dass die Wahrscheinlichkeit fir
eine Normalverteilung der Werte kleiner als 5% ist, wenn es nicht signifikant ist, bedeutet es
lediglich, dass es mit mehr als 5% Wahrscheinlichkeit normalverteilt ist - mehr nich.

Wir wollen aber die Ho ,,beweisen” (sonst will man normalerweise ja die H; ,,beweisen”), des-
halb versucht man den Beta- Fehler mdglichst klein zu halten, nicht Alpha (ist wurscht).

Da aber die Hypothese in diesem Fall nicht spezifisch ist, kann der Beta-Fehler nicht bestimmt
werden, deswegen wird einfach der Alpha-Fehler enorm vergroi3ert, z.B. auf 25%

Wenn wir auf 25%tigem Alphaniveau testen und die H; dann immer noch nicht signifikant ist,
haben wir Hp gesichert.

Beachtet: die Hp als Wunschhypothese beizubehalten, wird mit wachsendem Stichprobenum-
fang unwahrscheinlicher!

Der Goodness-of-fit-Test:

Zuerst werden die Daten in Kategorien eingeteilt, d.h. wenn wir einen Wert haben, kdnnen wir
ihn in eine Kategorie packen. Ein gutes Beispiel wéaren die gemessenen km/h der Wagen, einge-
teilt in 10er-Kategorien, beginnend von 60km/h bis (sagen wir mal) 220 km/h.

(Das Ganze lauft unter der Ho, das unsere Kategorien normalverteilt sind.)

Also eine Tabdlle:

Intervall Beobachtete Haufig- Erwartete Haufigkeiten (f, - f )2
keiten ~b el
fe

60,0-69,9 km/h 4 3 0,33

70.0-79,9 km/h 10 6 2,67

etc. €tc. €tc. €tc.
Die Summe davon
ergibt den empirischen
c?-Wert

Der kritische c? -Wert lautet ausgeschrieben Cz(k_ 3,1-a)

somit sind die Freiheitsgrade df = k—3, wobel k die Anzahl der Kategorien angibt.
Poisson-Verteilung:

Bel einer Frage nach einer Poisson-Verteilung sind die Freiheitsgrade df = k— 2.

Vom Prinzip lauft es wie oben, nur werden die erwarteten Haufigkeiten nach der Poisson
Verteillung ermittelt (Formel im Bortz S. 71; der Rest S. 161 & 162)
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Vergleich der Haufigkeiten von zwel aternativen Merkmalen (4-Fel der—chiz—Test):

Werden n voneinander unabhéngigen Beobachtungen nicht nur einer, sondern zwei Merkmal sal-
ternativen zugeordnet, erhalten wir eine 4-Felder-K ontingenztafel bzw. eine bivariate Haufig-
keitsverteilung.

Und schon sind wir bei einem 4-Felder-c *-Test.

(den kann man auch schon k * I-c2-Test nennen)

Ein Beispiel: 100 Personen sollen auf die Merkmalsalternativen mannlich/weiblich und Brillen
tréager/Nicht-Brillentréger untersucht werden.

mannlich weiblich
mit Brille 25 10 35
ohne Brille 25 40 35
50 50 100

Jetzt gibt es zwel Moglichkeiten:
1.) Vorgegebene erwartete Haufigkeiten und
2.) Geschétzte erwartete Haufigkeiten

Vorgegebene erwartete Haufigkeiten:

Dann kodnnte unsere vorgegebene Ho lauten:
Brillentréger = 30% in der Bevolkerung
Manner/Frauen ja 50% in der Bevolkerung

Dementsprechend wahren unsere Wahrscheinlichkeiten
p(Brille, Mann) =0,15
p(Brille, Frau) =0,15
p(ohne Brille, Mann) =0,35
p(ohne Brille, Frau) =0,35

Dann setzten wir das ein in folgende Formel:

c 2 :g g (fop = Fean)”

=L j=L Fegi i)

und bekommen ein ¢ 2= 11,90

Die Freiheitsgrade df = 2x 2 —1 = 3 df

Dementsprechend ist unser kritisches ¢?=11,34 => Annahme der H;, Frauen tragen weniger
Brillen, M&nner mehr Brillen als erwartet.
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Geschéatzte erwartete Haufigkeiten:

Beim 4-Felder-c?- Test entsprechen die erwarteten Zellenhaufigkeiten den bei stochastischer Un
abhangigkeit zu erwartenden:

(SummeZeilei) > (SummeSpalte |)
n

feij =p, ij X =

Der Rest 1&uft wie bei vorgegebenen Nullhypothesen, nur sind die Freiheitsgrade df = 1 df.
Dementsprechend ist auch das kritische ¢ ? anders.
Auch hier wird Ubrigens die H; angenommen (Bortz S. 164)

Kontinuitatskorrektur:
Auch hier ist eine Kontinuitatskorrektur nach Y ates méglich

Prozentunter schiede:
laufen genauso wie beim eindimensionalen ¢ ?-Test

Vergleich der Haufigkeiten von zwei mehrfach gestuften Merkmalen (k x I-chi2-Test):

Im vorherigen Punkt waren beide Merkmale jeweils zweifach gestuft. Beim k~ |1-c2-Test ist die
Anzahl der Stufen unwichtig
DasMerkmal A ist k-fach gestuft und das Merkmal B I-fach.

Der k™ I-c%Test tberpriift die Alternativhypothese:
H1, dass zwischen zwei Merkmalen ein irgendwie gearteter Zusammenhang besteht,

gegen die Nullhypothese
Ho, dass es zwischen den beiden Merkmalen keinen Zusammenhang gibt bzw. die Merkmale
stochastisch unabhéngig sind.

Das Verfahren 1auft wie beim 4-Felder- ¢ 2 -Test:

Beim k' I-c>Test entsprechen die erwarteten Zellenhaufigkeiten den bei stochastischer Unabhén-
gigkeit zu erwartenden:

(SummeZeilei) > (SummeSpalte |)
n

feij =p, ij X =
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Freiheitsgrade:
Bel geschétzten erwarteten Haufigkeiten:  df = (k- 1)X1 - 1)
Bel vorgegebenen erwarteten Haufigkeiten: df = (k- 1)x1- 1) -1

Entscheidung

Fals o gm , Entscheidung fUr die Hy: Esist davon auszugehen, dass die Vari-

2
p = Clk-1(-1),1-a
ablen vonelnander stochastisch (irgendwie) abhangig sind.

Voraussetzungen
Jede untersuchte Einheit kann eindeutig den Kategorien (Zellen) zugeordnet werden.
Die erwarteten Haufigkeiten sind alle grof3er als 5.

Der k™ I-c®-Test und der 4-Felder- ¢ 2-Test lassen sich auch mit Prozentwerten durchfihren.

Vql. d. Haufigkeiten von m alternativ oder mehrf. gestuften Merkmalen (Konfigurationsanalyse):

Veralgemeinern wir das 4-Felder ¢? auf m aternative Merkmale, erhalten wir eine mehr di-
mensionale Kontingenztafel, die mit der Konfigur atiorsanalyse analysiert werden kann.

Ein Beispid:
Wir Uberprifen, ob Frauen, die in der Stadt Ieben, Uberzuféllig berufstétig sind (a = 0.01).

Also haben wir drei aternative Merkmale (m = 3):
A= Stadt (+) vs. Land (—)
B =mannlich (+) vs. weiblich (—)
C = berufstétig (+) vs. nicht berufstétig (—)

Merkmal Haufigkeiten
A B C fo fe f
e
+ + + 120 86,79 12,71
+ + - 15 63,33 36,88
=+ - + 70 95,32 6’73
+ - - 110 69,56 23,51
- + + 160 89,54 55,45
- + - 10 65,34 46,87
i - + 20 98,35 62,42
- - - 135 71,77 55,71
N, = 640 Ne = 640 c? =300,28
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Die erwarteten Haufigkeiten werden geschétzt mit:

_ (Summe A ) >(Summe B;) >(Summe C, )

fe(i,j,k) - n>

In unserem Beispiel lauten die Summen

A(#) =315 B(#) =305 C(+)=370
A(-) =325 B(H)=33% C(-)=270

(z.B. fos+s) = 315 x 305 x 370/ 640° = 86,79)

Freiheitsgrade: df = 1 df

Der kritische Wert (5,43) ist kleiner als der Empirische (6,73) fr unsere These, dass in der Stadt
mehr Frauen berufstétig sind.

Dadas aber unsere Hy war, missen wir nun die Hp annehmen bzw. beibehalten (nicht davon ver-
wirren lassen, ist ein Fehler bei der Hypothesenaufstellung).

Allgemeine Bemerkungen zu den chP-Techniken:

¢ 2-Techniken gehtren — von der Durchfiihrung her — zu den einfachsten Verfahren der Elemen-
tarstatistik, wenngleich der mathematische Hintergrund dieser Verfahren komplex ist.

Mit Hilfe der ¢ ?-Verfahren werden die Wahrscheinlichkeiten multinominalverteilter Ereignisse
geschétzt (wobei die Schétzung erstbel N® ¥ exakt Ubereinstimmen).

Deshalb sollte beachtet werden:
Die einzelnen Beobachtungen miissen voneinander unabhangig sein (Ausnahme: McNemar-
& CochranTest)
Jede untersuchte Einheit muss eindeutig einer Kategorie zugeordnet werden konnen.
Nicht mehr als 20% der erwarteten Haufigkeiten in den Kategorien sollten kleiner als 5 sein.
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Verfahren zur Uberpriifung von Zusammenhangshypothesen:

Die Verfahren zur Uberpriifung von Zusammenhangshypothesen haben der ua. psychologischen
Forschung so viel Impulse wie kein anderes statistisches Verfahren verliehen.

Zusammenhange sind in der Mathematik und in den Naturwissenschaften bekannt, z.B. verandert
sich der Umfang eines Kreises proportional zu seinem Umfang.

Solche exakten, funktionalen Zusammenhéange haben wir in der Psychologie nicht. Deswegen
sprechen wir von stochastischen (zufallsabhangigen) Zusammenhéangen, die nach Hohe des
Zusammenhangs unterschiedlich prézise Vorhersagen zul assen.

(Bei einer Korrelation von +1 oder —1 geht unser stochastischer Zusammenhang tber in einen
funktionalen, deterministischen Zusammenhang.)

Im Kapitel ,Merkmalszusammenhange & —vorhersagen* habe ich einige Punkte aus dem 6. K &
pitel im Bortz vorgezogen — a so bitte nicht wundern, wenn jetzt was ,, fehlt”. Die behandelten
Punkte waren, bezogen auf die BortzUnterkapitel:
- 6.1 Lineare Regression, dabei: Kovarianz und Regression
6.2.1 Kovarianz und Korrelation, dabei: Produkt Moment-K orrelation; Korrelation und Reg-
ression; Beobachtete, vorhergesagte und Residualwerte; Determinationskoeffizient
6.4 Korrelation und Kausalitét

Die Statistische Absicherung von linearen Regressionen:

Regressionsgleichungen werden auf der Grundlage einer représentativen Stichprobe bestimmit,
um sie auch auf andere Untersuchungseinheiten, die zur selben Population gehéren, anwenden zu
konnen.

Das bedeutet aber, dass eine (auf Basis einer Stichprobe gebildete) Regressionsgleichung genera
liserbar sein muss. Aus dieser Population konnen wir eine durch (unendlich) viele Stichproben
wieder eine SKV bilden.

Je grofier aber die Streuung (der Standardfehler) dieser SKV ist, desto weniger werden die Werte
einer einzelnen Stichprobe (hier: einer einzelnen Regressionsgerade) die Regressionsgerade der
Population vorhersagen kdnnen.

Die nach der Methode der kleinsten Quadrate ermittelte Regressionsgleichung stellt nur eine
Schétzung der folgenden, in der Population gultigen, Regressionsgerade dar:

y; = by, X +ta,,

y j kennzeichnet hierbei einen )7-Wert, der aufgrund der Popul ations-Regressionsgleichung
vorhergesagt wurde.

Wichtig: nicht die Punktabstande zur Geraden minimieren, sondern die Abstande in y-
Richtung, damit fur die Vorhersage x auf y optimiert, deswegen gibt es fir eine Regression
von y auf x auch andere Koeffizienten a & b.
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Voraussetzungen:

Unsere SKV vertellt sich (gemél3 Abb. 6.7 im Bortz S. 183) as bivariate Haufigkeitsverte-
lung:

a.) Die Vertellung der x-Werte muss fur sich genommen normal sein.

b.) Die Verteilung der y-Werte muss fur sich genommen normal sein.

c.) Die zu eéinem xWert gehdrenden y-Werte (Arrayverteilungen)* missen normalverteilt

sein.
d.) Die Mittelwerte der Arrayverteilungen mussen auf einer Gerade liegen.

* Ein Arrayverteilung von y-Werten (zu naturlich jeweils zu einem x-Wert gehdren) bedeutet,
das bei nicht perfektem Zusammenhang gleiche Untersuchungen eines bestimmten x-Merkmals
verschiedene y-Merkmale aufweisen.

Die Genauigkeit der Regressionsvor her sagen:

Die Genauigkeit der Regressionsvorhersagen wird durch den Standardschétzfehler (STSF) be-
stimmt. (Formel siehe Bortz S. 185)

Der Standardschatzfehler kennzeichnet die Streuung der y-Werte um die Regressionsgera-
de und ist damit ein GltemalR3stab fur die Genauigkeit der Regressionsvor hersagen. Die
Genauigkeit einer Regressionsvor her sage wachst mit kleiner werdendem Standar dschét z-
fehler.

Determinanten der V orhersagegenauigkeit (durch Konfidenzintervalle):

Durch Konfidenzintervalle kann man die Vorhersagegenauigkeit einzelner Punkt um und auf
einer Regressionsgeraden bestimmen.

y egressionsgerade

—// Konfidenzintervalluntergrenze
Konfidenzintervall-
obergrenze

Bestimmung der Gro6l3e des Konfidenzintervalls (K1):

Je kleiner der Konfidenzkoeffizient (1- a ), desto kleiner Kl
Je kleiner der Standardschétzfehler (STSF), desto kleiner K.
Je kleiner n, desto grofer K.

Je kleiner die Varianz x (y ist im STSF), desto kleiner KI.
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Nonlineare Regression:

Gelegentlich erwartet man, dass eine nicht- lineare Beziehung eine bessere V orhersage macht als
eine lineare Beziehung. Als Beispiel mit einer nicht- und einer linearen Regression:

X 1 1 2 2 4 4
Y 1 3 7 9 6 8
12
10 =
- LY
8 /." ‘\k. ]
// [ — - (N
6 » — [ JAN
/--"—- N

4 "-4

fasnsnnt .,
2 4

/

0 I.

'/
2y
-4 |
.6.
-8

Y 10
1,00 ' 2,00 ' ) ' 4,00
X

Hier dirfte die nicht- lineare Beziehung die Punkte besser vorhersagen (Grafik aus den B3-Folien,
leicht abgewandelt)

Varianten (einige ausgewahlte):

Umgekehrt U-formige Beziehung (Bortz S. 189):
Eine umgekehrt U-férmige bzw. parabolische Beziehung wird durch eine quadratische Regressi-
onsgleichung oder ein Polynom 2. Ordnung modelliert.

y=a+b xx+b, %’

Polynome hoherer Ordnung:
Ein (umgekehrt) S-férmiger Zusammenhang lasst sich durch eine kubische Regressionsglei chung
bzw. ein Polynom 3. Ordnung anpassen:

y=a+b xx+b, xx* + b, xx°
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Nonlineare Zusammenhange, die Uber ein Polynom 3. Ordnung hinausgehen, konnen in der u.a.
psychologischen Forschung nur sehr selten begriindet werden. Die Aufstellung eines solchen

Polynoms kann bestenfalls ex post (= ohne theoretische V orannahmen) sinnvoll sein.
[Die Regressionsgleichung wird einfach um weitere b und x erweitert, wobei der Exponent pro

weiterem b um 1 erhéht wird.]

Linearisierung:

Uber Logarithmierung kann man die Funktion von Gleichungen ermitteln.

Geht man von einem exponentiellen Zusammenhang von zwei Variablen aus, erhdt man die
Gleichung:

¥ =axx’
Durch Logarithmierung (siehe Bortz S. 192) gelangt man schlussendlich zu folgender Gleichung:

y(=al+hb0x
Was verteufelt wie eine lineare Regression aussieht.

[Ganz exakt sind die so ermittelten Regressionskoeffizienten leider nicht, sie unterscheiden sich
von denen, die wir mit der Methode der kleinsten Quadrate ermitteln wiirden.]

Interpretationshilfen fir r:

Angenommen ein Schulpsychologo ermittelt eine Korrelation von r = 0,60 zwischen Abitur-
schnitt (y) und Intelligenzquotienten (X).

Was bedeutet diese Zahl?

Um das zu veranschaulichen, dichotomisieren wir beide Variablen am Median und erhalten eine
4-Felder-Tafd.

(dichotom = ein Merkmal mit nur zwei Ausprégungen, z.B. Geschlecht. Man kann aber auch in-
tervallskalierte Daten dichotomisieren, d.h. zweiteilen. D.h. hier teilen wir am Median in zwel
Halften.)

Wenn wir dem Schul psychologen jetzt auftragen, mal zu schétzen, wie sich die Abiturschnitte
und Qs bei 200 Schilern verteilen, wenn er am Median teilen soll, so werden bel keinem Zu-
sammenhang (r = 0) je 50 Schiller pro Kategorie verteilt sein.

Aber es verteilt sich so bei r = 0,60:

Abischnitt (y)
<Mdy > Mdy
1Qs (x) < Mdy 80 20 100
> Mdy 20 80 100
100 100 200
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Wieso?

Bel zwel symmetrischen, mediandichotomisierten Merkmalen gibt r an, um wie viel der
Fehler minimiert wird.

Im Beispiel betrug der Fehler bel Zufallsverteilung (je 50 n pro Kategorie) 50% Diese 50% redu-
ziert um r = 0,60 bzw. 60% von 50 = 30. Diese 30 werden einer Korrelation von r = 0,60 nicht
mehr falsch eingeordnet, sondern richtig, d.h.

Die Fehler (50%), diewir bei der Vorhersage von x durchy machen (grof3esy = grol3esx),
werden bei einer Korrelation von 0,60 um 30 % vermindert.

Mehr Infos Bortz S. 201/202.

k-fach gestufte Merkmale:

Diese Variante ist einfach eine Erweiterung der 4-Felder-Matrix um weitere Kategorien.

Eine Besonderheit dabei ist, dass grofere Abweichungen um mehrere Kategorien starker ,, be-
straft” werden as andere. Vom Prinzip wie die 4-Felder-Matrix, jedoch aufwendiger zu rechnen.
Wer mehr wissen will: Steht allesim Bortz auf S. 203/204.

Korrelation fur nonlineare Zussmmenhange:

Der Zusammenhang zwischen nonlinearen Variablen 18sst sich ermitteln, indem man die Varianz
der vorhergesagten Werte durch die Varianz der tatséchlichen Werte teilt:

S
r<-=-2
s,

Uberprifung von K orrelationshypothesen:

Wird aus einer bivariaten, intervallskalierten Grundgesamtheit eine Stichprobe gezogen, kann ein
Korrelationskoeffizienz r berechnet werden. Er zeigt den linearen Zusammenhang zwischen den
zwei Merkmalen an, bzw., quadriert (r2), den Anteil gemeinsamer Varianz.

Voraussetzungen:
Grundgesamtheit bivariat normalverteilt
Kovarianz & Korrelation der Grundgesamtheit bekannt
Die einzelnen Merkmal sstufenkombinationen miissen voneinander unabhangig sein.

Die ganzen Voraussetzungen sind aber ein bisschen schwierig zu erfillen (siehe Bortz S.205),
dementsprechend beschrankt man sich darauf, dass beide einzelnen Merkmale NV sind, die Ar-
rayverteilungen Normalvertellt sind und die Varianzen der Arryverteilungen homogen ist.

Wenn man diese V oraussetzungen missachtet, muss man mit grof3erem Alpha- und Beta-Fehler
rechnen. Trotzdem ist der Test relativ robust.
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Signifikanztest:
Ob eine empirisch ermittelte Korrelation r mit der Hypothese

Ho:r =0
zu vereinbaren ist, lasst sich mit folgender Prifgrofie testen:
t =I>vN- 2 mitgr=n-2
P 1-r?

Ab n > 3 kann man zeigen, dass der Ausdruck bei df = n— 2 t-verteilt ist.

Entscheidung:

ungerichtet rechtsseitig linksseitig
falls ... ltemp > [t (at: a/2)| temp > Udf; 1-a) temp < Ut a)
Annahme.... Hi:r®0 Hyi:r >0 Hy:r <0

FUr den zweisaitigen Test einer Korrelation sind in der Tabelle D (Bortz 1999, S. 775) kritische
Wert fir a =0,05und a = 0,01 angegeben. Diese Werte erhélt man, wenn man obige Prifgrofie
nach r auflost:

tkrit

Mkt = '
v n- 2 + tI%rit

Fischers Z-Transformation

Besteht in der Grundgesamtheit ein Zusammenhang r * 0, erhalten wir fir (theoretisch unend-
lich) viele Stichproben eine rechts (r > 0) oder linkssteile (r < 0) SKV der Korrelationen.
Eine Nullhypothese mit einem r 0 kann somit nichts mehr messen (da asymmetrisch).

Diese rechts oder linkssteile Verteilung l&sst sich durch Fishers Z-Transformation wieder in
Normalverteilung transformieren:

27
. e“ -1
7= ixjngé—rg aufgel6st nach r r=—
2 &l-r g e” +1

wobei In = Logarithmus zur Basis e(» 2,718) .
Jeweiter r von +/-1 entfernt und je grof3er n ist, desto normalverteilter ist die Kurve nach Fi-
schers Z-Transformation

Weiterhin sind die transformierten Werte Teil einer Verhaltnisskala (fester Nullpunkt), man kann
namlich bei einer Korrelation nicht davon ausgehen, dass der Zusammenhang bei r = 0,4 halb so
grol3ist wiebe r =0,8!
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Wenn es transformiert wird zeigt sich: die Zuwachsraten im oberen Korrelations-Bereich sind
bedeutsamer.

Auch Mittelwerte & Varianzen von einer Korrelation sind nicht interpretierbar, sofern sie nicht
transformiert wurden.

Bel Mittelwertsbildung von (z.B. 3) Korrelationen also erst transformieren, dann Mittel der
Fisher-Z-Werte bilden, dann dieses Mittel ruicktransformieren:
Dabei werden hohere Korrelationen stérker berticksichtigt alsniedrige.

Es gibt mehrere Variationsmoglichkeiten von Fischers Z-Transformation, sie stehen im Bortz auf
den Seiten 210 —214. Wen es interessiert, der mdge es nachschlagen.
Ich glaube aber nicht, dass das fur die Prifung in irgendeiner Form relevant sein konnte.

Spezielle Korrelationstechniken:

Unter dem Punkt ,, Uberpriifung von Korrelationshypothesen* ging es um die ProduktMoment-
Korrelation zweier intervallskalierter Merkmale.

Das Ganze geht aber natirlich auch mit ordinal und nominal skalierten sowie dichotomen Merk-
malen.

Ubersicht der bivariaten Korrel ationsarten:

Merkmal x
Merkmal y Intervallskala dichotomes Merkmal | Ordinalskala
Intervallskala Produkt-Moment- Punkt-biseriale Korre- | Rangkorrelation
Korrelation lation
dichotomesMerkmal | - F -Koeffizient Biseriale Rangkorrela-
tion
Ordinalskala - - Rangkorrelation

Dazu gibt es noch den Kontingenzkoeffizienten, der den Zusammenhang zweier nominalskalier-
ter Merkmale bestimmt. Da dieser Koeffizient aber kein Korrelationsmald im engeren Sinn dar-
stellt, ist er nicht in der Tabelle.

I.) Korrelation zweier Intervallskalen: )
Berechnung der Produkt-Moment-Korrelation, siehe ,, Uberprifung von Korrelationshypothesen*

71




M ethodenlehre B2, B3& B4

I1.) Korrelation einer Intervallskala mit einem dichotomen Merkmal:

A.) Punktbiseriale Korrelation:

Ein Zusammenhang zwischen einem dichotomen Merkmale (z.B. mannlich/weiblich) und einem
intervallskalierten Merkmal (z.B. Kdrpergewicht) wird durch eine punktbiseriale Korrelation
(auch Produkt-Moment-biseriale Korrelation genannt) erfasst.

Eine punktbiseriale Gleichung erhdlt man, wenn die Werte 0 und 1 fir die beiden dichotomen
Variablen in die Produkt-Moment-K orrel ations- Gleichung eingesetzt werden.
Dadurch vereinfacht sich die Korrelationsformel:

I =
pb Sy n>
wobel
No, M = Anzahl der Untersuchungseinheiten in den Merkmal skategorien x und x.
Yo Vi = durchschnittliche Auspragung des Merkmalsy (Kérpergewicht) bei den

Untersuchungseinheiten x (Manner) und x (Frauen).
n=rn+m= Gesamtstichprobe
S = Streuung der kontinuierlichen y-Variablen

Die Signifikanztberprifung ( Hy: r = 0) erfolgt wie bel der Produkt-Moment-Korrelation durch:

rpb

t=
J@-r2)in- 2)

Der so ermitteltet-Wert ist mit n — 2 Freiheitsgraden versehen und in der t-Tabelle mit tyi; vergli-
chen.

Die punktbiseriale Korrelation entspricht ( as Verfahren zur Uberpriifung von Zusammen-
hangshypothesen) dem t-Test flir unabhéngige Stichproben( as Verfahren zur Uberprifung
von Urterschiedshypothesen).

B.) Biseriale Korrelation:
Bel einem kinstlich dichotomisierten Merkmal und einem intervallskaliertenMerkmal wird eine
biseriale Korrelation (ryis) durchgefihrt.
Biseriale Korrelation (r,s) und Punktbiseriale Korrelation (rpp) héngen statistisch zusammen.
Es gibt auch noch triseriale und polyseriale Korrelation
Das steht alles im Bortz auf S. 216-218

[11.) Korrelation einer Intervallskala mit einer Ordinalskala:

Richtige Verfahren hierfir gibt es (noch) nicht. Fir die Praxis: Herabstufung der Intervallskala
auf Ordinalskaenniveau, Anwendung der Korrelation zweier Ordinal skalen.
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IV.) Korrelation fur zwei dichotome Variablen:
Wenn die Merkmale x und y jewells dichotom sind, kann ihr Zusammenhang durch den
Phi-K oeffizienten (F ) ermittelt werden

Da es nur 4 Haufigkeiten gibt...

Merkmal (y)

Merkmal (x)

ofTo| Kk

....Ist die Berechnung von F einfach:

F = axd- bxc
J@+c)xb+d)xa+b)xc+d)

Es gibt einen engen Zusammenhang mit dem 4-Felder-c?, deshalb Signifikanzpriifung mittels
2 _
C™=nX nmitdr=1

Der Zusammenhang zwischen dem 4-Felder-c? und Phi-K oeffizienten:

Achtung:

Der F -Koeffizient liegt nur im Ublichen Wertebereich von -1 bis +1, wenn die Aufteilung der
Stichprobe in Alternativen von x der in die Alternativen von y entspricht, also bei identischen
Randverteilungen.

Ansonsten gibt es einen geringerer F maxima -Wert (ist mit Formel berechenbar)

Bel der Bestimmung von F max ist darauf zu achten, dass
das Vorzeichen von F ma mit dem F emp voOn Ubereinstimmt.
dasVorzeichenvon F . beliebigist.

Gelegentlich versuchen Einige die Aufwertung eines empirischen F -Wertesam F max , UM es
vergleichbar mit der Produkt-Moment-Korrelation zu machen, dasist aber fragwirdig, da auch
die Produkt-Moment-Korrelation nur bei identischen Rardverteilungen einen Wertebereich von
-1 bis+1 aufwel <.

Sind beide Variablen kiinstliche Dichotomien , arbeitet man mit einer
Tetrachorischen Korrelation. (siehe Bortz S. 220/221)
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V.) Korrelation eines dichotomen Merkmals mit einer Ordinalskala:

Die Korrelation eines dichotomen Merkmals mit einer Ordinalskala — auch biseriale Rangkorrela
tion (ryisr) genannt — wird berechnet, wenn ein Merkmal (x) in kinstlicher oder nattrlicher Di-
chotomie vorliegt und das andere Merkmal (y) rangskaliert. (éhnlich dem U-Test)

2, _
Thisk = H"(yl - Y,)
wobei

¥, = durchschnittlicher Rangplatz der zu x1 gehdrenden Untersuchungseinheiten

Y, = durchschnittlicher Rangplatz der zu % gehdrenden Untersuchungseinheiten
n=  Umfang der Stichprobe

Der kritische Wert wird — bei hinreichend grof3en Stichproben — mit dem U-Test berechnet:

_U-m
Sy

z

VI1.) Korrelation zweier Ordinalskalen (Spear man’s Rho):
Der Zusammenhang zweier ordinalskalierter Merkmale wird durch die Rangkor relation nach
Spearman (f; oder r )erfasst.

Eigentliche Formel: Errechnung des kritischen Wertesab n3 30
n
o 2
6xa d
rg=1-—=— t= - d=n-2
s 2 =Nn-—
nxn”- 1) J@-r2)(n- 2)

(Dieselbe Formel wie bel der punktbiserialen Korrelation)
bei verbundenen Rangen gibt es Modifikationen (Bortz S. 224)

VIl.) ,Korreation* zweier Nominalskalen (K ontingenzkoeffizient):

Das bekannteste Mal3 zur Berechnung des Zusammenhangs zweier Nominalskalen ist der Ko
tingenzoeffizient C.

Dieser Test hangt eng mit dem k * 1-c%Test zusammen, mit dem wir auch die Ho tberpriifen, ob
zwel nominalskalierte Merkmale stochastisch unabhangig sind.

Eigentliche Formel:

wobei ¢? = -c®Wert desk * 1-¢>-Tests.
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1. Was ist eigentlich Statistik?

1.1. Definitionsversuch fiir den Begriff Statistik

Fragen wir zunichst nach dem alltagssprachlichen Gebrauch:

Wenn wir

- eine Tabelle in einem Zeitungsartikel oder einem Buch sehen, in der Zahlen aufgefiihrt sind, vielleicht sogar
Prozentzahlen, und wenn die einzelnen Zahlenangaben dann sogar in eine graphische Darstellung iibersetzt
werden, sprechen wir von einer "Statistik"'.

Neben diesem Sprachgebrauch gibt es aber im Wissenschaftsbereich noch weitere Bedeutungen von Statistik,
die im Alltagssprachgebrauch ungew6hnlich sind:

Statistik wird als die Bezeichnung fiir eine Wissenschaft benutzt. Diese Wissenschaft ist relativ
jung. Mitte des 18. Jahrhunderts hielt Gottfried Achenwall in Géttingen Vorlesungen iiber
Staatenkunde, einen Gegenstand, den er auch als Statistik bezeichnete. Inhalt dieser Wissenschaft
waren die "wiirklichen Merkwiirdigkeiten einer biirgerlichen Gesellschaft" (zitiert nach Kern, Horst:
Empirische Sozialforschung, Urspriinge, Ansitze, Entwicklungslinien, Beck, Miinchen 1982, S.
20). Erst spéater entwickelt sich die Statistik zu einer selbstdndigen Disziplin, die, in erster Linie auf
wahrscheinlichkeitstheoretischen Grundlagen aufbauend, anstrebt, wissenschaftliche Hypothesen zu
iiberpriifen (schlieBende oder induktive Statistik). Grundlagen hierfiir liefern Beschreibungen von



Realitét auf der Grundlage von Messungen und Zéhlungen (beschreibende oder deskriptive
Statistik). Dabei sind die wesentlichen mathematischen Grundlagen schon Ende des 17. Jahr-
hunderts vorhanden.

e Im englischsprachigen Bereich wird das Wort "statistic" als ein Ausdruck benutzt, der bestimmte
Rechenergebnisse (z.B. Mittelwerte und Streuungsmale etc.) bezeichnet.

In diesem Kursus wollen wir unter Statistik die Wissenschaft verstehen, die sich mit der Organisation und
Auswertung von Messungen und Zihlungen beschiftigt, wenn Messungen an vielen einzelnen "Objekten"
vorgenommen werden, die einander hinreichend dhnlich sind, und die meistens zufillig aus einer Gesamtheit
einander dhnlicher Objekte ausgewéhlt wurden.

Wenn ich z.B. mit einer Studentin {iber ihre finanzielle Situation spreche und dabei ihr Einkommen erfahre,
dann kann man dieses zwar schon als Meflvorgang interpretieren (es wird eine Zahl, das Einkommen in DM, der
Person der Studentin (Erhebungseinheit) zugeordnet; da aber nur eine Einzelmessung vorliegt, existiert noch
keine Statistik. Erst wenn ich eine groflere Menge von Messungen nebeneinanderstelle, treten Probleme der
Statistik auf, d.h. Statistik hat es immer mit Mengen oder Massen zu tun. Einzelereignisse sind fiir sie nicht
Gegenstand der Untersuchung oder Betrachtung, sondern nur Massenereignisse.

1.2. Das Problem der Verarbeitung von Massenereignissen durch subjektive
Erfahrung

Diese Unterscheidung zwischen dem einzelnen Ereignis und dem '"Massenereignis" ist fiir den Alltagsgebrauch
ungewohnlich. Die personliche Erfahrung ist in der Regel nie mit Massenereignissen konfrontiert, sondern
immer nur mit einer Folge von Einzelereignissen, wobei diese Ereignisse nicht einmal dhnlich sein miissen.

Wir fahren morgens in die Universitit und benutzen dabei z.B. die U-Bahn und betrachten die Umgebung der
Fahrstrecke. In den Institutsrdumen der Universitdt lesen wir Akten und Biicher. In der Mensa begutachten wir
das Essen etc.: Ein Einzelereignis reiht sich an das andere. Die Gesamtheit und die Verkniipfung dieser Ein-
zelereignisse flihrt dann zu so etwas wie subjektiven Erfahrungen, ohne dal3 hieraus jemals Massenereignisse im
Sinne der Statistik werden.

Massenereignisse sind der subjektiven Erfahrung nur sehr selten zugénglich. Ein gut gefiilltes Fu3ballstadion
z.B. wire so ein Massenereignis. Die hier dem Betrachter begegnende Masse ist nicht geordnet, hunderte oder
tausende von FuBlballfans sitzen oder stehen auf den Banken in einem Fufiballstadion und &uf3ern ihre
Begeisterung.

Die Eindriicke, die wir aber von solchen Massenereignissen haben konnen, sind sehr ungenau. Wir konnen etwa
sagen: "Schitzungsweise waren es (so und so viele)"; "etwa 1/3 hatte Fadhnchen oder andere Zeichen der
Vereinszugehorigkeit dabei"; "jeder Zehnte trug ein Transparent"; "die Mehrheit war besonders bunt
angezogen'; "etwa jeder fiinfte Fan war stark alkoholisiert".

Alle diese Angaben beruhen auf groben Schitzungen; eine genaue Analyse des Massenereignisses "gefiilltes
FuBballstadion" ist aus der Perspektive des einzelnen Zuschauers in der Regel nicht méglich. Dennoch bilden
sich aus der subjektiven Einschitzung individueller Erlebnisse und der ungenauen Speicherung von Eindriicken
solcher Massenereignisse Urteile tiber das Leben, die Gesellschaft, die Menschen, iiber soziale Verhéltnisse,
soziale Normen etc., und diese subjektiven Eindriicke haben im Alltagsleben ein starke Wirkung auf Urteile.
Besonders wenn wir als Mitglied einer bestimmten Fan-Gemeinde Beobachtungen anstellen, ist die Gefahr sehr
groB, daB3 wir auf bestimmte Merkmale oder bestimmte Gruppen beispielsweise von Personen besonders achten
und die dabei gewonnenen Eindriicke ohne wirkliche Kenntnis der Gesamtheit unzulissig verallgemeinern. Hier
stoBBen wir schon auf wichtige Unterschiede zwischen Alltagserfahrung und wissenschaftlichem Urteil.

Will man so entstandenen (Vor)urteilen argumentativ begegnen, dann ist es wichtig, solche Massenereignisse
genau zu beschreiben. Hierzu bedarf es allerdings eines methodisch geregelten, nachvollziehbaren Vorgehens,
das in seinen einzelnen Schritten begriindbar ist. Dieses Vorgehen macht ,,Massen-Ereignisse® fiir unsere
Vorstellungskraft verfligbar, die sich ihr sonst entziehen.




Wenn wir uns zum Beispiel vorstellen, eine Nation habe eine Gesamtbevolkerung von 70 Millionen Menschen,
dann sehen wir nur noch eine uniibersehbare Menschenmenge vor uns, und die individuelle Fassungskraft wird
von solchen Angaben in jedem Falle iiberfordert. Dennoch ist die arbeitsmarktpolitische Tatsache, dafl Ende
1997 mehr als 4 Millionen Arbeitslose von der Bundesanstalt fiir Arbeit registriert worden sind, von grof3er
Bedeutung. Politische Bedeutsamkeit ist nicht an unser Vorstellungsvermégen gebunden.

Sehr viele Verwaltungs- und politische Vorgénge verursachen solche politisch bedeutsamen Tatsachen, werden
durch sie bedingt, und man kann sagen, daB bestimmte Zahlenwerke der amtlichen Statistik, insbesondere aber
die Statistiken unserer Ministerien, Ergebnisse und zugleich Steuerinstrumente des politischen Lebens sind.

1.3. Statistik: Unsicherheit und Angste

Man kann nun feststellen, daf3 Zahlen, die sich der subjektiven Vorstellungskraft entziehen und gleichzeitig
Steuerungsinstrument unseres politischen Lebens sind, im 6ffentlichen BewuBtsein grole Unsicherheit und
Angste hervorrufen.

Dies konnte u.a. folgende Ursachen haben:

Zahlen wecken zwar den Anschein der exakten Messung, weil wir mit ihnen in erster Linie im Rahmen des
Mathematik- und Physikunterrichts vertraut gemacht worden sind. Wir sind gewdhnt, auf Zahlen zu vertrauen.
Es macht uns unsicher und erregt Angst, wenn wir Zahlen nicht vertrauen konnen. Was aber heif3t das, dal} wir
einer Zahl vertrauen konnen ?

Ein paar Beispiele hierfiir:

Ich werde gefragt, wie groB ich bin. Ich stelle zwei Messungen an, eine morgens, eine abends. Morgens messe
ich 1,78 m, abends 1,76 m. Ich gebe vorsichtshalber meine Grofle mit 1,77 m an...

Ich frage im Supermarkt, was das Brot kostet. Ich bekomme die Auskunft, daB3 hier 20 Brotsorten vorrtig sind,
und daf3 der Preis zwischen 3,50 DM und 4,50 DM pro Kilo schwankt. Bei der Konkurrenz stelle ich die gleiche
Frage. Dort sagt man mir, der Preis schwanke - je nach Sorte - zwischen 3,30 DM und 4,60 DM. Was kostet das
Brot nun ?

Ich will in Inflationszeiten einen Brief frankieren. Der Postbeamte sagt mir, eine Briefbeférderung koste 1000
Reichsmark. Am néchsten Tag komme ich wieder. Da kostet eine Briefbeforderung bereits 20000 Reichsmark.

Ich werde im Auto bei einer Geschwindigkeitsiiberschreitung geblitzt. Mein Tacho zeigt 45 km/h. 6 Wochen
spater bekomme ich ein nettes Foto von mir zugeschickt, zugleich mit dem Hinweis, ich sei mit 40 kim/h geblitzt
worden, und davon wiirden noch 4 km/h (zum Ausgleich von MeBfehlern) abgezogen. Man werfe mir daher die
Uberschreitung der Hochstgeschwindigkeit von 30 km/h um 6 km/h vor.

Alle diese Beispiele zeigen Situationen, in denen auf eine Zahl aus verschiedenen Griinden nicht ganz vertraut
werden kann, sondern nur ein billchen. Die Griinde konnen sehr verschieden sein. Es lohnt sich, sie zu
analysieren: Hier waren die Griinde rhythmisches Schwanken, Vielfalt verschiedener Ereignisse in zwei
Gruppen, schnelle Anderung eines Zustandes, Verwendung unterschiedlicher MeBinstrumente und Definitionen.

Wir merken uns daher, dal wir auf Zahlen nur vertrauen diirfen, wenn wir sicher sein kénnen, die gleichen
Definitionen fiir die bezeichneten Tatbestdnde (Erhebungseinheit, Dimension) zu verwenden wie unsere
Kommunikationspartner und auch mit den gleichen MeBinstrumenten arbeiten. Zudem miissen die Zustinde, die
wir mit Zahl beschreiben, zeitlich stabil sein, wenn wir kiinftig die gleichen Zahlen verwenden wollen, oder die
Prozesse missen wiederholbar sein, deren Ablauf wir beschrieben haben.

Unter den oben genannten Bedingungen ist die Bedingung der gleichen Definition die wichtigste und in der
sozialwissenschaftlichen Praxis zugleich die schwierigste. Wie jeder Messung liegt jeder empirisch bedeutsamen
Zahl eine Reihe von Definitionen zugrunde, durch die sie zustandekommt. Bei sozialen Tatsachen sind diese
Definitionen in der Regel kontrovers, da unterschiedliche Interessen am Ergebnis der Definition bestehen.
Wird z. B. im Fernsehen um Zahlen gestritten, handelt es sich oft um einen Streit iiber die Wahl der politisch
jeweils "niitzlichen" Definition. Von solchen Feinheiten versteht natiirlich der Fernsehzuschauer nichts, und er
denkt, man stritte tiber Tatsachen, nicht aber iiber Begriffe. In seinem Gedéachtnis bleibt der Streit {iber die Zahl
erhalten, nicht aber der Definitionsstreit.




Gewohnlich liegt jeder grofieren statistischen Erhebung und natiirlich auch jeder Stichprobe eine Reihe
verschiedenartigster Fehler (z.B. MeB- und Ubertragungsfehler, Filschungen) zugrunde, deren Ausmal nur
selten genau bestimmt werden kann. Von daher sind die Verwaltungen und Regierungen nicht selten in der
dummen Situation, sich auf Zahlenmaterial stiitzen zu miissen, das sehr wenig zuverldssig ist. Politische
Fehlentscheidungen sind aus diesem Grunde gelegentlich statistisch bedingt, und man gibt leicht der Statistik die
Schuld fiir politisches Versagen. Dennoch tun die Verwaltungen in der Regel so, als hétten sie verlaBliche
Daten. Das gehort zu ihrem Prestige.

Bestimmte statistische Angaben bekommen gelegentlich hohen Symbolwert: Wenn z. B. die Zahl der
Arbeitslosen iiber 4 Millionen ansteigt, der Benzinpreis hoher als 1,00 EURO pro Liter liegt oder sogenannte
Maastricht-Kriterien iiber drei Prozent wachsen. Dies wissen die Parteien natiirlich, und sie tun alles, um die
eigenen politischen Ergebnisse nach Moglichkeit zu beschonigen oder zu verstecken. Die Kunst der Félschung
statistischer Angaben durch ihre Frisierung vor der Verdffentlichung ist hoch entwickelt, mindestens genauso
hoch wie die Abneigung des normalen Zeitungslesers gegeniiber einer tabellarischen Darstellung technischer
oder sozialer Sachverhalte. Das schone Bild einer Grafik, das vermeintlich schnellen Uberblick verschafft,
wird der zahlenméBigen Einzelangabe, die dann auch noch Absolut- und Prozentzahlen nebeneinanderstellt, in
der Regel vorgezogen. Der schnelle Leser fragt nicht nach Definitionen, Bezugsgrofen fiir Prozentzahlen. Er
will nicht miihsam rechnen, vergleichen, analysieren, sondern er will unterhalten sein und hélt das auch noch fiir
Information. Vor allem will er keine Angst haben miissen. Er will durch Zahlen "beruhigt" werden. Statt
Information oder Entertainment nennt man diese beruhigende Unterhaltung neuerdings "Infotainment"'.

Wenn sich angesichts dieser Probleme und Angste die Statistik auf komplizierte Definitionen, wissenschaftliche
und politische Erorterungen der Erhebungskonzepte und noch kompliziertere Rechnungen stiitzt, dann bekommt
sie - vor allem auch an den Universitéten - in der Regel den Beigeschmack einer Geheimwissenschaft, die
nichts mit dem Leben zu tun hat.

Das Verdikt der Alltagssoziologie, Statistik sei falsch, mechanistisch, borniert, patriarchalisch, Produkt eines
falschen Bewufitseins und was der Plattitiiden mehr sind, ist mit rationalen Argumenten in der Regel nicht zu
entkriften, weil — wie Fachleute gelegentlich erfahren miissen - die Kritiker oft gar nicht wissen, was sie selber
mit der Kritik meinen und von Statistik zu wenig verstehen, um ihre eigene Meinung zu belegen. Die meisten
Kritiker werden sich erst mit der Statistik anfreunden, wenn sie ihrer selbst bediirfen.

1.4. Probleme der Lernmotivation in bezug auf Statistik

Die schnelle Ablehnung der Statistik und des Statistiklernens ist also versténdlich wegen der zahlreichen
Negativerlebnisse, die das Alltagsleben dem Benutzer und dem der Statistik Unterworfenen anbietet.

Werde ich in der Volkszahlung zahlenméBig erfafit, dann muf} ich damit rechnen, daf} die Informationen tiber
mich nicht unbedingt in dem Sinne benutzt werden, wie ich mir das vorstelle.

Der Verwendungszusammenhang meiner Daten ist - von bestimmten Verwendungsverboten abgesehen -
unklar; wer welche Daten wann verwendet, ist unbekannt, und wehren kann ich mich gegen einen abstrakten
Gegner kaum noch.

Andererseits mochte ich als politisch aktiver Biirger gern zuverlédssige Informationen tiber Sozialstrukturdaten
haben, mit denen ich meine oder meiner Gruppe Rechte 6ffentlich einfordern kann. Ich méchte beispielsweise
nachweisen kénnen, in welchem MaBe Frauen in bestimmten Amtern und Berufsbereichen iiberreprisentiert
oder unterreprisentiert sind, ich mochte die Menge der Sozialhilfeempfianger und das Ansteigen dieser Menge
wissen, um gegen unsoziale politische Praktiken argumentieren zu kénnen.

Weiterhin méchte ich wissen, in welchem Mafe sich der Lebenshaltungsindex, die Luftbelastung, der Olpreis
etc., verandern.



Wir kénnen also sehen, daf} die Nachfrage nach Informationen nicht nur auf Seiten des Staates, sondern auch
auf Seiten des informationsbediirftigen Staatsbiirgers vorhanden ist, so daf} eigentlich die Bereitschaft bestehen
miifite, statistische Auskiinfte zu geben, weil man sie ja auch selbst haben will.

Andererseits steht im Zeitalter leistungsfahiger Datenverarbeitunganlagen die Ohnmacht des einzelnen der
Statistik unterworfenen Menschen als immer gewichtigeres Argument im Raum, wenn iiber Statistik, das Lernen
von Statistik und die Benutzung von Statistiken nachgedacht wird. Nur wird hierbei nicht beriicksichtigt, dal3 es
fiir relativ kleine Organisationen und Vereine immer leichter wird, einen eigenen statistischen Apparat
aufzubauen, mit dessen Hilfe auch Argumente zur Kritik offizieller Statistiken produziert werden kdnnen, indem
eigene Stichprobenuntersuchungen zur Kontrolle politisch geférbter Aussagen angestellt werden.

Mit allen diesen cher soziologischen und politologischen Fragen der Benutzung von Information in Wirtschaft,
Biirokratie und Politik hat sich die theoretische Statistik nur am Rande beschiftigt. Mit dieser Enthaltsamkeit
steht sie nicht allein, sondern sie teilt diese Enthaltsamkeit generell mit allen Naturwissenschaften und
technischen Wissenschaften, deren Interesse in erster Linie die unmittelbare Sache ist, um deretwillen sie
forschen.

Die Folgen der Anwendung naturwissenschaftlicher und technischer Forschungsergebnisse sind in der Regel
nicht Gegenstand der gleichen Naturwissenschaften, und sie entziehen sich auch in der Regel ihrem
methodischem Instrumentarium.

Wir konnen diese Tatsache zwar beklagen, aber nicht kurzfristig &ndern. Anféanger der Statistik, besonders in
padagogischen und psychologischen Forschungseinrichtungen, erliegen oft der Versuchung, die einschlédgige
miflbrauchliche Benutzung der Statistik, fiir die der Nachweis aus so ziemlich jeder Tageszeitung zu erbringen
ist, als Argument gegen das Erlernen von Statistik ins Feld zu fiihren.

Es entstehen in Anfingerseminaren dann stundenlange und meist fruchtlose Diskussionen dariiber, daf3 das
eigentliche Lernen von Statistik darin bestehen miifite, zu wissen, wie der Mi3brauch funktioniert und wie man
ihn verhindern konnte. Die Statistiker selbst geben hierauf nur teilweise befriedigende Antworten, im {ibrigen
miifiten sie darauf verweisen, daf diese Themen Gegenstand anderer Wissenschaftsdisziplinen sind,
insbesondere der Juristerei (siche Wirtschaftskriminalitdt), der Politologie, der Verwaltungswissenschaft, der
Soziologie, der Zeitungswissenschaften etc.

Alles dieses miiffite man im Grunde mitstudieren, wenn man einen hinreichend vollstindigen Eindruck von der
Bedeutung konkreter statistischer Angaben haben wollte und vom konkreten Umgang mit ihnen.

Da das Erlernen von Statistik leider all diese Aspekte traditionell nicht enthélt und auch wegen der geringen
Zeit, die meistens fiir diesen Stoff zur Verfiigung steht, nicht enthalten kann, soll in diesem folgenden Kursus
nur der Versuch gemacht werden, die offensichtlich naheliegenden Mi3brauchsméglichkeiten zu benennen und
einige Grundsétze stindig mitzubedenken, die einen seridsen Gebrauch von Statistik moglich machen.

Der Zweck des Statistiklernens kann darin bestehen, daB wir in der Lage sind, aufgrund entsprechender
Lernprozesse einerseits statistische Veroffentlichungen sehr kritisch zu lesen und sehr schnell jene Momente
politisch beabsichtigter Ungenauigkeit identifizieren zu konnen, die uns dann gestatten, kritische Argumente
zielbewuBt aufzugreifen.

Ein weiterer Zweck des Statistiklernens kann darin bestehen, die Studierenden auf eigene wissenschaftliche
Arbeiten vorzubereiten, in denen ein wissenschaftlich kontrollierbarer Umgang mit Statistik gefordert
wird.

Statistische Methoden dringen in den Sozialwissenschaften parallel zu qualitativen Forschungsmethoden immer
weiter vor. Ein Gegensatz zwischen qualitativen und quantitativen Forschungsmethoden wird in jiingerer Zeit
immer mehr verneint. Die Forderung der Methodiker richtet sich zunehmend auf eine Vermittlung und
Verbindung zwischen statistischen und qualitativen Ansétzen der Forschung.

Einzelfallanalyse und die Analyse von Massenereignissen miissen immer theoretisch aufeinander bezogen
werden. Das eine kann das andere nicht ersetzen, und der eine Ergebnistyp liefert nur unvollstédndige Aspekte
der Wirklichkeit ohne Hinzuziehung des anderen.
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Kritisches Lesen und selbstindiges handwerkliches Beherrschen statistischer Methoden zum Zwecke eigener
wissenschaftlicher Arbeit sind also die wesentlichen Zielsetzungen des Statistiklernens. Diesen Zielsetzungen
mul im BewuBtsein von dem gesellschaftlichen Mif3brauch und von den gesellschaftlichen Gefahren der
Statistik nachgegangen werden.

Wir koénnen nicht auf das Statistiklernen deshalb verzichten, weil es schwierig ist, und weil Statistik eine
Wissenschaft ist, deren Ergebnisse im Zentrum politischer Kontroversen stehen. Im Gegenteil: Wenn wir an der
politischen Gestaltung unserer Offentlichkeit beteiligt sein wollen, ist es geradezu zwingend, daB wir in diesen
Bereich systematisch eindringen.

2. Die Frage der MeB3barkeit: MeBniveaus

In Alltagsgespriachen hort man ofters das Argument: ,,Das ist nicht vergleichbar®, das ist nicht ,,meBbar®. Sind
solche Argumente triftig ? Wann - und wann nicht ? Grundsitzlich lassen sich ndmlich alle Gegensténde unseres
Bewulitseins miteinander vergleichen, es kommt hierbei nur darauf an, ob sie in bezug auf eine Theorie
interpretiert werden konnen, fiir die sie relevant sind. So kann man in bezug auf eine Theorie der Beute-
machens durchaus Hunde und Katzen vergleichen, in bezug auf eine Theorie des Fliegens durchaus eine
Hummel, einen Seeadler und eine Boeing 707. Die subjektive Feststellung: ,,Das ist nicht vergleichbar* kdnnte
daher meinen: ,,Mir fillt keine Theorie ein, die fiir beide Gegensténde relevant ist, die ich vergleichen mdchte.
Daraus ist aber nicht zu schlieBen, daf3 es keine solche Theorie geben konnte.*

Wie ist das nun mit dem Messen ? In der Alltagssprache spreche ich dann von MeBvorgédngen, wenn ich aus der
Physik bekannte Ma@stibe einsetze, wie Meter (Distanz), Liter (Volumen), Grad (Temperatur), km/h
(Geschwindigkeit). Man sagt: ,,Das Bild ist 30 cm breit und 45 cm lang®, wenn man das Format ausmif3t. Sage
ich aber: ,,Das Bild ist sehr schon!“, oder: ,,Das ist ja ein eigenartiges Griin auf diesem Bild!*, dann wiirde man -
alltagssprachlich - kaum noch von Mefvorgéngen sprechen. Dennoch haben die beiden letztgenannten
Feststellungen etwas in sich, das in den Sozialwissenschaften mit Messung bezeichnet wird. Bei dem ,,Griin*
wird dem Bild ein Element einer ,,Farbskala® zugeordnet, bei dem ,,sehr schon® ein Element aus einer
Wertskala. Messung bedeutet in den Sozialwissenschaften, dafl ich Zahlen oder Symbole, die ein Element einer
Skala sind, nach Maf3gabe einer MeBvorschrift, einem Objekt zuordne. Wiirde ich beispielsweise innerhalb
eines Forschungsprojekts eine Farbtabelle in die Hand bekommen, und miif3te ich entscheiden, welches Griin der
Farbtabelle auf dem Bild ist, oder miiite ich mehrere Bilder, die mir im Rahmen eines Forschungsprojekts
vorgelegt werden, nach meinem Schonheitsempfinden in eine Rangordnung bringen, dann kann es sein, daf} aus
Urteilen, die ich im Alltagsleben fille, ,,Messungen‘ werden, weil diese Urteile in einen
sozialwissenschaftlichen Zusammenhang hineingenommen werden. Hierbei beziechen sich solche Urteile immer
auf Positionen einer Skala. Wichtig ist fiir die sozialwissenschaftliche Messung nun, welche mathematischen
Eigenschaften solche Skalen haben(,,MeBniveau*). Mit welchen mathematischen Methoden man Daten
weiterverarbeiten darf, die auf Skalen definiert sind, hdngt ndmlich vom ,,MeBniveau der entsprechenden Skala
ab. Man unterscheidet hier ,,Nominalniveau®, ,,Ordinalniveau®, , Intervallniveau und ,,Ratio-Niveau*.

2.1. Nominal-Niveau der Messung

2.1.1. Die Nominalskala

Wie wir schon aus der Alltagserfahrung wissen, konnen Unterschiede zwischen verschiedenen Menschen,
Menschengruppen, Institutionen, sozialen Prozessen - was auch immer Gegenstand der sozialen Forschung sein
mag - verschieden genau bestimmt werden. Die Genauigkeit der Bestimmung von Unterschieden zwischen
Gegenstanden der empirischen Sozialforschung wird mit Hilfe des Begriffs "MeBniveau" charakterisiert. Das
Nominal-Niveau der Messung liegt dann vor, wenn nur gesagt werden kann, dall zwei Elemente einer Menge
einander gleich oder ungleich sind. Die mathematischen Symbole hier fiir sind = (gleich) bzw. # (ungleich).

Frauen sind in bezug auf ihr Geschlecht Frauen gleich. Sie sind den Ménnern in bezug auf ihr Geschlecht
ungleich. Deutsche sind Deutschen in bezug auf ihre Nationalitdt gleich. Sie sind Engldndern in bezug auf ihre
Nationalitit ungleich.
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Es ist auf der Nominalskala nicht méglich, Aussagen zu formulieren wie: Frauen haben mehr Geschlecht als
Mainner, sondern nur: Sie haben ein anderes Geschlecht. Es ist auch sinnlos zu sagen: Englidnder haben doppelt
soviel Nation wie Amerikaner.

Man darf auf Nominalskalen nur sagen: Die X sind in bezug auf Z (Skalenname) den Y gleich oder ungleich.

2.1.2. Die formalen Bedingungen der Klassifikation

Allen Klassifikationen kdnnen (neben anderen Skalen) Nominalskalen zugrundeliegen. Unabhéngig von
MeBniveau gelten bei allen Klassifikationen die ,,formalen Bedingungen* der Klassifikation ,,Eindeutigkeit,
Vollstdndigkeit™ und ,,Echtheit”. Die folgenden Ausfiihrungen sollen diese Begriffe erldutern. Nehmen wir an,
wir wollten die folgenden sechs schraffierten Flachen klassifizieren (einer Skala zuordnen),

. (Schraffur: von links rechts fallend)
. (Schraffur: von links nach rechts steigend)
. (Schraffur senkrecht)

. (Schraffur waagerecht)

D (hellgrau)

|:| (dunkelgrau)
dann miifite unsere Skala alle diese Eigenschaften vorsehen (,,Prinzip der Vollstdndigkeit™),

sie miifite es gestatten, diese Eigenschaften eindeutig zuzuordnen (,,Prinzip der Eindeutigkeit™),

und sie miifte bei der Bildung von Unterklassen mdglichst so vorgehen, dafl mindestens zwei der gebildeten
Unterklassen auch besetzt sind (Prinzip der Echtheit). Eine Klassifikation, die diese Eigenschaften erfiillen
wiirde, wire die folgende:

Eindeutige und vollstédndige Klassifikation der oben aufgefiihrten Flachen:

Grauton Schraffur

nicht
chrig

hell dunkel

steigend fallend senkrecht waage
recht

Hatten wir in der Klassifikation nur Schraffuren vorgesehen und keine Grautone, konnten wir diese nicht
zuordnen (die Klassifikation wire unvollstindig). Wiirden wir bei den schrég schraffierten Fliachen nicht sagen,
daB steigend und fallend immer von links nach rechts ,steigend* oder ,,fallend bedeutet, wére die
Klassifikation uneindeutig.

Hatten wir noch eine weitere gepunktete Fliche (die wir oben in der Graphik nicht haben),

dann wire die Klassifikation auf der 1. Ebene (Grauton, Schraffur, Punktierung) entsprechend zu ergénzen.
Gibe es dort keine Differenzierung zwischen verschiedenen Punktierungen, dann wire die Klassifikation dann
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unecht, wenn unter Punktierung z. B. noch die Klassen ,,groe Punkte* und ,,kleine Punkte gebildet worden
wiéren. Mindestens eine dieser Unter-Klassen wére dann leer.

Grauton Schraffur

nicht
\ chréig

hell dunkel

steiggnd fallend senkrecht waage
recht

Punktierung

kleine Punkte grofBe Punkte

In der Praxis der Statistik sollten die Kriterien der Eindeutigkeit und der Vollstindigkeit erfiillt sein, das
Kriterium der Echtheit ist nur selten erfiillt, da in statistischen Tabellen oft leere Klassen vorkommen. Aber auch
das Kriterium der Vollstidndigkeit wird oft verletzt, wenn bei Umfragen neben anderen Kategorien einer Frage
noch eine Kategorie ,,sonstige” vorgesehen ist. Dann werden die hierin auftauchenden Antworten nicht in den
anderen, zuvor gebildeten Kategorien vollstindig erfaf3t.

2.2 Ordinal-Niveau der Messung

Auf dem Ordinal-Niveau der Messung kommt zu der Gleichheits- oder Ungleichheitsrelation noch die GroBer-
Kleiner-Relation hinzu. Die mathematischen Symbole hierfiir sind: a>b (a ist groBler als b), bzw. a <b (a ist
kleiner als b). Relation wird hier als aus einem Vergleich gewonnene Beziehung zwischen zwei oder mehreren
Elementen einer Menge definiert, die durch ein Zeichen, wie z.B. das Gleichheitszeichen (=), oder das "GroBer-
als"-Zeichen (>) ausgedriickt werden kann. Vor allem im Bereich von nicht sehr genau angebbaren
"Einschitzungen" taucht in der Sozialforschung das Ordinal-Niveau der Messung auf. "Ich ziehe das
Musikhoren dem Statistiklernen vor", wire eine solche Relation. Um wieviel lieber mir das Musikhoren als das
Statistiklernen ist, werde ich kaum angeben konnen. Wenn ich im Sommer noch lieber Schwimmen gehe als
Musik hore, und lieber Musik hore als Statistik lerne, dann hitte ich schon drei Elemente, die ich in eine
Rangordnung bringen kann, ohne daf} ich angeben kann, um wieviel mir das eine sympathischer ist als das
andere. Zwischen den ranggleichen Elementen gilt die Relation gleich (=). Zwischen den rangverschiedenen
Elementen gilt neben der Relation < oder > immer gleichzeitig die Relation ungleich (=|=). Insofern kommen auf
der Ordinalskala zu den Relationen = und =|= noch die Relationen < und > hinzu, die auf der Nominalskala nicht
definiert sind.

2.3 Intervall-Niveau der Messung

In dem Moment, in dem ich Messungen anstelle, die es mir erlauben, Abstéinde (Intervalle) zwischen den
verschiedenen MeBpunkten zu benennen, bewege ich mich auf dem Intervall-Niveau der Messung. Sehr viele
Tatigkeiten unseres Alltagslebens enthalten Merkmale, die auf diesem MeBniveau definiert sind: Die
Geburtstage, die in jedem Ausweis eingetragen sind, kann ich nebeneinander stellen und ihren Abstand in
Tagen, Monaten und Jahren berechnen.
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Das Wetter, das ich am Morgen beim Weg zur Arbeit erlebe, wird durch Temperatur und Luftfeuchtigkeit
(neben anderen Daten) beschrieben. Diese Angaben sind auf dem Intervall-Niveau definiert, d.h. daB Abstdnde
zwischen den verschiedenen MeBpunkten angegeben werden. Unsere Vorstellungskraft ist auch nicht {iberfor-
dert, wenn wir die Information verarbeiten sollen, da3 es morgen um 5 Grad Celsius kélter sein wird als heute.
Haben wir aber heute bereits eine Temperatur von - sagen wir - minus 10 Grad Celsius, dann wére die Angabe,
daf} es morgen halb so warm sein wird wie heute, allerdings fiir uns kaum noch interpretierbar, denn die Hélfte
von minus 10 Grad wéren minus 5 Grad, und das wire nicht halb so warm, sondern wiarmer.

Auf der Temperaturskala, die eine Intervallskala ist, sind eben nur Abstinde, aber keine Quotienten
berechenbar. Habe ich Absténde, dann kann ich Additionen (+) und Subtraktionen (-) ausfiihren, das heif3t, auf
dem Zahlenstrahl, der von links nach rechts steigend definiert ist, um einen bestimmten Betrag nach rechts
gehen (Addition) oder nach links gehen (Subtraktion).

Quotienten, Ergebnisse von Divisionen, konnen nur dann berechnet werden, wenn ein absoluter Nullpunkt der
Skala existiert, auf den man sich bei konkreten Rechnungen bezieht.

Auf der Intervallskala kommen zu den Relationen =, %, >, < jetzt die Méglichkeiten der Addition und der
Subtraktion hinzu. Divisionen und Multiplikationen sind nicht sinnvoll ausfiihrbar.

2.4. Ratio- oder Verhaltnisniveau der Messung

Angaben, mit denen physikalische Gréfen gemessen werden, sind in der Regel auf dem Ratio- oder
Verhiéltnisniveau definiert. Fiir einen Physiker ist es ndmlich durchaus moglich, wenn er bei der Temperatur
vom absoluten Nullpunkt ausgeht (auf der Kelvin-Skala wird der Wert -273,16 © Celsius als 0 definiert), solche
Aussagen wie doppelt so warm, halb so warm etc. sinnvoll zu interpretieren.

Das Ratio- oder Verhiltnisniveau der Messung liegt also bei allen Langenmafen und Gewichten vor, fiir die
eine feststehende Vergleichsnorm definiert ist. In Statistik-Programmen, in denen man das MeBniveau einer
Variable wihlen kann, wird das Ratio-Niveau in der Regel als ,,metrisch* bezeichnet.

Zu den Relationen und Operationen, die auf dem Nominal-, dem Ordinal- und dem Intervallniveau der Messung
definiert sind (=, =|= , >, <,+, -) kommen jetzt noch die Operationen der Multiplikation und der Division hinzu (
mathematische Zeichen : * und +). In der Sprache mathematischer Formeln werden diese Symbole allerdings oft
durch andere ersetzt. Statt ,,a * b wird ,,ab“ geschrieben, statt ,,1+ 2 wird auch ,,1:2* oder ,,’2* geschrieben,
d.h. die Nebeneinanderstellung oder der Bruchstrich ersetzen die Symbole * und +.

Nominal-Niveau, Ordinal-Niveau, Intervall-Niveau und Ratio-Niveau der Messung stehen untereinander nach
dem oben Gesagten in einer Beziechung aufsteigender Informationsgehalte; das Nominal-Niveau hat den
geringsten Informationsgehalt, das Ratio- oder Verhéltnisniveau den hochsten Informationsgehalt. Fiir das
jeweils hohere MeBniveau gelten alle Eigenschaften des geringeren MeBniveaus ebenfalls.

Die Bedeutung der Unterscheidung dieser MeBniveaus fiir die Statistik besteht darin, daB3 wir bestimmte
Berechnungen z.B. in der Statistik nur anstellen diirfen, wenn das fiir solche Berechnungen geeignete
MeBniveau gegeben ist. So sind die Ausdriicke: ,,2. Sinfonie von Beethoven und ,,1. Sinfonie von Schubert® auf
den Nominalniveau definiert. Wir wiirden daher nicht auf die Idee kommen, sie zu addieren und aus beiden
vielleicht die 3. Sinfonie von Bruckner zu machen.

2.4.1. Stetige Merkmale

Auf einem Intervall- und dem Ratio-Niveau der Messung werden stetige und diskrete Merkmale unterschieden.
Stetige Merkmale sind solche, fiir die im Prinzip jeder beliebige MeBwert im gesamten MeBbereich auftreten
kann. So kdnnen wir auf dem Thermometer, wenn es nur hinreichend genau geeicht ist, Werte wie 37,5; 38,9
ablesen. Moderne Stoppuhren erlauben die Messung der Zeit bis hin zur Tausendstel-Sekunde. Mit weiterer
Steigerung der Genauigkeit werden sdmtliche moglichen Zwischenwerte im Prinzip ablesbar, so dafl
mathematische Funktionen, die Beziehungen zwischen zwei solchen Messungen darstellen, als nicht
unterbrochene, gerade oder kurvenformige Linie dargestellt werden kdnnen, deren Wertepaare vollstindig
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definiert sind. Das hat zur Folge, dal man die Steigung solcher Kurven in jedem Punkt feststellen kann, das
heif3t, man kann sie ,,differenzieren‘ (sie sind fiir die Differentialrechnung geeignet).

2.4.2. Diskrete Merkmale

Haben wir es bei Temperaturmessungen nicht mit einem Fieberthermometer oder einem sehr genauen
Fensterthermometer zu tun, sondern blicken wir auf ein normales Zimmerthermometer, dann sind in der Regel
nur Angaben lesbar, die die vollen Grade in Celsius umfassen. Ahnlich ist es mit Zeitangaben: eine
Bahnhofsuhr, die keinen Sekundenzeiger hat, springt von Minute zu Minute weiter, so daf nur volle
Minutenangaben moglich sind, Zwischenwerte aber ausgeschlossen bleiben. Angaben im Ausweis iiber das
Lebensalter beziehen sich auf den Tag der Geburt, lassen aber genauere Angaben fort. Fragen wir im
Fragebogen nach dem Geburtsdatum, dann miissen wir uns in der Regel mit Angaben iiber das Geburtsjahr
bescheiden. Alle Prozesse des Abzdhlens ganzer Einheiten konnen nur ganzzahlige Ergebnisse haben,
gebrochene Zahlen kommen nicht vor.

Solche Merkmale, die zwar auf dem Intervallniveau definiert sind, jedoch nur ganz bestimmte Werte annehmen
konnen, hei3en diskret, was nichts mit "Diskretion" zu tun hat, sondern als statistischer Fachterminus die
Tatsache bezeichnet, daf3 innerhalb einer Mef3strecke nur ganz bestimmte Zwischenwerte (meistens ganze
Zahlen) auftreten konnen. Die graphische Darstellung darf daher im Prinzip bei diskreten Merkmalen keine
durchgezogenen Linien oder Kurven verwenden, sondern miifite sich mit der Angabe von MeBpunkten
begniigen. Streng genommen lassen sich fiir diese MeBpunkte auch keine Steigungen angeben, d.h. die
Differentialrechnung diirfte nicht angewendet werden.

Die folgende Graphik zeigt zwei Variablen in Abhédngigkeit vom Alter: Eine stetige Variable, die
Sterbewahrscheinlichkeit, ausgedriickt in Promille/Jahr und eine diskrete Variable, das Einkommen, ausgedriickt
in Tausend DM im Monat. Es handelt sich hierbei um ausgedachte Daten. Die Sterbewahrscheinlichkeit wachse
hier stetig, das Einkommen wachse von Gehaltserhdhung zu Gehaltserhhung in einer ,,Sprungfunktion®, die
nicht alle moglichen Mefwerte annimmt:

Alter, Sterbewahrscheinlichkeit und Einkommen in der
Kleinstadt Durchschnittshausen.

14
121
101
8 _
6

45 —
24 Sterbewahrsch.

Sterbewahrsch/ Einkommen

0 [1Einkomm.
1 7 13 19 25 31 37 43 49 55
4 10 16 22 28 34 40 46 52 58

Alter in Jahren
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2.5 Das Problem der Kombination unterschiedlicher MeBniveaus

In der Praxis treten nun leider die verschiedenen MeBniveaus kombiniert auf. Zum Beispiel die Aussage:
,Frauen haben im Durchschnitt ein geringeres Einkommen als Ménner" enthélt zwei MeBniveaus: das Nominal-
Niveau (bei dem Begriff Frauen) und das Ratio-Niveau (bei dem Begriff ,,Einkommen®). Die Aussage:
"Wirtschaftsmanager denken pragmatischer als Universitatsprofessoren” enthilt das Nominal-Niveau bei der
Unterscheidung zwischen Managern und Professoren und das Ordinal-Niveau bei dem Ausdruck
"pragmatischer". Die Beriicksichtigung bei der jeweiligen Kombination von MeBniveaus in der Statistik fiihrt zu
einer Fiille verschiedener Berechnungsmethoden von "statistischen Zusammenhéngen", die sich alle nur deshalb
unterscheiden, weil die vorausgesetzte Kombination von MefBniveaus unterschiedlich ist. Die in der
untenstehenden Tabelle aufgefiihrten Zusammenhangsmale sind eine Auswahl der wichtigsten
Zusammenhangs-Berechnungsmethoden, von denen die meisten in dieser Schrift dargestellt sind:

MefBniveau/Rechenverfahr | Nominal Ordinal Intervall/Ratio
en fiir die Darstellung
statistischer
Zusammenhinge
Nominal Chiquadrat-Test, Cramérs | Kruskal-Wallis-Test t-Test
V, Phi, Fischers exakter Varianzanalyse
Test
Ordinal Mann-Whitney —U-test,
Kendalls tau, Kruskals
gamma
Intervall/Ratio Varianzanalyse,
Regressions- und
Korrelationskoeffizienten

Eine ausfiihrlichere Auflistung solcher Techniken findet man in Sidney Siegel: Nonparametric Statistics,
McGraw-Hill, New York 1956.

2.6. Qualitative und quantitative Untersuchungen

Im Alltagssprachgebrauch wird nicht zwischen verschiedenen MefBniveaus unterschieden, sondern das
Begriffspaar qualitativ/quantitativ steht in der Regel an der Stelle einer solchen Unterscheidung. Die Begriffe
Qualitit und Quantitét enthalten aber noch mehr an Bedeutung als die rein informationstheoretische
Unterscheidung zwischen MeBniveaus. Wir wissen alle, dal mit "Qualitdt" auch ein Werturteil ausgesprochen
wird: Im Alltagssprachgebrauch wird - besonders in einer der ,,Psychoscene® nahestehenden Sprache - zwischen
einer mehr "kopfbetonten" Analyse und einer mehr "bauchbetonten" unterschieden. Hiermit wird in der Regel
nicht nur wertfrei unterschieden, ob mehr der Verstand oder das Gefiihl bei bestimmten Urteilen mal3gebend
war, sondern die mehr "bauchbetonten" Urteile werden in bestimmten Kreisen auch gegeniiber der rein durch
Argument und Erfahrung angeleiteten Erkenntnis als "hoherwertig" angesehen.

Dieser Wertcharakter des Wortes "qualitativ" spielt auch im Sprachgebrauch von Marx eine Rolle, wenn dort
vom "Umschlag der Quantitét in die Qualitdt" gesprochen wird. Diese sehr bildliche (,,metaphorische*)
Sprechweise darf auf keinen Fall verwechselt werden mit einer Sprechweise, die wir in den empirischen
Sozialwissenschaften benutzen. Dies bedeutet nicht, dall wir uns nicht mit der Bedeutung von Metaphern
beschéftigen und sie nicht zum Gegenstand qualitativer Analyse machen diirfen, um sie besser verstehen zu
konnen. Es ist aber ein groer Unterschied zwischen der wissenschaftlichen Benutzung und der Analyse von
Metaphern. In der Sprache der Statistiker wire ein Ausdruck wie "Umschlag der Quantitit in Qualitdt" sinnlos.
Sinnvoll hingegen wire z.B. die Beschreibung eines sozialen Prozesses, in dem Frauen sich zum gewaltlosen
Widerstand gegen militdrische Hochriistung entschlieen, nachdem die Riistungsausgaben in einem Staat iiber
eine bestimmte Marke geklettert sind. In diesem Fall wiirde ein Sozialwissenschaftler oder Statistiker zwei
zeitlich verbundene Prozesse feststellen: Eine Verdnderung der Riistungsausgaben in der Zeit (Ratioskala) und
eine Verdnderung der Einstellungen gegeniiber der Militdrpolitik des Staates (zuerst: Nicht-Wahrnehmung; dann
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kédmpferisches Engagement) (Nominal-Skala). Wir hétten hier also zwei Bewegungen nebeneinander: Die eine
auf der Intervall-Skala, die andere auf der "Nominal-Skala". Keine "Quantitdt" schldgt hier in eine "Qualitét"
um, sondern der eine soziale Prozef3 bewirkt vielleicht den anderen oder 16st ihn aus.

Wir kdnnen also festhalten, daf bei der Verwendung von Begriffen aus der Alltagssprache im Bereich
statistischer Argumentation grof3te Vorsicht geboten ist. Die alltagsssprachliche - manchmal metaphorische -
Begrifflichkeit hat den Nachteil, da3 es schwierig ist, sich darauf zu einigen, was genau gemeint ist. Viele
Auseinandersetzungen in der Studentenbewegung hatten eine begriffliche Unschérfe aus einem marxistischen
Sprachgebrauch als Ursache, nicht immer waren es sachliche Gegensétze. Oft ist es in politischem
Sprachgebrauch auch durchaus beabsichtigt, sich nicht auf Definitionen festzulegen, weil so durch Manipulation
des Sprachgebrauchs leichter erreicht werden kann, was sonst nur iiber offene Konflikte durchgesetzt werden
konnte. Die Novelle ,,Animal Farm® von George Orwell bietet hier die besten Beispiele.

Qualitative Analyse meint - im Gegensatz zu quantitativer Analyse - die komplexe Beschreibung von
Einzelfallen, bei der weniger gezihlt und gemessen wird, sondern mehr die Struktur einzelner Félle sprachlich
und vielleicht auch graphisch dargestellt wird. (Siehe hierzu u.a.: Flick, Uwe/Kardorff, Ernst von/Keupp,
Heiner/Rosenstiel, Lutz von/Wolff, Stephan (Hrsg.): Handbuch Qualitative Sozialforschung. Grundlagen,
Konzepte, Methoden und Anwendung. Miinchen (Psychologie Verlags Union) 21995.

Qualitative Analyse liegt auch immer dann vor, wenn es um die Herstellung neuer Begriffe und Kategorien geht,
wihrend die quantitative Analyse in der Regel die vorherige Existenz und Operationalisierung von Begriffen
voraussetzt (mit Operationalisierung ist die Angabe von Verfahren gemeint, mit deren Hilfe Messungen
durchgefiihrt werden sollen).

3. Einfache Beschreibungen von Massenereignissen - univariate Verteilungen

3.1 Der Begriff "Verteilung”

Massenereignisse setzen sich immer aus vielen Einzelereignissen zusammen. In unserem Empiriekurs sind
beispielsweise 4 Ménner und 16 Frauen, also 20 Personen (,,Ereignisse®, ,,Untersuchsungsobjekte*). Wollen wir
das Merkmal oder die Variable ,,Geschlecht" an dieser ,,Grundgesamtheit" untersuchen, dann kénnen wir
aufgrund der dufleren Erscheinung oder sogar vom Vornamen ausgehend viermal feststellen, daf3 die
»Merkmalsauspragung® ,, mannlich® fiir unsere Untersuchungsobjekte zutrifft, sechzehnmal die
Merkmalsauspragung ,,weiblich.

Solche Gegeniiberstellungen von ,,Haufigkeiten nennen wir Verteilungen. Wenn nur eine Variable (Merkmal)
betrachtet wird, nennt man die Verteilung ,,univariat™. Von empirischen Verteilungen sprechen wir, wenn wir
sie aus wissenschaftlichen Messungen und Zéhlungen gewinnen. Empirische Verteilungen haben konkrete
Merkmale bzw. Variablen zur Grundlage. Theoretische Verteilungen sind demgegeniiber abstrakte
mathematische Strukturen, deren Anwendbarkeit auf konkrete Félle aufgrund bestimmter mathematischer
Voraussetzungen experimenteller Anordnungen (wie z. B. beim Wiirfel-Experiment), erwartet wird. Kennen wir
nédmlich die mathematischen Voraussetzungen experimenteller Anordnungen, dann kénnen wir ziemlich genau
vorhersagen, wie sich die Ergebnisse des Experiments verteilen. So wissen wir zum Beispiel, dal beim Wiirfeln
die gleichen Eintrittswahrscheinlichkeiten von jeweils p = 1/6 auf die Zahlen 1 bis 6 entfallen. Dies bedeutet
nicht, dafl wir einzelne Wiirfe vorhersagen konnten, aber die ungeféhre empirische Verteilung nach einem
Experiment: Wir erwarten aber eine Verteilung, die mit hoher Wahrscheinlichkeit von einer bestimmten Struktur
umso weniger abweicht, je groBBer die Zahl der Versuche (hier: Wiirfe mit dem Wiirfel) ist:

Was hiermit gemeint ist, zeigen die folgenden Graphiken. Sie demonstrieren, wie sich die prozentualen
Haufigkeiten einzelner Augenzahlen bei immer ldngeren Wiirfel-Serien immer mehr der Marke 16,67 %
anndhern. Wir wissen, daf3 die Wahrscheinlichkeit beim Wiirfeln, daf eine der sechs Wiirfelflachen oben liegt,
gleich 1/6 ist. Rechnet man 1/6 in Prozente um, erhilt man 16,6666 ... %. Dieser Wert wird — nach dem Gesetz
der groffen Zahl - bei immer lingeren Wiirfel-Versuchs-Serien immer besser angendhert:
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Die Beispielgrafiken — hier fiir die sogenannte Gleichverteilung - zeigen bei wachsener Zahl der Versuche eine

immer bessere Anndherung der prozentualen Héaufigkeiten, mit denen die Wiirfelaugen auftreten, an die hier
erwartete prozentuale Hiufigkeit von 16,67%.

Auch fiir ungleichverteilte Haufigkeiten 148t sich dieses Gesetz leicht demonstrieren.

Gegeben sei eine Darstellung der Héufigkeiten des Pulsschlages pro Minute aus einer Kleinstadt mit 10000
Einwohnern:

Pulsschlage pro Minute bei 10000 Erwachsenen

in Prozent
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42,50 52,50 62,50 72,50 82,50 92,50 102,50
47,50 57,50 67,50 77,50 87,50 97,50

PULS/MIN
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Ziehen wir aus dieser ,,Grundgesamtheit™ nun zwei Stichproben, eine im Umfang von 1000 Einwohnern, eine im
Umfang von 100 Einwohnern und beobachten wir dann, wie sich die prozentualen Haufigkeiten verdndern, die

den verschiedenen ,,Klassen® von Pulsschlaghdufigkeiten in der Grundgesamtheit zukamen:

Pulsschlage pro Minute bei einer Stichprobe von 1000 aus obigen 10000
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Hier haben sich die prozentualen Haufigkeiten der mittleren Klassen deutlich verdndert, die der anderen Klassen
weniger. Ziehen wir nun noch eine kleinere Stichprobe, die nur noch den Umfang 100 Erwachsene hat, dann
verdndern sich die prozentualen Haufigkeiten der angegebenen Klassen noch stérker. Die ,,normalverteilte
Grundstruktur* kann jedoch noch erahnt werden. Wir werden spéter sehen, dall der Bereich, in dem der

»Mittelwert” mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit auftauchen kann, sich in Abhingigkeit vom
Stichprobenumfang gut bestimmen 140t.

Pulsschlage pro Minute bei einer Stichprobe von 100 Erwachsenen

aus obigen 10000
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Mit Hilfe der Kenntnis der zu einer empirischen Verteilung gehorenden theoretischen Verteilungsfunktionen
kann relativ genau vorhergesagt werden, wieviele Einzelereignisse sich in bestimmten Intervallen empirischer
Verteilungen befinden werden.

3.2 Ordnung und Klassifikation von Daten — graphische Darstellungen

Im folgenden sollen Daten analysiert werden, die die Altersangaben von Passanten an der Eingangstiir unseres
Universititsgebdudes am Tag der offenen Tiir (1.6. 1985) wiedergeben. 60 Passanten wurden hier nach ihrem
Alter befragt. Es antworteten 60 wie folgt:

26;14;3;8;21;39;4;15;1;24;5;0;33;30;12;40;25;39;12;26;21;25;4;25;
22:;22;15;24;32;28;31;31;25;24;34;15;27;13;13;26;38;19;11;8;23;30; 15;19;3;26;17;32;22;20;8;8;13;23;13;12;

Eine solche Datensammlung, die noch ungeordnet ist, nennt man auch Urliste.
Wenn wir uns diese Daten fliichtig betrachten, dann sind sie eher verwirrend - etwa wie der Blick aufs

FuB3ballstadion. Ordnen wir aber diese Daten der Grof3e — also dem Alter — nach, dann wird die Sache schon
iibersichtlicher: In der folgenden Tabelle sind alle Altersangaben der Groe nach aufgefiihrt.

Personen am Tag der offenen Tiir
in der TUB am 1.6. 1985, nach Alter

Anzahl %
,00 1 1,7%
1,00 1 1,7%
3,00 2 3,3%
4,00 2 3,3%
5,00 1 1,7%
8,00 4 6,7%
11,00 1 1,7%
12,00 3 5,0%
13,00 4 6,7%
14,00 1 1,7%
15,00 4 6,7%
17,00 1 1,7%
19,00 2 3,3%
20,00 1 1,7%
21,00 2 3,3%
22,00 3 5,0%
23,00 2 3,3%
24,00 3 5,0%
25,00 4 6,7%
26,00 4 6,7%
27,00 1 1,7%
28,00 1 1,7%
30,00 2 3,3%
31,00 2 3,3%
32,00 2 3,3%
33,00 1 1,7%
34,00 1 1,7%
38,00 1 1,7%
39,00 2 3,3%
40,00 1 1,7%
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Die Altersangaben der Personen sind jetzt der Grofle nach aufsteigend geordnet. Jede Alters-Angabe kommt nur
einmal vor. Unter den Personen ist ein Baby unter einem Jahr, das mit der Altersangabe 0 gefiihrt wird. 0
bedeutet hier nicht 0, sondern "noch nicht 1 Jahr alt". Weiterhin sehen wir, daB3 identische Altersangaben
mehrfach, mit einer bestimmten Anzahl oder "Hiufigkeit" auftauchen. Solche Haufigkeiten nennen wir
»absolute Hiufigkeiten*. Den einzelnen Héufigkeiten ist eine Prozentangabe zugeordnet.

Fassen wir die Daten noch weiter zusammen, um sie iibersichtlicher darstellen zu konnen, dann liegt es nahe, die
Daten zu diesem Zweck in Klassen einzuteilen.

Klassen sind hierbei

e  MeBwertgruppen innerhalb jeweils eines Intervalls —

e meistens in einer Menge benachbarter Intervalle (Abstdnde) auf einer MeBskala, die in der Regel gleich
grof sind.

Die Klassenbildung dient der iibersichtlicheren Darstellung und der Verdeutlichung von Eigenschaften einer
Verteilung.

Wollen wir selber Klassen definieren, schauen wir zundchst nach, wie gro3 der kleinste Mewert (Minimum)
und der groBte (Maximum) sind. Dies sind hier die Altersangaben 0 und 40. Den Abstand zwischen Minimum
und Maximum (hier 40) nennt man Variationsbreite oder (aus dem englischen Sprachraum): RANGE.

Alle Klassen miissen diesen Raum erfassen, so da3 weder der kleinste noch der gro3te Mewert unterschlagen
werden. Wenn wir 7 Klassen bilden wollen, teilen wir den Range (40) durch 7 und erhalten 5,7. Wir kénnen
daher abschitzen, da3 wir mit einer Klassenbreite von 6 (von 5,7 aufgerundet) arbeiten kdnnen, wenn wir
ganzzahlige Klassenbreiten haben wollen, und da3 wir mit 7 Klassen auskommen werden.

Wo soll aber die Untergrenze der kleinsten Klasse liegen? Wenn der kleinste MeBwert exakt 0 wire, miifite
die Untergrenze so gewéhlt werden, da3 der MeBwert 0 noch von der kleinsten Klasse erfaf3t wird. Bedeutet
aber 0 nicht exakt ,,Null*, sondern signalisiert 0 nur, da3 ein MeBwert zwischen 0 und 1 vorliegt (was hier wohl
der Fall sein diirfte), dann konnen wir die Untergrenze der kleinsten Klasse auch so legen, daf sie zwar oberhalb
von 0, aber ganz dicht bei diesem Wert 0 beginnt.

Wenn wir die Klassenbreite 6 einsetzen, erhalten wir folgende Klassen:

Klassengrenzen Klassen | Haufigkeiten
mitten
iiber 0 bis einschlieBlich 6 3 fi= 7
iber 6 bis einschlieflich 12 9 f,=
iber 12 bis einschlieflich 18 15 ;=13
tiber 18 bis einschlielich 24 21 f,=10
liber 24 bis einschlielich 30 27 fs=13
tiber 30 bis einschlielich 36 33 fe=
tiber 36 bis einschlieflich 42 39 f= 4

Diese klassifizierten Werte lassen sich nun in verschiedensten Formen auch graphisch darstellen. Die folgende
Darstellung nennt man ,,Balkendiagramm®. In ihm ist jeder Klassenmitte ein Balken oder Streifen zugeordnet,
dessen Linge die Hiufigkeit symbolisiert, die der Klasse zukommt, auf deren ,,Mitte* er errichtet ist. Die
Breite des Balkens ist bedeutungslos; zwischen den Balken kann ein Zwischenraum existieren:
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Alter der Besucher des Tages der offenen Tir

14

13 13
12 1

10 1
10

Absolute Werte
N

300 900 1500 21,00 27.00 3300 39,00

ALTER

Das Balkendiagramm hat den Vorteil, daB es nicht nur auf Klassen mit definierter Breite angewendet werden
kann, sondern auch auf Nominal- und Ordinaldaten. Dort wird der Balken den nominalen ,,Kategorien* oder
den Réngen zugeordnet.

Fiir das folgende ,,Kreisdiagramm* haben wir die Klasseneinteilung des zuvor gezeigten Stabdiagramms
iibernommen. Der Winkel einzelner Sektoren richtet sich nach dem Anteil der in ihm enthaltenen Héufigkeit.
Ein Sektor ist ,,ausgeriickt” um ihn hervorzuheben.

Besucher des Tages der offenen Tir in der TUB

nach Alter

Je nach Klassenbreite erhalten wir unterschiedliche Formen der Verteilung, da sich bei verdnderter Klassenbreite
auch die Haufigkeiten pro Klasse dndern, wie weiter unten (siche Ausfithrungen zum "Modus") gezeigt wird.
Hierin liegt insbesondere fiir die politische Praxis im Umgang mit Statistiken ein wichtiges Gestaltungsmoment:
Unerfreuliches wird graphisch unterdriickt, Erfreuliches graphisch aufgebliht.

Das folgende Diagramm ist ein sogenanntes Histogramm, in dem einem ganzen Intervall (also nicht nur einem
MeBpunkt) ein dieses Intervall voll ausfiillender Streifen zugeordnet wird, dessen Flache der Haufigkeit
entspricht, mit der Félle im jeweiligen Intervall auftreten. Das unten dargestellte Histogramm hat die
Klassenbreite 4 (und nicht 6, wie das obige Balkendiagramm). Daher sind auch andere Klassengrenzen und
andere Haufigkeiten zustandegekommen, die man aus den unten angegebenen Klassenmitten rekonstruieren
kann:



Histogramm

Alter von Besuchern des Tages der offenen Tiir

an der TUB 1985
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T O . i} i} . . i} . . i} i}
2,0 6,0 10,0 14,0 180 220 26,0 30,0 34,0 38,0
Klassenun | Klassenobergrenze | Klassen | Absolute |Prozentuale
tergrenze mitte Haufigkei | Haufigkeit
t
iiber 0 bis einschlieflich 4 |2 4 6,7
iiber 4 bis einschliefflich8 |6 3 5
iiber 8 bis einschlielich 12 | 10 5 8,3
tiber 12 bis einschlielich 16 | 14 12 20
iiber 16 bis einschlieSlich 20 | 18 3 5
tiber 20 bis einschlielich 24 |22 8 13,3
uiber 24 bis einschlieflich 28 |26 12 20
iiber 28 bis einschlieflich 32 | 30 5 8,3
iiber 32 bis einschlielich 36 | 34 4 6,7
iiber 36 bis einschlieSlich 40 | 38 4 6,7
Summe | 60 100

Schlieflich kann man die gleichen Daten noch mittels Haufigkeitspolygon darstellen:
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Haufigkeitspolygon

Alter von Besuchern des Tages der offenen Tur

an der TUB 1985
14

12 «

10 o

Haufigkeit

0
200 6,00 10,00 14,00 18,00 22,00 26,00 30,00 34,00 38,00 42,00

Hier werden Punkte iiber den Klassenmitten in die Graphik im senkrechten Abstand der jeweiligen Haufigkeit
eingetragen und mittels Linienzug verbunden.

Zu beachten ist bei dem obigen Héufigkeitspolygon, dal} eine andere Klassengrenzenwahl zugrundeliegt als
beim Histogramm, ndmlich von 0 bis unter 4, von 4 bis unter 8 etc., so dafl der Wert 40 nicht mehr in die
vorletzte Klasse (bis unter 40) fillt, sondern in die letzte Klasse (40 bis unter 44).

3.3. Zusammenfassung der Information aus Héaufigkeitsverteilungen

3.3.1. Daten auf dem Intervall- und Ratio-Niveau der Messung - Lage- und
Streuungsmale

Neben einer graphischen Darstellung von Haufigkeiten gibt es nun Mdglichkeiten einer vergleichsbezogenen
mathematischen Beschreibung von empirischen Verteilungen: Stichproben-Verteilungen werden hierbei durch
Kennwerte beschrieben, die die Form und die Lage der Verteilung charakterisieren.

Bei der Form der Verteilung kommt es oft darauf an,
e ob die Verteilung einer sogenannten Normalverteilung dhnlich ist oder nicht. Die Normalverteilung wird

weiter unten besprochen. MaBe, die die Ahnlichkeit mit einer Normalverteilung messen, sind die ,,Schiefe*
und der ,,Exzess®.
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o  Weiterhin kommt es bei der Form darauf an, ob die Verteilung breit oder schmal ist. Mal3e, die die Breite
betreffen, nennen wir ,,Streuungsmafe®. Die Streuung einer Verteilung wird u.a. auch durch die Differenz
von kleinstem und grotem MeBwert charakterisiert.

e Malle, die die Symmetrie oder Asymmetrie betreffen, lassen sich aus dem Vergleich verschiedener
Mittelwerte entwickeln. Asymmetrie liegt dann vor, wenn wir es mit einer Haufung der Meflwerte an der
rechten oder linken Seite der Verteilung .zu tun haben.

o  Weiterhin kann noch die Menge der Gipfelpunkte einer Verteilung von Bedeutung sein.
Bei der Lage der Verteilung kommt es darauf an,

o wo MeBwerte liegen, die die ganze Verteilung gut reprisentieren. Solche Werte, die die gesamte
Verteilung gut repriasentieren, sind in der Regel ,,Mittelwerte oder auch ,,Malle der zentralen Tendenz*
(s.u.)., die dann brauchbar sind, wenn die Form der Verteilung nicht allzu asymmetrisch ist.

Um zu zeigen, worum es hier geht, werden unten zunédchst drei verschiedene Verteilungen mit dem gleichen
Maf@stab der MeBwertachse als Histogramme dargestellt, zusammen mit ausgewihlten statistischen Mafien, die
sie charakterisieren:

Die drei Verteilungen unterscheiden sich. Wahrend ,,Verteilung 1° offensichtlich in ihrer Mitte iiber dem
Mefiwert 100 liegt, liegt die Mitte von ,,Verteilung 2 iiber dem Mefiwert 120 — d.h. im Durchschnitt sind die
MeBwerte der ,,Verteilung 2 um ca. 20 MeBwertpunkte grofier als die von

,Verteilung 1“. Diese ,,Mitten“ sind in den unten aufgefiihrten Graphiken durch einen senkrechten Strich
oberhalb der Graphik markiert.

Bei ,,Verteilung 3 fillt auf, daB sie breiter ist (weiter streut) als die Verteilungen 1 und 2. Aullerdem hat sie —
im Gegensatz zu den anderen Verteilungen — zwei Gipfelpunkte — also zwei Haufigkeiten, deren
Nachbarhdufigkeiten rechts und links niedriger sind als die Haufigkeit am ,,Gipfelpunkt®.



Drei dhnliche — und doch deutlich verschiedene — anndhernd ,,normale* Verteilungen:

Verteilung 1
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Wihrend die vorherigen Verteilungen noch einigermalen ,,symmetrisch® aussahen, folgen jetzt zwei stark
asymmetrische Verteilungen — wiederum Histogramme:

Verteilung 4
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Verteilung 5
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Die folgende Verteilung ist ,,u-formig®, aber dennoch ziemlich symmetrisch:

Verteilung 6:



28

60

50 +—

40

30

20

g Std.abw. = 72,11
(o2}
= Mittel = 98,5
£ o N = 322,00 >
o % & 7 p
0 2 2 &
9 9 % %

MeBwerte
In der ,,beschreibenden Statistik* (auch ,,deskriptive Statistik genannt) wird nun der Versuch gemacht, iiber die
graphischen Mittel des Vergleichs von Verteilungen hinaus noch mathematische Hilfsmittel zu konstruieren, die
die Lage, die Streuung und die Form von Verteilungen auszudriicken gestatten. Dies hat Vorteile, wenn es
darum geht, den Vergleich von Haufigkeitsverteilungen nicht nur durch ,,Augenschein“ vorzunehmen, sondern
auf eine mathematische, besonders aber wahrscheinlichkeitstheoretische Grundlage zu stellen.

Die Problematik, die hierbei auftritt, besteht darin, optische Vergleichsvorgénge auf mathematische
Vergleichsverfahren zu reduzieren oder sie durch mathematische Verfahren zu prézisieren. Wenn z.B. die
beiden folgenden Fliachen beziiglich ihrer Grofie verglichen werden, dann kann durch den Augenschein kaum
entschieden werden, welche grofer ist. Messe ich aber die Kanten und multipliziere sie miteinander, dann kann
die Frage genau entschieden werden.

Ahnlich ist es mit den MaBen der zentralen Tendenz:

Nehmen wir an, die ,,Mitte* einer MeBwerte-Schar sei ein addquater Ausdruck ihrer zentralen Tendenz. Was ist
aber die ,,Mitte* ? Bei zwei MeBBwerten ist das klar: Die Mitte wird durch die Hélfte der Strecke zwischen den
MefB3werten bestimmt. Bei drei Meflwerten ist das schon nicht mehr klar: Ist der ,,mittlere” Me3wert von dreien
immer Reprisentant der Mitte aller drei MeBwerte, unabhéngig davon, wie weit er von den beiden dufleren
MeBwerten entfernt ist ? Und wie ist das, wenn ich mehr als drei MeBwerte habe? Wie ist das bei
asymmetrischen Verteilungen, bei denen die groBten Haufigkeiten nicht in einem mittleren Intervall liegen,
sondern am Rande ?
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3.3.1.1 MaRe der zentralen Tendenz und LagemaRe

Jedes MaB der zentralen Tendenz kann nur alle Werte einer Verteilung durch einen einzigen Wert ,,ersetzen*.
Diehl (Diehl, Joerg M.; Kohr, Heinz U.: Deskriptive Statistik, 12. Auflage 1999, S. 76 f) fiihrt hierzu aus, daf3
dieser Ersatz immer ein unvollkommener Ersatz ist, und er systematisiert die Fehler, die man bei den
verschiedenen Maflen der zentralen Tendenz macht, wenn man sie auf empirische Verteilungen anwendet.
Dieses Verfahren der Berechnung und Systematisierung der Fehler macht die Malle der zentralen Tendenz in
gewisser Weise in ihrer Brauchbarkeit und Unbrauchbarkeit einschétzbar.

Exkurs zum Summenzeichen

Bevor wir auf die formelméBige Darstellung der MaBle der zentralen Tendenz und der Streuung eingehen,
miissen wir ein mathematisches Symbol einfiihren, das Summenzeichen = (groBer griechischer Buchstabe
,»Sigma*). Es steht fiir die Vorschrift, eine Folge von MeBwerten aufzuaddieren, wobei aus dieser Folge eine
Reihe wird (vgl. unten, S. 102).

Eine Folge ist eine Menge von Zahlen, die in einer bestimmten Reihenfolge stehen. Eine arithmetische Folge
bzw. eine geometrische Folge sind besondere Folgen, die aus besonderen Regeln hervorgehen (s.u.). Beim %
wird - wenn dies sich nicht aus dem Zusammenhang ergibt - angegeben, von welchem bis zu welchem Glied der
Folge, auf die sich das Summierungszeichen bezieht, die Summierung durchgefiihrt werden soll. Die einzelnen
Glieder einer Folge werden - ihrer Stellung in der Folge nach - durchnumeriert und diese Nummer wird auch als
Index bezeichnet, der - in allgemeiner Form - oft durch die Buchstaben i oder j oder k ersetzt wird, wobei diese
Buchstaben tiefgestellt gedruckt werden. i, j oder k sind das sogenannte ,,Laufindizes®.

Beispiel:

Die Folge von Zahlen 3 58 22108 9

kann auch bezeichnet werden mit

a; a, a3 84a5a a7 ag A9

Bildet man die Summe der vier letzten Zahlen in dieser Folge, so lieB3e sie sich mathematisch wie folgt

ausdriicken:

9
Zai=a(,+a7+ag+a9= 1+0+8+9=18
i=6

Wie man sieht, steht unter dem Y. ein Laufindex i, dessen erster Wert fiir den Summierungsvorgang unter dem >
und dessen letzter Wert iiber dem Y, angegeben sind. Weitere Informationen und Ubungsbeispiele finden sich zu
dieser Symbolik im Anhang.

Das Summenzeichen ist ein in der Statistik sehr hdufig benutztes Symbol. Es ist daher sehr wichtig, mit thm
sachgerecht umgehen zu kdnnen. Mit ihm werden in der Regel drei verschiedene - ebenfalls in der Statistik
verwendete Symbole - verkniipft:
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x; als Symbol fiir MeBwerte
Yj ebenfalls als Symbol fiir MeBBwerte - aber Mewerte einer anderen ,,Variablen® ,,y*.

fi als Symbol fiir Hiufigkeiten in bestimmten Klassen von MeBwerten.

3.3.1.2 Arithmetisches , geometrisches Mittel und harmonisches Mittel

Das arithmetische Mittel ergibt sich als Quotient aus der Summe der MeBiwerte (2x;), die man durch die
Menge der MeBBwerte (N), [oder bei Stichproben (n)], [oder bei klassifizierten Daten 3f,] teilt. Das heif3t, wir
konnen das arithmetische Mittel ,,x“ (sprich x-quer) in verschiedenen Schreibweisen ausdriicken:

n
_ in
¥ = =l

n
bzw
_ 1 a
X =— * z xi

n i=1

n
Xi

oder X =-=1

Hierbei bedeuten: x; MeBwertei, i=1,2,3...n
n Menge der Melwerte
fy Haufigkeit in der Klasse k.

Das arithmetische Mittel ist im iibrigen ein physikalisches Konzept, das auf die Hebelgesetze zuriickgefiihrt
werden kann. Es entspricht dem Konzept des Schwerpunktes eines Korpers. Man nennt das arithmetische Mittel
deshalb "arithmetisch", weil es aus einer arithmetischen Folge immer genau die Mitte heraussucht!
Arithmetische Folgen sind solche, die durch fortlaufende Addition einer Konstante zu einem Betrag entstehen.
Die Folge

7,9,1 1,13,15,,19,21,23,25,27.

wire eine arithmetische Folge, die ab der Startzahl 7 durch fortlaufende Addition der Konstante 2 zum
Vorgingerwert entsteht. Thr mittlerer Wert, der 6. von 11 geordneten Zahlen, ist 17. Er ist identisch mit dem

arithmetischen Mittel.

Das geometrische Mittel ist in Analogie zum arithmetischen Mittel konstruiert. Es sucht aus einer
geometrischen Folge den mittleren Wert heraus.

Hierbei gilt als geometrische Folge eine Folge, die durch fortlaufende Multiplikation einer Startzahl mit dem
gleichen Faktor erreicht wird, wie
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3,5 17,5 87,5 4375 21875
Diese Folge entsteht aus
3,5%50; 35%51; 35%52, 35%53 35%54

Das gegmetrische Mittel sucht nun aus dieser Folge das mittlere Element heraus, also den Wert
3,5*54=87,5.

Die Formeln fiir das geometrische Mittel lauten:

1

n n " 1i10gx]
];[xi = EIX, :1 s l

Hinter dem letzten Gleichheitszeichen steht die logarithmische Schreibweise des geometrischen Mittels.

IT ist (in Analogie zu %) die Vorschrift zu fortlaufender Multiplikation der MeBwerte (x1 * X, * x3*...%x,).

(TT ist hier also nicht die Kreiskonstante 3,14... !) Die logarithmische Schreibweise (s.0.) empfiehlt sich, wenn
die Produkte zu grofl werden, um noch leicht mit ihnen rechnen zu kdnnen. Das ist immer der Fall, wenn n grof3
ist.

Fiihrt man fiir das o.a. Beispiel diese Rechnung aus, ergibt sich

1

7, = [(35%5°*¥3,5%5 ¥3,5%52 #3545 3 5%5¢ )|

=

= (3,5°#5") =3,5'%5 =3,5%25=87,5

Analog zur arithmetischen Folge ergibt sich auf diese Weise bei echten geometrischen Folgen eine Identitét von
Median und geometrischem Mittel.

Zu beachten ist, da} beim geometrischen Mittel keine MeBBwerte verarbeitet werden kdnnen, die gleich oder
kleiner als Null sind. Tauchen solche Werte auf, dann sind alle MeBBwerte vor Berechnung des geometrischen
Mittels durch Addition einer Konstante so zu transformieren, daB3 sie groBer als Null sind. Vom geometrischen

Mittel dieser transformierten Werte wire dann die Konstante wieder abzuziehen.

Neben dem arithmetischen und geometrischen Mittel existieren noch weitere Mittelwerte, die auf einer
harmonischen Folge aufbauen.

Eine harmonische Folge liegt in folgender Zahlenreihe vor:

Allgemein ausgedriickt:
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1
— furx;=1Dbisn.
X,

l

Das harmonische Mittel hat die Formel:

n

:il

i=1 X;

HM

Fiihrt man mit dieser Formel die Berechnung durch, dann ergibt sich das Resultat von 0,25, also Y.
Y4 ist der 4. Wert der obigen Reihe aus 7 Elementen, d.h. Y4 ist der mittlere Wert.

Praktisch wird das harmonische Mittel zum Beispiel auf MeBBwerte angewendet, die sich auf Geschwindigkeiten
beziechen. Wenn ein Fahrradfahrer die ersten 10 km eine Geschwindigkeit von 15 km/h fahrt, die zweiten 10 km
eine Geschwindigkeit von 18 km/h und die dritten 10 km eine Geschwindigkeit von 21 km/h, dann kdme aus der
Rechnung als Durchschnittsgeschwindigkeit heraus: 17,66 km/h.

Diehl und Kohr (Deskriptive Statistik, a.a.0., S. 86) erwéhnen noch das von Senders 1958 vorgestellte
,,Kontraharmonische Mittel:

Es wird verwendet, wenn x; ein Wert ist, der seinerseits eine Haufigkeit bezeichnet wie die Anzahl der Kinder
pro Familie.

Beispiel:
Kinder pro Familie x; | Anzahl der Familien f; | fx; fix;
2 20 40 80
3 15 45 135
5 11 55 275
KHM = @ =35

140

Das durchschnittliche Kind kommt aus einer Familie mit 3,5, also 3 bis 4 Kindern (KHM).
Die durchschnittliche Familie hat aber nur 3,04 Kinder, wie man mit dem arithmetischen Mittel zeigen kann.

3.3.1.3. Der Median

Der Median (M,) bezeichnet in einer nach GroBe geordneten, aber sonst beliebigen Mefiwertfolge den
mittleren Wert der geordneten Folge, unabhidngig vom Charakter der Folge:

Fiir die Folge
10,30,50,,52,53,57 (7 MeBwerte, der Grofle nach geordnet, ungleiche Abstinde)

gilt: x=43,29; Md =51
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Fiir obige Folge mit 7 MeBwerten ist der Median der 4. Mewert. Er teilt die MeBwertfolge in zwei gleich grofle
Mengen.

In dieser Folge wgre_x = 43,29, lage also zwischen dem 2. und 3. MeBwert. Die Ursache fiir die Abweichung
von Median und x ist der fiir diese Folge extrem kleine Wert 10.

Fiir arithmetische Folgen sind Median und arithmetisches Mittel identisch. Das gleiche gilt fiir alle
symmetrischen Verteilungen. (Hieraus ist jedoch nicht im Umkehrschluf3 abzuleiten, daf3 alle Verteilungen
symmetrisch sind, fiir die der Median und das arithmetische Mittel identisch sind. Wie man durch Ausprobieren
feststellen kann, gibt es auch leicht asymmetrische Verteilungen mit Identitét von arithmetischem Mittel und
Median).

Betrachten wir noch einmal unsere Besucher des Tages der offenen Tiir. 60 Besucher kamen, der Median mufte
also zwischen dem 30. und 31. MeBwert in der geordneten Reihe liegen. Dies sind die MeBwerte 21 und 22. Da
in Folgen, die eine geradzahlige Menge von Elementen haben, keine einzelne ,,mittlere” Zahl vorkommt,
sondern immer zwei mittlere Zahlen, legt man in diesen Fillen den Median als das arithmetische Mittel der
beiden mittleren Zahlen fest. Daher ist der Median = 21,5. Das arithmetische Mittel ist fiir die Rohwerte x =
19,87. Median und arithmetisches Mittel sind hier also nicht identisch, da die MeBBwerte keine arithmetische
Folge darstellen.

Wie wirken sich nun Klassifikationsvorgiange auf arithmetisches Mittel und Median aus?

3.3.1.4 Arithmetisches Mittel und Median bei klassifizierten Werten

Klassifizieren wir unsere Werte vom Tag der offenen Tiir in Klassen mit der Breite 7, dann zeigt sich folgendes
Bild, in dem auch die Summe der MeBwerte pro Klasse berechnet wurde:

Klassengrenzen Klassenmitten Haufigkeiten fj. Summe der
MeBwerte
pro Klasse

0 bis unter 7 x; 3.5 f1 7 24,5
7" " 14 x7 10,5 f 12 126,0

4" " 21 x3 17,5 f3 9 157,5

21" " 28 x4 24,5 fqg 19 465,5

28" " 35 x5 31,5 fs 9 283,5

35" " 40 xg 38,5 fo 4 154,0

sfie =60 sfix=1211

Die 1. Klasse von 0 bis unter 7 hat hier die Klassengrenzen 0 und 6,999...also die Klassenmitte 3,5. Da die
Statistiker hier die Konvention haben, wenn andere Informationen fehlen, anzunehmen, daf} die Werte einer
Klasse in ihrer Mitte konzentriert sind, haben wir bei klassifiziert vorliegenden Werten in diesem Fall davon
auszugehen, daB3 7 mal der Mewert 3,5 vorliegt.

Das arithmetische Mittel X errechnet sich demgemif aus

f:fl(xl)+f2(x2)+...+f6(x6)
2f.

7%(3,5)+12*(10,5) +9*(17,5) + 19%(24,5) + 9 *(31,5) + 4 *(38,5)
- 60

=1211/60= 20,18 Jahre
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Dieses Rechenergebnis fiir )_c ist mit dem fiir die Rohwerte berechneten ()_C =19,87) nicht identisch!

Die Nichtiibereinstimmung resultiert aus der Ungenauigkeit der Klassenmitten als Représentanten aller Werte
pro Klasse.

Die maximale Abweichung des arithmetischen Mittels bei klassifizierten Werten vom "wahren Wert" betragt
eine halbe Klassenbreite; sie tréite ein, wenn alle Rohwerte auf der Klassenuntergrenze oder der Obergrenze
konzentriert wéren, was praktisch aber nie der Fall ist.

Wie berechnen wir nun den Median bei klassifizierten Werten? Hierzu stellen wir fest, in welche der Klassen er
fallt. Er liegt im obigen Beispiel zwischen dem 30. und 31. Wert, da dort N = 60 ist.

Diese beiden Werte liegen in der 4. Klasse. Also wire der Median = 24,5, d.h. identisch mit der Mitte der
Klasse, in die er fallt, wenn wir bei der Annahme bleiben, daf sich die Werte auf die Klassenmitte
konzentrieren.

3.3.1.5. Weitere LagemaRe: N-tile und Prozentrange

Wihrend der Median genauso viele MeBwerte unter wie iiber sich hat, haben N-tile die Eigenschaft, die
geordneten MeBwerte auch in einem anderen Verhéltnis zu teilen, z.B. im Verhéltnis 25:75; 10:90; 75:25 und so
weiter. Bei 4 N-tilen spricht man von ,,Quartilen®, bei 10 N-tilen spricht man von ,,Dezilen‘, man benutzt also
die lateinischen Zahlen zur Bildung dieser Begriffe. Wie schon bei der Medianberechnung kommt es auch hier
wieder darauf an,

e ob ein konkreter MeBwert das N-til reprasentiert,
e ¢in Wert zwischen zwei benachbarten MeB3werten,
e oder eine Klassenmitte.

Fiir unser Beispiel von den Besuchern des Tages der offenen Tiir 1985 kdnnen wir folgendes feststellen:

Ordnet man den Altersstufen nicht nur die absolute Haufigkeit zu, sondern auch die prozentuale Haufigkeit
(100*fi/n), und zahlt man jede weitere prozentuale Haufigkeit zu der Summe der Vorgénger hinzu, dann erhélt
man die in der letzten Spalte der unten stehenden Tabelle aufgefiihrten kumulierten prozentualen Haufigkeiten.
Sie sind identisch mit den Prozentringen.

Von diesen unterscheiden sich die N-tile dadurch, daB sie durch die jeweiligen Klassengrenzen beeinfluft sind.
Fiir die Demonstration des Unterschieds nehmen wir wieder unsere Daten vom Tag der offenen Tiir als Beispiel,
jetzt mit einer Klassifikation, bei der die Klassenbreiten gleich 6 sind und die Klassen von Null bis unter 6, von

6 bis unter 12 etc. definiert sind:

Altersangaben zum Tag der offenen Tiir in der TU-Berlin

Glltige Kumulierte
Haufigkeit Prozent Prozente Prozente |
Glltig 3,00 7 11,7 11,7 1,7 | ]

9,00 5 8,3 8,3 20,0
15,00 13 21,7 21,7 41,7
21,00 10 16,7 16,7 58,3
27,00 13 21,7 21,7 80,0
33,00 8 13,3 13,3 93,3
39,00 4 6,7 6,7 100,0
Gesamt 60 100,0 100,0
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Fiir diese Daten sind die rechts in der Tabelle eingetragenen Werte (die kumulierten Prozente), wie schon
gesagt, gleich den Prozentringen.

Fragt man nach den N-tilen, dann gibt es fiir diese Frage 2 Antworten: Entweder, man tut so, als wiirden die
Daten nur aus Angaben iiber die Klassenmitten bestehen. Aus dieser Annahme resultiert dann folgende Losung
fiir 6 N-tile (in der nachfolgenden Tabelle mit Percentile bezeichnet):

OFFTU1

N Gltig 60
Fehlend 0

Mittelwert 20,7000

Median 21,0000

Perzentile 16,66666667 9,0000
33,33333333 15,0000
50 21,0000
66,66666667 27,0000
83,33333333 33,0000

Die 5 in der Tabelle aufgefiihrten N-tile von insgesamt 6 N-tilen(oben als ,,Percentile® bezeichnet), entsprechen
den Klassenmitten der Klassen, in die jeweils die N-tile (bzw. Percentile) fallen.

Nimmt man an, da8 die Daten sich gleichméBig jeweils iiber die gesamte Klassenbreite verteilen, dann resultiert
folgende Losung des gleichen Problems aus obigen Daten:

OFFTU1

N Glltig 60
Fehlend 0

Mittelwert 20,7000

Median 21,00002

Perzentile 16,66666667 9,3333°
33,33333333 15,7826
50 21,0000
66,66666667 26,2174
83,33333333 31,8571

a. Aus gruppierten Daten berechnet

b. Perzentile werden aus gruppierten Daten berechnet.

Hier sind die N-tile (wiederum in der Tabelle als ,,Percentile* bezeichnet) nicht mehr identisch mit den
Klassenmitten, sondern nehmen Werte an, die innerhalb der Intervalle der jeweiligen Klassen liegen. Formeln
fiir die Berechnung entsprechender N-tile finden sich bei Benninghaus (Hans Benninghaus, Einfiihrung in die
sozialwissenschaftliche Datenanalyse, Miinchen 1990, S. 130ff) und Diehl/Kohr (Diehl, Joerg M und Kohr,
Heinz U.: Deskriptive Statistik, Verlag Dietmar Klotz, Frankfurt am Main, 12. Auflage, S. 57).

Diese Formeln, deren Handhabung ziemlich umstindlich ist, werden hier nicht referiert. Da wir in der Praxis
sowieso meistens mit den Rohdaten und nicht mit den klassifizierten Daten rechnen, kommen diese Formeln
selten zur Anwendung. Sie sind aber in SPSS.10 verfiigbar, und zwar iiber die Option ,,Daten sind aus
gruppierten Daten berechnet (s.0.).

3.3.1.6. Modi

Der Modus ist neben den Mittelwerten, N-tilen und Prozentrdngen ein weiteres Lagemal, mit dem wir uns
beschiftigen. Er ist die Bezeichnung fiir "Gipfelpunkte" (Modi) einer Verteilung. Gipfel sind solche Mef3werte
oder Klassenmitten, deren Hiufigkeit grofler ist als die der jeweils rechts und links benachbarten



MeBwerte oder Klassenmitten. Menge und Lage der Gipfelpunkte héngen stark von der Definition der
Klassengrenzen ab. So erzeugt eine Klassifikation unserer Daten vom Tag der offenen Tiir 1985 bei einer
Klassenbreite von 3 und 7 unterschiedlich viele Modi, wie die folgenden Graphiken zeigen:

Altersverteilung am Tag der offenen Tiir : 5 Gipfelpunkte
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12
10 11
8 8
7
6 6
5 5
4 4
3 3
2172 2 2
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1,5 7,5 13,5 19,5 25,5 31,56 37,5
4,5 10,5 16,5 22,5 28,5 34,5 40,5
Klassenmitten bei Klassenbreite 3
Altersverteilung am Tag der offenen Tiir: Zwei Gipfelpunkte
20
19
12
10
9 9
7
4
0
3,5 10,5 17,5 24,5 31,5 38,5

Klassenmitten bei Klassenbreite 7

Wihrend bei der Klassenbreite 3 noch 5 Gipfel vorhanden sind, bleiben nur noch 2 Gipfel bei Klassenbreite 7
librig. Wie sich hier zeigt, ist der Modus extrem anfallig fiir Klassifikationsunterschiede. Er scheidet daher fiir
einen Vergleich dann aus, wenn verschiedene Klassenbreiten vorliegen. Weiterhin ist zu betonen, daf3 der
Modus vor allem dann niitzlich fiir einen Vergleich ist, wenn er nur einmal auftritt. Treten mehrere Modi auf,
wihlt beispielsweise SPSS.10 den kleinsten MeBBwert aus, dem ein Modus entspricht. Das hief3e fiir obige
Graphik mit den zwei Modi, daBl der Wert 10,5 als Modus angegeben werden wiirde, nicht aber der Wert 24,5,
dem der Modus mit der absolut gro3ten Haufigkeit entspricht.

3.3.1.7. Relative, prozentuale und kumulierte Haufigkeiten; Wahrscheinlichkeit

Der Vergleich zwischen Verteilungen aufgrund "absoluter" Haufigkeiten (fi) ist schwierig, wenn man
verschieden grofe Stichproben einander gegeniiberstellt. Um Vergleiche auch zwischen Stichproben und
Grundgesamtheiten verschiedenen Umfangs sinnvoll durchfiihren zu kdnnen, ist es niitzlich, statt der absoluten
Haufigkeiten "relative" Haufigkeiten anzugeben. Hierbei teilt man die absoluten Haufigkeiten einfach durch n
(die Menge der Fille) und schon ist ein Vergleich moglich, allerdings auch wiederum nur auf der Grundlage
identischer Klassengrenzen. Die relativen Haufigkeiten sind definiert als

Relative Haufigkeit = =k
n

1
_*fk
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Hierbei gelten die Bezichungen:

Das heifit, die Summe aller relativen Haufigkeiten ist immer gleich 1. k ist hier der Laufindex fiir die Klassen,
der zum Beispiel bei 6 Klassen die Werte 1 bis 6 durchlauft.

Multiplizieren wir die relativen Hiufigkeiten mit 100, dann machen wir aus ihnen "prozentuale"
Hiufigkeiten, also die '"Prozente', die oben in der Tabelle schon berechnet wurden.

100*fk

n

Prozentuale Haufigkeit =

Relative Haufigkeiten kennen wir in der Alltagssprache meistens nur als "Wahrscheinlichkeiten": "Ich wette
10:1, daB3 Du nicht gern Statistik lernst, weil nur 1/10 (oder nur 10 %) der Studenten erfahrungsgemafl Spal3 an
diesem Fach haben".

Die Wahrscheinlichkeit, einen Studenten zu treffen, der das Fach gern hat, miifite bei dieser Wette 1/10, also
0,1 sein oder 10 % sein. Wir sehen, daB die alltagssprachliche Definition der Wahrscheinlichkeit identisch ist
mit der Definition der relativen Haufigkeit. Bei der Wahrscheinlichkeit werden die "zutreffenden" Félle (also im
Beispiel die Studenten, die gern Statistik lernen) durch die Menge aller Studenten geteilt, die das Fach lernen;
die Formel lautet:

Anzahl der fiir E zutreffenden Félle

p(E)=
Anzahl der insgesamt mdglichen Fille

Die Formel bedeutet: Die Wahrscheinlichkeit p fiir das Eintreten des Ereignisses E ist gleich dem Quotienten
aus den Fillen, bei denen E eintritt, und allen mdglichen Fillen des Experiments.

Fiir die prozentualen Haufigkeiten gilt, dafl ihre Summe gleich 100 ist:

k
*100 = £ *100 =100

' 21,

Weil die Summe der relativen Héufigkeiten gleich 1 ist, leuchtet es ohne weiteres ein, da} die Summe der
prozentualen Héufigkeiten immer gleich 100 ist. Allerdings erhalten wir wegen der Rundungsfehler ,,nach dem
Komma" nur selten den exakten Wert von 100 %, wenn wir Prozente - wie bei den oben gezeigten kumulierten
Prozenten - addieren.

Die folgende Grafik zeigt die kumulierten Prozente der Altersangaben vom Tag der offenen Tiir 1985.
Eingezeichnet sind waagerecht die Teilungslinien, die wir bei Sextilen erhalten wiirden; man kann in der
Graphik sehr deutlich den Unterschied zwischen Prozentrangen und N-tilen sehen: Die Prozentrénge
entsprechen den kumulierten Prozenten an der Obergrenze der jeweiligen Klasse, die N-tile — je nach
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Konvention — der Klassenmitte jener Klasse, in die der N-til-Wert fillt, oder einem bestimmten Wert in dieser
Klasse:

Besucher des Tages der offenen Tur in der TU

Berlin 1985
100
98 100
93
80 +
80
60 = 63
= o 45
S 40
N
S 33
(0]
2 20 1
© 18
g
£ 10
X 0 . . . . . . . . .
3 8 13 18 23 28 33 38 43

Um nun mit prozentualen Haufigkeiten vergleichend umzugehen, stellen wir unsere Daten vom Tag der offenen
Tiir aus Jahr 1985 anderen Daten aus dem Jahr 1986 gegeniiber, die ebenfalls am Tag der offenen Tiir erhoben
wurden:

Geordnete Angaben von Besuchern des Tages der offenen Tiir iiber ihr Lebensalter vom 1.6.1986:

0,0,0,0,1,1,1,2,2,3,3,4,4,5.5,6,7.8,8.,8,8,8,8,9,10,10,11,11,12,12,13,13,13,13,14,14,15,15,17,17,17,17,17,18,18,1
9,19,20,20,20,21,21,21,22,22,22,22,24,24.24 24,2425 25.26,26,28,28,29,29.29,29,31,32,32,32,32,33,33,33,34,3
4,34,34,34,34,36,39,39,39,40,40,40,40,41,42,44,44 45 45 45 45,45 45,46,49,49,49.49,50,51,51,52,52,53,53,54

Zunichst erfolgt der Vergleich auf der Grundlage absoluter Zahlen:

Vergleich der Altersverteilungen der Besucher am Tage der offenen Tiir 1985 und 1986
in der Technischen Universitét (aufgrund von klassifizierten Werten mit der Klassenbreite 5):
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Besucher der Tage der offenen Tur in der TU-Berlin

nach Alter in den Jahren 1985 und 1986

4 9 JAHR

2 o 3 C1 1985
0 L] 1986

3 8 13 18 23 28 33 38 43 48 53

Absolute Werte

Wie man sieht, ist der Vergleich der absoluten Haufigkeiten von beiden Aufstellungen der Jahre 1985 und 1986
nicht sehr fruchtbar, weil wir z.B. zwar feststellen konnen, daf3 in der 5. Klasse (der ca. 23 - jahrigen) 1985 11
Personen kamen, 1986 waren es 15. Wir konnen aber aus dieser Feststellung noch nicht schliefen, da3 1986 die
Haufigkeit in der Altergruppe ,,23 angestiegen ist, denn diese scheinbar geringe Zunahme wird durch die
Information zweifelhaft, dal 1986 insgesamt fast doppelt soviel wie 1985 kamen, ndmlich 117 Personen statt
60: Vergleicht man die Prozente, dann wird aus der scheinbaren Zunahme ein dramatischer Riickgang der
Besucherzahl in dieser Altersgruppe. Vergleichen wir deshalb einmal die Prozentzahlen:

Besucher der Tage der offenen Tir in der Tu-Berlin

nach Alter in den Jahren 1985 und 1986

20
19
7
15
B 13
_ " 1
104 1 L
10y = M| —
o 9 - 9
8 9
7 7
5 JAHR
@ 3 [ 1 1985
5
2
a o | r [ 1986
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3 8 13 18 23 28 33 43 48 53

Es zeigt sich, daB in der Gruppe der ca. 23-jdhrigen 1986 nur noch 13% der Besucher waren, 1985 waren es
immerhin 18%.

Zugleich zeigt der Vergleich auch, daB sich die Besucher 1986 auf eine grofere Spannweite (Range) verteilen.
Der élteste Besucher 1985 war 40, 1986 war er iiber 50. Die groBere Streuung im Alter 1986 fiihrt dazu, daf3 bei
den élteren Gruppen eine gewaltige Zunahme zu verzeichnen ist, bei vielen jiingeren Gruppen eine Abnahme.
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Eine weitere Moglichkeit, empirische Verteilungen zu vergleichen, ist der Vergleich der kumulierten
prozentualen Héaufigkeiten. Hierbei wird, wie oben schon ausgefiihrt, bei jeder der Verteilungen die prozentuale
Haufigkeit der 2. Klasse zur prozentualen Haufigkeit der 1. Klasse hinzuaddiert, die der 3. Klasse zu dieser
Summe und so fort. Dieses Verfahren nennt man "Aufwirtskumulation". Es endet beim Wert "100%". Das
folgende graphische Beispiel ist durch Aufwirtskumulation der prozentuierten Haufigkeiten der Besucher in den
Jahren 1985 und 1986 beim Tag der offenen Tiir gewonnen, wobei wieder die Klassenbreite 5 zugrundeliegt.

Besucher der Tage der offenen Tur in der Tu-Berlin

nach Alter in den Jahren 1985 und 1986

100 —
— Fg] oo| o[ porfo
b3 b3
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§ 40 o 45 =
& s
S b1 JAHR
S 20 o ”
©
< 8 L1 1985
E F0|1
< 0 | ] | 1986
3 8 13

18 23 28 33 38 43 48 53

Die Interpretation kumulierter Haufigkeiten ist folgende (die folgenden Beispiele sind der obigen Graphik
entnommen): Wenn man davon ausgeht, dafl die Klassengrenzen von iiber 0 bis 5, von iiber 5 bis 10 etc.
verlaufen, und daB es sich in der obigen Graphik um aufgerundete Klassenmitten handelt, dann kann man
aufgrund der Graphikwerte sagen:

1985 waren 80 % der Besucher bis zu 30 Jahre alt. 1986 waren es nur 62 %.
1985 waren 63 % der Besucher bis zu 25 Jahre alt, 1986 waren es nur 53 %

1985 waren 7 % élter als 35 Jahre, 1986 waren 26 % élter als 35 Jahre
1985 waren 2 % dlter als 40 Jahre, 1986 waren 23 % ilter als 40 Jahre.

Fiir die Darstellung kumulierter Verteilungen beniitzt man in der Regel Summenpolygone, die bei
Aufwirtskumulieren durch Streckenziige von der Untergrenze der kleinsten Klasse zur Obergrenze der hochsten
Klasse nach Mafigabe der addierten Werte gewonnen werden. Die addierten Prozente beginnen bei 0 und enden
bei 100 %, wenn die Obergrenze der hochsten Klasse erreicht ist. Die beiden Altersverteilungen von den Tagen
der offenen Tiir in der TUB 1985 und 1986 werden in der folgenden Liniengrafik verglichen, die die gleiche
Information enthilt wie die oben wiedergegebene Balkengrafik mit dem Vergleich der kumulierten,
prozentualen Haufigkeiten. Unten ist allerdings die Klassenbreite 1 gewahlt worden:
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100

Jahr
1985
1986

Kumulierte Prozente

Alter

Die waagerechten Linien in der Grafik entsprechen den Quartilen. Die Grafik zeigt die Unterschiede der
Verteilungen sehr deutlich: Besonders beim dritten Quartil ergeben sich grofle Differenzen des Alters.

3.3.1.8. Zur unterschiedlichen Leistung der verschiedenen Mittelwerte.

Jedes Mal3 der zentralen Tendenz — so wurde oben ausgefiihrt — versucht, alle Werte einer Verteilung durch
einen einzigen Wert ,.ersetzen®. Dieser Ersatz ist immer ein unvollkommener Ersatz. Daher ist es sinnvoll die
Fehler zu systematisieren, die man bei den verschiedenen Mafien der zentralen Tendenz macht, wenn man sie
auf empirische Verteilungen anwendet. Dadurch werden die MafBle der zentralen Tendenz in gewisser Weise in
ihrer Brauchbarkeit und Unbrauchbarkeit einschétzbar.

Wie Diehl und Kohr in ihrem Lehrbuch zur deskriptiven Statistik (a.a.O. S. 76 ff) ausfiihren, wird fiir jede Art
des Mittelwertes ein bestimmter Fehler, den man mit der Gleichsetzung aller MeBwerte mit einem beliebigen
Wert ,,a* macht, minimiert.

Wenn man z. B. behauptet, in der Verteilung der MeBwerte 1,3,6,9,11 kdme nur der Mewert 6 (hier das
arithmetische Mittel) vor, dann hitte man ein gutes Mal fiir die damit verursachten Fehler in der Summe der
Abweichungsquadrate der MeBwerte vom arithmetischen Mittel. (Die Summe der Abweichungen zwischen
arithmetischem Mittel und MeBwerten (unquadriert) allein wire kein gutes Mal3, weil sie fiir das arithmetische
Mittel Null ergibt und fiir Werte, die groBer als das arithmetische Mittel sind, negative Summen ergibt).

Die Summe der Abweichungsquadrate (SAQ) ist:
SAQ= Z (xl. - ;)Z Wir berechnen : (1-6) + (3-6)* + (6-6)> + (9-6)> + (11-6)> = 68. Diese Zahl ist kleiner als
i=1

alle Summen, die wir erzielen, wenn wir in die Formel der Abweichungsquadrate einen grofieren oder kleineren

Wert anstelle von x eingesetzt hitten. Wir probieren das aus:

(170 + 3-TY + (6-T + (9-7) + (11-7)° = 73; 73 > 68
(1-4)2 + (3-4)2 + (6-4)2 + (9-4)* + (11-4)> = 88; 88> 68

Daher gilt:

Fiir das arithmetische Mittel ist der ,,minimierte Fehler"
n 2 _
Z (xl. — a) ; d.h. wenn a = X, ist der nebenstehende Ausdruck ein Minimum.

i=1

Fiir den Median ist der ,,minimierte Fehler®
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n
Z |xl. — a| ; d.h. wenn a = Md ist, ist der nebenstehende Ausdruck ein Minimum.
i=1

Fiir den Modus ist der ,,minimierte Fehler*
n-f,; d. h, wenn ,a“ der Index der Modalklasse ist, ist der nebenstehende Ausdruck ein Minimum

(vorausgesetzt, es gibt nur einen Modus).

3.3.2. Streuungsmale: Range, Quartilabstand, durchschnittliche, absolute und
quadrierte Abweichungen vom Mittelwert, Varianz und Standardabweichung

Wihrend die bisherigen Beobachtungen sich darauf bezogen, welche MeBBwertpunkte zur Charakterisierung von
empirischen Verteilungen herangezogen werden konnten, wird jetzt die Betrachtung auf die Heranziehung von
Intervallen zur Charakterisierung von Verteilungen ausgeweitet. Wir gehen insofern von den Lagemalien zu
den Streuungsmerkmalen oder Streuungsmallen iiber. (Man spricht in diesem Zusammenhang auch von
Lokalisationsmaflen und Dispersionsmallen, das klingt gelehrter, ist aber nur eine lateinische Bezeichnung fiir
den gleichen Sachverhalt, ndmlich fiir Lage- und StreuungsmalRe).

Der Range (,,Eingriffsspielraum; Spannweite®) stellt die Differenz zwischen dem groften und dem kleinsten
MeBwert dar. Er gibt an, wie grof3 dieser Bereich ist. Er ist ein primitives Streuungsmaf, das nur bei sehr groflen
Stichproben herangezogen werden sollte, und dann nur in Verbindung mit anderen Streuungsmafien.

Ein weiteres einfaches Streuungsmalf ist der "Quartilabstand", also die Differenz vom 1. zum 3. Quartil.

Er ist fiir die Daten vom Tag der offenen Tiir von 1985 gleich 26 - 12,25 = 13,75; (Halber Quartil-Abstand =
6,875). (Berechnet mit SPSS.10).

Da der Quartilabstand nur die Lage der mittleren 50% aller MeBwerte charakterisiert, die Verteilung der d&uBleren
50% aber ignoriert, suchte man in der Vergangenheit nach anderen Charakteristika fiir die Streuung, die alle
MeBwerte einbeziehen. Hierbei fand man zwei Mal3e, von denen sich eines schlieSlich durchsetzte.

Zunichst versuchte man, das arithmetische Mittel der Differenz aller MeBBwerte vom arithmetischen Mittel
als Streuungsmal} zu benutzen. Der Nachteil hierbei war, daf} die Differenz aller MeBwerte vom arithmetischen
Mittel gleich Null ist (sieche oben). Nimmt man aber von den einzelnen Differenzen nur den (immer positiven)
»Betrag®, dann erhdlt man ein Streuungsmal, dafl als AD-Streuung in der Literatur auftaucht:

z x, - |
AD = =L —
n

Die senkrechten Striche in der Formel sind die sogenannten ,,Betragsstriche®, die jede der hier ausgerechneten
Differenzen in einen positiven Betrag verwandeln.

Fiir unsere Daten vom Tag der offenen Tiir betragen die so gebildeten durchschnittlichen Abweichungen von
X!
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n —
> I - ¥
AD = =l———— _g5767  (fiir 1985)
n
Wir kdnnen nun in diese Formel statt des arithmetischen Mittels auch versuchsweise den Median anstelle von

x einsetzen und berechnen, welches AusmaB die dann resultierende Streuung hat. Das Ergebnis ist:

Es zeigt sich, daf dieses Ergebnis kleiner ist als das der mit dem arithmetischen Mittel erzielte.

Hiernach wire es zweckméBig (wenn die Daten besser zur Verwendung des Medians statt des arithmetischen
Mittels bei Berechnung eines Mittelwertes geeignet erscheinen) als Mal der Streuung die durchschnittliche
absolute Abweichung vom Median zu wéhlen, was allerdings in der Praxis selten geschieht, da diese
Berechnung in Computerprogrammen fiir Statistik nicht als Routine vorgesehen ist..

Sucht man nun nach einem Streuungsmalf, das fiir x eine analoge Minimierungsbedingung erfiillt, dann findet
man es in der Varianz bzw. in der Standardabweichung (siehe hierzu unsere Ausfithrungen zum minimierten
Fehler).

Die Varianz von Grundgesamtheiten ist definiert als arithmetisches Mittel der quadrierten Abweichungen der

MeBwerte x; vom arithmetischen Mittel der Grundgesamtheit p. (N ist die Zahl der Elemente der
Grundgesamtheit.)

o =3 (- )
N

Fiir Stichproben ist aus Griinden einer moglichst erwartungstreuen "Parameter"-Schétzung die Formel
abzuwandeln in

st = ! i(xi—)?)z

n—13

Parameter sind - in der Terminologie bestimmter Lehrbiicher der Statistik - Bezeichnungen fiir Lokalisations-
und Streuungsmale, wenn diese sich auf die Grundgesamtheit beziehen. Sie werden mit kleinen griechischen
Buchstaben bezeichnet. Ist die Stichprobe gemeint, wird oft von "Kennwerten" gesprochen, die mit
lateinischen Buchstaben belegt werden.

In der Stichprobe ist n die Stichprobengrofie. Im Nenner der Stichprobenvarianz steht n-1 statt n. Durch
n-1 im Nenner wird die Stichprobenvarianz etwas grofer. Die Gefahr der Unterschiitzung der
Grundgesamtsheitsvarianz soll sich hierdurch verringern.

Da nun die Betrige der Varianz wegen der Quadrierung sehr grof3 sind

2= 105,85 (fiir die Daten vom Tag der offenen Tiir 1985)

verwendet man als optisch anschauliches Streuungsmal die Quadratwurzel der Varianz, die auch
"Standardabweichung" genannt wird. Die Stichprobenstandardabweichung hat die Formel:
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Diese Formel ist zwar einfach und noch relativ anschaulich, in der Praxis jedoch umsténdlich zu berechnen,
wenn man sie mit Taschenrechner oder auf dem Papier berechnet (siche unten), weil man vorher das
arithmetische Mittel ausrechnen mufl und dann erst die Standardabweichung ermitteln kann. Die Formel
entspricht dem unten demonstrierten ,,Rechengang 1.

Es ergibt sich fiir unsere Daten vom Tage der offenen Tiir 1985: s = 10,289

3.3.2.1. Berechnungsweise fur die Varianz und die Standardabweichung nach
einer vereinfachenden Formel

Versuchen wir die Varianz fiir irgendeinen Datensatz "zu FuB3" (Rechengang 1) zu berechnen, dann bemerken
wir, daf

(1) zunéchst x bestimmt werden muB

(2) die quadrierten Differenzen von x; und x sehr grof3e Werte
erbringen,

so daB} sehr viel Miihe entsteht. Hieraus entwickelt sich das Bediirfnis nach vereinfachter Berechnungsweise

(Rechengang 2). Man formte die Formel fiir s? (und s) so um, daf3 nur noch folgende Ausdriicke berechnet
werden miissen, um s? (bzw. s) zu ermitteln:

(Hn
(2) X x
(3) X xi?

Hat man diese Ausdriicke ermittelt, dann kann man sie leicht in die vereinfachte Formel (des Rechengangs 2)
einsetzen:

SR R
x5
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Um beide Rechengidnge zu demonstrieren, sollen im folgenden die Varianz und die Standardabweichung (fiir die
ersten 10 Werte vom Tage der offenen Tiir in der TU 1985) berechnet werden:

Rechenbeispiel fiir die zwei Rechengiinge der Ermittlung von Varianz und Standardabweichung

Rechengang 1

Rechengang 2

x; =26.00
x; =39.00
X3 = 5.00
x4 =40.00
x5 =21.00
X6 =22.00
x; =31.00
xg =15.00
X9 =38.00
X10:30.00

Berechne X
> X=267.00
n=10.00
X =2Xi/n=26,70
Berechne x- X
26.00-26.70=- 0,70
39.00-26.70= 12,30
5.00-26.70= - 21,70
40.00-26.70= 13,30
21.00-26.70=- 5,70
22.00-26.70=- 4,70
31.00-26.70= 4,30
15.00-26.70=- 11,70
38.00-26.70= 11,30
30.00-26.70= 3,30

(x| -X )= 0,49
(X2 - X )=151,29
(x3 - X y?=470,89
(x4 - X Y=176,89
(xs-X )= 32,49
(X6 -X )= 22,09
(x,-X Y= 18,49
(xg - X )=136,89
(xo - X )=127,69
(X10- X )= 10,89

Es werden die folgenden Ausdriicke gebildet:
2.X=267.00
¥ X=8277,00

n=10.00

Aus diesen wird der Ausdruck s* gebildet:

n 2 n 2
”in _(ZI:XJ
L = i=

S n*(n—1)

~ 10x8277 — 71289
10*(9)

=127,57

Die Wurzel daraus ist s

§=4/127,57=11,3
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2(Xi- X )>=1148,10

VARIANZ =
n 2
Z()Ci N )_C)
§ = T =127.57
n —_—

Standardabweichung=S=Wurzel aus Varianz=11.3

Mit Hilfe von Taschenrechnern, die eine Summenfunktion haben, ist nun heutzutage die Standardabweichungs-
berechnung stark vereinfacht. Man gibt z.B. beim HP-Rechner fortlaufend die Werte fiir x; einfach mit dem
Befehl 3+ ein, und nach jeder dieser Eingaben bildet der Rechner automatisch auf den sogenannten "Statistik-
Registern" die Ausdriicke: % fi (=n), £ x;und X x;2 wie bei Rechengang 2. Dieser 2. Rechengang ist daher
der wesentlich 6konomischere, wenngleich unanschaulichere.

Bei klassifizierten Haufigkeitsverteilungen multipliziert man die jeweiligen Mefiwerte (bzw.
MeBwertquadrate) immer mit der Hiufigkeit jener Klasse ,,k*, in der sie als Klassenmittelpunkte
auftauchen:

n 2 1l 2
5 leka,- _n|:zlkai:|
e =

n—1

Beispiel: Wir klassifizieren unsere Daten vom Tag der offenen Tiir 1985 mit der Klassenbreite 10 und erhalten:

OFFTUE10
Haufigkeit
Glltig 5,00 11
15,00 16
25,00 21
35,00 11
45,00 1
Gesamt 60

Wir berechnen:

n=60

!
D fiX = 11%5+ 16%15 +21%25 + 11%35 + 1%45 = 1250
k=1
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!
kaxlz = 11*5%+ 16*15% + 21*25% + 11*352 + 1*452 = 32500
k=1

und erhalten

Statistiken
OFFTUE10
N Glltig 60
Fehlend 0
Mittelwert 20,8333
Standardabweichung 10,4625
Varianz 109,4633

3.3.3. Daten auf dem Ordinal- und Nominal-Niveau. Lage- und Streuungsmale

Von den oben beschriebenen Lage- und Streuungsmafien fallen beim Ordinalniveau alle die fort, die die
Information iiber Abstdnde voraussetzen. Es konnen bei Ordinalskalen nicht mehr berechnet werden:

X (arithmetisches Mittel)
s2 (Varianz)
S (Standardabweichung)

Noch berechnet werden kdnnen: Absolute und relative sowie prozentuale Haufigkeiten, Prozentringe, der
Median und N-tile. Allerdings wére die Berechnung des mittleren Quartil-Abstands nicht sinnvoll, da hier ja
keine Abstands-Informationen vorliegen. Der Modus ist ebenfalls berechenbar.

Bei Nominalskalen bleiben absolute, relative und prozentuale Héaufigkeiten sowie der Modus erhalten. Median,
N-tile und Prozentrange fallen fort, da die Anordnung der Kategorien beliebig ist, auf die sich die Haufigkeiten
beziehen.

4. Wahrscheinlichkeit und theoretische Verteilungen

Unabhéngig von inhaltlichen Fragen der Deutung liefert die theoretische "schlieBende" Statistik zahlreiche
Probleme der formalen Deutung von empirischen Stichprobendaten, deren Losung nur mit Hilfe von
wahrscheinlichkeitstheoretischen Uberlegungen auf der Grundlage von theoretischen Verteilungen gefunden
werden kann.

4.1. Begriff Wahrscheinlichkeit

Bei der Erorterung der relativen Haufigkeit hatten wir schon den Bruch kennengelernt, der die relative
Haufigkeit definiert, ndmlich

Anzahl der Fille einer bestimmten Art
Anzahl aller mdglichen Félle

Beispiel: In unseren Daten aus 1985 waren 7 Personen bis unter 6 Jahre alt. Insgesamt erhielten wir 1985 60
Personen-Altersangaben. Die relative Haufigkeit in der genannten Altersklasse betrdgt damit

7
— =0,117 aufgerundet
60

Wiirde man nun aus der Menge der 60 Personen zufllig eine Person herausgreifen, dann wére die
Wabhrscheinlichkeit, daB3 sie im Alter von 0 bis unter 6 Jahren ist, gleich sieben Sechzigstel. Da im gleichen
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Datensatz 12 der Personen ein Alter bis unter 12 Jahre haben, wire die Wahrscheinlichkeit, eine Person mit
unter 12 Jahren zufillig auszuwahlen, gleich 12/60= 0,20.

Da die ilteste Person 40 ist, wire die Wahrscheinlichkeit, eine Person mit "bis unter 42 Jahren" Lebensalter
zufdllig auszuwéhlen, gleich 1.

Wir kdnnen noch viele weitere solcher Betrachtungen anstellen, sollten diese aber erst vornehmen, wenn wir die
grundsitzlichen Regeln des Rechnens mit Wahrscheinlichkeiten kennengelernt haben.

Diese lauten:

1. Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A kann hochstens 1 sein.

2. Ist sie gleich 1, so ist das Ereignis "sicher". Ist sie gleich 0, ist das Ereignis
unmoglich.

3. Einander ausschliefende Ereignisse haben Wahrscheinlichkeiten, die "additiv"
sind.

4. Einander iiberlappende Ereignisse haben Wahrscheinlichkeiten, die ,,additiv*
sind, minus der Wahrscheinlichkeit des Uberlappungsbereichs.

5. Voneinander unabhéngige Ereignisse haben eine Wahrscheinlichkeit, gleich-
zeitig aufzutreten, die ihrem Produkt entspricht.

6. Sind zwei Ereignisse A und B voneinander abhéngig, dann ist die

Wabhrscheinlichkeit,
daf3 B unter der Voraussetzung eintritt, dal A zuvor eingetreten ist, gleich dem
Quotienten aus der Wahrscheinlichkeit, dal A und B eintritt, geteilt durch die
Wabhrscheinlichkeit, da3 A eingetreten ist !

Mathematisch ausgedriickt, sehen die obigen Regeln wie folgt aus:
1. 0<P(A)<1

2. Wenn P(A) = 1, ist das Ereignis ,,sicher”. Wenn P(A) = 0, ist das Ereignis ,,unmdglich®. So ist es sicher, daf3
beim Wiirfeln irgendeine der Zahlen oben liegt, unméglich ist, daB keine der Zahlen oben liegt.

3. Sind A und B einander ausschlieende Ereignisse, so ist die Wahrscheinlichkeit, da3 das eine oder das andere
Ereignis eintrifft gleich P(A+B) = P(A) + P(B).

Zur dritten Regel ist am Beispiel unserer Daten aus 1985 festzustellen, daf3 die relative Haufigkeit im Alter bis
zu 12 gleich 0,20 war. Die relative Haufigkeit im Alter von 36 bis unter 42 war 0,0667. Beide Altersklassen
schlieBen sich gegenseitig aus, denn niemand kann gleichzeitig unter zwolf und &lter als 36 sein. Infolgedessen
ist die Wahrscheinlichkeit, eine Person, die entweder unter 12 oder 36 und élter ist, zuféllig auszuwihlen,
gleich 0,20 + 0,0667 = 0,2667.

4. Sind A und B einander nicht ausschlieBende Ereignisse, dann ist die Wahrscheinlichkeit, dal A oder B
eintrifft, gleich P(A+B) = P(A) + P(B) — P (ANB).

Zur der vierten Regel kann man anhand der Daten aus 1985 fragen, wie wahrscheinlich es ist, daf3 eine Person
entweder unter 17 Jahre alt ist, oder zwischen 10 und (einschlieSlich) 25 Jahre alt. Die Wahrscheinlichkeit, daf3
eine Person unter 17 ist, betrdgt fiir die Daten aus 1985 0,4 (oder 40 %). Die Wahrscheinlichkeit, dal3 eine
Person zwischen 10 und 25 Jahre alt ist, betrdgt 0,517 (oder 51,7%). Die beiden Bereiche iiberlappen sich im
Intervall von 10 bis 16. Die Wahrscheinlichkeit daf3 eine Person in dieses Intervall fallt, betragt 0,217. Wir
konnen daher die Wahrscheinlichkeit, daf eine Person entweder unter 17 Jahre alt ist oder zwischen 10 und
(einschlieBlich) 25 Jahre durch die Rechnung 0,4 + 0,517 - 0,217 = 0,7 beantworten. Die gesuchte
Wabhrscheinlichkeit betragt 70 %.

5. Sind A und B zwei voneinander unabhéngige Ereignisse, dann ist die Wahrscheinlichkeit, daf3 sie gemeinsam
eintreffen, gleich P(AB) = P(A) * P(B).

Zur fiinften Regel kdnnte man fragen, wie wahrscheinlich es ist, da3 beim Tag der offenen Tiir zweimal
hintereinander jemand kommt, der ménnlich ist. Wenn die Annahme zutrifft, daf3 in der Grundgesamtheit 50%



der Menschen ménnlich waren, und wire das Geschlecht der jeweils nachfolgenden Person unabhéngig vom
Geschlecht der vorhergehenden Person, dann kénnte man die gesuchte Wahrscheinlichkeit mit py,, = 0,52
bestimmen, also dem Produkt aus 0,5%0,5.

6. Ist das Eintreten des Ereignisses B davon abhingig, dal das Ereignis A vorher eingetreten ist (bedingte
Wahrscheinlichkeit), dann gilt:

_ P(ANB)
P(4)

durchnumerierten Kugeln mit den Zahlen 1 bis 6 ohne Zuriicklegen.

P(B|A)

Ein Beispiel hierfiir wire das Ziehen von Kugeln aus einer Urne mit 6
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Wenn ich hier wissen will, wie wahrscheinlich es ist, zweimal eine 6 zu ziehen, dann ist die Losung nicht mehr

62 sondern Null, da die Wahrscheinlichkeit, eine zweite 6 zu bekommen, gleich Null wird, wenn die 6 schon
beim ersten Male gezogen wurde.

Eine nochmalige Ubersicht iiber die Formeln und grundlegenden Definitionen der Wahrscheinlichkeitsrechnung

findet man in diesem Skript in einer weiteren Tabelle in Kapitel 4.4.2.5., wo auch noch weitere Beispiele
geliefert werden.

4.2 Theoretische Verteilungen

4.2.1 Allgemeines

Wie bei den empirischen Verteilungen miissen wir bei den theoretischen Verteilungen unterscheiden, welche
Voraussetzungen gegeben sein miissen, um eine solche Verteilung zu definieren. Zu diesen Voraussetzungen
zdhlen u.a. Eigenschaften von Variablen, die wir als ,,diskret* oder ,,stetig* bezeichnen.

4.2.2 Diskrete Ereignisse

Wir hatten oben schon zwischen stetigen und diskreten Merkmalen unterschieden. Dabei waren die diskreten
Merkmale solche, fiir die nur bestimmte, aber nicht alle Werte einer Skala auftreten konnen. Wiren in einer
Statistik zum Beispiel die Tage der offenen Tiir in einer Woche als "Montag", "Dienstag" ... etc. definiert,
wiirden die Besuchszeiten nur hiernach erfaflt, dann wiirde man die Besuchszeiten nicht mit einer stetigen

Funktion abbilden konnen.

4.2.3 Stetige Ereignisse

Das Lebensalter und das Einkommen, mit denen wir uns oben beschéftigt haben, sind im Prinzip als stetige
Variablen definierbar, wenn auch in der Praxis nur bestimmte MeBpunkte genannt werden.

Um zu stetigen Ereignissen zu kommen, ist mindestens Intervallniveau der Messung erforderlich. Fiir stetige
Funktionen gilt zusétzlich, daB sie differenzierbar sein miissen (Steigung muf feststellbar sein).

4.3.Beispiele fiir theoretische Verteilungen

4.3.1 Gleichverteilung - diskret

Wir greifen auf das eingangs referierte Wiirfelbeispiel zuriick. Ein Wiirfel habe sechs Flichen und sei vom

Gewicht her gleichméBig. Jede der Flichen hat die "theoretische" Wahrscheinlichkeit von 1:6, nach einem Wurf

'oben zu liegen'.

Wir kénnen - wie oben schon getan - fiir diesen Fall die Wahrscheinlichkeiten graphisch darstellen:
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Jedem einzelnen der moglichen Ereignisse wird eine Strecke mit der Lénge "ein Sechstel"”
(= 17 %)zugeordnet. Die Summe dieser Strecken ist gleich 1.

4.3.2 Gleichverteilung - stetig

Hatten wir nun anstelle des Wiirfels einen Zufallszahlengenerator, der uns im Bereich 0 bis einschlieBlich 6
Zahlen produziert, die beliebig fein differenziert werden kdnnen, also beliebig viele Stellen nach dem Komma
haben konnen, dann miifiten wir die o.a. Darstellung umwandeln in folgende Graphik:

Gleichverteilung in sechs Intervallen auf einer Ratioskala:

Das Besondere dieser
Darstellung liegt darin, daf3
nicht die Strecken, sondern die
Flache unter der Kurve f (x)
als Produkt von

1
6%—=1
6

Warscheinlichkeitsdichte
N

0 1 2 3 4 S 6 die Zahl 1 ergibt.

Stufenlose Simulation von Zahlen zwischen 0 und 6

Die Kurve f (x) (hier die Parallele zur x-Achse) heif3it deshalb auch nicht "Wahrscheinlichkeit", sondern
Wahrscheinlichkeits-Dichte. Den einzelnen Zufallszahlen in dem Intervall von 0 bis 6 kann keine einzelne
Wahrscheinlichkeit mehr zugeordnet werden, sondern nur noch Intervallen wie z.B. dem Intervall

4 bis 5,5

Da die Lénge dieses Intervalls gleich 1,5 ist, ist die Wahrscheinlichkeit, einen Zufallswert in diesem Intervall zu
bekommen, gleich

115
1,5%— ==
6 6

=0,25
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Fiir den Fall, daB unser Intervall, fiir das die Gleichverteilung definiert ist, nicht von Null begrenzt wird, fithren
wir als Grenzen allgemein die Untergrenze a und die Obergrenze b ein. In der folgenden Graphik sind

a=1und
b=38.

1,0

ke

o

N

Wahrscheinlichkeitsdichte
N

o
[=}

-

2 3 4 5 6 7 8

Zufallszahlen von 1 bis 8
Eine allgemeine Gleichung fiir die "Gleichverteilung" lautet dann:

1
f(x)= fiir a<x<b
b-a

Der Mittelwert ist fiir diese Gleichverteilung mit

_a+b
A=

gegeben. Die Varianz kann nach der Formel

2

> (b-a)
D

berechnet werden. Entsprechend ist die Standardabweichung mit

gegeben. (Vgl. Bosch, Wahrscheinlichkeitsrechnung, S. 128 f)

4.4. Kombinatorik als Voraussetzung zur Herleitung von theoretischen
Verteilungen

Zunéchst miissen wir den Begriff des Ereignisraums einfithren. Ein Ereignisraum ist die Menge aller
theoretisch moglichen Ergebnisse (Elementarereignisse) eines Zufallsexperiments, zum Beispiel die Menge aller
Maglichkeiten, mit 2 Wiirfeln eine Zahlenkombination zu werfen.

Solche Ereignisrdume werden als Permutationen oder Kombinationen beschrieben.

Es soll im folgenden zunichst eine zusammenfassende Darstellung der Definitionen und ein Uberblick iiber die
Formeln gegeben werden. Danach werden die einzelnen Félle noch einmal anhand von Beispielen erldutert.
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(1) PERMUTATIONEN

(1.1) Ohne Wiederholung: Menge der moglichen Verdnderungen der Reihenfolge aller Elemente einer
Menge von verschiedenen Elementen.

Formel: Permutionsmenge = n!

(1.2) Mit Wiederholung: Menge aller moglichen Verdanderungen der Reihenfolge aller Elemente einer

Menge von teilweise identischen Elementen in den Teilmengen nq, ny, ... nj
n!
n'n'A n!

Formel: Permutationsmenge;q =

(2) KOMBINATIONEN

(2.1) Ohne Zuriicklegen
(2.1.1) ohne Beriicksichtigung der Anordnung:

Mengen von k verschiedenen Elementen aus der Menge n verschiedener Elemente
ohne Unterscheidung der Anordnung (Kombinationen k-ter Ordnung)

KomboWOA = n ! _ [nj
k(n—k)! \k

(Den letztgenannten Ausdruck liest man ,,n iiber k*. Hier fehlt kein Bruchstrich, die Zahlen stehen in den
Klammern iibereinander. Es handelt sich hier um den sog. Binomialkoeffizienten).

(2.1.2) mit Beriicksichtigung der Anordnung:
Mengen von k verschiedenen
Elementen aus der Menge n verschiedener Elemente
mit Unterscheidung der Anordnung (wird auch
VARIATION k-ter Ordnung ohne Wiederholung
genannt)

n!
Formel Kombgywma = (

n—k)!

(2.2) mit Zuriicklegen
(2.2.1) ohne Beriicksichtigung der Anordnung:

Mengen von k Elementen aus n

verschiedenen Elementen, die unbeschriankt oft
wiederholt auftauchen kénnen, ohne
Beriicksichtigung der Anordnung

n+k-1
Formel KombmWoA = K
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(2.2.2) mit Beriicksichtigung der Anordnung

Mengen von k Elementen aus n

verschiedenen Elementen, die unbeschriankt oft

wiederholt - mit Beriicksichtigung der Anordnung -
auftauchen kénnen (=VARIATION MIT WIEDERHOLUNG).

k
KombmeA = n

Zur Systematik der verschiedenen Félle der Kombinatorik kdnnen wir uns merken, dafl wir zur Auffindung der
relevanten Formel folgende Fragen stellen miissen:

- Geht es um Teilmengen aus einer groeren Menge (Kombinationen)
oder um die groflere Menge allein sowie um die Reihenfolge ihrer
Elemente (Permutationen) ?
- Enthélt die groBere Menge n nur verschiedene Elemente
("ohne Wiederholung/ohne Zuriicklegen") oder auch teilweise identische Elemente
("mit Wiederholung, mit Zuriicklegen") ?
- Kommt es bei den Teilmengen auch auf die Anordnung an ("mit

Berticksichtigung der Reihenfolge") oder nicht ("ohne Beriicksich-
tigung der Reihenfolge") ?

Nun zu konkreten Beispielen:

4.4 1. Permutationen

Permutationen: Verdnderungen der Anordnung einer Menge von n verschiedenen Elementen einer Menge:
Permutionsmenge = n!

Beispiel: In einer Urne sind drei Kugeln, eine griine, eine rote, eine blaue. In wieviel verschiedenen
Reihenfolgen konnen sie gezogen werden, wenn man nach dem Ziehen keine zuriicklegt ?

Losung: GRB, GBR, RGB, RBG, BGR, BRG

Das sind 6 Moglichkeiten, die sich aus 3*2*1 errechnen lassen, also aus 3! =6

Sind in der Urne nun 3 gelbe Kugeln, 3 rote Kugeln und zwei blaue Kugeln, dann wére - ohne Zuriicklegen - die
n!

n'n,A n,!

Permutationsmenge;y =

Die Menge der moglichen Reihenfolgen lieBe sich berechnen aus

81/(31%31%21) = 560.
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4.4.2 Kombinationen

4.4.2.1. Kombinationen ohne Zuriicklegen mit Unterscheidung der Anordnung

Greift man aus einer Menge verschiedener Elemente einen Teil der Elemente (ohne Zuriicklegen) heraus und
fragt, wieviele verschiedene KOMBINATIONEN (im Unterschied zu den Permutationen) dabei entstehen
konnen, die sich auch durch die Anordnung unterscheiden, dann ergibt sich, daf3 die fragliche Menge der
Kombinationen nach der Formel

n!

(n—k)!

I<01/nbonA =
ermittelt werden kann.
Beispiel: Ein Lotto-Unternehmer bringt ein neues Spiel auf den Markt, in dem aus 29 Zahlen 5 Zahlen
auszuwihlen sind, ohne Zuriicklegen — und es soll bei der getippten Losung auf die Reihenfolge (Anordnung)
der Ziehung ankommen !
Wie grof ist die Chance, 5 richtige in der richtigen Reihenfolge zu bekommen ? Die Menge aller moglichen
Reihenfolgen betrigt:

291/ 24! =14.250.600

Folglich ist die Chance, 5 richtige in der richtigen Reihenfolge zu bekommen,

p (5) = 1/ 14.250.600.
4.4.2.2. Kombinationen ohne Zuriicklegen ohne Unterscheidung der
Anordnung

Unterscheidet man im letztgenannten Fall die Ergebnisse nicht danach, in welcher Reihenfolge (Anordnung)
die Zahlen gezogen werden, dann lautet die Formel:

KombOWOA = n ' — [nj
K(n-k)! \k

Fiir unseren o.a. Fall wiirden nur noch
291/ (51* 241) = 118755
verschiedene Mdglichkeiten existieren. Das heifit: die Menge der Mdglichkeiten wird kleiner.

Hinweis:

n
Der Ausdruck ( kj

entspricht den Binomial-Koeffizienten, auf die wir weiter unten noch zu sprechen kommen.

4.4.2.3 Kombinationen mit Zurlcklegen unter Berucksichtigung der Anordnung
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Wenn das Lottospiel nun so konstruiert ist, daf aus 29 numerierten Kugeln 5 ausgewéhlt werden, wobei die
gezogene Kugel immer zuriickgelegt wird, und unterscheidet man die sich ergebenden Kombinationen auch
nach der Anordnung, dann errechnet man die Menge der sich ergebenden Kombinationen aus

nk =295=20.511.149

4.4.2.4 Kombinationen mit Zurucklegen ohne Berucksichtigung der Anordnung

Beriicksichtigen wir die Anordnung, also die Reihenfolge, in der die 5 aus den 29 Kugeln gezogen werden,
nicht, dann reduziert sich die Menge der Kombinationen (bei Zuriicklegen) erheblich:

n+k-1
Die Formel lautet: k (lies: n + k - 1 iiber k)
Setzt man die Werte aus obigem Beispiel ein, dann ergibt sich
n+k—-1
Komb.,,,,,= i = (29+5-1)/(5!(29+5-1-5)1)=331/(5!28!)=273.336

4.4.2.5. Anwendung dieser Formeln auf ein Beispiel: Urne mit 6 Kugeln

Das folgende soll eine Urne mit 6 numerierten Kugeln sein:

Anhand dieser Urne wollen wir uns die 6 Fille der Kombinatorik erarbeiten.

Wenn wir eine Kugel blind, d.h. zufillig, entnehmen, kénnen wir vorher nicht wissen, welche Kugel das sein
wird. Entnehmen wir alle 6, dann kennen wir die Reihenfolge nicht, in der wir sie ziehen werden. Fragen wir
uns, wieviele mogliche Reihenfolgen, die alle verschieden sind, wir beim Ziehen aller sechs Kugeln bekommen
koénnen, dann lautet die Antwort:

n!=061=6*%5%4*3*2%] = 720.

Man nennt dieses Problem: Permutation ohne Wiederholung (alle Kugeln sind verschieden).

Das folgende soll eine Urne mit 6 numerierten Kugeln sein, aber die Nummern sind nicht alle verschieden, die 3

und die vier tauchen zweimal auf:

Fragen wir uns, wieviele mdgliche unterscheidbare Reihenfolgen wir beim Ziehen aller sechs Kugeln
bekommen kénnen, dann lautet die Antwort:
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n 720

= =180
nn, 21%2

Man nennt diese Problem: Permutation mit Wiederholung (alle Kugeln sind nicht alle verschieden, sondern
die 3 kommt zweimal vor (nl ist im Nenner deshalb gleich 2), und die 4 kommt auch zweimal vor (n2 ist im
Nenner deshalb auch gleich 2).

Stellen wir uns vor, wir ziehen aus einer Urne mit 6 von 1 bis 6 durch-numerierten Kugeln zweimal zufillig eine
Kugel, die wir jeweils nach dem Ziehen zuriicklegen, und werten wir die Ergebnisse auch unter
Beriicksichtigung der Reihenfolge der gezogenen Zahlen aus, dann kdnnen wir die in der folgenden Tabelle
aufgefiihrten Ergebnisse bekommen. Die beiden Zahlen in den Zellen der Tabelle zeigen die gezogene
Kombination nach der Durchfithrung der 1. und zweiten Ziehung.

In der grau unterlegten Vorspalte stehen die moglichen Ergebnisse der ersten Ziehung, in der grau unterlegten
Kopfzeile stehen die Ergebnisse der zweiten Ziehung, in den Zellen der Tabelle stehen die moglichen
Kombinationen aus erster und zweiter Zichung — wie gesagt: bei Zuriicklegen der Kugel und Beriicksichtigung
der Reihenfolge der gezogenen Kugeln.

Die Menge der Moglichkeiten betrdgt:

nk = 62=36

Erste
Ziehung Zweite Ziehung

1 12 (3 |4 [S5 |6
1 (12 [13 [14 |15 |16

21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
51 52 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66

QNN B (R[N |

Dieses Problem heifit: Menge der Kombinationen aus k Elementen, die aus einer Menge von n Elementen
mit Zuriicklegen gezogen werden, unter Beriicksichtigung der Reihenfolge.

Wiirden wir obige Ergebnisse nicht nach der Reihenfolge unterscheiden, die bei der Ziehung entsteht, dann
wiren z.B. die Kombinationen 21 und 12 identisch, so daB wir einige Zellen aus der Tabelle streichen kénnten.
Es bleiben nur 21 gefiillte Zellen iibrig. Dieses Ergebnis, 21, errechnen wir mit der oben mitgeteilten Formel:



n+k-1 - 6+2-1
k 2

7%6
2

21

]: 2!(

7!

7-2)
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Zu beachten ist, daB die Zellen der Hauptdiagonale mit den Kombinationen 11, 22, 33 etc. nicht wegfallen, denn

sie haben ja keine Doppelgénger, die gestrichen werden, wenn nicht mehr nach der Reihenfolge unterschieden

wird.

Hier das Ergebnis nach Streichung der ,,Doppelginger

Erste
Ziehung

Zweite Ziehung

3

1 |2 3 |4 |5 |6
1 11
2 21 22
3 (31 [32 [33
4 41 42 43 44
5 51 52 53 54 55
6 61 62 63 64 65 66

Dieses Problem heifit: Menge der Kombinationen aus k Elementen, die aus einer Menge von n Elementen

mit Zuriicklegen gezogen werden, ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge.

Bleibt man aber bei der Beriicksichtigung der Reihenfolge, verzichtet aber beim Ziehen auf das
Zuriicklegen der Kugeln, fillt jetzt in der Tabelle die Hauptdiagonale weg, es bleiben aber alle iibrigen

Zelleninhalte erhalten. Der Wegfall der Hauptdiagonale geschieht deshalb, weil ja z.B. nach Ziehung der 1 die 1
nicht noch einmal vorkommen kann.

Die Formel zur Berechnung der verbleibenden Kombinationen lautet (s.0.)

n!

——=6!1/41=6%5=30.

(n—ky

Die Ergebnisse sind in der folgenden Tabelle festgehalten:
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Erste
Ziehung Zweite Ziehung

1 12 (3 |4 |5 |6

1 12 [13 [14 [15 |16
2 |2 23 (24 |25 26
3 [31 |32 34 [35 [36
4 |41 |2 |4 45 |46
5 |51 [52 [53 |54 56

6 61 62 63 64 65

Dieses Problem heifit: Menge der Kombinationen aus k Elementen, die aus einer Menge von n Elementen
ohne Zuriicklegen gezogen werden, mit Beriicksichtigung der Reihenfolge.

Beriicksichtigt man die Reihenfolge der gezogenen Kugeln nicht und verzichtet beim Ziehen auf das
Zuriicklegen, dann fallt in der folgenden Tabelle nicht nur die Hauptdiagonale weg, sondern auch alle
»Doppelgingerfelder”(z. B. fiir die Kombination ,,43° der Doppelgénger ,,34°). Es verbleiben dann nur noch die
Zelleninhalte der Zellen unterhalb der Hauptdiagonale (sofern man bei Zweierkombinationen immer die grof3ere
Zahl voranstellt):

Die Berechnung der Menge der verbleibenden Zellen (Menge der moglichen Kombinationen) geschieht nach der
Formel fiir den Binomialkoeffizienten (siche mathematischer Anhang im Dieckmann — Text):

Erste
Ziehung Zweite Ziehung

v

1 (2 |3 |4 [5 |6

21
31 32
41 42 43

51 52 53 54
61 62 63 64 65

A\ (N[ W (N |-
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Dieses Problem heifit: Menge der Kombinationen aus k Elementen, die aus einer Menge von n Elementen
ohne Zuriicklegen gezogen werden, ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge.

Alle unsere Beispiele setzten k = 2 und n = 6 voraus. Natiirlich kann n auch jede andere ganze positive Zahl
annehmen und k kann alle Zahlen von 0 bis n annehmen.

Allgemein gesprochen haben wir nun zwei Fille der Permutation kennengelernt und vier Fille der Kombination.
Bei der Permutation wurden alle Kugeln entnommen und gefragt wurde nach der Menge der moglichen
Reihenfolgen. Im ersten Fall waren alle Kugeln verschieden, im zweiten teilweise identisch.

Die vier Félle von Kombinationen unterschieden sich darin, daf8 die Kugeln zuriickgelegt wurden, oder nicht,
und daf3 es bei den entnommenen Kugeln auf die Reihenfolge ankam oder nicht.

Wenden wir uns nun noch einmal der Terminologie der Wahrscheinlichkeitsrechnung zu.

Dort spriache man, wenn man solche Dinge tut, wie Kugeln aus einer Urne zu ziehen, von einem
Zufallsexperiment. Das Ziehen von k Kugeln aus n Kugeln héitte dann den Namen ,,Zusammengesetztes
Ereignis“ und — weil zu diesem Ereignis meistens mehrere einzelne Kugeln gehdren, bekommen diese den
Namen ,,Elementar-Ereignis®. Die in der Wahrscheinlichkeitsrechnung interessierenden Ereignisse konnen
zusammengesetzte oder Elementarereignisse sein.

Die Kombinatorik gibt uns die Antwort auf die Frage, wie gro3 der Ereignisraum fiir ein spezifisches
Zufallsexperiment ist, das entweder Elementarereignisse oder zusammengesetzte Ereignisse betrifft.

Betrachten wir wiederum unsere Urne mit den 6 verschiedenen Kugeln:

0lo®
50 S

Ziehen wir nur eine der Kugeln heraus, dann fragen wir uns, wie wahrscheinlich es ist, z. B. die 4 zu ziehen.
Dabei benutzen wir den Begriff der Wahrscheinlichkeit. Dieser kann, als , klassischer*
Wabhrscheinlichkeitsbegriff, wie folgt definiert werden:

Zahl der interressierenden Fille

P(A)=
Zahl aller gleichmoglichen Fille

Diesem klassischen Begriff der Wahrscheinlichkeit steht ein statistischer Begriff der Wahrscheinlichkeit
gegeniiber, bei dem P(A) eine Zahl ist, die bei langen Versuchsreihen immer besser angenéhert wird: Wenn ich
aus unserer Urne erst 10, dann 100, dann 1000 mal eine Kugel ziehe und dann jedesmal die Menge der
gezogenen Sechsen durch die Menge aller Experimente teile, dann néhert sich das Ergebnis immer mehr dem
Wert 1/6 an. 1/6 wire hier ein Grenzwert. Daher kann man schreiben:




P(A) = lim hyN

wobei h, die Menge der geworfenen Sechsen wire, N die Menge der Experimente.
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In der axiomatischen Fassung des Wahrscheinlichkeitsbegriffs geht man nun von folgenden Festlegungen

aus:
Satz Formel Beispiel Kommentar
Die Wahrscheinlichkeit des 0<PA) <1 Die Wahrscheinlichkeit, aus
Ereignisses A kann durch eine einer Urne mit 6 verschieden
Zahl P(A) ausgedriickt numerierten Kugeln eine
werden, die mindestens 0, bestimmte Zahl zu ziehen, ist
maximal 1 betragt. 1/6 liegt also zwischen 0 und
1
Ist das Ereignis ,,sicher*, dann | P(A) =1=P (S). Die Wahrscheinlichkeit, eine

ist P(A) = 1.
S ist das ,,sichere* Ereignis.

beliebige von den
vorhandenen Zahlen zu
ziehen, ist gleich 1

Additionsatz fiir einander
ausschliefende Ereignisse:

P(AUB)=P(A) +
P(B)

Die Wahrscheinlichkeit, eine
3 oder eine 6 zu ziehen ist
gleich 2 /6

Schlielen sich zwei
Ereignisse im
Experiment
gegenseitig aus, dann
ist die
Wabhrscheinlichkeit,
daf3 entweder das
eine oder das andere
auftritt, gleich der
Summe ihrer
einzelnen
Wahrscheinlichkeiten

Additionssatz fiir einander
nicht ausschlieende,
beliebige Ereignisse:

P(AUB)=P(A) +
P(B)-P (A N B)

Man zieht aus 52 Karten eine
Karte und fragt, wie
wahrscheinlich es ist, daf3
diese ein As oder Karo ist.
Die Wahrscheinlichkeit, ein
As zu ziehen, ist 4/52, die
Wabhrscheinlichkeit, Karo zu
ziehen, ist 13/52. Die
Wabhrscheinlichkeit, das Karo
As zu ziehen ist 1 /52. Daher
ergibt sich:

P(AUB)=4/52 + 13/52 —
1/52.

Schlieflen sich zwei
Ereignisse im
Experiment nicht
gegenseitig aus, dann
ist die
Wahrscheinlichkeit,
daf3 entweder das
eine oder das andere
auftritt, gleich der
Summe ihrer
einzelnen
Wahrscheinlichkeiten
, minus des Inhalts
ihrer Schnittmenge

Die Wahrscheinlichkeit des
unmoglichen Ereignisses U ist
gleich Null

P()=1-P(S)=0

Die Wahrscheinlichkeit, aus
unserer Urne eine 7 zu
ziehen, ist Null

Die Wahrscheinlichkeit, daf3
von zwei komplementiren
Ereignissen wenigstens eines
eintritt, ist gleich 1

P (A) U P(Nicht A)= 1

Die Wahrscheinlichkeit,
entweder eine Zahl im
Bereich von 1 bis 3 oder eine
Zahl im Bereich von 4 bis 6
zu ziehen, ist gleich 1.

Komplementére
Ereignisse kdnnen
nur zwei Ereignisse
sein.

Die Wahrscheinlichkeit des
gleichzeitigen Auftretens von
zwei sich gegenseitig

P(ANB)=0

Die Wahrscheinlichkeit, daf3
die gezogene Zahl
gleichzeitig dem Bereich 1

Einander
ausschlieflende
Ereignisse konnen
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ausschlieBenden Ereignissen
ist gleich Null.

bis 3 und dem Bereich 4 bis 6
angehort, ist gleich Null.

mehr als 2 sein.

Multiplikationsatz fiir
voneinander unabhéngige
Ereignisse:

P (A NB)=P(A) *
P(B)

Wahrscheinlichkeit, zweimal
die 1 mit Zuriicklegen zu
ziehen, ist 1/6 * 1/6 =1 /36.

Durch das
Zurlicklegen ist das
zweite Ereignis vom
ersten unabhéngig

Multiplikationssatz fiir
voneinander abhingige
Ereignisse

P(ANB)=P(A)*
P(B|A)

Die Wahrscheinlichkeit fiir
das gleichzeitige Auftreten
zweier Ereignisse A und B ist
gleich dem Produkt der
Wahrscheinlichkeit des ersten
Ereignisses A mit der
bedingten Wahrscheinlichkeit
des Ereignisses B, die unter
der Voraussetzung berechnet
wurde, dal das Ereignis A
schon eingetreten war.
Beispiel: Die
Wabhrscheinlichkeit, zweimal
die 1 ohne Zuriicklegen zu
ziehen ist gleich 1/6 * 0 =0

Durch das
,Entnehmen ohne
Zuriicklegen*
verdndern sich die
Wahrscheinlichkeiten
fiir die zweite
Zichung

Exkurs zur Berechnung der Summe von Zahlenfolgen und der
Haufigkeit von Wiirfelsummen; Wiirfelbeispiele zur Kombinatorik

Die Menge der Zellen unter- oder oberhalb der Hauptdiagonale ist auch durch die Formel

(n* (n-1)) /2 =(6 * 5) /2 = 15 zu errechnen. Das Ergebnis ist gleichzeitig die Summe der Zahlen von 1 bis n-1,

also fiir unser Beispiel :

1 +2+3+4+5=15.

Die Summe der Zahlen von 1 bis n errechnet sich aus einer dhnlich einfachen Formel, ndmlich

(n * (n+1)) /2 = 1+2+3+4+5+6 = 21.

Diese Formeln sind von grolem Nutzen, wenn wir die Summe grof3er Zahlenbereiche bilden wollen, wie z. B.
die Summe aller Zahlen von 1 bis 10000:

(10000 * (10000 + 1)) / 2= 50 000 5000.

Wollen wir die Summe der Zahlen von 2001 bis 5000 bestimmen, dann rechnen wir nur die Summe der Zahlen
von 1 bis 5000 aus und subtrahieren die Summe der Zahlen von 1 bis 2000:

(5000 * (5001)/2) — (2000 *(2001)/2) = 10 501 500.
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Das folgende ist ein Rechenverfahren zur Ermittlung der Haufigkeit von Wiirfelsummen mit Wiirfeln beliebiger
Flachenzahl. Wir beginnen mit Wiirfeln, die nur zwei Flachen haben, auf denen die Zahlen 1 und 2 aufgetragen
sind. Diese Wiirfel, Miinzen vergleichbar, erzeugen binomial-verteilte Hiufigkeiten ihrer Summe, wenn
angenommen wird, daB zuerst mit einem Wiirfel, dann mit zwei Wiirfeln, dann mit drei Wiirfeln, dann mit vier
Wiirfeln etc. geworfen wird. Das Rechenverfahren ist folgendes: Wir tragen die Haufigkeiten der moglichen
Wiirfelsummen senkrecht in die folgende Tabelle ein. Wenn beim Werfen mit einem Wiirfel die Zahlen 1 und 2
jeweils nur einmal vorkommen konnen, sind das die Haufigkeiten 1 und 1. Diese sind links oben in der Tabelle
senkrecht untereinander eingetragen. Nun tragen wir sie in die ndchste Spalte noch einmal ein, aber um eine
Zeile nach unten versetzt. Jetzt addieren wir zeilenweise diese versetzt eingetragenen Haufigkeiten und erhalten
eine neue Spalte mit den Haufigkeiten fiir die Wiirfelsummen mit zwei Wiirfeln: 1 2 1. (Die Wiirfelsummen
selber tauchen in der Tabelle nicht auf, es wéren hier die Summen 2, 3 und 4). Die erhaltenen Haufigkeiten
tragen wir wieder — um eine Zeile nach unten versetzt — in die nichste Spalte ein und addieren. Wir erhalten die
Haufigkeiten fiir die Wiirfelsummen von drei Wiirfeln: 1 3 3 1 (fiir die Summen 3 4 5 6). Bei einem Wiirfel mit
zweli Seiten erhalten wir mit diesem Verfahren die Binomialkoeffizienten, wie auch in der Kopfzeile der

folgenden Tabelle angegeben wurde.
5) 6) 7) 8) 9) 10
| (] ) (6|6

b [ ] |G

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Wi Wi Wii Wiirf Wi Wii Wi Wi Wii Wiirf
rfel rfel rfel el rfel rfel rfel rfel rfel el
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 2 1 3 1 4 1|5 1 6 1 7 1 8 1 9 1 10
1 1 2 3 3 6 4 110 |5 15 |6 21 |7 28 |8 36 |9 45
1 1 3 4 6 |10 |10 |20 |15 |35 |21 |56 |28 |84 |36 |120
1 1 4 15 10 |15 |20 |35 |35 |70 |56 |126|84 |210
1 ]1 5 6 15 |21 |35 |56 |70 |126]|126|252

1 1 6 [7 |21 |28 |56 |84 [126]210

1 1 7 8 28 [36 |84 [120

1 1 8 9 [36 |45

1 1 9 10

1 1

Was ist aber zu tun, wenn wir die Flichenzahl des Wiirfels variieren ? Die Anweisung lautet dann: Die
Haufigkeiten werden nicht nur zweimal, um eine Zeile versetzt in die ndchste Spalte geschrieben, sondern
entsprechend der Fldchenzahl dreimal: Beispiel fiir einen Wiirfel mit drei Flachen:

1 2 3 4 5 6 7
Wi Wi w Wi Wi Wi Wiirf
rfel rfel urf rfel rfel rfel el
el
1 1 1 1 1
1 1 4 1 5 1 6 1 7

10 (4 1 15 |5 1 21 |6 1 28

17 (10 |4 31 |15 |5 51 |21 |6 78

—
—_
—_
=N W N [—

20 (17 |10 (47 |31 [15 |93 [51 |21 [165

— N W N | —

17 (20 |17 [54 |47 |31 132|193 |51 |276

— N W N | —
— W[ [N |[W | —

10 (17 |20 (47 |54 [47 |148[132]93 [373

— W\ |0 [N |[W|—

4 10 (17 |31 [47 |54 [132]148 132|412

— W\ ||\ |[W|—

1 4 10 (15 |31 |47 |93 |132[148]373

1 4 5 15 [31 |51 [93 |132(276

1 1 5 15 [21 |51 [93 |165
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Beispiel fiir die Berechnung der Haufigkeit von Wiirfelsummen bei

Wiirfeln mit 6 Flachen:

1 2 3 4
Wi w Wi Wiirf
rfel urf rfel el
el
1 1 1 1
1 1 2 1 3 1 4
1 1 1 3 (2 1 6 3 1 10
1 1 1 1 4 13 2 1 10 |6 3 1 20
1 1 1 1 1 5 |4 3 2 1 15 [10 |6 3 1 35
1 1 1 1 1 1 6 |5 4 3 2 1 21 (15 |10 |6 3 1 56
1 1 1 1 1 5 6 5 4 3 2 25 (21 |15 |10 |6 3 80
1 1 1 1 4 |5 6 5 4 3 27 25 |21 |15 [10 |6 104
1 1 1 3 |4 5 6 5 4 27 127 |25 |21 [15 |10 [125
1 1 2 |3 4 5 6 5 25 (27 |27 |25 |21 |15 |[140
1 1 2 3 4 5 6 21 (25 |27 |27 [25 |21 |146
1 2 3 4 5 15 (21 |25 |27 |27 |25 |[140
1 2 3 4 10 [15 |21 |25 |27 |27 |125
1 2 3 6 10 [15 |21 |25 |27 |104
1 2 3 6 10 [15 |21 [25 |80
1 1 3 6 10 (15 |21 |56
1 3 6 10 (15 |35
1 3 6 10 (20
1 3 6 10
1 3
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Exkurs mit Wiirfelbeispielen zur Kombinatorik

Man habe mit dem obigen Verfahren ausgerechnet, wie hiufig mit 6 Wiirfeln folgende Wiirfelsummen geworfen
werden konnen und noch einiges mehr, was im folgenden abgedruckt ist:

Wirfelsumme mit 6 Wrfeln
Wirfelsumme Haufigkeit Gultige Kumulierte Prozente

Prozente

6,00 1 ,0 ,0

7,00 6 ,0 ,0

8,00 21 ,0 1

9,00 56 1 ,2
10,00 126 .3 5
11,00 252 5 1,0
12,00 456 1,0 2,0
13,00 756 1,6 3,6
14,00 1161 2,5 6,1
15,00 1666 3,6 9,6
16,00 2247 4.8 14,5
17,00 2856 6,1 20,6
18,00 3431 7.4 27,9
19,00 3906 8,4 36,3
20,00 4221 9,0 454
21,00 4332 9,3 54,6
22,00 4221 9,0 63,7
23,00 3906 8,4 72,1
24,00 3431 7.4 79,4
25,00 2856 6,1 85,5
26,00 2247 4.8 90,4
27,00 1666 3,6 93,9
28,00 1161 2,5 96,4
29,00 756 1,6 98,0
30,00 456 1,0 99,0
31,00 252 5 99,5
32,00 126 .3 99,8
33,00 56 1 99,9
34,00 21 ,0 100,0
35,00 6 ,0 100,0
36,00 1 ,0 100,0

Gesamt 46656 100,0

Wiirfelsumme bei sechs Wiirfeln - Kennwerte
N Gilltig 46656

Mittelwert 21,0000
Standardfehler 1,937E-02
des
Mittelwertes
Median 21,0000
Modus 21,00
Standardabwei 4,1833
chung
Varianz 17,5004
Spannweite 30,00
Summe 979776,00
Perzentile 25 18,0939
50 21,0000

75 23,9061
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Der Spieler méchte vor dem Hintergrund dieser Daten folgendes wissen:

Wie groB sind die Chancen fiir

e 6 FEinsen ? (1/46656)

e 6 Sechsen ? (1 /46656)

o die Wiirfelsumme bis einschlieBlich 17 ? (20,6 %)

e die Wiirfelsumme groBer als 17 ? (79,4%)

e zwei Dreien und vier Vieren ? Es konnten 6 Wiirfel 15 mal (n!/n;!*n,!) die Kombination von zwei

Dreien und vier Vieren haben. Die Wahrscheinlichkeit ist demnach 15/46656.

e zweimal drei gleiche Zahlen ? Es gibt 15 Kombinationen zweier nicht identischer Zahlen aus 6 Zahlen.
Diese konnen bei 6 Zahlen jeweils in 20 verschiedenen Reihenfolgen auftreten (n!/n;!*n,!). 15 mal 20 =
300. Losung daher: 300/46656.

e cinen Pasch ? (= 6 identische Zahlen) ? (6/46656)

e cine Kombination aus den Zahlen 1 bis 6 (1, 2, 3,4, 5,6) ? n!/n* = 61/46656 = (720/46656)

e Wie miifite man ein Wiirfelspiel mit 6 Wiirfeln, die gleichzeitig geworfen werden, konstruieren, in dem ein
Spieler und sein potentieller Gegner gleiche Chancen haben, wenn sie sich den Bereich der Wiirfelsummen
in Bereiche aufteilen, in denen der eine gewinnt und der andere verliert bzw. keiner gewinnt ? Wieviele
Ldsungen gibt es fiir dieses Problem ?

Wie man der obigen Tabelle entnehmen kann, wire eine faire Losung folgende: Ein Spieler gewinnt immer
dann, wenn die Wiirfelsumme kleiner als 21 ist, der andere immer dann, wenn die Wiirfelsumme grof3er als 21
ist, und wenn die 21 kommt, gewinnt keiner. Man kénnte aber auch noch weitere Losungen anbieten: Zum
Beispiel: Einer gewinnt immer, wenn die Wiirfelsumme kleiner als 18 ist, der andere, wenn die Wiirfelsumme
grofer als 24 ist und wenn die Wiirfelsumme im Restintervall liegt (18 bis 24) gewinnt keiner. Die Menge
solcher Losungen betrdgt hier 15.

Exkurs Ende.
4.5. Die Binomialverteilung

Nehmen wir folgenden Fall an: Es gibt Neuwahlen in Berlin. Wir beobachten die Wahlbeteiligung von Ménnern
und Frauen. Wir wollen wissen, wie wahrscheinlich es ist, dal unter 10 Wiahlern, die das Wahllokal betreten,

0 Frauen sind
1 Frau ist

2 Frauen sind
3 " n

O 03N L b~

Wir nehmen an, da3 die Menge der Wahlberechtigten sehr grof} ist, und daf sich die Geschlechter gleich
verteilen. Wir bezeichnen die Wahrscheinlichkeit, daf eine Frau das Wahllokal betritt, mit p und nehmen an,
diese sei konstant p = 0,5; wir bezeichnen die Wahrscheinlichkeit, daB ein Mann das Wahllokal betritt, mit q (=
1-p) und nehmen an, diese sei konstant 1-p= gq= 0,5. Aulerdem nehmen wir an, dafl die Wahrscheinlichkeit, daf3
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das Geschlecht desjenigen, der jeweils als ndchster kommt, unabhéngig vom Geschlecht des Vorgéngers ist (d.h.
die Ehepaare kommen nicht zusammen).

Unter diesen Bedingungen wire z.B. die Wahrscheinlichkeit, zuerst 3 Frauen und danach 7 Ménner bei 10
Leuten, die das Lokal betreten, zu bekommen, gleich

PPPAqqqaqq = p3q’ = 0,53 * 0,57 =0,000976563
Da nun diese Wahrscheinlichkeit auch gegeben wire, wenn eine andere Reihenfolge, zum Beispiel diese

Pqqqpqqqpq

vorhanden wire, miissen wir p3q7 noch mit der Anzahl multiplizieren, in der es Kombinationen gibt, die drei
Frauen und 7 Ménner enthalten.

Hierzu stellen wir folgende Uberlegung an: Wir numerieren die Fille, in denen ein Mensch das Wahllokal
betritt, durch (bei 10 Menschen von 1 bis 10). Dann hétten wir die Zahlen 1 bis 10. Aus diesen greifen wir 3
Zahlen heraus und sagen, daf3 diesen Zahlen der Fall entspricht, daf3 eine Frau das Wahllokal betreten hat. Um
die Menge der Kombinationen von 3 aus 10 verschiedenen Zahlen (ohne daf3 es auf die Reihenfolge ankommt)
zu ermitteln, benutzen wir den oben dargestellten Binomialkoeffizienten.

Bei 10 Personen und 3 Frauen ergibt unser Binomialkoeffizient 10!/(3!7!) = 120. Multiplizieren wir diesen mit
kn-k
pra,

n k  n-k
dann ergibt sich Pn,k = (kJ p q ; hierbei ist P, die gesuchte Wahrscheinlichkeit,

daf} unter n Menschen k Frauen sind.

Es ist zu beachten, da3 das groB3e P und das kleine p unterschiedliche Bedeutung haben! Das kleine p hatten wir
ja fur die Wahrscheinlichkeit ,,reserviert”, dal eine Frau das Wahllokal betritt.

Wir kommen zu folgendem Ergebnis, wenn wir das Beispiel fiir alle méglichen k (von 0 bis 10) durchrechnen:
Die Wahrscheinlichkeit, daf bei 10 Wahlern, die das Wahllokal betreten,

10} 0 10
keine Frau ist, ist =1*0,000976563 = 0,000976563
pg

10} 1 9
1 Frau ist, ist =10 * 0,000976563 = 0,00976563
ra

10} 2 s

2 Frauen sind, ist =45 *0,000976563 = 0,043945313
1P q
10 3 -

3 Frauen sind, ist =120 * 0,000976563 =0,1171875
Ny
10y 4

4 Frauen sind, ist =210 * 0,000976563 = 0,205078125
L P 4
10y s s

5 Frauen sind, ist =252 * 0,000976563 = 0,24609375
P q



67

10

6 4

6 Frauen sind, ist =210 * 0,000976563 = 0,205078125
|P'q
10y 7 3

7 Frauen sind, ist =120 * 0,000976563 = 0,1171875
S1P'q
10y s 2

8 Frauen sind, ist =45 *0,000976563 = 0,043945313
.| P'q

10] 9 1
9 Frauen sind, ist =10 * 0,000976563 = 0,00976563
WEL

1 O) 0 0
10 Frauen sind, ist =1 *0,000976563 = 0,000976563
(10 P 4

Stellen wir diese Wahrscheinlichkeiten graphisch dar: Wir bemerken, daf sich eine symmetrische Verteilung
ergibt, die ihr Maximum in der Mitte hat: Abbildung A (die in den Stiben in Prozent ausgedruckten
Wahrscheinlichkeiten sind gerundet):

In den folgenden
Abbildungen B, und C
sind unterschiedliche
Binomialverteilungen
wiedergegeben, die sich
nur durch Verdnderung
von p (und damit auch
von ¢, da q = 1-p)
ergeben. Sie werden
berechnet, indem man fiir
ein gegebenes p
nacheinander - wie oben
geschehen - den Wert k
Anzahl der Frauen in der Formel von 0 bis N
anwachsen 14ft.

Wahrscheinlichkeit in %

In den Graphiken ist unten die dem jeweiligen k entsprechende Wahrscheinlichkeit p als gerundeter Prozentsatz
ausgedruckt.

Uns fillt auf, daBl diese Verteilungen asymmetrisch sind. Diese Asymmetrie folgt aus der Tatsache, dal p und q
bei diesen Verteilungen nicht gleich 0,5 sind, sondern gleich 0,1 bzw. 0,9.



Wabhrscheinlichkeit in %

40

30

20

10

Wahrscheinlichkeit in %

Abb. B

Anzahl der Frauen

Abb. C
p=0,9

Anzahl der Frauen
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Es fallt auf, daB fiir p = 0,1 und p = 0,9 die Binomialverteilungen ihr Maximum bei k = 1 bzw. bei k = 9 haben,
d.h. diese Verteilungen sind spiegelbildliche Abbilder voneinander.

Fiir die Abbildungen A bis C ist N = 10. Wiirde N = 30 sein, und wire p = 0,5, dann séhe die entsprechende

Binomialverteilung so aus (Abb. D):

Abb. D.
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Binomialverteilung
© N=30 p=0,5
= 16
- 14
21
S 10
= 8
2 6
S 4
=
= 2
g 0l ] ] il
4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28

K

Rechnen wir nun - versuchsweise - die Wahrscheinlichkeiten fiir die einzelnen k in Haufigkeiten um und tun wir
so, als wire k ein Me3wert in einer empirischen Verteilung, dann kénnen wir fiir die Binomialverteilung einen
Mittelwert berechnen und auch eine Standardabweichung. Hierzu multiplizieren wir die Wahrscheinlichkeiten
mit einem beliebigen, aber hinreichend grofen n und erhalten dann fiir die einzelnen Auspriagungen von k
'empirische' Haufigkeiten. Fiir diese werden dann x und s berechnet.

Berechnen wir hierfiir den Mittelwert X , dann erhalten wir X = 15, die Standardabweichung betrigt s= 2,7386.

Fiir die Binomialverteilung konnen wir uns diese Berechnung insofern vereinfachen, als es fiir sie besondere,
einfache Formeln zur Ermittlung von x und s gibt.

Der Mittelwert von Binomialverteilungen errechnet sich aus
=1 *
p=p o

Die Standardabweichung errechnet sich aus

s=/p"nq

Fiir die oben aufgefiihrte Binomialverteilung errechnen wir:

p=0,5n=30;p*n=15

s=p*q*n=405%05%30 =2,7386

Die Binomialverteilung ist allerdings nur auf unser oben genanntes Problem, "Menge der Frauen unter 10
Wihlern" anwendbar, wenn sich die Wahrscheinlichkeiten, dal Manner oder Frauen das Wahllokal betreten,
nicht im Verlaufe des Experiments dadurch verédndern, daB schon eine bestimmte Anzahl von Personen gewahlt
hat.

Beim Experiment mit einer Los-Trommel wiirde man also nach jedem Ziehen das gezogene Los zuriicklegen
miissen, wenn man die Binomialverteilung anwenden will.
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4.6. Die geometrische Verteilung

Fragen wir etwas einfacher in unserem Beispiel danach, wie grol3 die Wahrscheinlichkeit ist, daf3 der erste
Wihlende eine Frau ist; der erste und der zweite; der erste, der zweite und der dritte; etc., dann ist ein
Anwendungsfall fiir die geometrische Verteilung gegeben. Wir setzen wieder voraus, dafl 50% der
Wahlberechtigten Frauen sind. Wir hatten oben schon die geometrische Reihe kennengelernt als Reihe von
fortfolgenden Multiplikationen mit einem konstanten Faktor. So etwas geschieht auch hier. Die
Wahrscheinlichkeit, dal der 1. Wéhlende eine Frau ist, der erste und der zweite Wéhlende, der erste, der zweite
und der dritte Wiahlende etc. wird nach folgender Formel berechnet:

P=p(lpk-l (k=12..n)

Hierbei ist P die gesuchte Wahrscheinlichkeit, p die relative Haufigkeit von Frauen, k ist die laufende Nummer
der Beobachtung.

Wenn die relative Haufigkeit von Frauen unter den Wahlberechtigten gleich 0,5 ist, errechnen wir folgende
Wabhrscheinlichkeiten fiir unser Beispiel:

Prozent Wahrscheinlichkeit
w

K

Waire die relative Haufigkeit der weiblichen Wahlberechtigten nur p = 0,4 dann ergébe sich folgendes Bild:

5

Prozent Wahrscheinlichkeit
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Man kann auch fiir die geometrische Verteilung einen Mittelwert und eine Standardabweichung angeben:

Firp=0,4 wiren 1 =2,5
o =1,936

4.7. Die hypergeometrische Verteilung

Wir nehmen wiederum unser Beispiel zum Ausgangspunkt, das wir schon von der Binomialverteilung her
kennen. Wihlen insgesamt z.B. nur 100 Personen, also nicht viele, die natiirlich nicht ins Wahllokal
zuriickkehren, und sind davon 50 Méanner und 50 Frauen, dann muf3 auf die gleiche Problematik die
hypergeometrische Verteilung angewendet werden: Werden die 100 Personen mit N bezeichnet, die 50 Frauen
mit M, die Haufigkeit des Auftretens von Frauen in einer Gruppe von n Personen mit x und die Zahl dieser
"Personen" mit n, dann ergibt sich nach der Formel

o

P ist die Wahrscheinlichkeit, unter n = 10 Personen, die das Wahllokal verlassen x (x = 0;1;2;...10) Frauen zu
beobachten.

Fiir die o.a. hypergeometrische Verteilung miiten wir daher in die Formel einsetzen:

N =100
M= 50
x=0,1,2... 10
n=10
[50](100 - 50)
X 10—x
d.h. f(x)= (100)
10

Es ergeben sich folgende Wahrscheinlichkeiten fiir x =0, x = 1;...x = 10:
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x = 0 Minner, Wahrscheinlichkeit: 0,000593420

1 Mann " 0,007236825
2 Minner " 0,037993333
3 Minner " 0,113096432
4 Minner " 0,211413217
5 Minner " 0,259333546
6 Méinner " 0,211413217
7 Ménner " 0,113096432
8 Minner " 0,037993333
9 Minner " 0,007236825
10 Méanner " 0,000593420

Das Beispiel zeigt, dal Unterschiede zur Binomialverteilung in den Wahrscheinlichkeiten erst in der zweiten
Stelle nach dem Komma auftreten. Die Binomialverteilung ist der hypergeometrischen Verteilung insofern oft
nah verwandt, besonders, wenn N, M oder N-M grof3 sind und wenn n im Vergleich dazu klein ist.

Neu bei der hypergeometrischen Verteilung ist - gegeniiber der Binomialverteilung - die Einfiihrung der
Gesamtmenge von Ereignissen, auf die sich die Verteilung jeweils bezieht.

Demzufolge berechnet sich bei der hypergeometrischen Verteilung der Mittelwert - anders als bei der
Binomialverteilung - nach folgender Formel:

Die Standardabweichung ist auch anders als bei der Binomialverteilung zu berechnen, denn sie ist in der Regel
kleiner:

\/nM(N — M)(N -n)
S = .
N (N-1)

wobei sich M/N und p aus der Binomialverteilung entsprechen.

(Weiteres und Formelherleitung: sieche Bosch, Karl: Einfithrung in die elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung,
Vieweg, Braunschweig 19844, S. 84 ff, sowie Kreyszig, Erwin: Statistische Methoden und ihre Anwendungen,
Vandenhoeck 1973, 4. Aufl, S. 121)
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4.8 Die Poissonverteilung

Fiir einen Spezialfall der Binomialverteilung hat man noch eine weitere Verteilungsfunktion ermittelt:

Ist die Zahl der "Personen” n in unserem Wahlbeispiel sehr groBl und die Wahrscheinlichkeit des einzelnen
Ereignisses p sehr klein, dann ist es angeraten, statt der Binomialverteilung die sogenannte Poissonverteilung zu
wihlen. Diese ist fiir groBe n eine gute Annéherung der Binomialverteilung, aber weniger umsténdlich zu

berechnen.

X

f(x) =%e_”

Hierbei ist p = np

ein Ausdruck, den wir als Mittelwert der Binomialverteilung schon kennengelernt haben. Beispiel:

Wir wissen aus fritheren Untersuchungen, dafl nur wenige Frauen rechtsradikal wéhlen. Wir sind daran
interessiert zu erfahren, wie wahrscheinlich es ist, unter 100 Frauen 0, 1, 2, ... 100 Frauen zu treffen, die

rechtsradikal wéhlen. Die Wahrscheinlichkeit, dal eine Frau rechtsradikal wéhlt, sei z.B. 1,8%. Dann wire
hiernach

pn=1.8.
Rechnet man die o.a. Formel durch, dann ergibt sich, da3 die Wahrscheinlichkeit, bei 100 Frauen

0 keine solche zu treffen 0,17 ist

1 solche zu treffen 0,30 "
2 " " n 0’27 n
3 " " n 0’ 1 6 n
4 " " n 0’07 n
5 " " n 0’03 n
6 " " n 0’01 n
o """ 0,000016264 ist.

Die Poisson-Verteilung ist kein Ersatz fiir die Binomial-Verteilung in allen Féllen, in denen letztere schwer zu
berechnen ist. Wenn ndmlich grofle Werte fiir x! auftauchen, kann es technisch schwierig sein, x! zu berechnen.

4.9. Die Normalverteilung und die Priifung einer Verteilung auf Normalitét

Waren die Binomialverteilung, die geometrische, die hypergeometrische und die Poisson-Verteilung auf diskrete
Merkmale bezogen, so ist die Normalverteilung auf stetige Merkmale bezogen. Wir konnen die
Normalverteilung als Spezialfall der Binomialverteilung betrachten, wenn dort N bzw. K gegen unendlich gehen
und p = 1-q = 0,5 ist.

Nach dem "lokalen Grenzwertsatz" von Moivre-Laplace gilt fiir jedes p, das zwischen 0 und 1 liegt, folgende
Beziehung:

(k—np ?

n\ ok onk _(k=np)
(0'a" e R0

firk=0,1,2...n
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Hierbei ist R, (k) ein sogenanntes "Restglied" in der Formel, das fiir wachsende k gegen 0 strebt, so daf3 fiir sehr

groBe k das Restglied fortfallt.

Ersetzen wir jetzt (Ubergang zur stetigen Variable!)
(k-np) durch x und setzen wir npq = 1,

dann erhalten wir die Formel

£

()=

Dies ist die Formel der sogenannten "Standardnormalverteilung".
z (x) hat die Standardabweichung 1 und den Mittelwert x = 0.

Um Verwechslungen mit den MeBwerten x; auszuschlieen, bezeichnen wir kiinftig in der Standard-
Normalverteilung die x; als z-Werte (z;).

Da die Verteilung stetig ist, konnen wir die Ordinaten der Kurve der Standardnormalverteilung nicht als
Wabhrscheinlichkeiten p interpretieren, sondern nur als Wahrscheinlichkeitsdichte.

Dementsprechend kénnen konkrete Wahrscheinlichkeiten auch nur bestimmten Intervallen dieser Funktion
zugeordnet werden, nicht aber einzelnen x;. Dies bedeutet, da3 - im Unterschied zu allen diskreten
Wahrscheinlichkeitsverteilungen - die Aufsummierung aller auf einzelne z; bezogenen
Wahrscheinlichkeitsdichten nicht 1 ergibt (sondern unendlich), wihrend die Addition der einzelnen
Wahrscheinlichkeiten fiir die Binomialverteilung, die geometrische Verteilung, die hypergeometrische
Verteilung ect. immer die Summe 1 ergab.

Die Summe 1 als Summe aller Einzelwahrscheinlichkeiten resultiert in allen Fillen genannten Verteilungen
daraus, daf} das sichere Ereignis die Wahrscheinlichkeit 1 hat. Die Wahrscheinlichkeit, da3 ein mdgliches
Ereignis (fiir das jeweilige Experiment) im Wertebereich der angegebenen Verteilung auftaucht, ist immer
gleich 1, weil dieses Ereignis sicher ist; z.B. beim Miinzwurf kommt immer Kopf oder Zahl.

Wie ermitteln wir aber bei der Standard-Normalverteilung die Einzelwahrscheinlichkeiten, deren Summe 1
ergibt? Wir miissen dazu die Flichen (Integrale) berechnen, die bestimmten Intervallen auf der z-Achse
entsprechen. Wer dies nicht mit dem (programmierbaren) Taschenrechner durchfiihren kann, ist praktisch darauf
angewiesen, in Tabellen der Statistik-Lehrbiicher diese Flachenanteile nachzuschlagen. Dabei ist zu beachten,
daf3 solche Tabellen von Lehrbuch zu Lehrbuch anders aufgebaut sind, und man muf3 die Leseanweisung fiir
solche Tabellen sorgfiltig beachten.

Untersuchen wir, welche Werte das Integral der Standard-Normalverteilung annimmt, wenn wir, bei minus
unendlich beginnend, {iber null bis plus unendlich die Fliche zusammensetzen, die unter der Funktion der
Wahrscheinlichkeitsdichte liegt:

Wir wissen im voraus, da3 die Summe der Flachenstiicke gleich 1 ist, weil ja die Standardnormalverteilung nur
ein Grenzfall der Binomialverteilung ist, bei der - wie bei allen untersuchten Wahrscheinlichkeitsverteilungen
die Summe der Einzelwahrscheinlichkeiten immer gleich 1 war. Hiervon ausgehend koénnen wir sagen, daf bei
die Fléache links (oder rechts) vom Mittelwert (0) gleich 0,5 sein muB3. Ermitteln wir die Flache im Intervall von -
1 bis 0, dann ergibt sich der Wert 0,341. Folglich betrédgt die Fliache links von - 1 ,,0,5-0,341 = 0,159%.

Da die Standardnormalverteilung symmetrisch zu 0 ist, kann man alle Uberlegungen aus dem Bereich links von
0 analog in den Bereich rechts von 0 iibertragen, durch Spiegelung an der 0-Achse.
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Verlauf der Standardnormalverteilung:

4

Wert f(2)

Summiert man die Flachenstiicke unter der Standardnormalverteilung von links nach rechts auf - wie bei der
Kumulierung von Prozenten - dann ergibt sich das Integral (die Summenfunktion) der Verteilung als von 0 bis 1
ansteigende Kurve. Die oben gezeichnete Grafik enthilt die Standardnormalverteilung, unten finden wir die
dazugehorige Summenfunktion. Die Ordinate wird hier in Prozent dargestellt:
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Zu beriicksichtigen ist, dafl die beiden Kurven sich auf unterschiedliche MaBstibe in der Senkrechten beziehen:
auf die Wahrscheinlichkeitsdichte in der Standardnormalverteilung oben, auf das Integral (als prozentualer
Anteil der Gesamtflache ausgedriickt), unten.

Praktisch werden die Standardnormalverteilung und die ihr zugeordnete Integralfunktion zur Schitzung von
Haufigkeiten in bestimmten Intervallen empirischer Verteilungen benutzt. Wenn ich zum Beispiel weif3, da3
eine empirische Verteilung das arithmetische Mittel 20 hat und die Standardabweichung von 6, dann kann
ich leicht die Wahrscheinlichkeit dafiir errechnen, daf3 ein MeBwert im Bereich von 14 bis 20 auftritt.

Wir ziehen hierzu von jedem empirischen Mefwert das empirische arithmetische Mittel ab und teilen die
Differenz durch die empirische Standardabweichung. Dieses Verfahren nennt man ,,z-Standardisierung®.

X=X
S

z;=

Fiir ein Intervall von 14 bis 20 heif3t dies:

14-20 -6
2="g ~5 !
20-20 O

2="% 5"

Fiir das Intervall z; bis z,, also von minus 1 bis 0, errechnen wir jetzt die "Flache unter der Standard-
Normalverteilung" und erhalten, wie oben schon ermittelt, den Wert 0,341. Damit kann vermutet werden, daf3
fiir die empirische Verteilung mit x =20 und S = 6 im Intervall von 14 bis 20 34,1% der MeBwerte liegen.

Die Berechnung von z-Werten aus empirischen MeBwerten ist jedoch nur sinnvoll, wenn die empirische
Verteilung annéhernd normal verteilt ist. Ist dies nicht der Fall, dann ergeben sich ganz andere
Wabhrscheinlichkeitsverteilungen.

Wie kann man aber priifen, ob eine Verteilung anndhernd ,,normalverteilt” ist ? Die Priifung auf Normalitit
kann viele Wege gehen. Ein einfaches Verfahren ist die Berechnung von Maf3en der "Schiefe" (englisch:
Skewness) und des "Exzesses" (englisch: Kurtosis), worunter wir uns Abweichungen einer empirischen
Verteilung von der Form der Normalverteilung vorzustellen haben. Solche Abweichungen kénnen in der
Richtung der MeBBwertachse (Problem der Schiefe) vorliegen oder in Richtung der Haufigkeitsachse (Problem
des Exzesses oder der Kurtosis, s.u.).

Das Schiefemal lautet:

>z
Sch=-+=1—

n

Bei Vorliegen einer ,,Normalverteilung® ist die Schiefe = 0. Ist die Verteilung ,,schief*, d.h. ist der Schwerpunkt
nach links oder rechts verschoben, dann nimmt das Schiefemal3 bei Schwerpunktverschiebung nach links
groBere, bei Schwerpunktverschiebung nach rechts kleinere Werte als 0 an.

Das ,,Exzess“-Maf lautet:
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definiert. Dann ergibt sich bei Vorliegen einer Normalverteilung der Wert 0. Unter Exzess wird die
Verschiebung der Verteilung in der Senkrechten verstanden (im Gegensatz zur Schiefe, bei der es um
waagerechte Abweichungen von der Normalverteilung geht). Liegen in der Mitte der Verteilung die
Haufigkeiten oberhalb der Normalverteilung, am Rande aber unterhalb, dann wéchst das Exzessmal3 auf Werte
oberhalb von Null, ist es umgekehrt, fallt das Exzessmal3 auf Werte unter Null.

Es ist darauf hinzuweisen, dafl SPSS10 bei Schiefe und Exzess mit anderen Formeln arbeitet.
Die Schiefe und der Exzess sind in SPSS.10 wie folgt definiert:

> (x, -
Schiefe = —/=

s(n-1)n-2)
a4 )3 (s =3 36 _l{i(x,. _;)ZT

i=l i=1

(n—1)(n-2)n-3)s*

Exzess =

Diese Formeln fiihren zu leichten Abweichungen der Ergebnisse gegeniiber den oben genannten Formeln fiir
Schiefe und Exzess. Im Ubrigen wird der Exzess in SPSS.10 mit ,,Kurtosis* bezeichnet.

Ob eine konkrete Abweichung der Schiefe und des Exzesses von ihren ,,Normwerten* erheblich (signifikant) ist,
kann mit Hilfe des unten besprochenen Chiquadrat-Tests oder mit Hilfe des Kolmogoroff-Smirnov-Tests
ermittelt werden.

Eine weitere Moglichkeit, die Normalitit einer Verteilung festzustellen, existiert mit Hilfe von Schiefe und
Exzess wie folgt:

Chi2=S§h2+(Exz;3) df =2

n n

Der Wert Chi 2 ist chiquadratverteilt (s.u.).
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5. Priifverteilungen

Verschiedene, mit der Normalverteilung verwandte, spezielle Verteilungen werden in der Statistik - neben der
Binomial- und der Normalverteilung - dazu benutzt, statistische Hypothesen zu tiberpriifen. (Was statistische
Hypothesen sind, wird weiter unten erortert). Hierzu gehoren die Chiquadrat-Verteilung, die t-Verteilung und
die F-Verteilung. In diesem Kapitel wird zunédchst nur die Form der Verteilung eingefiihrt und ihre
Berechnungsweise. Wie man mit ihr praktisch umgeht, wird nur kurz angedeutet, spéter werden die
Anwendungsfille genauer ausgefiihrt. Tabellen dieser Verteilungen findet man im Anhang, wobei
ausfiihrlichere Fassungen solcher Tabellen in der Lehrbuchliteratur fiir Statistik aufzusuchen sind.

5.1. Die Chi-Quadrat-Verteilung

Wenn wir mehrere voneinander unabhéngige Zufallsgrolen (Variablen) haben, dann kann deren Summe -
innerhalb bestimmter Grenzen - jeden beliebigen Wert annehmen. Das gilt auch fiir die Summe der quadrierten
Werte, nur daf3 diese Summe immer positiv ist, d.h. kein negatives Vorzeichen haben kann.

Die Summe einer Menge von quadrierten Daten aus standardisierten Normalverteilungen

72 + z2y? + 73> + 742 +...+ 7,2 kann wie folgt ausgedriickt werden:

2 n 2
CHI =Xz
i=1
Der Menge der Summanden, n, entspricht in diesem Fall die Menge der Freiheitsgrade.

Kurzer Exkurs zum Begriff , Freiheitsgrad®, der uns noch oft begegnen wird: Die Schitzung von Parametern ist
eng verbunden, mit der jeweils zur Verfiigung stehenden Information. Die formale Anzahl von Informationen
(z.B. die MeBwerte von N Befragten), die zur Schitzung eines Parameters herangezogen werden, ist der
Ausgangspunkt fiir die Festlegung der zur Verfiigung stehenden Freiheitsgraden. Im allgemeinen ist die Anzahl
der Freiheitsgrade gleich der formalen Anzahl unabhingiger Einzelinformationen minus der Anzahl der in die
Berechnung des jeweiligen Parameters eingehenden zusitzlichen Parameter. Wird z.B. die Varianz (¢* ) einer
Verteilung mit N Werten geschétzt, dann ist die Anzahl der Freiheitsgrade N-1, da die Formel zur Berechnung
von Varianz den Mittelwert p als weiteren Parameter enthalt.

Die folgende Tabelle enthélt in den ersten 6 Spalten 6 quadrierte z-Verteilungen (Normalverteilungen mit dem
arithmetischen Mittel 0 und der Standardabweichung 1), und zwar pro Verteilung 20 Werte. Diese unsortierten
quadrierten Werte werden Zeile fiir Zeile addiert und ergeben in der letzten Spalte Auspragungen der Variable

Chi? dfe-.

Z,? Z2 Z3 Z4 Zs Zg Chi?gg
, 00 , 00 , 24 , 58 1,60 , 23 2,65
, 17 , 16 1,12 , 17 3,75 2,38 8,36
2,30 ,00 , 94 , 69 1,93 , 22 6,08
07 17 1,24 75 49 05 2,77
, 00 , 02 3,10 4,18 1,64 1,58 10,52
1,86 , 10 , 23 , 23 ,19 , 27 2,87
, 05 , 68 , 44 3,85 , 06 ,18 5,26
, 10 , 00 , 01 2,96 1,02 , 05 4,15
,48 , 00 1,29 , 14 1,12 , 07 3,12
, 96 , 09 1,07 , 50 ,03 , 28 2,95
,00 1,42 4,52 , 32 , 31 5,64 12,21
1,12 7,51 2,92 , 15 2,11 ,06 13,86
1,92 , 63 , 20 2,84 , 47 , 13 6,18
,08 1,97 , 21 , 01 , 00 , 06 2,33
, 61 1,14 ,01 , 55 , 71 ,01 3,03
, 10 , 17 1,97 1,78 2,32 , 76 7,09
1,30 , 94 , 76 1,07 ,06 2,44 6,57
1,32 , 20 , 23 1,07 2,67 ,03 5,51
1,84 5,74 , 82 , 05 , 34 ,08 8,86
1,49 , 45 3,95 , 07 , 062 , 16 6,76
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Die Moglichkeiten des Verlaufs dieser Variable ,,Chi%y;* sind theoretisch durch eine Verteilungsfunktion
(Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion) zu beschreiben, die folgende Formel hat

In der Formel fiir Chi-Quadrat bedeuten
e = Eulersche Konstante =2,71828 ...

Chi? = der konkrete Wert Chiquadrat = Z Zl.2
i=1

df = Menge der sog. Freiheitsgrade der Funktion (df > 0).

I'= Im Nenner befindet sich das Zeichen ,,I'“. Es bezeichnet die sogenannte Gammafunktion, die wir als stetige
Erweiterung der (diskreten) Fakultét fiir nichtgradzahlige Werte auffassen kdnnen, wenn wir beachten:
r(n)= (n-1)! firalle natiirlichen Zahlen. Eine ausfiihrliche Erlduterung der Gamma-Funktion und
auch eine entsprechende Tabelle liefert Erwin Kreyszig, Statistische Methoden und ihre Anwendungen,
Géttingen 1965, S. 158 u. S. 391.

Wie man in der Formel erkennt, gibt es so viele Chiquadrat-Funktionen wie es Freiheitsgrade (df) gibt.

Fiir alle diese Funktionen gilt:
e Die Chi2-Verteilung hat ein arithmetisches Mittel von df und eine Varianz von 2df.

e  Alle Chiquadrat-Funktionen kdnnen als Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen mit dem Gesamt-Integral
gleich 1 interpretiert werden.

Die Funktion verlduft bei einem Freiheitsgrad monoton fallend, bei 2 Freiheitsgraden ebenfalls, bei 3

Freiheitsgraden steigt sie zunichst an und fallt dann stetig. Ab 10 Freiheitsgraden wird sie der Normalverteilung
immer dhnlicher.

Chiquadrat-Dichtefunktionen fiir

\ unterschiedliche Freiheitsgrade

g

S

E [}

(=)

E df 10
Q

% Illdf‘5
.,QT

§ L |
g df 3
5 —
A=) df 1
=

Q

Chiquadrat
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~Empirische* Chiquadratfunktionen lassen sich durch das oben erwédhnte Additionsverfahren erzeugen und
haben in ihrer duBleren Gestalt groBe Ahnlichkeit mit den in der Graphik der Dichtefunktionen dargestellten
Funktionsverldufen, wie das folgende Beispiel einer empirischen Chiquadratverteilungen mit 5 Freiheitsgraden
zeigt:

Empirische Chiquadratverteilung mit df=5

Prozent

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
1 3 5 7 9 11 13 15 17 20
Chiquadrat

Der Unterschied der empirischen Chiquadratverteilung zur theoretischen Chiquadratverteilung besteht hier in
folgendem: Wahrend die Ordinate der empirischen Verteilung mit Prozent (Werte von 1 bis 100) bezeichnet
werden kann, wird die Ordinate der theoretischen Verteilung mit Wahrscheinlichkeitsdichte (Werte von 0 bis 1)
bezeichnet. Die theoretische Verteilung, die nach der o.a. Formel berechnet wurde, ist glatt, die empirische
Verteilung hat UnregelmaBigkeiten.

Praktisch wird die Chiquadrat-Verteilung dazu beniitzt, abzuschitzen, wie wahrscheinlich es ist, dafl bestimmte
chiquadrat-verteilte Rechenergebnisse in bestimmten Intervallen der Chiquadratverteilung als Resultat
empirischer Untersuchungen auftreten. Hierbei bedient man sich der Integrale (Flidchen unter) der
Chiquadratdichtefunktion. Diese Integrale der Chiquadrat-Dichtefunktionen liegen in Tabellenform vor, so daf3
aus ihnen entnommen werden kann, in welchen Intervallen der Chiquadratverteilung Chiquadratwerte mit
welcher Wahrscheinlichkeit auftreten konnen. So zeigt die folgende Graphik der aufkumulierten Flachen einer
Chiquadrat-Verteilung (df = 5), daB8 oberhalb des Chiquadratwertes 11 noch etwa 5 % der Werte von Chiquadrat
auftreten konnen.
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Aufkumulierte Chiquadratverteilung mit df=5
10 [———

804

604

40

204

Kunulierte Prozente

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
1 3 5 7 9 11 13 15 17 20
Chiquadrat

Die Wahrscheinlichkeit, aus Zufallsprozessen in chiquadratverteilten Variablen mit 5 Freiheitsgraden Werte von
grofBer als 11 zu erhalten, wére also gleich 0,05, wie nicht nur aus dieser empirischen Verteilung, sondern auch
aus den Tabellen zu den Flachen unter der Chiquadrat-Verteilung abgelesen werden kann.

5.2 Die t-Verteilung

Diese Verteilung ist ein ,,Zwitter®, da sie als Quotient aus einer Standard-Normalverteilung und einer Chi’-
Verteilung mit n Freiheitsgraden wie folgt konstruiert wird:

z
df

T,=

Die Variable z ist dabei ,,standard-normalverteilt mit dem Mittel 0 und der Standardabweichung 1; die Variable
2
X

ist chiquadrat-verteilt, mit df Freiheitsgraden.

Die Entstehung einer t-Verteilung kann an der folgenden Tabelle nachvollzogen werden:
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VAl Zy* /S Z4 Zs Zg chi*yes | tyrs
/5

,83 ,00 ,00 24 58 -1,26 33 -2,20
00 77 16 112 17 1,94 45 2.90
,08 2,30 ,00 .94 ,69 1,39 ,80 1,55
13 ,07 ,17 1,24 ,75 -,70 47 -1,02
3,44 ,00 ,02 3,10 4,18 -1,28 2,15 -,87
3.12 1.86 10 23 23 3 11 41
,10 ,05 ,68 ,44 3,85 ,24 1,02 24
2,67 ,10 ,00 ,01 2,96 -1,01 1,15 -,94
,03 ,48 ,00 1,29 ,14 1,06 ,39 1,70
10 96 09 1,07 50 _18 55 -24
12 ,00 1,42 4,52 ,32 -,56 1,28 -,50
1,35 1,12 7,51 2,92 15 1,45 2,61 .90
2,04 1,92 ,63 ,20 2,84 ,68 1,52 55
76 08 1,97 21 01 02 61 03
,20 ,61 1,14 ,01 55 ,84 ,50 1,19
3,19 ,10 ,17 1,97 1,78 1,52 1,44 1,27
2,32 1,30 ,94 ,76 1,07 -,24 1,28 -,21
1,03 132 20 23 1,07 -1,63 77 _1.87
.54 1,84 5,74 ,82 ,05 =58 1,80 -43
.34 1,49 45 3,95 ,07 ,79 1,26 ,70

Durch Addition entsteht aus 5 quadrierten z-Verteilungen eine Chiqudratverteilung mit 5 Freiheitsgraden. Teilt
man die Variable zg, die nicht quadriert wurde, durch die Chiquadratverteilung, deren einzelne Werte zuvor noch

durch 5 (die Menge ihrer Freiheitsgrade) geteilt und aus denen noch die 2. Wurzel gezogen wurde, dann erhélt
man die gewiinschte t-Verteilung mit 5 Freiheitsgraden.

Die Dichtefunktion der t-Verteilung lautet

df +1
2

hyt)=

Jamr &

mit df als Freiheitsgraden.

Die t-Verteilung hat, wenn die Freiheitsgrade 3 und groBer sind, einen Erwartungswert (Mittel) von 0 und eine

Varianz von

Deshalb wird mit wachsenden Freiheitsgraden wird die t-Verteilung der Normalverteilung &hnlich, weil die
Varianz der Standardnormalverteilung 1 ist und bei wachsenden Freiheitsgraden der Ausdruck fiir die Varianz

i

s2=

der t-Verteilung sich 1 anndhert.

df-2
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Vergleich von Normalverteilung und t-Verteilungen
mit df = 1 und df = 6 (Dichtefunktionen)

= t-Verteilung df=6
o t-Verteilung df=1

f(z) beziehungsweise f(t,df)

= Normalverteilung

4 3 2 1 0 1 2 3

z beziehungsweise t

4

Praktisch bedeutsam wird die t-Verteilung z.B. im Zusammenhang der Priifung von Hypothesen tiber
Mittelwertsunterschiede zweier Stichproben und der Priifung der Signifikanz von Korrelationskoeffizienten.

5.3 Die F-Verteilung

Die F-Verteilung entsteht aus dem Quotienten zweier chiquadrat-verteilter Zufallsvariablen, die verschieden
viele Freiheitsgrade haben kénnen (m und n), und die jeweils durch die Menge ihrer Freiheitsgrade geteilt
werden:

Demonstration der Formel:

Die folgende Tabelle enthilt 4 quadrierte z-Verteilungen z,,?| bis z,%, deren Summe, durch 4 geteilt,
chiq,, /m bildet; weiterhin enthilt die Tabelle 6 quadrierte z-Verteilungen z,?, bis z,%, deren Summe, durch 6
geteilt, chig, /n bildet. Der Quotient (chiq,,/m)/ (chig,/n) wird gebildet und man erhilt die F-verteilte Variable
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mit 4 Freiheitsgraden im Zéhler und 6 Freiheitsgraden im Nenner:

zm?| zm?, zm?; zm?, zn* zn?, zn%; zn?, zn’s zZn?g chign |chig, |fas
m n
,83 ,12 ,00 ,00 ,00 1,42 24 4,52 ,58 ,32 24 1,18 ,20
,00 1,35 77 1,12 ,16 7,51 1,12 2,92 17 ,15 ,81 2,01 ,40
,08 2,04 2,30 1,92 ,00 ,63 ,94 ,20 ,69 2,84 1,58 ,88 1,79
,13 ,76 ,07 ,08 ,17 1,97 1,24 221 15 ,01 ,26 ,72 ,36
3,44 ,20 ,00 ,61 ,02 1,14 3,10 ,01 4,18 ,55 1,06 1,50 71
3,12 3,19 1,86 ,10 ,10 ,17 23 1,97 23 1,78 2,07 ,75 2,77
,10 2,32 ,05 1,30 ,68 ,94 44 ,76 3,85 1,07 ,94 1,29 ,73
2,67 1,03 ,10 1,32 ,00 ,20 ,01 23 2,96 1,07 1,28 ,75 1,71
,03 ,54 48 1,84 ,00 5,74 1,29 ,82 14 ,05 72 1,34 ,54
,10 ,34 ,96 1,49 ,09 45 1,07 3,95 ,50 ,07 72 1,02 ,71

Die Dichte-Funktion lautet (fiir x = 0)

r(’”;”j m % (}()’;1 _
) Gy

g(m,n)=

Eine Zufallsvariable, die F-verteilt ist, hat den Erwartungswert (arithmetisches Mittel)

n

X =
n—1

firn>3

und die Varianz

2n'(n+m-2)
m(n-4)(n—2)

(Vgl. Bamberg, Bauer: Statistik, 3. Auflage, Oldenburg, S. 11).

S? > firm>5

Die Integrale dieser Dichtefunktionen liegen tabelliert vor, wobei zu beachten ist, daB jede F-Verteilung zwei
verschiedene Angaben iiber die Freiheitsgrade m und n im Zahler und im Nenner auf sich vereinigt.
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F-Verteilung fiir unterschiedliche Praktisch
. bedeutsam wird
Freiheitsgrade die F-Verteilung
1,2 z.B. bei der
Untersuchung der
Frage, ob mehrere
Stichproben mit
verschieden
grofen Varianzen
aus der gleichen -

0 _ normalverteilten -
A - En 30, n=20 Grundgesamtheit
,2 * m=12,n=10 gezogen worden
wee sein kénnen. Siehe
0,0 =< gy M=06,n=4 hierzu das Kapitel
070 94 98 192 176 270 294 298 392 396 490 474 478 iiber den F-Test
2 ,6 1,01,41,82,22,63,03,43,84,24,65,0 unten.

F-Werte
6. Der Standardfehler von Stichprobenkennwerten

6.1. Allgemeines.

Terminologisch muB} folgendes nochmals betont werden: Fiir Stichproben werden die Lage- und

Streuungsmafle ,,Kennwerte* genannt. Sie werden mit lateinischen Buchstaben ( x, s ) bezeichnet. Berechnet

man Lage- und Streuungsmalle von Grundgesamtheiten, dann bezeichnen wir diese mit griechischen
Buchstaben (arithmetisches Mittel = p; Standardabweichung = ¢ ) und nennen sie ,,Parameter*.

Stichprobenkennwerte streuen um die entsprechenden Parameter der Grundgesamtheit, wie leicht
nachzuvollziehen ist, denn es wire schon ein merkwiirdiger Zufall, wenn man beim Stichprobenziehen immer
Kennwerte bekdme, die genau den Parametern entsprichen. Interessant ist nun, ob die Streuung der Kennwerte
bekannt ist und ob man hieraus statistisch Nutzen ziehen kann.

6.2. Der Standardfehler des arithmetischen Mittels

6.2.1 Demonstration des Standardfehlers des arithmetischen Mittels

Wenn wir wissen wollen, in welchem Bereich wir den Mittelwert einer Stichprobe erwarten diirfen, wenn wir
die Stichprobengrofe und den wahren Mittelwert kennen, dann koénnten wir hierzu ein Experiment durchfiihren.
Wir ziehen aus einer grolen Grundgesamtheit fortlaufend Stichproben eines bestimmten Umfangs und notieren
jeweils den Mittelwert X . Die notierten Mittelwerte stellen wir wiederum in einer Haufigkeitsverteilung dar und
berechnen fiir diese die Standardabweichung.



Beispiel: Aus einer Stichprobe mit 4000 Personen aus Aktienhausen werden 10 Stichproben
(Einkommensangaben in DM) gezogen.
Die wahren Werte (Parameter der Grundgesamtheit) sind:

Arithmetisches Mittel n= 3020,80
Standardabweichung o= 796,12
Minimum 323,39

Maximum 6323,96
n = 4000

Graphik der Haufigkeitsverteilung in der Grundgesamtheit:

Monatseinkommen in Aktienhausen

600
500 =
400 1| B
300 - u
200 u ]
— — Std.abw. = 796,12
100 a L Mittel = 3020,8
0l e N = 4000,00
RO ENAIISCEICA ST ACLICINCL
Q D DD DD DD N B D

Monatseinkommen in DM

10 Stichprobenkennwertgruppen, die bei ca. 5-prozentiger Auswahl zustandekommen, sind:

Variable ar. Mittel Std-Abw. Minimum Maximum n
STICHPROBE NR. 1 3050,37 821,37 1099, 84 4691, 61 174
STICHPROBE NR. 2 3000,93 745,35 558,16 4741,84 186
STICHPROBE NR. 3 3068,58 816,77 1000, 76 6323,96 223 xExx
STICHPROBE NR. 4 2947,53 776,78 718,65 5329,43 211 xx*x*
STICHPROBE NR. 5 3056,28 854,96 958,02 6323,96 182
STICHPROBE NR. 6 3006,44 817,24 459,24 5416,04 213
STICHPROBE NR. 7 2994,61 849,97 447,67 5298, 42 200
STICHPROBE NR. 8 2948,32 754,04 1345,91 5036,31 189  HAxkx
STICHPROBE NR. 9 2970, 61 776,48 323,39 4821,20 186  <xkx
STICHPROBE NR. 10 3019,45 807,99 1060, 44 5549,10 202

Berechnen wir aus den 10 Stichprobenmittelwerten eine Standardabweichung, dann
erhalten wir folgendes Ergebnis:

Standardabweichung der Stichprobenmittelwerte = 43,14

86

Diese Standardabweichung der Stichprobenmittelwerte wird nun Standardfehler genannt. Wir bemerken, daf3
die 10 Mittelwerte der Stichproben nicht identisch mit dem wahren Wert sind. Wir konnen aber feststellen, dafl

6 von 10, also 60 % unserer Stichprobenmittel, im Intervall von p + ein Standardfehler liegen. Die Werte sind
oben fett gedruckt. Alle Stichprobenmittelwerte liegen in einem Intervall von + zwei Standardfehlern.

Uberpriife dies an folgenden Angaben:
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Wabhrer Mittelwert + 1 empirischer Standardfehler: 3020,8 + 43,14 = 3063,94
Wahrer Mittelwert - 1 empirischer Standardfehler: 3020,8 - 43,14 = 2977,66

Wabhrer Mittelwert + 2 empirische Standardfehler: 3020,8 + 86,28 =3107,08
Wabhrer Mittelwert - 2 empirische Standardfehler: 3020,08 - 86,28 = 2934,52

Wenn man den Standardfehler nun mit wenig Aufwand schétzen konnte, dann hétte man eine gute Methode, um
den Bereich abzuschétzen, in dem der wahre Wert p mit beispielsweise 60 % Wahrscheinlichkeit liegt, wenn
man eines der Stichprobenmittel kennt. Hierzu machen wir uns folgende GesetzméaBigkeit zunutze:

Der Standardfehler des Mittelwertes einer Verteilung

2
betrigt . = o
n

und ist gleich der Standardabweichung der Mittelwerte von Stichproben im Umfange n aus einer Population.
Dabei ist o 2 die Populationsvarianz.

Eine Haufigkeitsverteilung, die wir erhalten wiirden, wenn wir sehr viele Stichproben mit jeweils gleich groBBem
Umfang aus einer bestimmten Grundgesamtheit ziehen und jeweils das arithmetische Mittel dieser Stichproben

notieren wiirden, hitte eine Standardabweichung von (g .

Ist die Populationsvarianz unbekannt, wird sie geschétzt durch die Stichprobenvarianz, die mit dem Faktor n/(n-
1) multipliziert wird.

A _ A2 1_ 1 Z(Xi_)_c)z n 2()@_)—6)2
m—@*;—\/—* e

n n n—1 n(n—l)

Der Standardfehler des Mittelwerts kann somit, wie leicht zu erkennen ist, auch geschrieben werden als

& s
= T

Der ,,zentrale Grenzwertsatz besagt, da3 die Mittelwerte von Stichproben des Umfangs n (fiir n>30), die ein
und derselben Grundgesamtheit entnommen werden, normalverteilt sind, unabhiingig davon, ob die
Grundgesamtheit auch normalverteilt ist, und zwar mit dem Mittelwert £ und der Standardabweichung von

(OFE

6.2.2. Zur Bedeutung des Standardfehlers des arithmetischen Mittels

Der Standardfehler ist, wie wir wissen, die Standardabweichung des arithmetischen Mittels von Stichproben mit
der GroBe n. Er wiirde die Standardabweichung einer Verteilung darstellen, die bei zahlreichen
Stichprobenziehungen aus einer gegebenen Grundgesamtheit fiir die Variable ,,Arithmetisches Mittel der
Stichprobe im Umfange von n‘ entstiinde.

Er ist definiert durch (s. 0.)



88

S

&= T

Wird nun n variiert, dann ergeben sich fiir die Verteilung des Stichprobenmittels unterschiedliche Gestalten. Die
Kurve der Wahrscheinlichkeitsdichte wird um so steiler, je gro3er n ist. Die folgende Graphik demonstriert dies
fiir Stichproben mit

N
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BB BB
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1,

die aus einer standard-normalverteilten Grundgesamtheit gezogen wurden:
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= n = 81
-2,98 -2,34 -1,70 -1,06 -,42 ,22 ,86 1,50 2,14 2,78
ZWERTE

Der Bereich, in dem das arithmetische Mittel einer Stichprobe auftauchen kann, wird daher mit wachsendem n
der Stichprobe immer schmaler.

Fiir SPSS-Interessenten sei noch mitgeteilt, wie man mit Hilfe von SPSS eine solche Graphik herstellt:

1.  Man definiert auf dem leeren Daten-Editor 301 Félle mit dem Befehl:
»Daten —  gehe zu Fall 301 | Eingabe irgeneiner Zahl in ein Feld des Falles 301,

2.  Man weist diesen Fillen z-Werte mit folgendem Befehl zu:

Standardnormal



COMPUTE zwerte = $casenum/50 - 3 .
EXECUTE .

3. Man weist den Féllen standardnormalverteilte Ordinaten mit folgendem Befehl zu:

COMPUTE normalv = (1/((1/1)*2.50663))*2.71828**(0-0.5*((zwerte-0)/(1/1))**2).
EXECUTE .

In diesem Befehl steckt die Wurzel aus n an den Stellen, die hier durch Pfeile bezeichnet sind. Bei der
Standardnormalverteilung ist Wurzel aus n = 1.

4. Man erzeugt eine Graphik der Standardnormalverteilung mit folgendem Befehl:

GRAPH
/LINE(SIMPLE)=VALUE(normalv) BY zwerte .

4. Man erzeugt fur die Verteilung der Standardfehler mit n = 4, n=9, n = 25, n = 81 entsprechende
Variablen durch folgende Befehlsketten, in die an den unterstrichenen Stellen jeweils die Wurzel
aus n eingeflgt ist:

n=4

COMPUTE nor4 = (1/((1/2)*2.50663))*2.71828**(0-0.5*((zwerte-0)/(1/2))**2).
EXECUTE .

n=9

COMPUTE nor9 = (1/((1/3)*2.50663))*2.71828**(0-0.5*((zwerte-0)/(1/3))**2).
EXECUTE .

n=25

COMPUTE nor25 = (1/((1/5)*2.50663))*2.71828**(0-0.5*((zwerte-0)/(1/5))**2).
EXECUTE .

n =281

COMPUTE nor81 = (1/((1/9)*2.50663))*2.71828**(0-0.5*((zwerte-0)/(1/9))**2).
EXECUTE .

5. Die Graphik erzeugt man durch den Befehl

GRAPH
/LINE(MULTIPLE)= VALUE(normalv nor4 nor9 nor25 nor81 ) BY zwerte .

Diese Graphik kann dann weiterbearbeitet werden.

Viel Vergniigen beim Nacharbeiten !

89
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6. 3. Der Standardfehler von Prozentsétzen

Der Standardfehler von Wahrscheinlichkeiten 148t sich — in Anlehnung an die Binomialverteilung — ebenfalls
bestimmen, sofern man die Frage auf Situationen begrenzt, wo in der Stichprobe zwei Eigenschaften vorliegen,
die einander ausschlieen (wie ,,krank* und ,,gesund®). In diesem Fall kann der Standardfehler bestimmt werden
aus der Gleichung:

p und q sind hier die einander ausschlieBenden Wahrscheinlichkeiten, in deren Umfang in der Stichprobe
jemand krank oder gesund ist. Es muB} allerdings gelten: npq > 9. Wenn z. B. p=0,3 und q = 0,7 sind, dann
miiflte n mindestens 43 betragen, weil dann npq = 9,03 wire.

Der Standardfehler fiir Wahrscheinlichkeiten wére dann:

Beispiel: Wir ziehen eine Stichprobe von 200 Tomaten, von denen 20 % krank sind (p = 0,2) und 80 % gesund
sind
(q=0,8). Der Standardfehler dieser Wahrscheinlichkeiten wiirde sich wie folgt errechnen:

,=( (0,2 *0,8)/200)"" = 0,0283

Will man hieraus einen Standardfehler fiir Prozentsétze machen, multipliziert man das Ergebnis mit 100. Es
kédme also ein Standardfehler fiir den Prozentsatz kranker Tomaten von 2,83 Prozent heraus.

7. Statistische Tests

Im Unterschied zu den Intervall-Schitzverfahren, bei denen fiir einen Parameter (z. B. p) ein Bereich angegeben
wird, in dem dieser unter bestimmten Voraussetzungen (z.B. Normalverteilung und Kenntnis der Varianz der
Grundgesamtheit bei gegebenen Stichprobendaten) mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit liegt, werden beim
Testen statistischer Hypothesen Bereiche einer Priifverteilung bestimmt, innerhalb deren eine sogenannte
»Nullhypothese mit einer bestimmten ,,Irrtumswahrscheinlichkeit™ beibehalten bzw. abgelehnt wird. Die Werte
der Priifverteilung werden mit einem Kritischen Wert ¢ verglichen, der seinerseits einer bestimmten Irrtums-
Wabhrscheinlichkeit entspricht, deren Niveau vorab festgelegt wird. In der Regel ist dies die Wahrscheinlichkeit,
eine Nullhypothese irrtiimlich abzulehnen, obwohl sie richtig ist.

Beim Aufstellen statistischer Hypothesen formuliert man in der Regel eine Alternative in der Form: "Wir
nehmen an, es ist so und nicht so." Die Aussage bezieht sich auf Eigenschaften der Grundgesamtheit, die Basis
der Aussage sind, u.a. Stichprobendaten. Die Stichprobendaten und Uberlegungen dariiber, welches Risiko man
eingehen will, sich bei der Annahme oder Verwerfung einer Hypothese zu irren, fithren zur Entscheidung fiir
die eine der Alternativen und gegen die andere.

7.1. Zur Terminologie

Die beiden Alternativen, um die es hierbei geht, werden in der Statistik als "Nullhypothese" und "Alternativ-
Hypothese" bezeichnet.

Bamberg/Baur sprechen von der zu untersuchenden Hypothese immer als ""Nullhypothese" (H,). Die
Gegenhypothese nennen sie immer Alternativhypothese (H,). Noch eine weitere terminologische Festlegung
spielt in diesem Zusammenhang eine Rolle:
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Der Fehler 1. Art oder alpha-Fehler liegt vor, wenn ich die Alternativ-Hypothese H; annehme, obwohl Hy
richtig ist. Die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten dieses Fehlers heif3t o (alpha).

Der Fehler 2. Art oder beta-Fehler liegt vor,

wenn ich die Null-Hypothese annehme, obwohl Hy richtig ist.
Die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten dieses Fehlers

heifit 3 (beta).

Die Grofe o (alpha) wird als "Irrtumswahrscheinlichkeit" bezeichnet, die Grofe 1 - o als
Sicherheitswahrscheinlichkeit oder auch als ,,Signifikanzniveau* (Bosch, K.: Elementare Einfithrung in die
angewandte Statistik, a.a.0., S. 75).

7.2. Zur Struktur der Statistischen Tests

(1) Fiir jede Fragestellung eines statistischen Tests gibt es eine Priifverteilung (Testfunktion), deren Integral
gleich 1 ist. Diese Priifverteilung ist in Abhingigkeit davon zu wéhlen, wie das Verteilungsgesetz jener
Kennwerte ist, mit deren Hilfe unsere Nullhypothese formuliert wird.

(2) Fiir den Wertebereich der Priifverteilung wird bestimmt, wie grofl o oder (1 - o) sein sollen und wo daher
der Annahmebereich und wo der Ablehnungsbereich fiir Hy liegen soll. Die Grenze zwischen beiden
Bereichen soll ¢, der ,,Kritische Wert*, markieren.

(3) E wird gepriift, welcher Wert der Testfunktion aus den empirischen Daten berechnet werden kann und ob
dieser
empirische Wert in den Annahme- oder Ablehnungsbereich fiir H, féllt.

7.3. Beispiele
7.3.1. Z-Test und t-Test auf Abweichung der Stichprobe von der Grundgesamtheit

7.3.1.1. Z-Test

Beispiel fiir eine groBe Stichprobe mit beliebig verteilter Grundgesamtheit:

49 Studierende (Stichprobe) erlangen in einer Klausur im Durchschnitt 75 Punkte und eine Standardabweichung
von 9 Punkten, in der zuvor eine groe Gruppe (Population) Studierender im Durchschnitt nur 72 Punkte
erreichten. Wir wollen wissen, ob es sich um eine zufillige Abweichung handelt, bei einer
Irrtumswahrscheinlichkeit von & = 1%

Zunéchst legen wir fest, da3 unser Test ,,zweiseitig™ sein soll, das heifit, wir machen keine Vorannahme dariiber,
ob erwartet wird, daB unser empirisches arithmetisches Mittel der Stichprobe groBer oder kleiner als das
arithmetische Mittel der Grundgesamtheit ist.

Die Nullhypothese hétte hiernach die Formulierung: H, : gt = x
Die Alternativhypothese hitte hiernach die Formulierung: H | @y # x

Hatten wir uns fiir einen ,,einseitigen* Test der Nullhypothese entschieden, dann kdnnte die Alternativhypothese

zwei unterschiedliche Formulierungen haben: entweder H, : i < x oder H L TH> x.
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Fiir einen zweiseitigen Test miiiten wir nun einen kritischen Wert (¢) ermitteln, der uns hilft, die Bedingung
einzuhalten, daf} die Irrtumswahrscheinlichkeit & = 1% sein soll.

Wir wissen, dall die Mittelwerte aus hinreichend grofen Zufallsstichproben normalverteilt sind, mit der
Standardabweichung in der Gréenordnung des Standardfehlers und dem arithmetischen Mittel p. Hierzu stellen
wir durch Analyse der Tabelle der Standardnormalverteilung fest, dal aulerhalb des Intervalls - 2,58 bis + 2,58
etwa 1% der Flache der Dichtefunktion der Standardnormalverteilung liegen, das heif3t: oberhalb von z =+2,58
liegen 0,5 % der Flache, unterhalb von z = - 2,58 liegen ebenfalls 0,5 % der Flache, was zusammen 1 % der
Fléache sind.

Wie konnen wir diese Feststellung anhand der Tabelle der Standardnormalverteilung machen ? Dies hier zu
erkldren, wiirde voraussetzen, daB hier die entsprechende Tabelle hier abgedruckt wird, was aber nicht
geschieht. Sie befindet sich, mit Gebrauchsanweisung im Anhang. Statt dessen wird versucht, das Prinzip
graphisch zu erldutern:

Demonstration des Annahmebereichs fir eine zwei- oder einseitige

Nullhypothese im Intervall von -2,58 bis +2,58 bzw. unterhalb von +2,32
100

80 =

60 +

40 +«

Kumulative Prozent

0

-3,00 -2,36 -1,72 -1,08 -,44 ,20 ,84 1,48 2,12

-2,68 -2,04 -1,40 -, 76 -12 ,52 1,16 1,80 2,44

Z

Dem Tabellenwert in der Standardnormalverteilung z = - 2,58 entspricht eine von links nach rechts
aufkumulierte Wahrscheinlichkeit von 0,0049 = 0,005. Das sind 0,5 % der Flache der Standardnormalverteilung.
Wegen der Symmetrie der Standardnormalverteilung ist das gleichzeitig die Fliche, die oberhalb des
Tabellenwertes von + 2,58 noch bis 100 % fehlt. Wir konnen daher den kritischen Wert c als jenen z-Wert
bestimmen, der gleich 2,58 ist.

Wir errechnen nun unser empirisches z:

Xop_T5-T72 3/1,.28=2.3333
z = = = ,28=2,
s 9/4/49

Jn

Unser empirisches z ist kleiner als c. Daher behalten wir die Nullhypothese bei 1% Irrtumswahrscheinlichkeit
und zweiseitigem Test bei.

2,76
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Hitten wir aber erwartet, dall unser arithmetisches Mittel aus der Stichprobe auf jeden Fall groBer ist als das
Mittel der Grundgesamtheit (einseitiger Test), dann hétten wir einen kritischen Wert von ¢=2,326347 erhalten,
da rechts von diesem Wert in der Dichtefunktion der Standardnormalverteilung ca. 1% ihrer Flache liegt.

7=2,333 ist geringfiigig grofer als dieses neu bestimmte c fiir den einseitigen Test. Unter diesen Bedingungen
hétten wir die Nullhypothese abgelehnt und die Alternativhypothese angenommen.

7.3.1.2. t-Test

20 Studierende erlangen in einer Klausur im Durchschnitt 75 Punkte, in der zuvor 1000 Studierende im
Durchschnitt nur 72 Punkte erreichten, mit einer Standardabweichung von 9 Punkten. Wir wollen wissen, ob es
sich um eine zufillige Abweichung handelt, bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von & =1%. Wir fiihren einen
einseitigen Test durch. Die Nullhypothese lautet wieder:

Hy:pu=x
Die Alternativhypothese hitte die Formulierung:

le,u<)_c

Da wir wissen, daf} das arithmetische Mittel kleiner Stichproben aus einer Grundgesamtheit nicht normalverteilt
ist, sondern t-verteilt, errechnen wir jetzt keinen empirischen z-Wert — wie oben — sondern einen empirischen t-
Wert (nach der gleichen Formel wie vorher den empirischen z-Wert).

-T2 =3/2,01=1,49
9/\/_ ) )

Woher bekommen wir nun einen ,,kritischen t-Wert®“, den wir auch wieder ¢ nennen kénnen und mit dem wir
unser empirisches t vergleichen kénnen? Wir finden ihn in jener t-Verteilung, die n-1 Freiheitsgrade hat, also
hier 20-1 = 19 Freiheitsgrade. Fiir die t-Verteilung mit 19 Freiheitsgraden gilt, daf3 rechts vom Wert t= 2,539
etwas weniger als 1% der Gesamtflache der Verteilung liegt. Diese Feststellung wire bei einem einseitigen Test
mit 1% Irrtumswahrscheinlichkeit zu machen. Fiir diesen Test wire also ¢=2,539. Wir miissen in diesem Fall die
Nullhypothese beibehalten, da3 unsere Stichprobe aus der Grundgesamtheit hétte gezogen werden kénnen, denn
t=1,49 ist kleiner als ¢=2,539.

Die beiden Beispiele zeigen, dal3 bei fast identischen Bedingungen, nur durch Variation der Stichprobengrofe,
verdnderte Ergebnisse unserer Hypothesenpriifung entstehen, weil wir bei kleinen Stichproben die t-Verteilung
benutzen.

7.3.2. t-Test fUr die Differenz zweier Mittelwerte aus unabhangigen Stichproben aus 2
varianzhomogenen Grundgesamtheiten

Es seien zwei unabhéngige Stichproben gegeben, die aus normalverteilten Grundgesamtheiten stammen, deren
Varianzen als annihernd gleich gro3 angenommen werden, die aber unbekannt sind. Fiir diese Stichproben

kenne ich die arithmetischen Mittel fl. die Standardabweichungen s; und den Umfang n;
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Fiir diesen Fall konnen wiederum verschiedene Formulierungen einer Alternativhypothese H; zu einer
einheitlichen Nullhypothese H, (Ho = die beiden Stichproben stammen aus einer gemeinsamen
Grundgesamtheit) vorgenommen werden, wie folgt:

H,: /u1: qu (a) Hi= 1u1 # qu (,,zweiseitiger Test*)

oder (b)H= /Uf /le (,,einseitiger Test*)

oder (c)H= IU1> lle (,,einseitiger Test*)

Wir wissen, daf3 fiir kleinere Stichproben, deren Elemente zusammen weniger als 50 ausmachen, die Differenz
der Mittelwerte t-verteilt ist, mit n;+n,- 2 Freiheitsgraden.

Um hiervon Gebrauch machen zu konnen, miissen wir den Standardfehler der Mittelwertedifferenz schéitzen.
Er errechnet sich nach folgender Schétzformel:

z(xil_fl)z +2(x,'2_)?2)2 *{ 1 1 }

CE)?.—)E: (n1—1)+(n2_1) n

n. n

Wenn die geschétzten Populationsvarianzen (die gleich den Stichprobenvarianzen sind) bekannt sind, gilt fiir
den Standardfehler der Mittelwertsdifferenzen:

(nl—l)*o_:f+(n2—1)*£ 11

(n1_1)+(n2_1) ;14_;2

@fffz -

Haben wir diesen ermittelt, dann kdnnen wir den zugehdrigen t- bzw. z-Wert wie folgt ermitteln:

d.h. wir setzen den Standardfehler in den Nenner des o.a. Bruchs.

Die Anwendung dieser Formel ist nur gestattet, wenn die Grundgesamtheiten normalverteilt sind, aus denen die
Stichproben entnommen wurden und wenn die Varianzen dieser Grundgesamtheiten ,,homogen® sind. Fiir den
Fall inhomogener Varianzen miissen Verfahren mit Korrekturformeln benutzt werden. Ob homogene Varianzen
vorliegen, wird entweder mit dem F-Test oder mit dem Levene-Test gepriift (den wir hier nicht besprechen).

Ein Beispiel fiir die Anwendung der o.a. Formeln sei folgendes: Eine Studentengruppe (I) erziele im
Intelligenztest folgende Werte:

97 97 106 109 102 105 96 95 98 103 105 101 102 99 100
97 111 97 106 102 98 102 98 104 107 100 98 98 110 101
101 103 95 103

Eine andere Gruppe (II) erzielte folgende Werte:

106 114 99 101 105 98 110 110 100 102 104 102 109 101 110
106 103 109 99 110 101 105 110 112 106 113 102 102 102 107 105

Wir wollen wissen, ob beide Gruppen aus der gleichen Stichprobe entnommen worden sein kdnnen, d.h. die
Nullhypothese wiirde lauten:



Hy: lu1: qu

Die Alternativhypothese wiirde- wenn wir einen zweiseitigen Test wihlen — lauten:

HIIILIl # /le

Wir wollen die Nullhypothese bei 1 % Irrtumswahrscheinlichkeit priifen.

Wir errechnen fiir die Gruppe 1 und 2 folgende Kennwerte:

Gruppenstatistiken

Standardfe

Standardab hler des
GRUPPE N Mittelwert weichung Mittelwertes
1,00 34 | 101,3529 4,2489 , 7287
2,00 31 | 105,2581 4,4719 ,8032
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Durch Quadrierung der Standardabweichungen gewinnen wir die Varianzen:

Varianz in Gruppe 1 18,053
Varianz in Gruppe 2 19,998

Zur Schitzung des Standardfehlers der Mittelwertdifferenz setzen wir ein:

5 - (34_1)*18'053+(31_1)*19’99*(i+ij=1,0819
XX (34-1)+(31-1) 34 31

t 1aBt sich jetzt leicht ermitteln:

,_10135-105,26 _

-3,610
1,0819

Dieser t-Wert miifite jetzt mit einem Kriteriumswert ¢ verglichen werden. Wir wissen, daf3 die
Mittelwertsdifferenz zweier unabhdngiger Stichproben t-verteilt ist, und zwar mit n; —1 + n, —1 Freiheitsgraden.

Die Flache auBlerhalb des Intervalls von - 2,660 bis + 2,660 betrdgt etwa 1%. Unser gesuchtes ¢ wire daher 2,66.
Daher kann man hier die Nullhypothese, dafl kein Unterschied der Populationen bestiinde, aus denen die
Stichproben gezogen sein kdnnten, mit mindestens 1% Irrtumswahrscheinlichkeit verwerfen (zweiseitiger Test),
denn ¢=2,66 < t=3,610.

Bei einem einseitigen Test miifiten wir hier die Alternativhypothese anders formulieren, und zwar wie folgt:

Hi= 1 < ML
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Wir miifiten — wie leicht festgestellt werden kann - mit einem ¢ = 2,39 rechnen und kdmen zum gleichen
Ergebnis: Ablehnung der Nullhypothese.

Dies alles gilt allerdings nur unter der Voraussetzung, dafl die Varianzen der beiden Gruppen ,,homogen* sind.
Diese Homogenitdt kann mittels des F-Test liberpriift werden. Heutzutage wird in SPSS die Varianzhomogenitét
mittels des Levene-Tests iiberpriift, der hier nicht besprochen wird.

7.3.3. Der F-Test

Der F-Test — der neuerdings bei Durchfiihrung des t-Test in SPSS durch den ,,Levene-Test* ersetzt wurde — ist
u. a. geeignet, die Homogenitét zweier Varianzen zu priifen. Das bedeutet, es wird die Nullhypothese gepriift

H,= O'l2 = (722 , und zwar fast immer einseitig gegen die Alternativhypothese
H, =0 >0,

Daher setzt man fiir O'l2 immer die grofere Varianz ein, fiir 0'22 die kleinere.
Die Teststatistik, F wird wie folgt berechnet:

S

S

F=

I\)|

S

n

Hierbei sind m und n die Freiheitsgrade (Stichprobengrofle minus 1) der jeweiligen Varianzen, wobei m der
groferen, n der kleineren Varianz zugerechnet wird. Ob die Nullhypothese (s.o.) beibehalten werden kann,
richtet sich nach dem Vergleich eines empirischen F-Wertes mit einem kritischen F-Wert. Diesen gewinnen wir
aus der Tabelle der F-Verteilung, in der wir in der Regel folgende Informationen vorfinden:

Kopfzeile: Freiheitsgrade fiir die grofere Varianz

Vorspalte: Freiheitsgrade fiir die kleinere Varianz

Zelle: Zwei Werte: a) kritischer F-Wert fiir eine Irrtumswahrscheinlichkeit von 5 %. b) kritischer Wert fiir eine
Irrtumswahrscheinlichkeit von 1 %.

Wird der kritische Wert von dem empirischen unterschritten, behalten wir die Nullhypothese bei, und — bei
Homogenitétspriifung — wére unsere Varianzhomogenitit gegeben. Wird der kritische Wert von dem
empirischen {iberschritten, wird die Nullhypothese abgelehnt und die Varianzhomogenitit wére nicht gegeben.
Im Falle des t-Tests miifiten wir daher mit einem Verfahren vorlieb nehmen, das diese Inhomogenitit der
Varianzen beriicksichtigt.

7.3.4. t-Test fur die Differenz zweier Mittelwerte aus varianzheterogenen
Grundgesamtheiten

MuB man im konkreten Falle die Voraussetzung fallen zu lassen, daf3 die Varianzen gleich grof3 sind und bleibt
die Voraussetzung erhalten, da3 die Grundgesamtheiten normalverteilt sind, aus denen die Stichproben gezogen
wurden, dann lautet fiir diesen Fall die Formel der Testfunktion (Korrekturformel nach Welch):

f1_.¥2
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Dieses t bezieht sich auf eine t-Verteilung mit Freiheitsgraden (df), die nach folgendem Verfahren ermittelt

werden:
1
df = 5 5
g  (-g
n1_1 nz_l
2
S
fir g =7 n, 3
S 8
n n,

In diesen Formeln bedeuten

;1 = arithmetisches Mittel der Stichprobe 1

x2 = arithmetisches Mittel der Stichprobe 2

n; = Umfang der Stichprobe 1
n, = Umfang der Stichprobe 2
s; = Standardabweichung der Stichprobe 1
s, = Standardabweichung der Stichprobe 2

Fiir unseren oben durchgefiihrten Gruppenvergleich bedeutet die Benutzung der Formel nach dem Welch-Test,
daf der t-Wert sich verandert und auch die Menge der Freiheitsgrade jener t-Verteilung, aus der man den

kritischen Wert gewinnt.

Eine vergleichende Rechnung zeigt die unterschiedlichen Ergebnisse:

Test bei unabhéangigen Stichproben

Varianzen sind

Varianzen sind gleich nicht gleich
Levene-Test der F 322
Varianzgleichheit Signifikanz 573
T-Test fir die T -3,610 -3,601
Mittelwertgleichheit  gf 63 61,706
Sig. (2-seitig) ,001 ,001
Mittlere Differenz -3,9051 -3.9051
Standardfehler der Differenz 1,0819 1,0845

Bei Annahme der Varianzenhomogenitét ist t =-3,61, und es wird an einer t-Verteilung gepriift mit 63

Freiheitsgraden. Bei Annahme der Inhomogenitét ist es absolut etwas kleiner: t = - 3,601, und es wird an einer
Verteilung mit nur 61,7 Freiheitsgraden gepriift. Auffillig ist, daB hier ,,gebrochene® Freiheitsgrade auftreten.
In der Praxis muf3 man hier also runden.
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7.3.5. t-Test fur Mittelwertsdifferenzen aus abhéngigen Stichproben.

Die unter 7.3.2. abgehandelten t-Tests beziehen sich auf die Fille ,,unabhingiger* Stichproben. Untersucht man
aber Fille mit Mefwiederholung an den Féllen einer einzigen Stichprobe, dann gelten die Datensdtze mit den
MeBwerten der MeBwiederholung als Stichproben, die von der ersten Stichprobe mit den ersten Messungen
abhéngig sind. Eine andere Terminologie spricht auch von MeBBwertpaaren.

In diesem Fall interessieren wir uns nicht nur dafiir, wie die Differenzen der Mittelwerte der ersten und der
zweiten Stichprobe (vor und nach dem Ereignis, an dessen Auswirkungen wir interessiert sind), sondern wir

wollen alle einzelnen Félle in ihrer Veranderung erfassen. Daher bilden wir den Ausdruck der
MeBwertedifferenz:

dzs = Xoza~ Xz

d ist die Differenz der ersten und der zweiten Messung a z.B. einer Versuchsperson mit der Nummer 23. Fassen
wir alle MeBwertdifferenzen in ihrem arithmetischen Mittel zusammen, dann kénnen wir schreiben:

>d,

n

Xi=

Fiir den Fall, daB wir annehmen, in der Grundgesamtheit zeige sich iiberhaupt kein Effekt eines interessierenden
Ereignisses, konnten wir die Nullhypothese als

H,= x_d =u=0
formulieren, die (ungerichtete) Alternativhypothese (fiir einen zweiseitigen Test) entsprechend:

Hy=x,#u=0
In diesem Fall konnen wir unser empirisches t wie folgt bestimmen:

=

X

Xa

ﬁf ist hierbei der Standardfehler der MeBwertpaardifferenzen. Er wird errechnet aus:

a — _Xd
Ox,~7,
Die Freiheitsgrade bestimmen sich hier durch df=n-1, wobei n gleich der Anzahl der MeBwertpaare it. Ist

n < 31, dann miissen die MeBwertdifferenzen in der Grundgesamtheit normalverteilt sein, wenn man den t-Test
benutzen will. Ist n > 50, dann kdnnen hier statt der t-Tabelle auch Werte aus der Tabelle der
Standardnormalverteilung benutzt werden.

Beispielrechnung:
In einem Gymnasium werden die Schiiler auf Musikalitdt hin getestet. Es gibt einen Vortest, ein Training und

einen Nachtest. Gefragt ist, ob sich die Werte im Nachtest signifikant von den Werten des Vortests
unterscheiden. In diesem Fall konnte angenommen werden, dall das Training sich positiv ausgewirkt hat.



Vortestwerte Nachtestwerte Nachtest minus Vortest
118,00 98,00 -20,00
102,00 133,00 31,00
101,00 127,00 26,00
111,00 104,00 -7,00

95,00 97,00 2,00
104,00 116,00 12,00
115,00 114,00 -1,00

91,00 100,00 9,00
102,00 123,00 21,00

97,00 110,00 13,00
101,00 105,00 4,00

93,00 127,00 34,00
116,00 119,00 3,00
118,00 112,00 -6,00

92,00 121,00 29,00
104,00 128,00 24,00
108,00 109,00 1,00
105,00 94,00 -11,00
109,00 105,00 -4,00
106,00 120,00 14,00
101,00 106,00 5,00
113,00 95,00 -18,00
105,00 106,00 1,00
105,00 114,00 9,00
108,00 98,00 -10,00

Summe: | Summe: Summe:
2620,00 | 2781,00 161,00

Es ergeben sich:

Das arithmetische Mittel der MeBBwert-Paar-Differenzen:

P L 6,44
25

Die Standardabweichung der Mef3wert-Paar-Differenzen:
sq= 14,9835

Der Standardfehler ergibt sich aus der Division dieser Standardabweichung durch Wurzel aus n, also durch 5:

= w =2,9967

Xd

Der empirische t-Wert errechnet sich somit aus:
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Xy _ 644 _
G. 2997

b

Der kritische t-Wert kann einer t-Verteilung mit df = n-1 = 24 Freiheitsgraden entnommen werden. Er betrigt
fiir eine Irrtumswahrscheinlichkeit a von 5 %: c¢= 2,06, wie wir der Tabelle der t-Verteilung entnehmen kdnnen
(bei zweiseitigem Test).

Da ¢ <t ist, wird hier die Nullhypothese abgelehnt und die Alternativhypothese angenommen.

7.3.6. Der Binomialtest

Der Test setzt voraus, da3 eine Zufallsstichprobe gegeben ist, in der ein Merkmal in einer gegebenen Haufigkeit
vorkommt, das nur zwei Auspridgungen hat. Die (kleinere) Haufigkeit des Auftretens einer der Auspragungen
kann dann darauthin untersucht werden, ob die Stichprobe aus einer Grundgesamtheit gezogen wurde, in der
eine bestimmte Wahrscheinlichkeit eben dieses Merkmals gegeben ist.

Mit Hilfe des Binomialtests 1dt sich daher die Nullhypothese priifen, da3 eine bestimmte Stichprobe, in der fiir
zwei einander ausschlieBende Ereignisse zwei unterschiedliche Haufigkeiten vorliegen, aus einer bestimmten

Grundgesamtheit stammt, in der diese Ereignisse mit gegebenen Wahrscheinlichkeiten p und q auftauchen. Die
Nullhypothese wiirde dann folgende Form haben:

H 0 = p K 2 p g

Die Alternativhypothese hitte die Form

Hl = p s < p g

Hierbei bedeuten

ps = Prozentsatz eines interessierenden Ereignisses in einer Stichprobe

ps= Prozentsatz desselben interessierenden Ereignisses in einer Grundgesamtheit.

Dem Binomialtest liegt die Binomialverteilung zugrunde, deren Formel wir oben schon kennengelernt haben:

ok
P o= (ka q

Sie bestimmt die Wahrscheinlichkeit P, daB3 ein Ereignis, fiir dessen Eintretenswahrscheinlichkeit p steht, in
einer Stichprobe vom Umfang n k-mal auftritt. Also zum Beispiel, dal beim Wurf von n=8 Miinzen k=2mal
der ,,Kopf* oben liegt. Diese Wahrscheinlichkeit konnten wir mittels der Binomialverteilung darstellen, die
Graphik zeigte eine dhnliche Gestalt wie die Normalverteilung, nur da3 die Variable k nicht stetig war, sondern
die diskreten Werte von k=0 bis k = n durchlief.

Bilden wir nun fiir diese Variable die Summenfunktion, d.h. kumulieren wir von links nach rechts die
Binomialverteilung auf, dann erhalten wir folgende Funktion:
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Hierbei bedeuten

n = Grofe der Stichprobe
u = Haufigkeit eines Merkmals, das nur zwei Auspriagungen haben
darf, in der Stichprobe
k = Laufvariable, die von 0 bis u l4uft.
p = Wahrscheinlichkeit des Eintretens dieses Merkmals in einer Grundgesamtheit

q=1-p

Diese Funktion bestimmt die Summe der Wahrscheinlichkeiten P, daf3 ein Ereignis, fiir dessen
Eintretenswahrscheinlichkeit p steht, in einer Stichprobe vom Umfang n  nullmal oder einmal oder zweimal
oder ...oder u-mal auftritt. Also zum Beispiel, daB beim Wurf von n=8 Miinzen der Kopf nullmal oder 1mal oder
2mal oder...oder 4mal oben liegt.

Diese Summe von Wahrscheinlichkeiten Py, kann minimal 0 und maximal 1 (entsprechend 100 %) sein, da u
maximal den Wert von n annehmen kann.

Fiir die Priifung unserer Nullhypothese benutzen wir nun diese Summenfunktion als Lieferanten unseres
Kriteriums c, das den Annahme- und Ablehnungsbereich der Nullhypothese in unserer Testfunktion
voneinander trennt. Wir legen c beispielsweise bei 0,05 bzw. 5 % fest und berechnen Py, Ist Py, kleiner als c,
dann lehnen wir die Nullhypothese ab, ist Py., grofer als ¢, dann behalten wir die Nullhypothese bei.

Rechenbeispiel:

In einer Untersuchung iiber Drogengebrauch geben 15 Personen aus einer befragten einer Gruppe (n = 15) an,
keine Drogen zu benutzen. Man vermutet aber, daf3 die Stichprobe einer Grundgesamtheit entnommen wurde, in
der 50 % Drogen gebrauchen. Nun ist die Frage, ob es Zufall ist, wenn alle, alle bis auf einen, alle bis auf zwei,
alle bis auf drei usw. den Drogengebrauch verneinen. Kodieren wir das Zugeben des Drogengebrauchs mit 1,
das Verneinen mit 2, dann kénnen wir mittels der Berechnung der kumulierten Wahrscheinlichkeiten ablesen,
wann die Nullhypothese beibehalten werden kann, bei 5 % Irrtumswahrscheinlichkeit und einseitigem Test, daf3
eine Stichprobe aus einer Grundgesamtheit mit 50 % Drogenbenutzern gezogen wurde.

In der folgenden Tabelle steht die Gruppe 1 fiir die den Drogengebrauch zugebenden Personen, die Gruppe 2
sind diejenigen, die den Drogengebrauch verneinen. Untereinander stehen in mehreren Zeilen zum Vergleich
Stichproben, die kein Mitglied der Gruppe 1 enthalten, 1 Mitglied enthalten, 2 Mitglieder enthalten etc...:
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Test auf Binomialverteilung

Kumulierte
Punktwahrs
Beobachteter | Testan | cheinlichkei | Punkt-Wahrs
N Anteil teil t cheinlichkeit
Gruppe 1 0 ,00 ,50 ,000 ,000
Gruppe 2 15 1,00
Gesamt 15 1,00
Gruppe 1 1 ,07 ,50 ,000 ,000
Gruppe 2 14 ,93
Gesamt 15 1,00
Gruppe 1 2 13 ,50 ,004 ,003
Gruppe 2 13 87
Gesamt 15 1,00
Gruppe 1 3 ,20 ,50 ,018 ,014
Gruppe 2 12 ,80
Gesamt 15 1,00
Gruppe 1 4 27 ,50 ,059 ,042
Gruppe 2 11 73
Gesamt 15 1,00

In der letzten Spalte ist die Wahrscheinlichkeit (Punktwahrscheinlichkeit) dafiir berechnet worden, dal exakt
kein Mitglied der Gruppe 1 enthalten, 1 Mitglied enthalten, 2 Mitglieder enthalten etc...:

In der vorletzten Spalte ist diese Wahrscheinlichkeit aufkumuliert. Nimmt man diese aufkumulierte
Wahrscheinlichkeit als Kriterium fiir die Entscheidung iiber die Nullhypothese, dann kann aus der Tabelle
folgendes abgelesen werden: Sind 4 Mitglieder der Gruppe 1 in der Stichprobe vorhanden, dann kann die
Nullhypothese bei einseitigem Test und bei 5 % Irrtumswahrscheinlichkeit schon beibehalten werden, da die
kumulierte Punktwahrscheinlichkeit Py auf 0,059 angewachsen ist, also grofer als 0,05 geworden ist (unser ¢
wire bei 5 % Irrtumswahrscheinlichkeit gleich 0,05). Sind nur 3 Mitglieder der Gruppe 1 vorhanden , miifite sie
abgelehnt werden, da Py.y = 0,018 < 0,05 wire.

Das praktische Berechnen der kumulierten Punktwahrscheinlichkeit kann sehr mithsam sein, wenn die
Stichproben grof3 werden. Daher behilft man sich bei groen Stichproben mit einer anderen Rechenstrategie.
Wenn (nach einem Kriterium von Sidney Siegel) npq > 9, rechnet man den z-Test anstelle des Binomialtests. z
wird hierbei wie folgt bestimmt:

(05w

T g

Hierbei ist z eine Entfernung vom Nullpunkt der standardisierten Normalverteilung, der ein bestimmtes Integral
der standardisierten Normalverteilung entspricht. In der Formel steht das darin enthaltene x fiir die Anzahl, mit
der das seltenere Ereignis von zwei moglichen Ereignissen in der Stichprobe aufgetreten ist. Die Subtraktion
oder Addition des Wertes 0,5 von x erfolgt nach der Regel:

wenn x < np wird 0,5 addiert
wenn x > np wird 0,5 subtrahiert.

Diese Operation dient der sogenannten "Kontinuitdtskorrektur".
Hierzu ein weiterer praktischer Fall:

In einer Stichprobe vom Umfang 80 (N) aus Studierenden der Betriebswirtschaft wurden 26 Frauen gezdhlt.
Man weif3 aus anderen Quellen, daBl in der Grundgesamtheit der Anteil der Frauen 27% betrégt. Die Frage
lautet: Wie gut bildet die Stichprobe die Grundgesamtheit ab, ist sie in bezug auf das Geschlecht fiir die
Grundgesamtheit ,reprisentativ**? Durch Uberpriifung der Reprisentativitit will man ausschlieBen, daB
aufgrund der Stichprobe unzulédssige Aussagen iiber die Grundgesamtheit gemacht werden. Rechnen wir das o.a.
Beispiel durch, dann ergibt sich:

n*q*p=80*0,27*0,73=15,77>9 (Siegel-Kriterium).
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Wir diirfen hiernach den z-Test rechnen; da: x=26 > 80*0,27 = 21,60, ist in der Formel 0,5 von x zu
subtrahieren:

_ * -
L (26 £0,5)—80%0,27 _255-21,60 _ 0.9821
\/80 * 0327 * 0’73 3,971

Fiir dieses z konnen wir feststellen, dafl zwischen -0,9821 und + 0,9821 67,4% der Fliche unter der
Dichtefunktion der Standardnormalverteilung liegen. Auflerhalb dieses Bereichs liegen also 32,6% der Fliche,
was der Grofle des Ablehnungsbereichs der Nullhypothese bei zweiseitigem Test entspriache. Soll dieser aber
nur - beispielsweise - 5% betragen, dann miifiten wir in diesem Fall die Nullhypothese beibehalten, daf unsere
Stichprobe aus der fraglichen Grundgesamtheit entnommen worden sein kann.

7.3.7. Chiquadrat-Test

7.3.7.1. Allgemeines

Ausgehend von der sogenannten "Pearsonschen Testfunktion",

b= r (.yi_npi)zz * (f, - P
i=1 I/lpi i=1 f.

die fiir groBe n ndherungsweise chiquadrat-verteilt ist, konnen verschiedene Anpassungstests formuliert werden,
also Tests, die die Gestalt der Verteilungsfunktion einer Zufallsvariable betreffen und nicht den einen oder
anderen Parameter der Zufallsvariable. In der o.a. Funktion bedeuten

y; = Zufallsvariable, Anzahl von Versuchen (z.B. Wiirfeln),
bei denen das Ereignis A eintritt (z.B. die Zahl 4). y; entspricht der beobachteten Haufigkeit eines Ereignisses
f.
p; = ist die Eintrittswahrscheinlichkeit fiir das
Ereignis A;.
n = Menge der Versuche in einem Experiment.
r = Menge verschiedener moglicher Ereignisse A;
np = f, = erwartete Héaufigkeit eines Ereignisses A

Fiir konkrete Versuche berechnen wir zunachst fiir jedes Ereignis den Erwartungswert aus n * p;. Dies sind die
"erwarteten Haufigkeiten".

Diese subtrahieren wir von den beobachteten Haufigkeiten, die fiir konkrete Untersuchungen an die Stelle der y;
in der o.a. Formel treten. Wir quadrieren die Differenz (y; - npi)2 und dividieren diese durch (n * p;), so daB3 wir
schlieBlich aus den Chiquadratwerten der Einzelereignisse die Summe bilden kénnen. Diese Summe ist der Wert
der Testfunktion, den wir wiederum mit einem Kriteriumswert zu vergleichen haben, wenn wir iiber die
Annahme oder Ablehnung einer Nullhypothese entscheiden.



104

7.3.7.2. Eindimensionales und zweidimensionales Chiquadrat-Design

Wie konnen wir bei Chiquadratverfahren die Nullhypothese formulieren ?
Hierzu gibt es zwei Moglichkeiten:

Fiir eine monovariate (eindimensionale) Haufigkeitsverteilung:

H, = die Variabley ist (gleichverteilt, normalverteilt etc.) in der Grundgesamtheit

H, = die Variable vy ist nicht (gleichverteilt, normalverteilt etc.) in der Grundgesamtheit

Fiir eine kombinierte (zweidimensionale) Haufigkeitsverteilung der Variablen v und w:

H, = die Variablen vw sind gleichverteilt in der Grundgesamtheit

H, = die Variablen vw sind nicht gleichverteilt in der Grundgesamtheit

oder

H, = die Variablen vw sind ,randverteilt“ in der Grundgesamtheit

H, = die Variablen vwsind nicht ,,randverteilt in der Grundgesamtheit

Bei Gleichverteilung sind die Erwartungswerte fiir jede Haufigkeit der Verteilung gleich grof.

Bei ,,Randverteilung® unterscheiden sich die Erwartungswerte der verschiedenen kombinierten Haufigkeiten.
Sie werden aus den Randsummen einer n*m-Tabelle ermittelt, und zwar so, dafl pro Haufigkeit der folgende
Ausdruck berechnet wird:

Erwartungswert pro Zelle = (Zeilensumme * Spaltensumme) /Tabellensumme

Wie bestimmen wir jetzt die Freiheitsgrade jener Chiquadratfunktion, aus der wir unser Kriterium fiir die
Entscheidung iiber die Nullhypothese gewinnen ? Hier sind die folgenden zwei Fille zu unterscheiden:

e Bei monovariaten Haufigkeitsverteilungen wird der Kriteriumswert fiir die Entscheidung tiber die
Nullhypothese aus einer Chiquadratverteilung mit k-1 Freiheitsgraden gewonnen, wobei k die Menge der
Kategorien ist, in die die Variable eingeteilt ist.

e Bei bivariaten Héufigkeitsverteilungen, die auch in Tabellenform dargestellt werden konnen, wird der
Kriteriumswert fiir die Entscheidung iiber die Nullhypothese aus einer Chiquadratverteilung mit (r-1)*(c-1)
Freiheitsgraden gewonnen, wobei r die Menge der Zeilen einer solchen Tabelle ist, ¢ die Menge der Spalten.

Rechenbeispiele:
»Eindimensionales Chiquadrat™

Es wird 1026 mal gewiirfelt. Die Nullhypothese ist: Die Augenzahl ist gleichverteilt. Erwartet werden daher fiir
die verschiedenen Augenzahlen jeweils n/k = 1026/6 = 171-maliges Auftreten. Die untenstehende Tabelle
enthilt neben den tatsachlich aufgetretenen Haufigkeiten der verschiedenen Augen noch die erwarteten
Haufigkeiten und deren Differenz zu den erwarteten Haufigkeiten. Setzt man jetzt die Werte in die
Testfunktionsformel ein, dann erhélt man die unten abgedruckte Chiquadratsumme. Diese betrdgt 10,76 und
muf} mit einem Kriteriumswert verglichen werden, der aus einer Chiquadratverteilung mit k-1 =6-1=5
Freiheitsgraden gewonnen wird. Fithren wir eine einseitigen Chiquadrattest mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit
von 5 %, dann ist ¢, der Kriteriumswert, gleich 11,7.
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AUGEN
Beobachtetes Erwartete

N Anzahl Residuum
1,00 192 171,0 21,0
2,00 178 171,0 7,0
3,00 142 171,0 -29,0
4,00 158 171,0 -13,0
5,00 189 171,0 18,0
6,00 167 171,0 -4.0
Gesamt 1026

Statistik fiir Test
AUGEN

Chi-Quadrat? 10,760
df 5
Exakte Signifikanz ,056

a. Bei 0 Zellen (,0%) werden weniger als
5 Haufigkeiten erwartet. Die kleinste
erwartete Zellenhaufigkeit ist 171,0.

Da das berechnete Chiquadrat kleiner ist als der Kriteriumswert fiir 5% Irrtumswahrscheinlichkeit bei fiinf
Freiheitsgraden, behalten wir die Nullhypothese bei. Die Angabe der ,,exakten Signifikanz in der o.a. Tabelle
entspricht der GroBe des Integrals in einer Chiquadratverteilung mit fiinf Freiheitsgraden von 10,76 bis
unendlich.

»Zweidimensionales Chiquadrat®
In einer Untersuchung iiber die Einstellung von Menschen zu Hunden werden zwei Vorgaben gemacht:

(a) Mein Hund soll schon und auffallend sein. Item-Stufen: Keinesfalls, eher nicht, vielleicht doch, eher ja.
(b) Wenn ein Hund seine Aufgaben nicht erfiillt, sollte man sich einen anderen Hund anschaffen. Item-Stufen:
Keinesfalls, eher nicht, vielleicht doch, eher ja.

Die wissenschaftliche Hypothese, die zu dieser kombinierten Auszéhlung (Bildung einer sogenannten
Kreuztabelle) AnlaB3 gibt, lautet: Menschen, denen es vor allem auf das schone Aussehen eines Hundes
ankommt, sind eher bereit, den Hund abzuschaffen, wenn er seine Aufgaben nicht erfiillt, als Menschen, denen
es nicht so sehr auf die Schonheit ankommt.

Aus dieser wissenschaftlichen Hypothese wird die statistische Hypothese entwickelt:

H, = die Variablen vw sind ,randverteilt“ in der Grundgesamtheit

H, = die Variablen vwsind nicht ,randverteilt in der Grundgesamtheit

Was hei3t nun ,,randverteilt“? Randverteilung liegt vor, wenn alle Zellen-Haufigkeiten (in allen Zeilen und allen
Spalten) im gleichen Verhiltnis stehen wie die Randsummen der Tabelle. Ist dies der Fall, dann unterscheiden
sich beobachtete und erwartete Haufigkeiten nicht. Es gibt dann keine Haufigkeiten, die auf Unter- oder
Uberreprisentation bestimmter Wertekombinationen hindeuten.

Sind die Zellenhdufigkeiten aber anders verteilt (in bestimmten Zeilen oder Spalten) als die entsprechenden
Randsummen, dann liegen in diesen Zellen Uber- oder Unterreprisentationen von Wertekombinationen vor, die
auf einen statistischen Zusammenhang zweier Variablen hindeuten. Fiir das oben aufgefiihrte Beispiel miiiten
also Menschen, die auf einen schonen Hund Wert legen, signifikant haufiger als andere Menschen bereit sein,
sich einen anderen Hund anzuschaffen, wenn ihr derzeitiger Hund seine Aufgaben nicht erfiillt.

Hier nun die empirischen Daten aus einer Untersuchung des Autors:
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Mein Hund soll schén und auffallend sein / Wenn der Hund seine Aufgaben nicht erfiillt: Anderen

anschaffen
Anderen anschaffen
keines- vielleicht
falls eher nicht doch eher ja Gesamt
Schoner  keines-  Anzahl 86 20 6 10 122
Hund falls Erwartete Anzahl 71,6 27,3 11,1 12,0 122,0
Residuen 14,4 -7,3 -5,1 -2,0
eher Anzahl 120 51 10 15 196
nicht Erwartete Anzahl 115,1 43,8 17,8 19,3 196,0
Residuen 4,9 7,2 -7,8 -4,3
viel- Anzahl 74 33 18 13 138
leicht Erwartete Anzahl 81,0 30,8 12,5 13,6 138,0
doch Residuen
-7,0 2,2 55 -6
eher ja Anzahl 30 14 14 14 72
Erwartete Anzahl 423 16,1 6,5 7.1 72,0
Residuen -12,3 -2,1 75 6,9
Gesamt Anzahl 310 118 48 52 528
Erwartete Anzahl 310,0 118,0 48,0 52,0 528,0
Chi-Quadrat-Tests
Wert df
Chi-Quadrat nach a
Pearson 35,491 9
Anzahl der gultigen Falle 528

a. 0 Zellen (,0%) haben eine erwartete Haufigkeit
kleiner 5. Die minimale erwartete Haufigkeit ist 6,55.

Die obige Kreuztabelle enthélt in ihren Zellen die beobachteten Héaufigkeiten, die erwarteten Haufigkeiten und
deren Differenz, die sog. Residuen. Wiirden alle beobachteten Héufigkeiten randverteilt sein, wiirden sie den
erwarteten entsprechen und die Residuen wiren gleich null. Weichen die beobachteten Haufigkeiten positiv von
den erwarteten ab, dann liegt eine Uberreprisentation der entsprechenden Wertekombination vor, weichen die
beobachteten Haufigkeiten negativ von den erwarteten ab, dann liegt eine Unterreprasentation der
entsprechenden Wertekombination vor.

Wie eine Inspektion der Tabelle zeigt, sind vor allem die Zellen der sogenannten Hauptdiagonale (von oben
links nach unten rechts) mit Hiufigkeiten versehen, die auf Uberrepriisentation hindeuten, Zellen die oben rechts
und unten links von der Hauptdiagonale liegen, weisen eher Unterrepréisentationen auf. Dieses Phdnomen kann
zufillig auftreten oder auf einen statistischen Zusammenhang hindeuten. Ob ein solcher Zusammenhang
angenommen werden kann, hdngt davon ab, ob unsere Nullhypothese (,,Randverteilung®) beibehalten werden
kann oder ob sie abgelehnt werden muf3. Das Kriterium hierzu gewinnen wir aus einer Chiquadratverteilung mit
(r-1)(c-1) Freiheitsgraden. Bei 4 Zeilen (r) und 4 Spalten (c) ist df (Menge der Freiheitsgrade) gleich 3*3=9.
Testen wir unsere Hypothese einseitig bei 1 % Irrtumswahrscheinlichkeit wére unser Kriteriums-Chiquadrat-
Wert gleich 21,67.

Aus der Tabelle berechnen wir nach der Formel

Chlz :g(fb }fe)z

eine Chiquadratsumme fiir die ganze Tabelle von 35,491.

Da unser Kriteriums-Chiquadrat (21,67) kleiner als das berechnete ist, lehnen wir bei einseitigem Test mit 1 %
Irrtumswahrscheinlichkeit die Nullhypothese ab.

Dies heif3t zunichst nur, daf unsere Stichprobe nicht zuféllig einer Grundgesamtheit entnommen worden sein
kann, in der die Zellenverteilungen sich nach den Randsummenverteilungen richten. Es miissen also Uber- und
Unterreprasentationen in der Tabelle vorkommen. Welche sind das ? Dadurch, dal3 die positiven Residuen
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(Uberreprisentationen) iiberwiegend auf der Hauptdiagonale liegen, kommen wir zu dem SchluB, daB die
wachsende Prioritdt fiir die Schonheit des Hundes mit einer wachsenden Bereitschaft einhergeht, ihn
gegebenenfalls zu ersetzen.

Generell kann nun gesagt werden:

Es 14t sich fiir alle Chiz—Verteilungen (entweder mit k-1 Freiheitsgraden oder mit (r-1)*(c-1) Freiheitsgraden)
jener kritische Wert ¢ bestimmen, der ein Integral der entsprechenden ChiZ-Verteilung rechts begrenzt, welches

einer bestimmten Irrtumswahrscheinlichkeit & entspricht. Liegt unser berechnetes Chi2 oberhalb dieses
kritischen Wertes, dann miissen wir die Null-Hypothese ablehnen.

Sonderfall:

Fiir den eindimensionalen Test von Ubereinstimmung einer Verteilung mit einer von unbekannten Parametern
(z.B. von p und o) abhéngigen Funktion (z.B. der Normalverteilung) verringert sich die Menge der
Freiheitsgrade, die sonst df = r-1 ist, um die Menge der Parameter m, so dal fiir diesen Fall

df=r-1-m betrigt.

Testen wir also die Ubereinstimmung mit einer Normalverteilung, dann miissen wir fiir die Berechnung der p;
und der f; Mewertklassen bilden; die Freiheitsgrade fiir den Test wiren dann hiernach gleich "Menge der
MeBwertklassen minus 3". (vgl. Bosch, a.a.0., S. 103 ff., hierzu siche S. 108).

7.3.7.3. Standardisierte, korrigierte Chiquadratresiduen

Will man bei einem zweidimensionalen Chiquadrat-Test den Beitrag einzelner Zellen zum Tabellen-Chiquadrat
ermitteln, dann bieten sich hierzu mehrere Moglichkeiten an:

Beispiel:
Die Differenz von beobachteter Haufigkeit und erwarteter Haufigkeit ergibt die Residuen. Sind diese grof3, dann
ist der Beitrag der Zelle zum Tabellen-Chiquadrat grof3.

Diese Chiquadrat-Residuen kann man ,,standardisieren®, indem man sie durch die Wurzel aus den erwarteten
Haufigkeiten teilt. Auch hier ist der Beitrag zum Tabellen-Chiquadrat erkennbar.

Die standardisierten Residuen kann man durch eine weitere Operation in die sogenannten ,,korrigierten‘
standardisierten Residuen verwandeln:

Jo — 1.

I

Es bedeuten: Z = Zeilensumme fiir die jeweilige Zelle
S = Spaltensumme fiir die jeweilige Zelle
n = Stichprobengréf3e (Tabellensumme).

Diese korrigierten, standardisierten Residuen sind z-verteilt, d.h. man kann aus ihnen ablesen, ob der Beitrag
einer Zelle zum Tabellen-Chiquadrat ,,signifikant® ist. Das Auftreten von z-Werten oberhalb bestimmter
Schwellenwerte ist umso weniger wahrscheinlich, je grofer diese Schwellenwerte sind. Sinkt diese
Wahrscheinlichkeit unter bestimmte kritische Werte ab, z. B. auf 1 % oder 0,1%, dann kann man dem
entsprechenden z bzw. dem standardisierten, korrigierten Chiquadrat-Residuum schon die Eigenschaft
zusprechen, eine ,,signifikante* Uber- oder ,,Unterrepriisentation* der jeweiligen Kombination von Werten fiir
eine bestimmte Zelle in einer Kreuztabelle zu signalisieren. So kann man sowohl iiber die Signifikanz der
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Beziehung zwischen den Variablen in der Tabelle als auch iiber die Bedeutung der einzelnen Zellen hierbei eine
Aussage machen.

Versuchen Sie, dies anhand der folgenden Daten nachzuvollziehen: Die Daten entstammen einer Befragung von
Hundehaltern, die entscheiden sollten, ob ihr Hund eher Wach- und Schutzhund sein sollte oder nicht. Auffillig
sind beispielsweise die standardisierten, korrigierten Chiquadratresiduen bei der Auspragung ,,Auf jeden Fall*.
Sie liegen bei

4,3 (fur die Frauen) und + 4,3 (fiir die Méanner).

Die Wahrscheinlichkeit, dafl oberhalb von z-Werten von 4,3 noch weitere z-Werte auftreten, ist mit

p = 0,0000008540 anndhernd Null. Analog wire das Auftreten von standardisierten, korrigierten
Chiquadratresiduen oberhalb von 4,2 dhnlich wenig wahrscheinlich. Wir deuten daher solche Werte als Zeichen
fiir signifikante Uber- oder Unterreprisentation der entsprechenden Kombination von Ausprigungen in der
Tabelle:

Kreuztabellen

Verarbeitete Fille

Falle
Glltig Fehlend Gesamt
N Prozent N Prozent N Prozent

Geschl. d. Befragten *

Mein H. soll Wach- 961 96,9% 31 3,1% 992 100,0%
und Schutzhund sein

Geschlecht der Befragten * Mein H. soll Wach- und Schutzhund sein, Kreuztabelle

Mein H. soll Wach- und Schutzhund sein
Auf keinen

Fall Eher nicht|Teils-teils | eherja Aufjeden Fall| Gesamt
Geschl. d. weiblich Anzahl 72 212 143 114 40 581
Befragten Erwartete Anzahl 70,1 188,6 149,9 112,5 59,9 | 581,0

Standardisierte Residy ,2 1,7 -,6 1 -2,6

Korrigierte Residuen 4 3,3 -1,0 3 -4,3
mannlich Anzahl 44 100 105 72 59 380
Erwartete Anzahl 459 123,4 98,1 73,5 39,1 380,0

Standardisierte Residy -3 2,1 7 -2 3,2

Korrigierte Residuen -4 -3,3 1,0 -3 4,3
Gesamt Anzahl 116 312 248 186 99 961
Erwartete Anzahl 116,0 312,0 248,0 186,0 99,0 961,0

Chi-Quadrat-Tests

Asymptotisch
e Signifikanz
Wert df (2-seitig)
Chi-Quadrat nach a
Pearson 24,968 4 ,000
1 ,000
Anzahl der gultigen Falle 961

a. 0 Zellen (,0%) haben eine erwartete Haufigkeit kleiner 5. Die
minimale erwartete Haufigkeit ist 39,15.
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Symmetrische MaRe

Naherung
sweise
Wert  |Signifikanz
Nominal-Maf} Cramer-V ,161 ,000

Anzahl der giiltigen Falle 961

a.Die Null-Hyphothese wird nicht angenommen.

b.Unter Annahme der Null-Hyphothese wird der asymptotische
Standardfehler verwendet.

7.3.8. Mann-Whitney U-Test

Beispiel: Gegeben seien zwei unabhingige Stichproben A und B von ordinal skalierten MeBwerten. MeBwerte
aus der Stichprobe A heiflen a;, MeBwerte aus der Stichprobe B sind die b;. Die Nullhypothese ist, dal3 die
beiden Stichproben aus identisch verteilten Grundgesamtheiten stammen (wobei die Form der Verteilung
gleichgiiltig ist). Die Alternativhypothese ist, dafl die Elemente der Stichprobe A groflere Werte annehmen als
die aus der Stichprobe B.

H,= p(a>b)=0,5
H, = p(a>b)>0,5

Gesucht ist nun ein empirischer Wert einer Funktion, die einen kritischen Wert fiir die Entscheidung der
Nullhypothese enthilt. Dieses ist die sog. U-Funktion. Der empirische U-Wert wird wie folgt berechnet:

nn, +1
U =nn, +—1( 12 )—R1
Hierbei ist n; der Umfang der 1. Stichprobe, n, der Umfang der zweiten Stichprobe und R, die Summe der
Rénge in der 1. Stichprobe.

Rechenbeispiel: Zwei Gymnasien (1 und 2) werden aufgrund kleiner Stichproben verglichen in bezug auf die
Losungsgeschwindigkeit bei einer Mathematikaufgabe in Minuten. Aus dem ersten Gymnasium kommen 5
Schiiler, aus dem zweiten vier. Deren Losungsdauer in Minuten werden in der folgenden Tabelle
zusammengefiigt und in eine Rangordnung gebracht. Die Rénge derjenigen Schiiler, die im 1. Gymnasium sind,
werden addiert. Das Ergebnis ist Ry = 26.

Punktesumme Gymnasium | Rang Menge der Mewerte aus
im Gymnasium 1, die besser
Abiturzeugnis sind als bestimmte
MeBwerte aus Gymnasium?2
45,00 1,00 1,000
51,00 2,00 2,000 1
53,00 2,00 3,000 1
64,00 1,00 4,000
70,00 2,00 5,000 2
75,00 1,00 6,000
78,00 1,00 7,000
82,00 1,00 8,000
110,00 2,00 9,000 5
Summe =9 =U.
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Nun setzen wir die Werte in die Formel ein, dann ergibt sich

U:5*4+@—26:9

Es gilt nun:

U=nn,-U

Eingesetzt ergibt sich:
9=5%4-11

U‘= 11 ist daher groBer als U=9.

Den kleineren von beiden Werten U und U* nimmt man als empirischen Testwert.
Dieser ist hier die Menge der Mef3werte aus Gymnasium 1, die jeweils besser sind als bestimmte Mef3werte aus
Gymnasium 2.

Diese empirisch ermittelte Zahl 9 wird nun mit der U-Tabelle verglichen. Wire U* kleiner als U, wiirden wir U*
wihlen.

Fiir die Priifung der Nullhypothese suchen wir in der U-Tabelle die Teiltabelle fiir die groere Stichprobe (n=5).
Wir suchen jene Wahrscheinlichkeit der U-Funktion, die unserem U = 9 und der Stichprobengréfie der kleineren
Stichprobe (n=4) entspricht. Dort finden wir (Siegel, S. 271) die GroBe p = 0.452. Da diese Zahl grofBer ist als
ein mogliches Niveau der Irrtumswahrscheinlichkeit von a = 0,05, entscheiden wir uns, die Nullhypothese
beizubehalten. Wie Siegel ausfiihrt, sind unterschiedliche Verfahren der Berechnung des kritischen Wertes von
U maBgeblich, je nachdem, wie grof die groBere der beiden Stichproben ists. Wachst deren Umfang iiber 20 an,
kann man mittels eines z-Tests entscheiden, ob die Nullhypothese beibehalten werden kann. Hier gilt:

UM
z= 2
\/nlnz(nl +n, + 1)
12

Dieses z ist — wie oben ausgefiihrt — standardnormalverteilt mit dem arithmetischen Mittel 0 und der
Standardabweichung 1. Diese Verteilung wird dann benutzt wie beim z-Test.

Tauchen ties auf (siehe hierzu Kendalls t3,), dann wird den entsprechenden Réngen ihr durchschnittlicher Rang
zugewiesen und z wird nach einer korrigierten Formel berechnet, die Siegel auf S. 125 referiert.
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7.4. Tabellarische Ubersicht iiber kombinatorische Probleme und die
Priifverteilungen

Ubersicht iiber Fragestellungen und Losungen kombinatorischer Probleme:

Permutationen: (Menge der
moglichen Reihenfolgen aller
Elementen einer Menge)

Kombinationen:

Zusammensetzung einer Teilmenge, die aus einer Gesamtmenge von
verschiedenen Elementen ausgewdhlt wurde

Alle Einige Elemente | Mit Beriicksichtigung der Ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge der
Elemente sind identisch Reihenfolge der Elemente Elemente
sind
verschieden
Mit Zuriicklegen | Ohne Mit Zuriicklegen | Ohne Zuriicklegen der
von Elementen | Zuriicklegen von Elementen | Elemente bei der Auswahl
bei der Auswahl |der Elemente | bei der Auswahl
bei der
Auswahl
n! ! n* n! n+k—1 n! n
nln)..n (n—k)! k kKl(n—k) \k
Beispiel: Beispiel: Als Beispiel: Aus Beispiel: Aus | Beispiel: Aus Beispiel: Aus den
Als Elemente den Buchstaben: | den Buchstaben | den Buchstaben: |Buchstaben: TUB CH A
Elemente existieren die TUBCHAM |TUBCHA |TUBCHAM |[MPION werden3
existieren Buchstaben: PIONwerden3 | MPION P10 N werden 3 | Buchstaben ausgewéhlt
die OTTOKAR. |Buchstaben werden 3 Buchstaben und nach der Auswahl
Buchstaben: | Wieviele ausgewdhlt, aber | Buchstaben ausgewdhlt, aber | nicht zuriickgelegt, bei
S ABINE. | verschiedene nach der ausgewahlt, nach der der Menge der
Wieviele unterscheidbare | Auswahl und nach der Auswahl Kombinationen ist die
verschiedene | Buchstaben- zurilickgelegt, bei | Auswahl nicht | zuriickgelegt, bei | Reihenfolge nicht
Buchstaben- | folgen kann man | der Menge der zuriickgelegt, | der Menge der bedeutsam: Wieviele
folgen kann | aus diesen Kombinationen |bei der Menge | Kombinationen |unterscheidbare
man aus Buchstaben sei die der ist die Kombinationen gibt es ?
diesen herstellen ? Reihenfolge Kombinationen | Reihenfolge
Buchstaben | (Merke: bedeutsam: ist die nicht bedeutsam:
herstellen ? | Vertauschungen | Wieviele Reihenfolge Wieviele
identischer unterscheidbare | bedeutsam: unterscheidbare
Buchstaben sind | Kombinationen | Wieviele Kombinationen
nicht gibt es ? unterscheidbare | gibt es ?
unterscheidbar) Kombinationen
gibt es ?
Losung: Losung: Losung: Losung: Losung: Losung:
720 1260 1331 990 286 165
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Verteilungsfunktionen von Wahrscheinlichkeiten fiir das Eintreten bestimmter Ereignisse:
Entweder fiir diskrete Variablen (z. B. k in der Binomialverteilung)
oder fiir stetige Variablen (z.B. Wahrscheinlichkeitsdichte der Normalverteilung etc.)

Name/ Erkldrung der Formel fiir die Wahrscheinlichkeit/bzw. die arithme- Standardabweichung bzw.
Symbole Wabhrscheinlichkeitsdichte/ Anwendungsfalle: tisches Varianz/ Erlduterung
Mittel
Gleichverteilung f(x) = 1/(b-a) fiir das Intervall |a bis bl p= \/(b — a)2
x: stetige Variable, (a+b)2 6=\ 1~
MeBwert. 12
a: Untergrenze
b:Obergrenze eines
Intervalls
Binomialverteilun, u =n* . . .
n: Umfang einer N%enge P .= n pkqn—k P = Z n pkqn—k e 6= 4/11Pq ; Die Verteilung ist
k: Umfang einer P> k " par k die Basis des Binomialtests
Eirus.igewahlten Anwendungsfall: Binomialtest: Stammt eine Stichprobe
crimenge (n=30)mit bis zu 2 Kranken aus einer Grundgesamtheit
v max1male§ k . mit 20% Kranken, bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von
p: Wahrscheinlichkeit 2049
eines Ereignisses von ’
zwei moglichen
Ereignissen (z.B.
weiblich/ménnlich)
q=1-p:
Wahrscheinlichkeit des
komplementiren
Ereignisses
Poisson-Verteilung: f(k) _ (I’lp)k S p=np 6= ,np : Di.e Verte%lung geht
Symbole wie bei k! aus der Binomialverteilung
Binomialverteilung, hervor, wenn p gegen 0 geht und
e: Bulersche Zahl Anwendungsfall: Es geht um die Wahrscheinlichkeit n gegen o, und wenn np eine
2.718281828... seltener Ereignisse: Wenn z.B. .die Wahrscheinlichkeit, in endliche und konstante GroBe
' einer Klausur zu versagen gleich p = 0,01 ist, ist die bleibt.
Wahrscheinlichkeit berechenbar, unter n=40
Klausurteilnehmern k=0, 1, 2, 3, 4 ,,Ausfélle* zu haben.
Sie nimmt folgende Werte an: 0,67; 0,26; 0,053; 0,007.
Normalverteilung — —(x-p)? st o definiert zwischen 0 und +oo.
allgemeine Form und e 20° definiert
Standardform f (x)=—— zwischen | Die Verteilung geht aus der
o2 - oo und Binomialverteilung hervor, wenn
w: arithmetisches Mittel + 0. n gegen oo geht, und npq > 9 ist.
d_er Grundgesamtheit Wenn p= 0 und 6 = 1 sind, ergibt sich: o Sie ist die Basis des z-Tests.
X :arithmetisches -’ Fir die
. . > Standard- | Jede beliebige Normalverteilung
Mittel der Stichprobe f(z)= € normal- 148t sich durch Standardisierung
O : Standardab- 27 verteilung | der MeBwerte in z-Werte
weichung der ist p=0. X — )_C
Grundgesamtheit Anwendungsfall: Stammt eine Stichprobe mit n =49, s = z=—
s:Standardabyvel— 9,3und X = 75 mit 1 % Irrtumswahrscheinlichkeit aus 5 .
chung der Stichprobe umrechnen. Es entsteht dann die

7. Kreiskonstante:
3,141592654...

z : Standardisierter
MeBwert

einer normalverteilten Grundgesamtheit mit p= 72,
=97
Losung:

XTH Jn=2333
O

p=0a=10,0098 <0,01. Die Nullhypothese
X = p wird abgelehnt, die Alternativhypothese

7=

X > M angenommen.

Standardnormalverteilung f(z).

Beiihrist o =1.
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2_ o 2 . =, .
x-Verteilung 2 e% . (Zz i%_lj p=df; o=+2%df ; Die Verteilung
df f ( X ) — df=(r-1)* geht aus der Addition von
= Z 72 LA df (c-1) quadrierten z-Verteilungen
pay ! 22 *¥ — hervor, wobei die Menge der
X % (f B f )2 (l;reiheitsgrade df der Menge
— b e o ) er Summanden entspricht.
X = z f prendungsfa.ille: Elrzdlmens.lon'iles xz:" Sie ist die Basis des ¥ >-Tests.
i=1 e dD;e };Z(clllthelt eines Wiirfels wird tiberpriift. Die sog. Gamma-Funktion liefert
2 stetige Variable auf | Zweidimensionales % Der Zusammenhang zweier F(n) = (n - 1)! fur alle
der Abszisse der - nominalskalierter Variablen, der in einer Kreuztabelle mit natiirlichen Zahlen. Die Gamma-
Verteilung r Zeilen und ¢ Spalten dargestellt ist, wird tiberpriift (df= funktion ist jedoch dariiber
df: Freiheitsgrad. (r-1)*(c-1). hinaus die stetige Erweiterung
f, = beobachtete der Fakultit fiir nichtganzzahlige
Haufigkeit Werte.
f,= erwartete
Haufigkeit
I" Zeichen fiir die
Gammafunktion
t-Verteilung df -1 pu=0 fiir df > 2 ist
z ) s
tor 72 f(tap)= 7 df =2
/s df -2 pe 5 Die Verteilung geht aus der
df / dfr *T| == |*|1+— Division einer z-Verteilung
2 df durch die Wurzel aus einer Y 2
t: stetige Variable auf | Anwendungsfille: a)lst die Differenz der Mittelwertes Verteilung, deren Werte
der Abszisse der t- einer kleinen Stichprobe (n<30) und einer ihrerseits durch die Menge der
Verteilung normalverteilten Grundgesamtheit mit bekannter Varianz Freiheitsgrade geteilt werden,
signifikant ? (df = n-1) hervor. Sie ist die Basis
b) Ist die Differenz der Mittelwerte zweier (b1) verschiedener t-Tests.
unabhingiger(df = n; + n, — 2) bzw. (b2) zweier
abhéngiger (df = n; — 1)Stichproben mit homogenen
Varianzen ,,signifikant®. ¢) Ist ein Korrelationskoeffizient
r aus einer Stichprobe mit dem Umfang n signifikant ? (df
=n-2).
F -Vert.ellung . m . firn>p | furm>5
F: stetlgeA Variable auf 1_,( m+n _ 1)(”1} 2 * FE_I o=
der Abszisse der F- 2 B D
Verteilung f(F )= n = 2m (m +n- 2)
% P n(m—4)(m - 2)°
2 r(”” - 1)r(” - 1}(1 + (F)j n =2
Fn ﬂz 2 2 n
X Anwendungsfille: a) Homogenitétspriifung fiir die Die Verteilung geht aus der
n Varianzen zweier unabhingiger Stichproben beim t-Test. Division zweier } -
_ b) Verschiedene Formen der Varianzanalyse. Hier geht es . .
m = dfy z.B. um die Frage, ob die Mittelwerte mehrerer Verteilungen hervor, die
n= df, Y g ihrerseits durch die Menge ihrer

unabhéngiger Stichproben, die verschiedenen
Ausprigungen einer nominalskalierten Variable
zugehoren, in mindestens einem Fall signifikant
verschieden sind (einfaktorielle Varianzanalyse).

Freiheitsgrade geteilt wurden.
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8. Bivariate Verteilungen - Zusammenhangsdarstellungen und -maf3e

Erst wenn mindestens zwei Merkmale gleichzeitig an einer Erhebungseinheit festgestellt werden, konnen
Zusammenhinge von Merkmalen beschrieben werden.

Der Begriff "Zusammenhang" hat hierbei eine spezielle Bedeutung. Er besagt, dafl die Kenntnis der
Ausprigung eines Merkmals eine Prognose der Ausprigung eines anderen Merkmals zuldBt.

Dabei ist diese Prognose mehr oder minder genau. Statistische Mafizahlen (Koeffizienten), die die
Genauigkeit dieser Prognose beschreiben, sind in der Regel zwischen 0 und 1 definiert. Ist der
Genauigkeitsgrad gering, geht der Koeffizient gegen 0, ist er grof3, geht der Koeffizient gegen Eins.

Eine spezielle Problematik des Ansatzes fiir eine solche Prognose ist durch das Skalierungsniveau der Daten
gegeben. Bei Daten auf dem Nominalniveau kann ich nur Haufigkeiten fiir verschiedene Kategorien
vorhersagen, bei Daten auf dem Ordinal-Niveau nur Haufigkeiten fiir Rdnge; erst bei Daten auf dem Intervall-
und Ratio-Niveau kann man Funktionswerte und Abweichungskorridore fiir solche Funktionen beschreiben.
Dabei kann es sich um lineare und nicht-lineare Funktionen mit einer abhdngigen und einer unabhéngigen

Variable handeln oder um Funktionen mit mehreren unabhéngigen Variablen.

Die folgenden Ausfithrungen geben eine Auswahl aus den Moglichkeiten der Darstellung statistischer
Zusammenhinge wieder.

9. Korrelation und Regression

9.1 Zwei intervallskalierte Merkmale

9.1.1. Die Regressionsgeraden und die Regressions-Koeffizienten

Wir gehen von folgendem praktischen Beispiel aus:

In einer empirischen Untersuchung von Drogenabhéngigen stellte sich folgender Konsum von Alkohol und
Tabletten (Beruhigungsmittel) heraus:

Xj Yi

Alkohol in ¢l  Beruhigungstabletten
pro Tag pro Tag

Name

Paul 5 9

Peter 2 13
Jutta 8 1

Carla 6 9

Annette 6 10
Eduard 8 3

Siegfried 7 15
Urs 2 6

Stellen wir diese Verteilung in einem y/x-Achsenkreuz graphisch dar, dann ergibt sich das folgende Bild:
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Tablettenkonsum und Alkoholkonsum bei 8 Drogenabhéngigen

16
a
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o 2. Regressions-
12 4 gerade

10 A o
a =] _

6 o
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w2
@
o

=0 i ] i i ] \ i

0 1 2 3 4 5[ _ 7 8 9

X
ALKOHOL

Die Wertepaare sind in dieser Graphik, die auch ,,Scatterplot™ genannt wird, als kleine Quadrate eingezeichnet.
Die senkrechte Linie liegt dort, wo bei dem Alkoholgebrauch pro Tag das arithmetische Mittel (5,5) liegt, die
waagerechte Linie liegt dort, wo beim Tablettengebrauch das arithmetische Mittel (8,25) liegt. Durch den
Kreuzungspunkt beider Linien verlaufen die sogenannten ,,Regressionsgeraden®, auf die wir unten noch
eingehen.

Wie wir spéter sehen werden, konnen wir aufgrund obiger Rechenergebnisse zwar sagen, daf3 ein Verdacht
besteht, in der Stichprobe hingen Tablettenkonsum und Alkoholkonsum in dem Sinne zusammen, daf3 das eine
das andere ersetzt. Wie wir aber weiterhin sehen werden, kann dieser Verdacht aufgrund der vorhandenen Daten
statistisch nicht gesichert werden. Wie gehen wir zur Erlangung dieser Aussagen nun im einzelnen vor ?

Nach den uns bekannten Methoden kénnen wir nun fiir die MeBwerte x; und y; die arithmetischen Mittel und die
Standardabweichungen berechnen. Hierdurch erfahren wir aber noch nichts iiber den Zusammenhang der
Variablen.

Was bedeutet nun "Zusammenhang" im Sinne der Statistik? Der Begriff "Zusammenhang" meint die
Maglichkeit, in Kenntnis des Wertes der einen Variablen den Wert der anderen vorhersagen zu kdnnen. Eine
solche Vorhersage ist bei intervallskalierten Daten gut formulierbar, wenn eine Funktion x=f(y) benannt werden
kann, die dieser Vorhersage zugrunde liegt. Weiterhin kann die Vorhersage mehr oder minder genau sein, so
dal3 der vorhergesagte Wert eintrifft oder knapp bzw. weit verfehlt wird.

In der Statistik 16st man dieses Problem so, da3 eine Funktion gesucht wird, bei der die Summe der
quadrierten Differenzen zwischen prognostizierten und eingetretenen Werten der Ordinate in unserer
Graphik ein Minimum wird.

Zunichst gilt es, den Funktionstyp festzulegen. Hierbei konnen wir uns fragen, ob die Funktion ein Polynom
vom 1. Grade (eine lineare Funktion) oder ein Polynom héheren Grades sein soll (Parabel, kubische Funktion
etc.). Die Entscheidung hieriiber liegt in der Regel bei der Theorie {iber den Gegenstand. Haben wir den
Funktionstyp festgelegt (wir wéhlen hier eine Gerade), dann wahlen wir die Methode der Berechnung des
Verlaufs der gesuchten Funktion. Diese Methode soll, wie oben gesagt, gewihrleisten, daf3 die gesuchte
Funktion die Bedingung minimaler Abweichungsquadrate erfiillt.

Der Fall, den wir hier behandeln, geht von dem Funktionstyp "Gerade" aus. Da eine Gerade durch zwei
Konstanten, den Abschnitt auf der y-Achse a und die Steigung b, festgelegt wird, miissen wir a und b berechnen.
Die Koeffizienten a und b nennen wir die Regressionskoeffizienten.

Wenn wir von x ausgehend y vorhersagen wollen, ergibt sich allerdings eine andere Gerade als wenn wir von y
ausgehend x vorhersagen wollen.
Deshalb suchen wir zwei Geraden, die sogenannten Regressionsgeraden:
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(Dy=a; +bx
(2) x =a, thyy

Zu beachten ist, daB wir in der ersten Gleichung y, in der anderen x vor dem Gleichheitszeichen haben.

Dies ist wichtig, wenn wir die Geraden zeichnen wollen, weil a; ein Abschnitt auf der y-Achse, a, ein Abschnitt
auf der x-Achse ist.

Die Berechnung von by, by, a; und a, kann nun nach folgendem Verfahren erfolgen, das allerdings umsténdlich
ist, und das wir in der Praxis nicht anwenden:

Zn: (X,» —-X )* ()/j -y ) (Kovarianz)
— i=l
> (x5

CllzJ_’_blf

b,

(Summe der quadrierten Abweichungen)

i ()Ci -X )* (yj - )_/) (Kovarianz)
_ il

b R
21 (y i Y )Z (Summe der quadrierten Abweichungen)
i=

azzf_bzy

Vereinfachte Berechnungsweisen sind die folgenden (weniger Rechenaufwand, obwohl die Formeln
komplizierter aussehen):

Wir bestimmen zunéchst folgende Ausdriicke:

n Menge der MeBwertpaare
n
z X, Summe der MeBwerte der Variablen x
i=1
n 2
Z X Summe der quadrierten MeBwerte der Variablen x
i=1
> V. Summe der MeBwerte der Variablen y
=17/
" 2 . .
> V. Summe der quadrierten Mewerte der Variablen y
="/
n
> XV Summe der Produkte der MeBwertpaare
i=l=j /
n 2
(Z xi] Quadrierte Summen der MeBwerte der Variablen x bzw. y:
i=1

Diese setzen wir in die unten aufgefiihrten Formeln ein:
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bzw. vereinfacht: (s.0.)

611:)7_171)7

9.1.2. Der Produkt-Moment-Korrelationskoeffizient r

Wihrend die Regressionskoeffizienten fiir gegebene MefBwertpaare nur die Geraden angeben, an die die
MeBwerte in Richtung x- oder y-Achse nach dem Kriterium minimaler Abstandsquadrate optimal angepalt sind,
soll der Produktmoment-Korrelationskoeffizient den Anpassungsgrad selber signalisieren. Dabei sind folgende
Fille zu unterscheiden:

- Totale Anpassung : r=x=l1
- keine Anpassung : =0
- "mittlere" Anpassung: 0 <|r| <1

Das Vorzeichen von r ist das gleiche wie das der Steigung von by.
r wird aus folgender "Urform" gewonnen und dann zu einer rechentechnisch optimierten Form umgeformt:

i ()Ci - )_C)* (Vj - y) (Kovarianz)
s

i 1

p=
Z (_xi -X )2 Z (y =y )Z Produkt der Standardabweichungen, multipliziert mit n).
n*1/i= e
n n
5 (v -2y -5)
i=j=1 /

[l ezl -of

Die rechentechnisch optimierte Formel lautet:



”*anx,-y

i=j=1

j_zxi*zy,
i=1 =17

N

ix () gy (20

In der "Urform" enthilt r im Z&hler deutlich sichtbar die "Kovarianz", im Nenner das geometrische Mittel der
Summen der quadrierten Abweichungen von x bzw. y. Die Kovarianz ist ein Ausdruck fiir die gemeinsame
Verdnderung der Variablen x und x. Ist sie gleich 0, besteht kein Zusammenhang. Sie wird gleich 0, wenn die
Regressionsgeraden entweder zur X-Achse oder zur Y-Achse parallel verlaufen. Sie ist positiv, wenn die Gerade
nach rechts ansteigt, negativ, wenn sie nach rechts féllt. Das Produkt der Abweichungs-Quadratsummen im
Nenner ist gleich 0, wenn auf einer Variablen keine Variation vorliegt. Dann ist der Koeffizient nicht

berechenbar (wegen des Verbots, durch 0 zu teilen).

Bei Linearitit des Zusammenhangs erreicht die Kovarianz genau das geometrische Mittel der summierten

Abweichungsquadrate, so dafl r = 1; bei Abweichungen von der Linearitdt der Wertepaare ist die Kovarianz
kleiner als das geometrische Mittel der summierten Abweichungsquadrate.
Daher ist in solchen Fillen 0 < |r] <1.

9.1.3. Ein Rechenbeispiel

Wir gehen von den oben aufgefiihrten Daten zum Zusammenhang von Alkoholkonsum und Tablettenkonsum

aus, fiir den oben schon eine Graphik erstellt wurde.

Wertepaare und Arbeitstabelle fiir Rechengang Nr. 2:

Alkohol in cl Tabletten pro Tag

fi Xi X ' yi Xi *yj

1 5 25 81 45

1 2 4 169 26

1 8 64 1 8

1 6 36 81 54

1 6 36 100 60

1 8 64 9 24

1 7 49 225 105

1 2 4 36 12

n=2y8 n n n 5 n
dx, =44 | x2=282 66 | D y7=702 | > xy, =334
i=1 i=1 j=1 i=j=1

(Z xi)z 1936 (Z y])z 4356

Wir berechnen zunéchst b;:

_ 8%334-44*66 —232

1=

8%282-1936

Sodann ermitteln wir a;:

=-0,725

320
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a, =8,25—(~0,725%5,5) = 12,238

Danach ermitteln wir b,:

* _ 44 * _
- 8§%334 —44 %66 —232 _ 0,184
8*702 — 4356 1260

sodann a,:
a,= 5,5-(-0,184*8,25)=7,018

SchlieBlich setzen wir die errechneten Werte fiir r ein:

8%334 —44%66
r= =-0,365
(8%282-1936)(8* 702 — 4356)

Die Regressionsgeraden sind somit bestimmt als

1. Regressionsgerade:
y=a;+bx=12238-0.725x

2. Regressionsgerade:
X =a, + by =7,018 -0,184y Merke :hier ist x = f(y)

Beide Regressionsgeraden sind in die o.a. Graphik eingezeichnet. IThr Winkel korrespondiert mit dem
Korrelationskoeffizienten r insofern, als ein Korrelationskoeffizient von 1 dem Winkel von 0° entspréche, ein
Korrelationskoeffizient von 0 einem Winkel von 90°.

Die Voraussetzung fiir die Berechnung des Korrelationskoeffizienten ist, da3 beide Variablen x und y
normalverteilt sind und daf3 es sinnvoll ist, eine Gerade als Reprasentantin entsprechender ,,Punktwolken aus
Wertepaaren anzusehen.

Hier muf nur noch darauf hingewiesen werden, daf das Quadrat des Korrelationskoeffizienten
r2

auch als Determinationskoeffizient bezeichnet wird und angibt, in welchem Mafle die Varianz der Variable y
durch die Varianz der Variable x erklért wird (siche hierzu auch eta? in der Varianzanalyse unten).

9.2. Zwei ordinal skalierte Merkmale

9.2.1. Kruskals Gamma

Auch fiir den Fall ordinal skalierter Merkmale ist man an der statistischen Beschreibung von Zusammenhingen
interessiert. Das heiflt, man will in Kenntnis des Wertes - der Auspragung - einer Variablen den Wert der
anderen vorhersagen. Wahrend nun bei intervallskalierten Merkmalen oder Variablen mit Abstdnden und
Abstandsquadraten argumentiert werden kann, ist dies bei Rangskalen verboten; daher ergibt sich die
Notwendigkeit, neue Konzepte fiir Rangkorrelationen zu entwickeln. Hierbei geht eine Gruppe von Statistikern
vom Konzept der konkordanten und diskordanten Paare aus.
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Beispiel:
13 Schiiler geben ein Urteil ab iiber 3 Lehrer, die sie in einem System von je drei Réngen plazieren, einmal auf
der Dimension "Sachbezogenheit", zum anderen auf der Dimension "positiver Beitrag zum Gruppenklima".
Das Ergebnis sei die folgende Tabelle mit 39 Urteilen, die fiir beide Dimensionen vorliegen; fiir jeden Lehrer
gibt es die Angabe der Position auf beiden Rangskalen, die jeweils 3 Rénge umfassen:
39 Urteile iiber 3 Lehrer durch 13 Schiiler, betreffend deren Sachbezogenheit und ihren Beitrag zum
Gruppenklima.

Rang: "Gruppenklima"

Rang 1 2 3
Sach- 5 7 2 Die Zahlen in den einzelnen Zellen
1 bedeuten:
11 12 13
obere Zahl: Haufigkeit
untere Zahl:
bezogen 1 9 0 Kombination der zellenspezifischen
2 Rénge.
21 22 23
heit 1 3 11
3
31 32 33

Die Zelle mit der Zugehorigkeit zu den Réangen 1 auf beiden Skalen hat insofern die Kennzeichnung 11.
Die Ringe werden hier so interpretiert, daf kleine Rangzahlen hohere Ringe anzeigen als grofie Rangzahlen.

Ein Lehrer mit den Rangen

x=1/y=1
und ein Lehrer mit den Réngen
x=2/y=2

bilden nun ein sogenanntes konkordantes Paar, da beide Rangunterschiede auf beiden Variablen "gleichsinnig"
sind.
(xx1>2;y:1>2)

Ein Lehrer, der die Ringe

x=1/y=3
zugesprochen bekommt, und einer, der die Range
x=3/y=1

zugesprochen bekommt, bilden ein sogenanntes "diskordantes Paar", da die Rangunterschiede "ungleichsinnig
sind" (x:1>3;y: 3<1).

Die Menge aller konkordanten Paare wird nun mit N, bezeichnet, die Menge der diskordanten Paare mit Ny
Kruskals v (,,gamma®), ein einfaches MaB fiir die Rangkorrelation, wird aus

:Nc_Nd
N. N,

bestimmt.

v
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Die Berechnung der Menge konkordanten Paare (N,) erfolgt durch Aufsummieren der aller Produkte von
Haufigkeiten in Zellen, die konkordante Paare enthalten, wie

Zelle Zelle Produkt
Haufigkeit Haufigkeit
11 5 22 9 5* 9=45
11 5 23 0 5*0=0
11 5 32 3 5*3=15
11 5 33 11 5* 11 =155
12 7 23 0 7* 0= 0
12 7 33 11 7*11=1717
21 1 32 3 1* 3=3
21 1 33 11 1*11=11
22 9 33 11 9*11=99
N, =305

Die Berechnung der Menge diskordanter Paare erfolgt analog:

Zelle Zelle Produkt
Haufigkeit Haufigkeit
13 2 22 9 2*¥9=18
13 2 21 1 2%1= 2
13 2 32 3 2*¥3= 6
13 2 31 1 2%1= 2
12 7 21 1 7*1= 17
12 7 31 1 7*1= 17
23 0 32 3 0*3= 0
23 0 31 1 0*1= 0
22 9 31 1 9*1= 9
Nd =51
7/:305 51:0,713
305+ 51

In diese Rechnung sind allerdings noch keine Paare einbezogen, bei denen zeilen- oder spaltengleiche Range
existieren, wie z.B. bei den Zellen

11 und 12, bei denen der Rang in der Variable Gruppenklima ungleich ist, der bei Sachbezogenheit aber
gleich,
oder 11 und 21, bei denen der Rang in der Variable Gruppenklima gleich ist, der bei Sachbezogenheit aber
ungleich.

Paare, die in sich solchen Zellen befinden, bilden die sogenannten ties, also (teilweise) ranggleiche Elemente in
der Menge der Paare.

Die Berechnung von Gamma beriicksichtigt nur die anderen (konkordanten, diskordanten) Paare. Gamma ist wie
r zwischen -1 und +1 definiert. Da es "ties" (Ubereinstimmungen von Réngen in einer der Variablen) nicht
beriicksichtigt, zeigt es jedoch oft zu "giinstige" Werte an und tduscht Zusammenhinge vor.
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9.2.2. Kendalls 1, ("taup").

Ein MaB, das die ties beriicksichtigt, ist das MaB T, (tau,) von Kendall, das eine erweiterte Form von Kendalls T,
(,tau,) ist. T, ist Kruskals y vergleichbar:

_Nc_Nd

nln-1
2

T =

a

Hier steht im Nenner eine Konstante, die Menge der Zellen einer quadratischen Matrix oberhalb der
Hauptdiagonale. Sie betriige fiir eine 3*3-Matrix genau 3.

T, hat einen anders definierten Nenner als Kruskals y:

r = N.-N.
" JNANATINANAT,)

In diesem Nenner bedeutet T, die Menge der "ties" auf der Variablen x (hier ,,Sachbezogenheit”) , T, die Menge

der ,ties* auf der Variablen y (hier ,,Beitrag zum Gruppenklima“).

Die T, errechnen sich wie folgt:

Zelle Haufigkeit | Zelle Haufigkeit | Produkt
11 5 21 1 5* 1=5
11 5 31 1 5* 1=5
21 1 31 1 1* 1= 1
12 7 22 9 7* 9=63
12 7 32 3 7* 3=21
22 9 32 3 9* 3=27
13 2 23 0 2*¥ 0=0
13 2 33 11 2*%11=22
23 0 33 11 0*11= 0
T, =144
Die T, errechnen sich wie folgt:
Zelle Zelle Produkt
Haufigkeit Haufigkeit
11 5 12 7 5* 7=35
11 5 13 2 5* 2=10
12 7 13 2 7* 2=14
21 1 22 9 1* 9=09
21 1 23 0 1* 0=0
31 1 32 3 1* 3=3
31 1 33 11 1*¥11=11
32 3 33 11 3*¥11=33
T, =115

T, = 144
T,=115
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Setzt man diese Werte in die Formel ein, dann ergibt sich

o 30551
" JB05+51+144)305+51+115)

=0,523

Da v, in dem die "ties" nicht beriicksichtigt wurden, den (groBBeren) Wert 0,713 hatte, ist der "ddmpfende"
EinfluB der Einbeziehung der ties in die Formel von 1, hier gut sichtbar. Welche ties diesen Einflufl haben, kann
man am Nenner ablesen: Der EinfluB3 der T,=144 ist stirker als der Einflul3 der T,=115.

9.3 Zwei nominal skalierte Merkmale

9.3.1 Cramérs V

Fiir den Fall nominal skalierter Merkmale ist die Moglichkeit nicht mehr gegeben, zwischen einer gleichsinnigen
oder ungleichsinnigen Verdnderung der Variablen y bei Veranderung der Variablen x zu unterscheiden, sondern
nur noch die Moglichkeit, zu messen, wie stark die beobachteten Werte von erwarteten Werten abweichen.
Genau dies haben wir beim zweidimensionalen Chiquadrat-Test getan. Ist diese Abweichung grof3, dann wird
das Bestehen eines Zusammenhangs vermutet. Was dies bedeutet, kann an folgendem Beispiel demonstriert
werden:

Wir benutzen wiederum das oben zum Chiquadrat-Test angefiihrte Beispiel:

Mein Hund soll schén und auffallend sein / Wenn der Hund seine Aufgaben nicht erfiillt: Anderen

anschaffen
Anderen anschaffen
keines- vielleicht
falls eher nicht doch eher ja Gesamt
Schoner  keines-  Anzahl 86 20 6 10 122
Hund falls Erwartete Anzahl 71,6 27,3 11,1 12,0 122,0
Residuen 14,4 -7,3 -5,1 -2,0
eher Anzahl 120 51 10 15 196
nicht Erwartete Anzahl 115,1 43,8 17,8 19,3 196,0
Residuen 4,9 7,2 -7,8 -4,3
viel- Anzahl 74 33 18 13 138
leicht Erwartete Anzahl 81,0 30,8 12,5 13,6 138,0
doch Residuen
-7,0 2,2 55 -6
eher ja Anzahl 30 14 14 14 72
Erwartete Anzahl 42,3 16,1 6,5 71 72,0
Residuen -12,3 2,1 7,5 6,9
Gesamt Anzahl 310 118 48 52 528
Erwartete Anzahl 310,0 118,0 48,0 52,0 528,0
Chi-Quadrat-Tests
Wert df
Chi-Quadrat nach a
Pearson 35,491 °
Anzahl der gultigen Falle 528

a. 0 Zellen (,0%) haben eine erwartete Haufigkeit
kleiner 5. Die minimale erwartete Haufigkeit ist 6,55.

Hier gilt es nur noch, ein Maf} der Stirke des Zusammenhangs nachzureichen.
Die Stédrke des Zusammenhangs wird durch folgenden Koeffizienten gemessen, der zwischen 0 und 1 definiert
ist:
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2

_ X
V= atinG - 15 (e<1)

Dieser Koeffizient, Cramérs V, hat im Zéhler das oben berechnete XZ, im Nenner das Produkt aus n (der
Tabellensumme) und dem kleineren von zwei Werten (das bedeutet "Min"):

der Menge der Zeilen minus 1 (=r-1); unsere obige Tabelle hat 4 Zeilen;
oder
der Menge der Spalten minus 1 (=c-1); unsere obige Tabelle hat 4 Spalten.

Fiir unser konkretes Beispiel errechnen wir

yo |29 4149
528%*(4-1)

Da Zeilenmenge und Spaltenmenge identisch sind, ist es hier egal, ob wir r-1 oder c-1 in den Nenner
einbeziehen. Die Definition des Nenners stellt sicher, dal V den Wert 1 auch dann erreichen kann, wenn keine
quadratische Matrix vorliegt. Im vorliegenden Fall haben wir es mit einem schwachen Zusammenhang zu tun,
der aber — weil die Nullhypothese im Chiquadrat-Test abgelehnt wurde, als statistisch auf dem 1%-Niveau der
Irrtumswahrscheinlichkeit gesichert gilt.

9.3.2 Phi und korrigiertes x?

Die Messung von Zusammenhingen zwischen nominal skalierten Merkmalen durch Cramers V bezog sich auf
den Fall von Tabellen beliebig groBen Formats. Sinkt das Tabellenformat auf 2 x 2 ab, dann sinkt der

Freiheitsgrad von xz auf 1. In diesem Fall wirkt sich die Tatsache, da3 bei der oben gezeigten
Berechnungsmethode fiir Erwartungswerte auch Briiche vorkommen konnen, in der Realitit aber nur ganze

Zahlen als absolute Haufigkeiten denkbar sind, verfilschend auf den Wert von XZ aus. Weiterhin gibt es fiir
Vierfeldertabellen ein vereinfachtes Verfahren der Berechnung des statistischen Zusammenhangs, d.h. es
brauchen nicht mehr einzelne Erwartungswerte etc. ermittelt zu werden, sondern nur noch der folgende
Ausdruck (Phi):

ad — bc

\/(a+b)(c+d)(a+c)(b+d)

Das zur Kontinuitédtskorrektur nach Yates modifizierte Chiquadrat errechnet man fiir Vierfeldertafeln nach

d =

4= Had —bc| —g]zn
Y (a+b)c+da+c)b+d)

Die Buchstaben a, b, c und d in diesen Formeln bedeuten absolute Haufigkeiten in den Zellen einer
quadratischen Tabelle mit 4 Feldern:

"a" ist also immer die Haufigkeit "links oben", "d" die Haufigkeit "rechts unten" etc.
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Rechenbeispiel:

In einer Untersuchung iiber die geschlechtsspezifischen Einstellungen zur Nutzung der Atomkraft verteilten sich
die Aussagen fiir bzw. gegen ein sofortiges Abschalten aller Atomkraftwerke wie folgt:

fiir sofortiges Abschalten Frauen Minner Summe
der AKW 7 4 11
gegen sofortiges 5 9 14
Abschalten der AKW Summe 12 13 25

Setzt man die Werte in die Formel fiir @ ein, ergibt sich:

7%9_4%5
b= =0,28
VT +4)5+9)7+5)4+9)

, l7#9-ax5-2F 25

A A 14)12)13)

=0,968

Priift man die Nullhypothese, da3 die Haufigkeiten ,,randverteilt” sind bei 1 % Irrtumswahrscheinlichkeit
einseitig, dann miilte man dies an einer Chiquadratverteilung mit einem Freiheitsgrad tun. Der Kriteriumswert
betriige dann 6,63.

Da das berechnete Chiquadrat nur 0,968 betrigt, behalten wir die Nullhypothese bei, d.h. wir rechnen nicht mit
einem Zusammenhang von Geschlecht und Einstellung zur Nutzung der Atomkraft.

Der Statistiker Cole schlédgt noch eine Korrektur von Phi vor, weil Phi den Maximalwert 1 nur annehmen kann,
wenn die Felder einer Diagonale leer sind. Um eine Unterschédtzung des Zusammenhangs zu vermeiden, schlagt
er vor, Phi nach verschiedenen Formeln zu berechnen, je nachdem, ob der Zéhler ein positives oder negatives
Vorzeichen hat. Einzelheiten referieren Claull und Ebner (Grundlagen der Statistik fiir Psychologen, Padagogen
und Soziologen, 2. Auflage 1975, S. 285).

10. Signifikanztests fiir Korrelations- und Assoziationsmalle
10.1. t-Test fiir den Produktmomentkorrelationskoeffizienten

Die Nullhypothese lautet in diesem Fall: "In der Grundgesamtheit ist die Korrelation gleich Null".
Der Test dieser Hypothese ist moglich mit Hilfe eines kritischen Wertes "t", der wie folgt berechnet wird.

df=n-2

Wenden wir diese Formel auf unser Rechenbeispiel vom Zusammenhang des Alkohol- und Tablettenkonsums
an, dann kénnen wir einsetzen:

V8-2
41-0,133

t=0,365 =0,96
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fiir 8-2 = 6 Freiheitsgrade wire der Kriteriumswert der t-Verteilung bei einseitigem Test und 1 %
Irrtumswahrscheinlichkeit t = 3,14. Da unser empirischer t-Wert mit t = 0,96 kleiner ist, behalten wir die
Nullhypothese bei und Verneinen die Vermutung eines Zusammenhangs von Alkohol- und Tablettenkonsum.

Einfacher ist es noch, eine Tabelle von Zufallshochstwerten von r zu Rate zu ziehen (vgl. Erna Weber, Jena
1972, S. 652).

10.2. Z-Test fiir Kendalls "tau”

Fiir Kendalls tau existiert ein Signifikanztest auf der Basis der standardisierten Normalverteilung. Der kritische
z-Wert

_ (Nc_Nd)il
2= \/n(n—l)(2n+5)

18

wird unter folgender Nebenbedingung berechnet; fiir N, < Ny ist die Zahl 1 dem Zahler hinzuzuaddieren;
ist N > Ny, ist 1 zu subtrahieren. Bedenken gegen diesen Koeffizienten sind insofern legitim, als die z-
Verteilung und die t-Verteilung Abstinde voraussetzen, die bei Rangkorrelationen nicht gegeben sind.
Weiterhin wird die Menge der ties nicht in die Kriteriumsberechnung einbezogen.

10.3. Einschrdnkungen der Chiquadrat-Tests fiir Cramers V und Phi

Es sei hier noch nachgetragen, daf3 bei Tabellen mit im Durchschnitt weniger als 5 Elementen pro Zelle der
Chiquadrattest problematisch wird, weil die Chiquadratverteilung groe n voraussetzt. In der Praxis wird man
daher durch Modifikation von Tabellen (mittels Zusammenfassung von Kategorien oder Weglassen schlecht
besetzter Kategorien) dafiir Sorge tragen, daB nicht mehr als 20 % der Zellen Erwartungswerte von weniger als
5 haben. Allerdings ist in der Berichterstattung auf eine solche Prozedur hinzuweisen.

Fiir kleine n wird statt der Chiquadrat-Methoden "Fishers exakter Test" empfohlen, der allerdings nur den
Vierfelder-Fall betrifft.

10.4 Fisher's exakter Test

Eine Methode zur Analyse von Vierfeldertafeln in bezug auf die Frage, ob bestehende Zusammenhénge auch in
der Grundgesamtheit vorhanden sind, bietet Fisher's "exakter" Test. Er gestattet es, die Wahrscheinlichkeiten fiir
das Auftreten bestimmter Zellenbesetzungen zu berechnen, wenn die Randverteilungen gegeben sind. Fiir
folgenden Fall

10

10

10 10

sind folgende Zellenbesetzungen denkbar:
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S 15
5 15
10 jo
0 |10

Der Test berechnet fiir eine konkrete Verteilung, z.B. fiir die Verteilung

3 7
7 3

0\’4;

\llw
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\o‘~

die Wahrscheinlichkeit ihres Eintretens nach MaB3gabe der hypergeometrischen Verteilung mit der Formel

Formel: ID(a))r =

Hierbei sind a, b, ¢ und d die Haufigkeiten einer Vierfeldertabelle

a b
c d

(a+b)c+d)a+c)(b+d)!

albleld!n!

p (a) x ist die Wahrscheinlichkeit, daf3 - bei gegebenen Randsummen - a den Wert x annimmt. Fiir unser o.a.

Beispiel konnen wir ermitteln:

Punktwahrscheinlichkeiten

p(a)= 0,000005413
p(a);= 0,000541254
p(a),= 0,010960402
p(a);= 0,077940635
p(a)s= 0,238693193
p(a)s= 0,343718198
p(a)s= 0,238693193
p(a);= 0,077940635
p(a)s= 0,010960402
p(a)y= 0,000541254
p(a)10= 0,000005413

aufsummierte Werte:

0,000005413
0,001087921
0,011507069
0,089447703
0,328140896
0,6718591
0,410552287
0,988492922
0,99453324
0,999994578
1,0000

Der Fisher Test summiert nun die Wahrscheinlichkeiten auf, die fiir ein konkretes a = x und alle moglichen
kleineren a < x gelten. Diese Summe

wird nun wie folgt interpretiert: Ist ihr Wert groB3er als ein Kriteriumswert (die zugelassene Wahrscheinlichkeit
fiir die irrtimliche Ablehnung der Nullhypothese, dal3 in der Grundgesamtheit kein Zusammenhang besteht),
wird die Nullhypothese angenommen.

Der Fisher-Test wird als "einseitiger" Test interpretiert: er ist nur anwendbar auf die schwichstbesetzte Zelle

einer Tabelle! Diese muf3 beim Test immer in der Position von a sein:
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L’i
Modifikationen referiert Sidney Sigel, a.a.O., S. 101 ff.

Die o.a. Berechnungen zeigen, dal3 der Fall

2 |8 noch zur Ablehnung der Nullhypothese fiihrt,
8 |2

dal} aber der Fall
3 17 schon zur Annahme der Nullhypothese fiihrt.
7 13

Das gleiche Ergebnis ist aber auch ndherungsweise mit Hilfe der Chiquadrattechnik zu erzielen, wenn man die
Yates-Korrektur benutzt.

11. Einfaktorielle Varianzanalyse

Wihrend beim t-Test aufgrund der Mittelwertsdifferenzen gepriift werden kann, ob zwei Stichproben aus einer
gemeinsamen Grundgesamtheit gezogen worden sein kdnnen, bietet die einfaktorielle Varianzanalyse die
Maglichkeit, mehrere gleichgroBe Stichproben in bezug auf die Frage zu untersuchen, ob sie alle aus einer
gemeinsamen Grundgesamtheit stammen kdnnen oder nicht. Die Nullhypothese wiirde sein:

Ho= pl=p2=p3=p4.

Die einfaktorielle Varianzanalyse erlaubt es, zu iiberpriifen, ob sich verschiedene Stichproben, deren Mitglieder
aus unterschiedlichen "Bereichen" kommen, so unterscheiden, dafl man die Unterschiede durch die Herkunft aus
unterschiedlichen Bereichen "erkldren" kann. Bereiche konnen dabei z.B. regional, temporal, institutionell oder
auch experimentell definiert sein.

An einer Volkshochschule werden Spanier in Deutsch unterrichtet. Alle Dozenten benutzen das gleiche
Lehrmaterial, aber die Personen, die unterrichten, praktizieren informell sehr verschiedene personliche Lehrstile.
Diese wirken sich auf die Motivation der Beteiligten férdernd oder hinderlich aus. Die Menge der Fehltage in
einem Jahr schwankt deshalb betrachtlich. Die Frage ist nun, liegt das am Lehrstil?

Jeweils
5 Teilnehmer bei den 4 verschiedenen Dozenten werden nun befragt, wie oft sie bei dem Dozenten im letzten
Semester gefehlt haben. Die Antworten lauten:

Dozent Nr. 1 2 3 4
1. Person 1 2 3 4
Fehltage
2. Person 1 2 5 3
Fehltage
3. Person 3 5 7 2
Fehltage
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4. Person 1 6 5 1
Fehltage
5. Person 0 3 6 0
Fehltage

Zunichst konnen wir die durchschnittliche Fehldauer pro Dozent feststellen: Sie betrdgt bei

Dozent Nr. 1 2 3 4

X, 1,2 3,6 52 2,0

Hiernach scheint es so zu sein, als ob es aufgrund der Mittelwertdifferenzen deutliche Unterschiede zwischen
den einzelnen Teilstichproben gibt. Um dies genauer zu kliren, stellen wir den Mittelwert aller MeBwerte fest.
Er betrégt fiir unsere Daten

f =3 Htot" ist ein Kiirzel fiir "total - alle".
tot

Die weitere Analyse der Streuungen geht nun folgenden Gang:

Von der Varianz, die - wenn die Grundgesamtheitsvarianz geschétzt werden soll - als

Z(xi_f)z
o=

definiert ist, wird zunichst nur der Zahler, also die Summe der Abweichungsquadrate, auch "Quadratsumme"
genannt, abgekiirzt QS, betrachtet.

Beziehen wir in die Berechnung von QS alle MeBBwerte aus allen Stichproben ein, und wéhlen wir
_)?m . als Bezugsgrofe,

dann erhalten wir
QS,U, = Z(Xi - ftot)z

Dies ist die Quadratsumme, {iber alle MefBwerte gerechnet.
Dieser Ausdruck wird als Resultat einer Addition aufgefaBt:
QSiot = QSpear  + QStepler

"Treat" ist hier eine Abkiirzung fiir "Treatment" (Behandlung).

QS ist die Quadratsumme, deren Zustandekommen durch
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unterschiedliche "Treatments" entstanden ist.
QSkenter ist eine durch zufillige Variation entstandene Quadratsumme.

Diese Gleichung spiegelt wieder, da3 die Unterschiede zwischen den MeBwerten einen systematisch
verursachten Anteil, -

QSyreat
in unserem Falle durch die spezifische Lehrmethode des Dozenten verursachten Anteil -,
und einen zufilligen Anteil

QSrenter
haben.

Diese Quadratsummen sind ihrerseits chiquadratverteilt, mit
Freiheitsgraden, fiir die folgendes gilt:

dftot = dftreat + dffehler

Teilt man QS durch QS , dann erhdlt man, wenn der
Quotient mit 100 multipliziert wird, den ,,Prozentsatz der Varianzaufklarung:

Qstreat * 100
Varianzaufklirung = ------------- — eta2 + 100

Qstot

Die QSqeat wird wie folgt berechnet:

QStreut - nZ(fk B fmt)z

Hier werden die Differenzen der "dozentenspezifischen" Mittelwerte und des Gesamtmittelwerts quadriert,
aufsummiert und mit n multipliziert.

Die QSgper ~ wird wie folgt berechnet:
Fiir jeden Bereich k - also fiir jeden Dozenten -

wird die dozenten-spezifische Quadratsumme ermittelt. Alle diese
Summen werden aufaddiert. Daher die Doppelsumme.

QStreat - ZZ('xl N fk)z

Jeder Quadratsumme entspricht nun eine Schitzung der entsprechenden Varianz der Grundgesamtheit, also
der totalen Varianz, der durch das "Treatment verursachten" Varianz und der durch "Fehler" verursachten
Varianz.

Diese Schitzungen erhdlt man, wenn man jeweils eine dieser Quadratsummen durch die ihr entsprechende
Menge an Freiheitsgraden teilt:
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— QSzoz
(ﬂzot - dfmt

05,
a’ﬁeat ) df treat

QS fehler

(ijehler - dffehler

Die Freiheitsgrade, df, werden hier wie folgt bestimmt:
df,, = n*p-1, wobei in unserem Beispiel n die Menge der Schiiler
pro Dozent ist, p die Menge der Dozenten.

dftreat = p'l
dffehler =p *(Il- 1 )

Die Frage, ob der Grad der Varianzaufklarung

*100
Varianzaufkldrung = el =eta’ *100

QSl‘Ot

zufillig zustandekommt oder statistisch gesichert ist, wird nun mit Hilfe des F-Tests gepriift. Hierbei gilt die
Beziehung:

=
aéz"eh ler

wobei die Menge der Freiheitsgrade jene ist, die im Nenner der in diesen Bruch einbezogenen Ausdriicke steht.

F =

Wie oben schon erldutert, entsteht die F-Verteilung aus zwei Chi-Quadrat-Verteilungen, mit jeweils einer
spezifischen Menge an Freiheitsgraden. Die Entscheidung, ob ein konkreter Bruch F zufallig zustande kommt
oder nicht, wird wieder - wie schon bei den anderen oben gezeigten Verteilungen - an einem kritischen Wert ¢
orientiert. ¢ entspricht einem vorher festgelegten Niveau der Irrtumswahrscheinlichkeit fiir eine bestimmte F-
Verteilung. Dieses ¢ wird mit dem konkreten berechneten F, fiir die jeweils relevante Kombination von
Freiheitsgraden, verglichen. Ist das empirisch ermittelte F > ¢, wird die o.a. Nullhypothese abgelehnt.

Fiir unser Beispiel errechnen wir:

QStreat =472 dftreat =3 (ﬁreat =15,733
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15,733
23

= 6,841
QSféhler - 36’8 dfféhler - 16 fehler = 2’300
5,29

63;16;1% =

OS =s40df =194, =444

Da F > c ist, konnen wir die Nullhypothese auf dem 1% Niveau ablehnen. Es zeigt sich eine

*100
Varianzaufkldrung = et =56,19%

QSZ‘U[

Damit wird in diesem Beispiel das Problem der Fehlzeiten zur iiber 50 % durch die dozentenspezifische Art des
Lehrens erklart.

Der entsprechende SPSS-Ausdruck sah fiir frithere SPSS-Versionen (SPSS6 oder 7) folgendermalien aus:
ANOVA /VARIABLES haeuf BY dozent (1,4) /STATISTICS ALL.
* * * CELTL MEANS *x x ¥%
HAEUF
BY DOZENT

TOTAL POPULATION

3.00
( 20)
DOZENT
1 2 3 4
1.20 3.60 5.20 2.00
( 5) 5) 5) 5)
** * ANALYSTIS O F VARIANCE * * *
HAEUF
BY DOZENT
Sum of Mean Signif
Source of Variation Squares DF Square F of F
Main Effects 47.200 3 15.733 6.841 .004
DOZENT 47.200 3 15.733 6.841 .004
Explained 47.200 3 15.733 6.841 .004
Residual 36.800 16 2.300
Total 84.000 19 4.421

20 Cases were processed.
0 Cases ( .0 PCT) were missing.
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Rechenschritte einer einfachen Varianzanalyse:
Gegeben sind m Teilstichproben vom Umfange n;

e Man berechnet die arithmetischen Mittel und die Varianzen fiir alle Teilstichproben und fiir den gesamten
Datensatz.

e Die Varianzen der Teilstichproben werden mit (n-1) multipliziert. Es resultieren die Quadratsummen (QS)
der Teilstichproben.

e Man addiert diese und erhélt die Fehlerquadratsumme (QSgeper)

e  Man ermittelt die Freiheitsgrade fiir QSgenier, indem man die Menge der Teilstichproben m mit (n-1)
multipliziert. Es resultiert dfgeye,. Dann teilt man QSgepie; durch dfgener. Es resultiert die Fehlervarianz, die
auch Binnenvarianz pro Freiheitsgrad genannt wird und durch 6%geye; bezeichnet wird.

e  Man ermittelt die Treatmentquadratsumme QStyeamens, it dem man die Differenzen zwischen den
Mittelwerten der Teilstichproben und dem Mittelwert der Gesamtstichprobe bildet, diese Differenzen
quadriert und aufsummiert. Die Summe multipliziert man mit n. Man ermittelt die Freiheitsgrade dftreament
von QSrtreatments indem man von der Menge der Teilstichproben m die Zahl 1 subtrahiert (m-1). Man teilt
QS1reatment durch dfreamen: und erhélt die Zwischenvarianz pro Freiheitsgrad 621reament-

e  Man addiert QSgehier und QSTreatment UNd erhélt QS,y.

e  Man ermittelt den F-Wert, indem man 6?reamen durch 6gepe; teilt. Dem Zahler werden die Freiheitsgrade
des Treatment dfrieament Zugeschrieben, dem Nenner die Freiheitsgrade fiir die Fehler dfrepie;.

Es wird — beispielsweise bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 1 % der kritische Wert in der F-Verteilung
gesucht, der Fagueatment dffenter, 19 €ntspricht. Ist der empirische F-Wert groBer als der kritische F-Wert, wird die
Nullhypothese verworfen, daB alle Teilstichproben aus der gleichen Grundgesamtheit gezogen worden sein
konnen. Ist der empirische F-Wert groBer als der kritische F-Wert, behélt man die Nullhypothese bei.

e Man ermittelt den Grad der Varianzaufkldrung aus dem Quotienten QStreamen™ 100/ QS,= eta>*100

e  Man interpretiert das Ergebnis etwa folgendermaflen: Die Nullhypothese.............. wird
beibehalten/abgelehnt bei ....... % Irrtumswahrscheinlichkeit. Der Grad der Varianzaufkldrung ist....%.

12. Einfiihrung in statistisches Rechnen
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Es gibt in der Statistik viele Symbole, deren Bedeutung bekannt sein miissen, wenn entsprechende Formeln
verstanden und sinngeméal angewendet werden sollen. Leider ist die Schreibweise und Definition einiger
Symbole nicht bei allen Autoren einheitlich, so daB3 nicht selten aus dem Kontext erschlossen werden muf}, was
gemeint ist. Eine grundlegende Einfiihrung auch in die mathematische Symbolsprache ist erfahrungsgeméaf
deshalb vonnéten, weil viele Studierende sehr schlechte Erfahrungen mit dem Mathematikunterricht gemacht
und das meiste aus der Schule wieder vergessen haben.

Da eine kurze Wiederholung eine griindlichere Beschéftigung mit diesen Symbolen nicht ersetzen kann, seien
hier noch einschlédgige Titel angegeben:

GELLERT, W. u.a. /Hrsg): Kleine Enzyklopadie Mathematik, Frankfurt/M. 1972

WALKER, Helen M.: Mathematik fiir den statistischen Grundkurs, Weinheim 1971

BORTZ, Jiirgen: Lehrbuch der Statistik, 2. Auflage, Anhang A, B und C, Heidelberg 1985.

CLAUS, G., EBNER, H.: Grundlagen der Statistik, Kap. 6, Frankfurt Main 1975

ZOFEL, Peter: Statistik in der Praxis. Kap (1.2), Stuttgart 1985

Statistik hat es mit Zahlen zu tun.
Deshalb zunéchst einiges iiber Zahlen:

(1) Natiirliche Zahlen:
Kardinalzahlen: 1, 2, 3, ...
Kardinalzahlen entstehen durch Abzéhlen der Elemente einer Menge
Ordinalzahlen: 1.,2.,3., 4., ...
(der erste, zweite, dritte, vierte ....) entstehen durch Zuweisung von Plitzen oder Ringen.
Die Null gilt auch hier als natiirliche Zahl.

(2) Die Grundrechenarten und ihre Schreibweisen:
Addition ( a +b)
Subtraktion (a-b)
(Multiplikation) (a*b); (ab)
Diese drei Grundrechenarten sind im Bereich der natiirlichen Zahlen unbeschrankt ausfiihrbar.
Die Division ((a+b), (a:b),(a/b) und der waagerechte Bruchstrich) ist nur beschrankt ausfiihrbar, da einige
Zahlen sich nicht ohne Rest durch andere natiirliche Zahlen teilen lassen.

(3) Ganze Zahlen
Sind mit Vorzeichen versehene natiirliche Zahlen
also 5-4-3-2-10+1+243+4
Sie sind erforderlich, um alle Subtraktionsaufgaben 16sen zu kdnnen.

(4) Absolutzahlen

sind Zahlen ohne Vorzeichen: fiir die ganzen Zahlen -3 +5 -7
bzw. sind die AbsolutBETRAGE |3 |3| |7|

(5) Fiir das Rechnen mit ganzen Zahlen gilt

a+b =D+ a (Kommutativgesetz)
(atb) + ¢ =a+ (btc) (Assoziativgesetz)
Aus a <b folgt a + ¢ <b + ¢ (Monotoniegesetz)

(6) Subtraktionen konnen auch durch Addition negativer Zahlen ausgefiihrt werden
6-2=6+(-2)

(7) Addition und Subtraktion sind Rechenoperationen erster Stufe
Multiplikationen und Divisionen sind Rechenoperationen zweiter Stufe
Letztere haben bei Rechnungen Vorrang (Punkt- geht vor Strichrechnung).
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(8) Multiplizieren
kann als fortlaufende Addition des gleichen Betrages aufgefalit werden.
Fiir Multiplikationen gilt:
a*b=D>b* a(Assoziativgesetz)
bei Zahlen > 0 (nicht fiir negatives c giiltig):
aus a < b folgt a*c < b*c (Monotoniegesetz)
Vorzeichenregel:
(tu) * (+v) = (-u) * (-v) =u*v
(tu) * (-v) = (-u) * (+v) = -u*v

(9) Division
ist die Umkehrung der Multiplikation. Es gelten die gleichen Vorzeichenregeln

() (V) =(Cw: (V)= 7; (W:E)=GFw:(v)=-7;

(10) Briiche
Bei allen Divisionen entstehen Briiche

z.B. der Form P

q

p heiBt Zahler, q Nenner.
Briiche mit dem Nenner 0 sind ausgeschlossen.

(11) Erweitern

1 2 4 20

z.B. T=—=T-=—= Ziahler und Nenner werden mit gleicher Zahl multipliziert
3 6 12 60

Kiirzen
20 10 5 1

z.B. —— =-—=—=— Zihler und Nenner werden durch gleiche Zahl dividiert

80 40 20 4

(12) Bruchrechnen
Briiche werden addiert, indem man sie gleichnamig macht.
Der Hauptnenner ist das kleinste gemeinsame Vielfache der Nenner:

z.B. -t =——=——
6 10 15 30 30 15
(13) Produkt von Briichen
_*_:a*c
b d b*d

(14) Quotient von Briichen

*

S RN
o |

a.c
b d
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(15) Distributivgesetz:  (Vgl. oben (8)).
a* (b+c) =a*b +a*c

(16) Dezimalbriiche
Jeder gemeine Bruch 148t sich als endlicher oder periodischer Dezimalbruch schreiben:
1 5 34 —
zB. - =—=0,5 —=0,34 = 0, 3434343434....
2 10 99

(17) Rechnen mit Dezimalbriichen
Addition: Komma unter Komma: 0, 45
=23, 88

Multiplikation: Wie bei natiirlichen Zahlen, Menge der Kommastellen richtet sich nach der Summe der
Kommastellen der Faktoren:

50*0,00004= 0,002
50 hat zwei Vorkommastellen

0,00004 hat finf Nachkommastellen.
2-5 =-3, also muf3 das Ergebnis drei Nachkommastellen haben.

Division:

Der Divisor wird zu einer ganzen Zahl gemacht. Entsprechend wird beim Dividieren das Komma
verschoben:

0,88 : 0,0022 = 8800 : 22 =400

(18) Potenzen und Wurzeln
Potenzen sind Vorschriften fiir mehrfache Multiplikation:
Wurzeln sind Potenzen mit gebrochenem Exponenten.
a*a*a=a’
a ist hier die Basis, 3 der Exponent. Der Exponent kann im Prinzip jeden Zahlenwert annehmen, also

positiv und negativ sein, ganzzahlig oder gebrochen. Auch die Basis darf positiv und negativ sein.
Ausnahmen siehe unten.

Beispiele:

0° = verbotene Operation
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10°=1 (£10) *=+0,0001
10" =10 (-10) ~ =-0,00001
10* =100
1

10® =100 000 000 1002 = 3/100 =10

-1 _ _ T _qg - L
107" = 1/10=0,1 10077 =0,1 = 37

1
107 =1/10 ¥ = 0.00000001 (-100) ? = verbotene Operation
(wenn Basis a<0, darf Exponent nur ganze Zahl

(-10)* =+100 sein)
(-10)° =-1000

(19) Regeln zur Potenzrechnung

(a*b)" =a" *b"  Multiplikation

+
an *am :an m
n an .
" = b Division
a/ﬂ
m-n
n —a
a

a°=1 ;(fira # 0)  Erweiterung des Potenzbegriffs auf Potenzen von 0 und den
Bereich kleiner 0

a” =4 an Waurzeln als Bruch im Exponenten

(20) Logarithmen

Beispiele:

fiir die Beziehung 10 > =100
kann gesagt werden, da3 der Exponent 2 der Logarithmus von 100 auf der Basis 10 ist.

fiir die Beziehung 2 ? =8 kann gesagt werden, da3 der Exponent 3 der Logarithmus von 8 auf der Basis 2
ist.

Logarithmengesetze (bezogen auf die Basis ):

log, (n, *n,)=log,n, +log,n, Der Logarithmus eines Produkts ist gleich der
Summe der Logarithmen der Faktoren
log , % =log,n, -log,n, Der Logarithmus eines Quotienten ist gleich der
2

Differenz der Logarithmen des Dividenden und
des Divisors

log , heilt ,,Logarithmus auf der Basis b*. Die Basis muf§ grofler als eins sein.
log, (p")=r*log,p Logarithmus einer Potenz

log, Yw = Llog bW Logarithmus einer Wurzel
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Bei den Logarithmen auf der Basis 10 verweist eine positive Zahl vor dem Komma auf die Menge der
Stellen der Zahl, ist sie negativ, verweist sie auf die Menge der Nullen nach dem Komma. Die Zahlen der
Logarithmen nach dem Komma nennt man auch Mantisse.

Beispiele: log,, 2000  =3,301029996 (2000 hat 4 Stellen; 3+1 = 4)
log,, 200 =2,301029996
log,, 20 =1,301029996

log o 0,02 =-1,698970004 (0,02 hat zwei Stellen nach dem Komma.
-(1+1)=-2

(21) Logarithmen auf der Basis 2, e und 10

Da Logarithmen auf der Basis aller Zahlen, die groB8er als 1 sind, definiert sein kdnnen, ist zu fragen, was
,,iblich“ ist. Ublich sind die Basis 2, die Basis e und die Basis 10. Die Logarithmen auf der Basis 10
heiBlen ,,dekadische®, die auf der Basis e ,,natiirliche” und die auf der Basis 2 ,,logarithmus dualis“. Die
dekadischen Logarithmen schreibt man 1g, die natiirlichen In.

Die Basis ,,e* ist eine Zahl, die sich ergibt, wenn man die Reihe

lim
e= (1+% ) " bzw. deren ,,Grenzwert berechnet.
n—» ©

Ihr Betrag ist 2,718281828...... (e ist eine ,.transzendente Zahl“, gehort also zu einer Teilmenge der
,reellen Zahlen®, Definition siehe unten (23)).

Der Vorteil der Zahl e ist, daB die Funktion e * einen Differentialquotienten hat, der ihrem Betrag
proportional ist, das heif3t, er 148t sich leicht berechnen. Der Differentialquotient ist ein Ausdruck fiir die
Steigung.

Die Umrechnung von Logarithmen der einen in die der anderen Basis ist leicht:
lg n= 1/(In 10) * (Inn)=0,4342945* (In n)

(22) Vorteil des Rechnens mit Logarithmen: Jede Rechnung wird auf der néchst-niedrigeren

Stufe durchgefiihrt, Multiplikationen werden zu Additionen, die Potenz wird zur Multiplikation. Dadurch
lassen sich in Briichen Probleme 16sen, die sonst nicht 16sbar wéren. Au3erdem lassen sich nichtlineare
Funktionen teilweise in lineare Funktionen iiberfithren (Linearisierung).

(23) Viele Logarithmen, Wurzeln und die Zahlen e (s.0.) und  gehdren zu den ,,reellen®

Zahlen®. Diese sind unendliche - positive und negative - Dezimalbriiche. Die oben erwéahnten
»transzendenten* Zahlen geniigen keiner algebraischen Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten.

(24) Algebraische Gleichungen sind solche, in denen mit den Unbekannten nur algebraische

Rechenoperationen vorgenommen werden, d.h., + - * =, Wurzel, Potenz.

Transzendente Zahlen kdnnen in algebraischen Gleichungen vorkommen.

Grundformen algebraischer Gleichungen sind die lineare Gleichung, die quadratische Gleichung und
schlieBlich die allgemeine algebraische Gleichung; sie werden hier in der
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Form der Bestimmungsgleichung aufgeschrieben, d.h. die Bestimmung der Koeffizienten
a; wird versucht:

a, x'+a 0X’=0 lineare Gleichung (Gerade)

a,Xx > +a X +a x°=0 quadratische Gleichung (Parabel)

a;x’ +ta,x  +a, x'+a,x°=0 kubische Gleichung (kubische Funktion)
a,x" +a, x""+.+a x'+a,x=0 allgemeine Form der algebraischen

Bestimmungsgleichung (Polynom)

(25) Von den algebraischen Gleichungen werden Exponential- und logarithmische Gleichungen
unterschieden:

zB.e " -x=0 oder Inx+x=0

(26) Von der Form der Bestimmungsgleichung unterscheidet sich die
Form der Funktionsgleichung: z.B. Gerade: y = a;x' + a,x° =a | Xta,

(27) Mehrere Gleichungen mit mehreren Unbekannten
lineare Gleichungen

a, x+b,y=c, zwei Gleichungen, zwei Unbekannte

a,x+tb,y=c,

a;,x, ta;,x, ta;x; =b, drei lineare Gleichungen
A, X, TaynXx, Tayzx, =b, drei Unbekannte
ayX; tapx, fapx; =by

Die Koeffizienten werden mit verschiedenen Losungsverfahren ermittelt. Losbarkeit ist nicht in allen
Fillen gegeben.

Ist die Zahl der Gleichungen groBer als die der Unbekannten, ist das System iiberbestimmt und hat keine
Losung.

Losungsmodelle werden heute der Matrix-Algebra entnommen (s.u.)

(28) Folgen und Reihen
Folgen sind gegeben, wenn jeder natiirlichen Zahl n genau eine Zahl a, zugeordnet wird, die das n-te
Glied der Folge ist.

arithmetische Folge:a, ;a, =a, +d;a; =a, +2d;..a, =a, +(n-1)d

geometrische Folge:a, ;a, =a, *q ;a, =a, *q";..a, =a, q



Die Folge muB keine der GroBe nach geordneten Zahlen enthalten, dies gilt nur fiir bestimmte (z.B.:

arithmetische, geometrische) Folgen.

Reihen sind aufsummierte Folgen, z.B.

n
a, ta, ta; ta, tas +..+a, = ZCL 2 heift ,,Summe*
i=1

(lies: Summe iiber a ; fiir i=1 bis n)

Wenn keine Mif3verstindnisse befiirchtet werden miissen, kénnen die
Summationsgrenzen (hier 1 und n) weggelassen werden.

Beispiele:
12
A, +A, +A, +A,, +A, +A, = ZA,-
i=7

9
AsTstAsTo. A7 T 7 As Tt ATy = Zaifi
pars

2 2 2 2 I

(-2 (22 -2+ -2+ (-2 (22)
( Zz+Zs+Z4+ZS)—10
2

+
1
¥ -10
1 1

Say-ay+ay,~ay,-ay,
—a(Z1+Z2+Z3+Z4):a;Zi

/’{ , + Z A + /’{ ; + Z b kann nicht mit Hilfe des Summationszeichens geschrieben werden.

Doppelte Indizes
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Wenn Daten nach mehr als einem Gesichtspunkt eingeteilt werden, ist der Gebrauch von doppelten oder

sogar dreifachen Indizes sehr niitzlich. Als einfaches Beispiel sei angenommen, dal von N Schiilern ¢

verschiedene Tests durchgefiihrt worden sind, also N*c Messungen. Es sei X |, (lies ,,X eins zwei*) der

Testwert von Schiiler 1 beim Test 2, X ;; der Wert von Schiiler 7 beim Test 1 und allgemein X ;; der Wert

von Schiiler i beim Test j.

Die Nc Testwerte konnen in einer rechteckigen Formation, genannt Matrix, angeordnet werden:
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In dieser Matrix liegen die Werte jedes einzelnen Schiilers in einer Reihe; die Werte aller Schiiler in einem

einzigen Test sind in einer Spalte. Die Reihe der Werte X, , X, , ..., X ;. reprisentiert die Werte von
irgendeinem nicht spezifizierten Schiiler. Die Spalte X, i X Xy reprasentiert die Werte aller

Schiiler bei irgendeinem nicht spezifizierten Test.

Algebraische Symbole

Xll X12 1j XlC
XZI X22 X2j XZC
X31 X32 X3j X3C
le X[Z X@/ ch
XNI XN2 XN/ XNC

Man mdchte eventuell die Summe der Werte eines einzelnen Schiilers bei allen Tests oder die Summe der
Werte aller Schiiler bei einem einzigen Test angeben oder die Summe der Werte aller Schiiler bei allen
Tests. Studiere dazu die folgenden Gleichungen und driicke sie dabei in Worten aus.

Fiir die Werte von Schiiler 6 gilt:
c
XgtXg ..t X, + ~~+X6122 Xéj (Die Summe der X ¢, wobei j von 1 bis ¢
i=l
lauft)

Fiir die Werte in Test 4 gilt:
N

Xy +Xy +.+X, +...+XN4=Z )(i4 (Die Summe der X ;, , wobei i von 1 bis N
i=1

liuft)

Fiir die Werte irgendeines nicht spezifizierten Schiilers gilt:

N
Xy + Xy, ot Xy ot X =0 X,
i=1

Fiir die Werte irgendeines nicht spezifizierten Tests gilt:

C
PED S o +"'+XiC:ZX[j

J=1

Ubung
Fiir alle Werte gilt, wenn man sie erst spalten- und dann reihenweise addiert:

Xy X+ o+ Xy )T Xy + Xy o+ X ) T+ (X e + X+ X 0)
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X11+ZX12++Z XiC

i=1 i=1

> X,

1 i=1

.M2

Il
—_

'MQ

J
Fiir alle Werte gilt, wenn man sie erst reihen- und dann spaltenweise addiert:

Ky + X+ e+ X )+ Xy + X gy F o+ X o W F Xy X g o+ X )

C C C
- Z;Xli+le2i+"'+Z;XNi
Jj= Jj= Jj=

Offenbar ist das Endergebnis stets gleich, egal ob man zuerst die Reihen oder die Spalten addiert.

(29) Fortlaufendes Produkt.
In Analogie zur Reihe kann eine Folge auch fortlaufend multipliziert werden.
Die Schreibweise ist dann

a, *a,*a; ..*a, = II @, IT heiBt ,,Produkt

(lies: Produkt iiber a ; fiir i= 1 bis n)

(30) Fakultit, Permutationen

Das Produkt 1#2*3*4 wird auch als 4! geschrieben (allgemein: n!)

(lies: vier Fakultat).

n- Fakultét bedeutet: n! = 1#2*3* . *(n-1)*n

Esgilt: 0! =1; 1! =1.

(n- Fakultét entspricht der Zahl der moglichen Vertauschungen der Reihenfolge der Elemente einer Menge
mit n verschiedenen Elementen:

Beispiel: Die Buchstaben abc konnen in 3!=6 verschiedenen Reihenfolgen geschrieben werden:

abc, acb, bac, bca, cab, cba. Solche Vertauschungen heiflen auch Permutationen).

(31) Kombinationen und ,,n {iber k*

n
der Ausdruck [ kj (lies: n liber k) ist eine abgekiirzte Schreibweise

n! n
von ————— . Der gleiche Ausdruck wird auch als oder
k\(n—k)! s U

als C,

1,1

oder als a oderals , C, geschrieben. Er ist ein Symbol fiir die Menge verschiedener

Kombinationen von k Elementen einer Menge mit dem Umfang n, aus der k (bzw. r) Dinge ausgewahlt
werden, ohne daf} es auf die Reihenfolge ankdme.

49j 49!
6) 6!(49-6)!

verschiedene Kombinationen von 6 Lottozahlen.

Beispiel: Beim Spiel 6 aus 49 errechnen sich ( =13983816
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(32) Multiplikation algebraischer Summen

(atb) (c+d) = a(c+d) + b(c+d) =ac + ad + be + bd

(33) Binomische Formeln als Sonderfall der Multiplikation algebraischer Summen

2

(atb)® =a’ +2ab+b’

(atb) (ab)y=a’ - b’

n
Bei hoheren Potenzen ergibt sich durch die Einfiihrung des Summenzeichens und des Ausdrucks ( kj

eine vereinfachte Schreibweise:

(ath)" = (g)a" b’ + (,3 a"'p! o+ (Z) a" 2 bl . (Zj a’b”
n
an—kbk
5. ()

n
Die Ausdriicke ( kj heiBlen auch Binomialkoeffizienten, weil sie in der o0.a. Gleichung die Berechnung

des Koeffizienten vor den Produkten von a und b gestatten.
Beispiel (die Binomialkoeffizienten werden fett gedruckt)

(atb)’ =1a’ b” +7a® b' +21a° b? +352* b’ +352° b*
+21a°b° +7a' b® +1a’ b’

Die Entwicklung der Folge der Binomialkoeffizienten ist symmetrisch.

(34) Matrizenrechnung: Definition einer Matrix
Matrix = rechteckige Anordnung von Zahlen in Zeilen und Spalten (n = Menge der Zeilen, m = Menge der
Spalten in einer n*m Matrix)

Die Matrix wird mit fettgedruckten Grofibuchstaben bezeichnet, die Elemente haben Indizes, deren
erster die zugehdrige Zeile, deren zweiter die zugehorige Spalte bezeichnet:

adn dn ds Au
A=Ay A»n A»n Axn A=a; (i=1,2,3;j=1,2,3.4)
as dn ds A

(35) Transponierte

Zeilen und Spalten der urspriinglichen Matrix werden vertauscht: Wenn A z.B.

2 3 6 2 5 1
A=|5 0 4| wiredie Transponierte A>=|3 0 2
1 2 1 6 4 1
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(36) Matrizen, die nur eine Zeile oder Spalte haben, werden Vektoren genannt,

V Spaltenvektoren werden mit fettgedruckten Kleinbuchstaben bezeichnet,
1 Zeilenvektoren mit fettgedruckten Kleinbuchstaben mit Strich
v= VZ u,:(ul’uz’u:;)’
V3 wenn sie als transponierte Spaltenvektoren angesehen werden.

%

(37) Matrizen, die nur einen Wert haben, heiflen Skalar. In einer Diagonalmatrix sind nur die
Werte in der Diagonale von links oben nach rechts unten besetzt. In der Identitéitsmatrix ist diese
Diagonale mit Einsen besetzt. Die Diagonalmatrix wird mit D, die Identitdtsmatrix mit I bezeichnet.
I wird oft auch als Einheitsmatrix bezeichnet.

(38) Addition von Matrizen
Jedes Element der Summenmatrix ist gleich der Summe der korrespondierenden Matrizenelemente

31 5 4 8 5
5 2 I 2 6 4
2 4 I 3 3 7
A + B = C

(39) Multiplikation mit einem Skalar oder mit einer Matrix:
Multiplikation mit einem Skalar:

Jedes Matrixelement wird mit dem Skalar multipliziert.

Multiplikation mit einer Matrix folgt der Regel

C=A*B c¢,=> q,*h, firicl2.nj=12. mundk=12.s,

k=1
A ist hierbei eine n*s Matrix, B ist eine s*m Matrix und C eine n*m Matrix.

Beispiel:
A * B = C
(5 3 Oj Of Oéz (14,5 zsj
6 9 7 46 115,2
1 6

Die einzelnen Elemente der Ergebnismatrix C werden wie folgt errechnet:
c; = 5%0,5+3*%4+0*1 = 14,5
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Cpy = 5%0,2+3%8+0%6 = 25
C 5 = 6%0,5+9%4+7+1 = 46
¢y = 6%0,2+9%8+7%6 = 115,2

Wiirde man die Reihenfolge von A und B in dieser Multiplikation vertauschen, dann hétte C nicht wie
oben die Dimension 2*2 sondern 3*3:

A * B = C
2 1,4
P 530 Lo o
6 9 7
1 6 41 57 42

¢,y =0,5%5+0,2%6 = 3,7
¢, =0,5+3+0,249=33
cy3 =0,5+0+0,2*¥7 =14
C, =4*5+8%6 =068
C,, =4*3+8*9 =84
C,y =4*0+8%7 =56
Cy = 1¥5+6%6 =41
cy, = 1¥3+6*9 =57
Cyy = 1¥0+6*7 =42

Es kommt bei der Matrizenmultiplikation daher auf die Reihenfolge an. Bedingung fiir die
Matrizenmultiplikation ist, dafl die Menge der Spalten der links stehenden Matrix gleich der Menge der
Zeilen der rechts stehenden Matrix ist.

(40) Die Matrizenmultiplikation ist distributiv und assoziativ, aber nicht kommutativ:

(A+B)*C = A*C + B*C
A* (B+C) = A*B+A*C
(A*B)*C = A*(B*C) = A*B*C

(41) Die Multiplikation mit einer Diagonalmatrix verdndert im Fall der Einheitsmatrix die
Ursprungsmatrix nicht, gleichgiiltig, ob von links oder von rechts multipliziert wird.
AI=TA=A

(42) In eine Determinante gehen sdmtliche Elemente der Matrix ein. Sie ist eine Zahl, die als
gewichtete Summe der Elemente einer beliebigen Zeile oder Spalte berechnet wird.
(Zum Berechnungsverfahren siche Bortz (1989, S. 816f).

Die Determinante wird fiir die Matrix A

|A| geschrieben. Die Determinante ist fiir Ursprungsmatrix und Transponierte identisch: |A| = | 4.
Die Determinante eines Matrixprodukts ist gleich dem Produkt der entsprechenden Determinanten:

4B = |4] * |B]

(43) Die Inverse einer Matrix ist diejenige Matrix, die mit der urspriinglichen Matrix
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multipliziert, die Einheitsmatrix ergibt.

Die Inverse von A wird A ™' geschrieben.

Es gilt die Beziehung
A*AT =1
Al rA=T
Zum Berechnungsverfahren siche BORTZ (1989, S. 820f)

Sowohl die Berechnung von Inverse als auch Determinante sind bei groeren Matrizen so
rechenaufwendig, da3 ausschlieBlich von Rechenprogrammen Gebrauch gemacht wird, um sie zu
bestimmen.

(44) Die Inverse existiert nur fiir quadratische Matrizen und nur fiir solche, deren Determinante
von 0 verschieden ist. Fiir symmetrische Matrizen ist die Inverse ebenfalls symmetrisch.
Die Inverse einer Transponierten ist gleich der Transponierten der Inversen:

@A) =@y

(45) Lineare Gleichungssysteme vgl. oben 24) lassen sich mit Hilfe der Matrizenrechnung
wie folgt 16sen:

Gegeben sei ein Gleichungssystem mit folgenden Gleichungen:

9x, +5x, +3x; =0
5x; +4x, +5x, =0
Ox, +4x, +4x, =3

Wir definieren aus diesen Gleichungen die Matrix

9 5 3
A=|5 4 5
0 4 4

den Spaltenvektor

Xi
x=|X,
X

den Spaltenvektor

3

Gesucht sind die Elemente des Spaltenvektors x.

Sie konnen aus folgender Gleichung errechnet werden:

X=A"" * ¢; also: A~ * ¢ = b'e
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0,05 011 -0,17 0 -0,51
0,26 -047 0,39 0 L18
-0,26 047 -0,14 3 -0,43

Es ergeben sich: x, =-0,51;x, =1,18;x; =-0,43
(es zeigen sich bei der Probe kleine Rundungsfehler, weil nur zwei Nachkommastellen angezeigt wurden).

(46) Bestimmtes Integral

Fiir viele Probleme der Statistik ist es erforderlich, Integrale zu berechnen. In der Regel handelt es sich
hierbei um Integrale von Verteilungsfunktionen. Deshalb soll hier kurz angedeutet werden, wie die
mathematische Schreibweise ist, ohne tiefer auf Probleme der Integralrechnung einzugehen:

Man kann das Integral als Fliche zwischen einer stetigen Funktion und der x-Achse beschreiben.
Integrale werden fiir bestimmte Intervalle berechnet. Die Intervallgrenzen werden unterhalb und oberhalb
des Integralzeichens angegeben.

Fiir die stetige Funktion y = f(x) (lies: y ist eine Funktion von x) schreibt man das bestimmte Integral
zwischen den Grenzen x = a und x = b wie folgt:

b
I f(x)dx (lies: Integral von a bis b iiber f(x) dx).

Diese Schreibweise ist entstanden aus folgender Vorstellung: Man schneide die Flache unter der Funktion
in lauter kleine Streifen, deren Breite mit Ax bezeichnet wird und deren Hohe entweder mit m ; oder M ;

bezeichnet wird, je nachdem, ob die oberen Kanten der (rechteckigen) Streifen die Funktion von unten
(Untersumme) oder von oben (Obersumme) beriihren. Werden die Streifen unendlich schmal, dann
gleichen sich Ober- und Untersumme an. Das Integral ergibt sich dann als Grenzwert folgender Summen:

lim & lim &

Zml.Ax: ZMiAx:Fba:J‘f(x)dx

n— 4 n— ‘s

(47) Differentialrechnung
Der Ausgangspunkt der Fragestellung ist: Welche Steigerung (Gefille) hat eine stetige Funktion. Stellt
man die Steigerung als Verhiltnis von zwei Strecken dar, dann kann sie ndherungsweise durch den sog.
Differenzenquotienten bestimmt werden.
Dieser lautet:

& N ),
Ax X1~ Xo

=tan o « ist ndherungsweise der Steigungswinkel

Ay . dy
Geht Ax gegen 0, dann geht ——  in - iiber.
A x dx
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Dieses ist der genannte Differentialquotient.

In diesem Quotienten heilit dy Differential der Funktion an der Stelle x , .

dy

== =P(x)

dx 0

dx ist das Differential der abhéngigen Variablen..

f* (x) wird als 1. Ableitung der Funktion f(x) bezeichnet.

dy =1 (x,)dx;

Viele Funktionen haben mehr als eine Ableitung, d.h. man kann von der Ableitung wieder eine Ableitung
bilden (1., 2., n-te Ableitung).

In Formeln driickt man das wie folgt aus:

d"y=dd""'y) =" ) (dx)" (Differential n-ter Ordnung)

Ein Differential 3. Ordnung schriebe man:

n’y=dd’y)=f" x ()’

Von den zahlreichen Differenzierungsregeln (Faktor-, Summen-, Produkt- und Quotientenregel) soll hier
nur die Potenzregel mitgeteilt werden:

=nx n reell)

Spezialfall: — =¢*
P dx

Von Funktionen mit mehreren unabhingigen Variablen kénnen partielle oder totale Ableitungen gebildet
werden.

13. Kurze Einfiihrung in SPSS 6.0.1 und in die wichtigsten Routinen.

13.1. Die ,,Fenster“ von SPSS

Diese Einfiihrung setzt die Vertrautheit mit der Fenstertechnik in Windows 3.1. voraus. Der Einfiihrung liegt die
Version SPSS 6.0.1 zugrunde.

Wenn man in Windows 3.1. das Programm SPSS 6.0.1 14dt, dann zeigen sich drei Fenster, zwischen denen man
durch den Befehl STRG+F6 hin- und her-wechseln kann.
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13.1.1. Das Datenfenster

Die unten stehende Tabelle ist dem Datenfenster nachgebildet:

e In der obersten Zeile steht eine Datensatzbezeichnung mit Angabe des Pfades.

o In der zweiten Zeile steht die Fallnummer und die Bezeichnung der Variable, in der sich der Kursor
befindet. Davon getrennt befindet sich rechts das Eingabefenster fiir weitere Daten.

e In der dritten Zeile stehen die bereits vergebenen Variablen-Namen. Késtchen, in denen noch kein
Variablenname steht, sind nur mit ,,var* bezeichnet.

e In der 4. Zeile steht der 1. Fall, der mit der laufenden Nr. 1 bezeichnet ist. IThm sind alle
Auspragungen aller Variablen (Merkmale) in der 1. Zeile zuzuordnen, die auf ihn zutreffen.

Klickt man die Schaltfliche zweimal an, auf der VAR steht, dann 6ffnet sich ein weiteres Fenster, in dem die
Maoglichkeit besteht, zahlreiche Eingaben zur Definition der Variablen zu machen.

e Variablenname: Hier kann ein bis zu 8 Zeichen langer Variablenname eingegeben werden.
e Variablenbeschreibung: (Alle folgenden ,,Einstellungen® sind jederzeit dnderbar):

Typ: Varianten sind: Numerisch und andere (Tip: immer numerisch nehmen)

Breite (Tip: immer 8 nehmen)

Dezimalstellen (Tip: nur bei ganzzahligen Werten 0 nehmen, sonst die notwendige Zahl)

Label: Hier kann eine ausfiihrliche Variablenbezeichnung eingegeben werden, ohne Beschrankung.
Weiterhin konnen hier fiir bestimmte Auspriagungen Namen vergeben werden (Wertelabels).

Missing Werte: Hier konnen Zahlen angegeben werden, bei deren Verarbeitung der Rechner intern den

jeweiligen Fall als ,,fehlende Angabe“ bewertet. (Tip: Moglichst den Missing Wert 0 nehmen, wenn die

Zahl 0 sonst nicht gebraucht wird).

Spaltenformat: Hier konnen Breite des Drucks und Ausrichtung der Zahlenangaben beim Druck

(links, rechts, zentriert) gewahlt werden.(Tip: Spaltenformat immer groBer als das Zahlenformat

wiéhlen.

Es empfiehlt sich, vor Eingabe der Daten alle Variablen vollstindig zu definieren.
Ist dies geschehen, kann die Dateneingabe beginnen. Dies geht wie folgt: Eingabe der Zahl ins
Dateneingabefenster, dann die Enter-Taste driicken. Der Kursor springt dann automatisch zum néchsten Fall bei

der gleichen Variable:
In der nebenstehenden Tabelle sind die ersten 10 Zahlen c:\(Pfad)Besuch85.sav
fiir unser Beispiel vom Tag der offenen Tiir 1985 10:Besucher |24 (Eingabefeld)
eingegeben. Der Kursor steht im Feld 10/1. In der (Ifd.Nr.) Besucher | var
zweiten Zeile ist angegeben, daB3 der Kursor auf dem 10 1126
Fall der Variable ,,Besucher* steht, und - im Eingabefeld- 714
kann abgelesen werden, dall der Wert dieses Falles ,,24“ 313
ist. 2138

5(21

6139

714

8115

911

10 )24

13.1.2. Haufigkeitsanalysen als Rechenbeispiel

Fiir alle Hiufigkeitsanalysen kann man nun folgende Befehle im Menue von SPSS anklicken (die

entsprechenden Fenster 6ffnen sich nacheinander: ,,Statistik, ,,Deskriptive Statistik®, ,, Haufigkeiten®.
Es o6ffnet sich bei ,,Haufigkeiten* ein Fenster, in dem links die definierten Variablen stehen. Die blaue

Markierung ist mit Hilfe der Maustaste bewegbar. Man kann hiermit die Namen jener Variablen auswihlen, die
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man in SPSS untersuchen will. Nach der Auswahl werden sie durch Anklicken des nach rechts gerichteten Pfeils
in die Variablenliste fiir den jeweiligen Vorgang kopiert.

Weiterhin kann man in diesem Fenster bestimmen, ob man die Haufigkeitstabelle (nicht) anzeigen will und
welche von den Kennwerten (hier ,,Statistiken genannt®) man berechnet haben mochte.

13.1.3. Das Syntaxfenster.

Wenn man dann alles ausgewahlt hat, konnte man den ,,Befehl”, der von SPSS inzwischen intern aufgebaut
worden ist, im ,,Syntax-Fenster* anzeigen lassen. Hierzu klickt man auf die Schaltflache ,,Befehl”. Es 6ffnet
sich das Syntax-Fenster, und in diesem konnte beispielsweise folgender ,,Befehl” stehen:

FREQUENCIES

VARIABLES=besuch85

/PERCENTILES= 5

/STATISTICS=STDDEV VARIANCE RANGE MINIMUM MAXIMUM SEMEAN MEAN MEDIAN MODE

SKEWNESS KURTOSIS

/HISTOGRAM NORMAL (Beachten, daB hier ein Punkt steht)!!
Solche ,,Befehle* kann man im Syntax-Fenster auch manuell vom Tastenfeld aus eingeben oder dndern, und
man sollte sie in Forschungsprojekten zur eigenen Orientierung als File abspeichern (Speichertechnik wie in
Windows generell iiblich), damit man spater noch sehen kann, was man mit welchen Daten wann gerechnet
hat. Die Sprache dieser Befehle (,,Befehls-Syntax*) ist weitgehend (aber nicht vollstindig) noch mit der alten
unter DOS giiltigen Sprache identisch. Die englische Terminologie, die nicht in allen SPSS-Versionen
vollstdndig ins Deutsche iibertragen wurde, bedeutet fiir dieses Beispiel im Deutschen:

SPSS-Ausdruck

Bedeutung im Deutschen

FREQUENCIES

Fiihre eine Haufigkeitsanalyse durch

VARIABLES=besuch85

fir die Variable mit dem Label ,,besuch85*

/PERCENTILES= 5

Berechne den Prozentrang 5.

/STATISTICS= Berechne folgende Kennwerte
STDDEV Standardabweichung
VARIANCE Varianz

RANGE Eingriffsspielraum

MINIMUM kleinsten MeBwert

MAXIMUM grofiten MeBwert

SEMEAN Standardfehler des arithmetischen Mittels
MEAN arithmetisches Mittel
MEDIAN Median

MODE den kleinsten Modus
SKEWNESS die Schiefe

KURTOSIS den Exzess

/HISTOGRAM NORMAL

Zeichne ein Histogramm und lege hierhinein den Verlauf einer
Normalverteilungs-Kurve mit den entsprechenden Kennwerten fiir die
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| Standardabweichung und das arithmetische Mittel. |

Jeder SPSS-Befehl wird immer mit einem PUNKT enden (Siehe den Befehlstext oben). Ohne Punkt ist er nicht
ausfiihrbar. Um ihn auszufiihren, markiere ich mit der Maus den gesamten Befehlstext. Dann klicke ich auf die
Schaltfliache ,,Ausfithren®.

13.1.4. Das Ausgabe-Fenster und das Graphik-Karussel

13.1.4.1. Das Ausgabe Fenster

Es o6ffnen sich jetzt das ,,Ausgabe-Fenster* und, wenn eine Graphik angefordert wird, zeigt sich das Symbol
fiir das Graphik - Karussell. Im Ausgabefenster konnte folgendes stehen:

BESUCH85 Besucheralter beim Tag der offenen Tur 1

Valid Cum
Value Label Value Frequency Percent Percent Percent
1 1 10,0 10,0 10,0
3 1 10,0 10,0 20,0
4 1 10,0 10,0 30,0
8 1 10,0 10,0 40,0
14 1 10,0 10,0 50,0
15 1 10,0 10,0 60,0
21 1 10,0 10,0 70,0
24 1 10,0 10,0 80,0
26 1 10,0 10,0 90,0
39 1 10,0 10,0 100,0
Total 10 100,0 100,0
Hi-Res Chart 2:Histogramm vom Besucheralter beim Tag der Offenen Tir 1985
Mean 15,500 Std err 3,833 Median 14,500
Mode 1,000 Std dev 12,122 Variance 146,944
Kurtosis -,169 Skewness ,621 Range 38,000
Minimum 1,000 Maximum 39,000
* Multiple modes exist. The smallest value is shown.
Percentile Value
5,00 1,000
Valid cases 10 Missing cases 0

Hierin bedeuten: Value-Label: Werte-Etikett (Labels wurden hier nicht vergeben)

Value: Wert aus der Datenmatrix

Frequency Beobachtete Haufigkeit

Percent Rohprozente (wenn fehlende Félle auftreten, werden sie mit-prozentuiert.

Valid-Percent  Giiltige Prozente (wenn fehlende Fille auftreten, werden sie nicht mit-
prozentuiert.

Cum Percent Von unten nach oben aufkumulierte giiltige Prozente.

Es empfiehlt sich, auch die Inhalte des Ausgabefensters innerhalb von Projekten abzuspeichern und sich eine
systematische Liste der gespeicherten Ausgaben mit den Filenamen und anderen Angaben anzulegen.

13.1.4.2. Das Graphik-Karussel

Klickt man nun das Graphik-Karussel-Symbol an, dann konnte im Graphikfenster folgende Graphik erscheinen.
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S Histogramm

Std.abw. = 12,12
Mittel = 15,5
N =10,00

Haufigkeit

0,0 10,0 20,0 30,0 40,0
5,0 15,0 25,0 35,0

Besucheralter beim Tag der offenen Tur 1985

Die obige Graphik kann im Graphik-Fenster noch in verschiedenster Weise bearbeitet werden. Da man
innerhalb einer SPSS-Sitzung mehrere Graphiken (auf einmal oder nacheinander) erzeugen kann, die man
nacheinander ,,durchbléttern kann, wird der Graphik - Editor auch ,,Graphik-Karussel* genannt.

Wie wir sehen, werden hier mit wenigen Handgriffen alle die komplizierten Rechnungen ausgefiihrt, die oben
im Skriptum theoretisch beschrieben wurden.

13.1.5. Ubertragung von Ergebnissen aus SPSS nach WinWord

Die Ubertragung von Ergebnissen von SPSS nach Word ist eine der wichtigsten Arbeiten, mit denen
Studierende vertraut sein sollten. Im Prinzip wird wie folgt verfahren:

SPSS und WINWORD werden nacheinander gedffnet. Uber den Befehl STRG+ESC &ffnet sich ein Fenster, in
dem alle gedffneten Programme angezeigt werden. Man stellt mit dem Kursor die blaue Leiste auf jenes
Programm, zu dem man wechseln will und wihlt die Schaltfliche ,,wechseln zu®. Der Rechner wechselt in das

gewiinschte Programm. Nach dieser Prozedur ist es in der Regel moglich, zwischen den zwei Programmen,
SPSS und WinWord durch ALT+TAB zu wechseln.

In den Fenstern von SPSS markiert man fiir die Ubertragung nach Word den gewiinschten Text bzw. die
gewiinschte Graphik durch anklicken und ev. Festhalten der linken Maustaste. Dann gibt man den Befehl:
»Bearbeiten® - | Kopieren“ (durch Anklicken der Optionen im Menue Bearbeiten). Dann wechselt man nach
Word. Dort stellt man vor dem Einfiigen von Texten, besonders von Tabellen, die Schriftart auf Courier New.
Danach wihlt man die Befehle Bearbeiten - Einfligen.

Bei Graphiken verfihrt man &hnlich:

Man wihlt in SPSS ,,Bearbeiten” ,,Graphik kopieren*
geht dann nach Word und wihlt ,,Bearbeiten - ,,Inhalte einfiigen* - ,,Graphik™ - ,,OK*

Wenn man hierbei Probleme bekommt (die Graphik wird in Word nicht angezeigt), sollte man andere Wege
durch Ausprobieren suchen.

Wichtig ist, daB Graphiken vor der Ubertragung nach Word so vollstindig bearbeitet sind, daB eine
Nachbearbeitung in Word unnétig ist. Hierbei ist beispielsweise sinnvoll, keine Graphik-Titel oder -Nummern in
SPSS fiir Graphiken zu vergeben, da man diese in Word leicht hinzusetzen kann, ohne die Graphik
nachbearbeiten zu miissen. Eine Mdglichkeit, die Graphik nachzubearbeiten, die fiir den Umbruch von Texten
sehr praktisch ist, besteht allerdings auch noch nach der Ubertragung nach Word: Man kann durch Ziehen der
Kanten eine Graphik senkrecht, schridg und waagerecht verkleinern oder vergrof3ern und so dem Seitenformat
gut anpassen.
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13.2.1. Untersuchung von Mittelwertsdifferenzen zweier unabhangiger Stichproben.

Gegeben sei das Ergebnis eines sportlichen Tests, anldBlich dessen je eine Stichprobe ménnlicher und weiblicher
Mitglieder einer Sportschule um die Wette laufen. Die Datenmatrix hat folgende Gestalt:

Laufende Zeit in Geschlecht
Nr. Sekunden [ (1=m, 2=w)
1 13,1 1
2 12,0 1
3 14,1 2
4 12,6 1
5 15,5 2
6 11,5 2
7 14,4 2
8 13,2 1
9 13,1 1
10 12,0 1
11 12,7 1
12 12,9 2
13 13,5 1
14 12,4 2
15 12,6 1
16 13,0 2
17 15,6 2
18 14,0 1
19 15,6 2
20 14,7 2
21 14,3 2
22 13,4 1
23 14,4 1
24 15,5 2
25 13,9 2
26 15,2 2
27 15,2 2
28 14,7 1
29 12,7 1
30 12,0 1
31 14,0 2
32 15,5 2
33 11,8 2
34 13,6 2
35 12,2 1
36 13,8 2
37 13,0 1
38 13,8 1
39 14,4 1
40 14,3 1

Wir wihlen in SPSS aus dem Menue die Befehle:
Htatistik®,  Mittelwertvergleiche®, ,t-Test bei unabhédngigen
Stichproben®.

Wir wihlen die Variable ,,Sekunden® als ,,Testvariable®, indem wir
sie in das entsprechende Kistchen kopieren (blau hinterlegen, Pfeil
anklicken), und wir wihlen das Geschlecht als
,,Gruppierungsvariable®, in dem wir den Variablennamen blau
hinterlegen und dann den ,,Pfeil“ anklicken. Es 6ffnet sich ein neues
Fenster, in dem der Variablenname und ein Klammerausdruck mit 2
Fragezeichen steht. Wir driicken die Schaltfliche ,,Gruppen
definieren und schreiben bei ,,Gruppe 1 in den vorgesehenen
Kasten eine ,,1%, bei Gruppe 2 eine ,,2* hinein. Dann klicken wir die
Schaltfliche ,,Weiter® an und driicken die Schaltflache ,,Befehl. Im
Syntax-Fenster erscheint folgender Befehl:

T-TEST
GROUPS=geschlt (1 2)
/MISSING=ANALYSIS
/VARIABLES=sekunden
/CRITERIA=CIN(.95)

Wir markieren diesen Befehlstext und klicken auf die Schaltfliche
,Ausfithren®. Im Ausgabefenster erscheint:

t-tests for independent samples of GESCHLT Geschlecht der Schiler

Variable

SEKUNDEN

mannlich

Number
of Cases Mean SD SE of Mean



weiblich
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Levene's Test for Equality of Variances: F= 2,483 P= ,123

t-test for Equality of Means 95%
Variances t-value daf 2-Tail Sig SE of Diff CI for Diff
Equal -2,76 38 ,009 , 344 (-1,647; -,253)
Unequal -2,76 33,30 , 009 , 344 (-1,651; -,249)

Diesem ,,Output® kdnnen wir entnehmen, da3 zwischen den Jungen und den Médchen ein auf dem 5 % Niveau
im zweiseitigen Test signifikanter Schnelligkeits-Unterschied besteht, der im Durchschnitt bei 0,95 Sekunden
liegt (Mean Difference). Dall der Unterschied signifikant ist, erkennen wir daran, da8 fiir ,,2-Tail Sig“ ein Wert
von 0,009 < 0,05 (Signifikanzniveau) angegeben ist (siche folgende Tabelle).

Im einzelnen bedeuten:

SPSS-Ausdruck

Bedeutung im Deutschen

SD

Standardabweichung

SE of Mean Standardfehler
Mean Difference Durchschnittliche Differenz der
Gruppen

Levenes Test for Equality of
Variances

Levenes Test der Varianzhomogenitéat
(ist hier p < 0,05, wird
Varianzinhomogenitat angenommen

2-Tail sig

Niveau der Irrtumswahrscheinlichkeit
bei zweiseitigem Test, bei der die
Grenze zur Ablehnung der
Nullhypothese liegt. Oben ist der
Wert 0,009. Da 0,009 < 0,05 ist,
wird die Nullhypothese auf dem 5 %
Niveau abgelehnt, daB in der
Grundgesamtheit keine Differenz
besteht

SE of Diff

Standardfehler der Gruppendifferenz

CI for Diff

sog. Konfidenzintervall fir die
Gruppendifferenz (hier: bei o = 5%)

Equal - Unequal

Ergebnisse fiir den Fall homogener
bzw. inhomogener Varianzen
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13.2.2. Untersuchung von Mittelwertsdifferenzen zweier abhangiger Stichproben.

Wir gehen von folgender Datenmatrix aus, in der die Daten von Sportlern vor und nach einem Training im 100m
Lauf enthalten sind:

Laufende |Sekunden |Sekunden | Wir wihlen im SPSS-Menue den Befehl ,,Statistik*,

Nr. vor dem |nach dem | “Mittelwertvergleiche®, ,,T-Test bei gepaarten Stichproben‘ und
Training |Training | kopieren mit dem Pfeil die beiden Variablen ,,Vortrai* und

1 13,406 13,424 ,-Nachtrai“ in das Fenster fiir die gepaarten Variablen.

2 14,399 14,144

3 11,844 11,410 Wir klicken die Schaltflache ,,Befehl” und erhalten im Syntaxfenster

4 13,561 12,658 folgendes:

5 13,226 12,621 ToTEST

6 13,040 12,683 PAIRS= vortrai WITH nachtrai (PAIRED)

7 14,520 14,626 /CRITERIA=CIN(.95)

8 12,861 12,365 /FORMAT=LABELS

9 12,531 12,675 /MISSING=ANALYSIS.

10 11,501 11,169

11 13,335 13,154

12 10,690 10,391

13 11,412 11,449

14 13,408 12,740

15 13,487 12,960

16 13,568 13,795

17 12,235 11,774

18 12,780 12,398

19 11,834 12,027

20 11,727 11,756

Diesen Befehl markieren wir und klicken auf die Schaltfliche
»Ausfilhren®. Im Ausgabefenster erscheint:

- - - t-tests for paired samples - - -

95% CI (,108; ,406)

Number of 2-tail
Variable pairs Corr Sig Mean SD SE of Mean
VORTRAT 12,7681 1,022 ;229
20 , 952 , 000
NACHTRAT 12,5109 1,036 ;232
Paired Differences |
Mean SD SE of Mean | t-value df 2-tail Sig
__________________________________ I e
,2573 ,318 , 071 | 3,62 19 ,002
|

Der Output zeigt, daB8 das Training im Durchschnitt eine Leistungsverbesserung von % Sekunde gebracht hat,
und daf} dieses Ergebnis auf dem 1% Niveau von « signifikant ist (untere Zeile: 2-tail Sig= 0,002<0,01. Die
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Angabe zur ,,2-tail Sig.“ in der oberen Zeile bezieht sich auf den dort angegeben Korrelationskoeffizienten, der
aber in diesem Zusammenhang immer sehr hoch sein wird, insofern ist diese Angabe banal.

13.2.3. Einfache Varianzanalyse

Nehmen wir an, wir hitten Daten von 5 Gruppen, die miteinander um die Wette laufen, und bei denen sich nur
die Trainingsbedingungen unterscheiden, in der unten stehenden Word-Tabelle: Also 5 voneinander
unabhéngige Stichproben. Die Gruppennummer muf als selbstindige Variable aufgefalit werden:

Laufleistung in Sekunden pro 100m in 5 Gruppen

Gruppe 1 Gruppe 2 Gruppe 3 Gruppe 4 Gruppe 5
13,406 13,424 13,325 13,437 13,063
14,399 14,144 12,451 13,189 13,527
11,844 11,410 10,392 12,563 10,140
13,561 12,658 12,919 13,979 13,390
13,226 12,621 12,173 12,369 12,232
13,040 12,683 12,376 12,587 13,633
14,520 14,626 12,679 12,886 13,813
12,861 12,365 12,314 12,777 12,027
12,531 12,675 14,152 12,477 12,305
11,501 11,169 12,535 13,066 14,511
13,335 13,154 12,499 12,768 12,378
10,690 10,391 10,066 10,053 13,511
11,412 11,449 10,286 12,294 11,993
13,408 12,740 13,015 13,810 12,950
13,487 12,960 14,303 15,124 14,871
13,568 13,795 13,344 11,117 11,954
12,235 11,774 10,864 11,827 13,716
12,780 12,398 12,668 13,791 14,372
11,834 12,027 11,222 12,274 12,738
11,727 11,756 12,118 11,583 10,996

Zunéchst einmal miissen wir die oben in der Word-Tabelle nebeneinander ausgedruckten Daten im
Eingabefenster von SPSS in einer Spalte anordnen, denn es handelt sich ja um Daten einer Variable, der
Laufleistung. Dazu kopieren wir die Daten aus den verschiedenen Spalten der obigen Word-Tabelle in eine
einzige Spalte des Eingabefensters von SPSS, der wir zuvor den Variablennamen Laufleistung
(,,Laufleis“)zuweisen, sowie 6 Stellen fiir die Zahlenangabe, mit 3 Nachkommastellen.

Der Kopiervorgang funktioniert wie folgt: Nehmen wir an, die Fille oben liegen in einer Word-Tabelle (wie
oben) vor. Wir markieren mit dem Kursor alle Falle in der jeweiligen Spalte (=Variable), die wir kopieren
wollen. Dann geben wir den Befehl ,,STRG+C*. Dann gehen wir mit dem Kursor in das erste freie Feld der
Variable ,,Laufleis“ des SPSS-Eingabefensters. Dort geben wir den Befehl ,,STRG+V*. Der Rechner kopiert die
Daten in die entsprechende Spalte. Sodann miissen wir die jetzt untereinander stehenden Fille mit der Nummer
der Gruppe bezeichnen, aus der sie stammen. Hierzu bilden wir die Variable: ,,Gruppnr. Das Eingabefenster in
SPSS sieht dann wie folgt aus (gezeigt werden nur die oben fettgedruckten Félle 15 bis 25, denn bei den Fillen
15-20 ist die Gruppennummer noch 1, ab Fall 21 wichst sie an auf 2:



Lauf. |Grupp |Laufleis
Nr. nr

15 1 13,487
16 1 13,568
17 1 12,235
18 1 12,780
19 1 11,834
20 1 11,727
21 2 13,424
22 2 14,144
23 2 11,410
24 2 12,658
25 2 12,621
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Haben wir alle Félle in der neuen Variable ,,Laufleistung® angeordnet, dann
geben wir folgende Befehle: ,,Statistik, ,,Mittelwertvergleiche®,
,einfaktorielle ANOVA®“. Dort weisen wir ,,Laufleis“ der Gruppe der
abhéngigen Variablen zu, dem ,,Faktor* weisen wir ,,Gruppnr* zu. Wir
klicken auf die Schaltflache ,,Bereich definieren* und weisen dem
,,Minimum* die Gruppennummer 1, dem ,,Maximum* die Gruppennummer 5
zu. Im ,,Optionsfenster* wéhlen wir noch ,,Deskriptive Statistiken und
,,Varianzhomogenitit®. Dann klicken wir auf die Schaltflachen: ,,Weiter” und
,Befehl.

Im Syntax-Fenster erscheint das Folgende:

ONEWAY
laufleis BY gruppnr(l 5)
/HARMONIC NONE
/STATISTICS DESCRIPTIVES HOMOGENEITY
/FORMAT NOLABELS
/MISSING ANALYSIS.

Diese Befehle fiihren wir aus. Im Ausgabefenster erscheint jetzt das Folgende:

ONEWAY - - - - -

Variable LAUFLEIS
By Variable GRUPPNR Gruppennummer
Analysis of Variance
Sum of Mean F F
Source D.F. Squares Squares Ratio Prob.
Between Groups 4 4,6608 1,1652 , 9495 ,4390
Within Groups 95 116,5749 1,2271
Total 99 121,2357
Standard Standard
Group Count Mean Deviation Error 95 Pct Conf Int for Mean
Grp 1 20 12,7681 1,0223 , 2286 12,2897 TO 13,2466
Grp 2 20 12,5109 1,0360 , 2317 12,0260 TO 12,9957
Grp 3 20 12,2851 1,1884 , 2657 11,7289 TO 12,8413
Grp 4 20 12,6986 1,0991 , 2458 12,1842 TO 13,2130
Grp 5 20 12,9060 1,1818 , 2643 12,3529 TO 13,4591
Total 100 12,6337 1,1066 ,1107 12,4142 TO 12,8533
GROUP MINIMUM MAXIMUM
Grp 1 10, 6897 14,5199
Grp 2 10,3914 14,6256
Grp 3 10,0659 14,3026
Grp 4 10,0532 15,1242
Grp 5 10,1399 14,8706
TOTAL 10,0532 15,1242

Levene Test for Homogeneity of Variances

Statistic dfl

;190

8 4

df2 2-tail Sig.
95 ,943
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Der Output zeigt, dal zwischen den 5 Gruppen kein signifikanter Unterschied besteht. Die Varianzen sind
homogen (2-tail Sig =0,943> 0,05), der F-Wert ist nicht auf dem 5 % Niveau signifikant (,,F-Prob. = 0,4390 >
0,05). Die Nullhypothese, daB3 alle Gruppen aus der gleichen Grundgesamtheit entnommen sein konnen, wird
angenommen. Wére das Ergebnis signifikant, konnten wir aus den Angaben iiber die Gruppenmittelwerte
entnehmen, welche Gruppen die grofiten Absténde untereinander aufweisen und dann - durch Ausschluf3 von
extremen Gruppen - priifen, ob auch fiir Teilmengen der Gruppen noch signifikante Unterschiede der
Mittelwerte bestehen.

13.2.4. Zweidimensionaler CHI-Quadrat -Test mit einer Vierfelder-Tabelle.

Gegeben seien 46 Befragte, Frauen und Ménner, die eine Angabe dariiber machen, ob sie sehr selten (value=1)
oder gelegentlich (value =2) Horoskope lesen. Die Frage ist, ob es eine gro3ere Bereitschaft bei Frauen als bei
Mainnern gibt, Horoskope zu lesen.

Das Eingabefenster ( die ersten 10 Fille) sieht hierbei wie folgt aus:

Geschlecht | Horoskop | Wir wihlen iiber das Menue die Befehle ,,Statistik®, ,,Deskriptive Statistik®,

,Kreuztabellen®, und weisen mit dem ,,schwarzen Pfeil” den Zeilen die Variable

,,Geschlecht* und den Spalten die Variable ,,Horoskop* zu. Uber die Schaltfliche

»tatistiken* 6ffnen wir ein neues Fenster in dem wir ,,Chiquadrat® und ,,Phi und

Cramers V* durch Anklicken der entsprechenden Késtchen auswiahlen. Dann klicken

wir die Schaltflache ,,Weiter* an und wéhlen tiber die Schaltflache ,,Zellen® nach dem

gleichen Verfahren ,,Beobachtete” und ,,Erwartete* Werte, sowie ,,korrigierte

standardisierte® Residuen. Danach klicken wir auf ,,Weiter” und ,,Befehl. Im

Syntaxfenster zeigt sich folgender Text:

CROSSTABS

N | === NN == | —
N[N [— [N — | —

/TABLES=geschl BY horoskop

/FORMAT= AVALUE NOINDEX BOX LABELS TABLES

/STATISTIC=CHISQ PHI

/CELLS= COUNT EXPECTED ASRESID

Diese Befehle fithren wir aus. Im Ausgabefenster erscheint u.a. folgendes (weitere, hier unwesentliche

Angaben wurden nicht abgedruckt:
GESCHL Geschlecht by HOROSKOP Lesen von Horoskopen

HOROSKOP
Count |
Exp Val |sehr gelegent
Adj Res |selten lich Row
| 1 | 2 | Total
GESCHL —-———————- tm——————— o —————— +
1] 12 | 16 | 28
mannlich | 8,5 | 19,5 | 60,9%
I 213 I _213 I
- - +
2 | 2 | 16 | 18
weiblich | 55 | 12,5 | 39,1%
I _213 I 213 I
- - +
Column 14 32 46
Total 30,4% 69, 6% 100,0%

Chi-Square Value DF Significance
Pearson 5,21542 1 , 02239
Continuity Correction 3,82376 1 , 05053
Minimum Expected Frequency 5,478
Statistic Value Significance
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*1 Pearson chi-square probability

Number of Missing Observations: 0

Der Output zeigt, da es einen auf dem 5% Niveau signifikanten Zusammenhang zwischen Geschlecht und der
Bereitschaft gibt, Horoskope zu lesen. Die Nullhypothese konnte mit 5 % Irrtumswahrscheinlichkeit abgelehnt
werden. Wie der Zusammenhang inhaltlich gestaltet ist, kann an der Differenz von beobachteten und erwarteten
Haufigkeiten bzw. an den aus diesem Verhiltnis pro Zelle errechneten angepaften, standardisierten Chiquadrat-
Residuen abgelesen werden. Die Tabelle zeigt positive Werte hierfiir bei den Kombinationen von
ménnlich+sehrselten bzw. weiblich+gelegentlich. Frauen haben hiernach eine grofere Affinitét zur Lektiire von
Horoskopen.

Wir kdnnen die Betrige der angepaliten, standardisierten Chiquadratresiduen wie z-Werte interpretieren:
Sofern z.B. ein z-Wert den Betrag von +2,58 annimmt, kdnnen wir feststellen, daB die Wahrscheinlichkeit
groBerer Z-Werte gleich 0,005 ist. Eine Nullhypothese wiirde daher bei zweiseitigem Test auf dem 1%Niveau
abgelehnt werden miissen, wenn z > 2,58. Ist ein angepaBtes, standardisiertes Chiquadratresiduum grofer (bzw.
kleiner) als + 2,58, dann kann angenommen werden, daf eine Uber (bzw. Unter-) Reprisentation in der
entsprechenden Zelle vorliegt, mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 1% (zweiseitig).

In der obigen Tabelle konnen wir feststellen, daB die Méanner bei ,,gelegentlich® unterreprésentiert sind, die
Frauen aber iiberreprasentiert sind, mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit pro Zelle von 2,2 % (bei z=2,3 ist o =
0,022 bei beidseitigem Test). Das Signifikanzniveau fiir Phi entspricht in der Vierfeldertabelle genau dieser
Grofie mit p = 0,022. Hatte die Tabelle mehr als 4 Zellen, wiirde statt Phi Cramers V zu interpretieren sein.
SPSS druckt immer beides gleichzeitig ab.

Im einzelnen bedeuten:

In der Tabelle: sind die Zelleninhalte frei wa&hlbar. Welche ausgewahlt
sind, wird links oben, vor der Kopfzeile, angegeben:

Count Absolute Haufigkeit (hier: Oberste Zahl in Jjeder Zelle)

Expected erwartete Haufigkeit (hier: zweite Zahl in jeder Zelle

Adj. Res AngepaBte, standardisierte Chiquadrat-Residuen
(hier:dritte Zahl in jeder Zelle)

Row Zeile

Column Spalte

Total Summe

Pearson Chiquadrat-Wert nach Pearson

Continuity Chiquadrat-Wert nach Yates korrigiert

Correction

Minimum expected kleinster Erwartungswert in der Tabelle

Frequency

Besonderheiten anderer Félle: Haben wir mehr als 4 Felder in der Tabelle, dann ist - wie gesagt - Cramers V
und nicht mehr PHI zu interpretieren. Es ist bei allen solchen Tabellen darauf zu achten, ob in mehr als 20% der
Zellen der Erwartungswert kleiner als 5 ist. Sollte dies der Fall sein, ist durch Verzicht auf Kategorien die
Tabelle bei gleichem n so zu verkleinern, dafl doch noch V berechnet und interpretiert werden kann.

Ist bei Vierfelder-Tabellen die Fallzahl gering, so daf3 in mehr als 20 % der Zellen der Erwartungswert kleiner
als 5 ist, dann druckt SPSS noch die Ergebnisse fiir Fisher’s exakten Test ab. Dieser ist auch bei kleinen
Fallzahlen zuverlassig.

13.2.5. Zweidimensionaler CHI-Quadrat -Test mit Kontrollvariable.

Der Fall: In einer empirischen Untersuchung von VolkshochschulteilnehmerInnen wird gefragt, wie wichtig den
Teilnehmern das Weiterlernen im Beruf ist. Sie konnen hierauf mit ,,selten...”, ,,gelegentlich..., ,ofters...“ und
»sehr wichtig® antworten (vierstufige Ordinalskala). Weiterhin werden sie nach Alter und Geschlecht gefragt. Es
soll nun untersucht werden, ob bei den Volkshochschulteilnehmern Unterschiede zwischen den Geschlechtern
bestehen, was die Attraktivitit beruflichen Weiterlernens in verschiedenen (5) Altersgruppen betrifft. Im
Datensatz enthalten sind die Variablen: ,,Alter, ,,V33berw* (= Bedeutung des beruflichen Weiterlernens) und
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als Kontrollvariable das Geschlecht ,,gender. Da der Datensatz sehr grof} ist, wird er hier nicht noch einmal
dargestellt.

Wenn der Datensatz ins Datenfenster geladen wurde, holen wir uns iiber das Menue folgende Befehle:
»Statistik, ,,deskriptive Statistik™, ,, Kreuztabellen* und erhalten ein Fenster, in dem wir den Zeilen ,,V33berw®,
den Spalten das Alter zuweisen konnen und als Kontrollvariable das Geschlecht (,,gender*) wéhlen kdnnen.
Unter der Schaltflache ,,Statistiken* wéhlen wir ,,Chiquadrat®, Cramers V, Kendalls tau, , und unter der
Schaltfliache ,,Zellen* wéhlen wir ,,beobachtete Werte®, ,,zeilenweise® und ,,spaltenweise Prozente sowie die
oben schon besprochenen ,,angepaliten standardisierten Chiquadratresiduen® aus. Wir klicken auf die
Schaltflachen ,,weiter und ,,Befehl” und erhalten im Syntaxfenster folgendes:

CROSSTABS

/TABLES=v33berw BY alter BY v6lgend

/FORMAT= AVALUE NOINDEX BOX LABELS TABLES

/STATISTIC=CHISQ PHI BTAU

/CELLS= COUNT ROW COLUMN ASRESID
Wir fithren diesen Befehl aus und erhalten im Ausgabefenster folgenden Output, in dem zur weiteren
Interpretation alle interessanten ,,angepalBten, standardisierten Chiquadratresiduen fett gedruckt sind:

V33BERW Weiterlernen im Beruf by ALTER
Controlling for.V61GEND Geschlecht Value = 1 maennlich

ALTER
Count |
Row Pct |
Col Pct | Row
Adj Res | 1] 2 | 3 4 | 5| Total
V33BERW  —=——————- +-——— - B +————— +————— +
1 | 45| 65| 48| 571 69| 284
unwichtig | 15,8%| 22,9%| 16,9%| 20,1%| 24,3%| 39,7%
| 36,3%| 37,1%] 32,2%| 36,8%] 61,1%|
I _18| _18| _2/1| _18’ 511|
e e Fo———— e Fo———— +
2 | 10| 18| 14| 15| 12| 69
selten wichtig | 14,5%| 26,1%| 20,3%| 21,7%| 17,4%| 9, 6%
| 8,1%| 10,3%] 9,4%| 9,7%] 10,06%|
I -, 71 I3| -, 11 IO’ s 4|
+-———— e e e e +
3 | 19] 21| 22 171 14| 93
gelegentlich wic | 20,4%| 22,6%| 23,7%| 18,3%| 15,1%| 13,0%
| 15,3%] 12,0%| 14,8%| 11,0%| 12,4%|
| I9| _I4| I7| _18’ _12‘
R fo————= fo————= +o————= B +
4 | 13 21| 26| 20 4 | 84
oefters wichtig | 15,5%| 25,0%| 31,0%| 23,8%| 4,8%| 11,7%
| 10,5%| 12,0%| 17,4%| 12,9%| 3,5%|
I _15| Ill 214| 15| _219|
e e e e e +
5 | 371 50] 39] 46| 14| 186
sehr wichtig | 19,9%| 26,9%| 21,0%| 24,7%| 7,5%| 26,0%
| 29,8%| 28,6%] 26,2%| 29,7%| 12,4%|
I 111| /9| Ill 112’ _316|
e e e e e +
Column 124 175 149 155 113 716
Total 17,3% 24,4% 20,8% 21,6% 15,8% 100,0%
Chi-Square Value DF Significance
Pearson 39,12885 16 ,00104

Minimum Expected Frequency 10,890

Approximate
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Value Significance

Statistic

,00104 *1

;11689
-,10386

Cramer's V

Kendall's Tau-b

V33BERW Weiterlernen im Beruf Dby ALTER

weiblich

=2

Controlling for V61GEND Geschlecht Value

ALTER

Count
Row Pct

Row
Total

Col Pct

2| 3 4] 5|

e s Sttt e A TS

1]

Adj Res

V33BERW

833
46,6%

155| 242
29,1%]

18,6%|

128
15,4%|

157
18,8%|

151
18,1%|
44,2%|

unwichtig

39,5%| 44,5%| 69,7%|

36,8%]

9,6]

_4I7| _218| _19|
+---—-—t-————t-—F -t ——————1

-1,0]

151

15]
9,9%]
4,3%]
_311‘

35|

23,2%|

35|

23,2%]

35|

23,2%]

31

20,5%]

oo

selten wichtig

8,2%] 10,8%| 10,1%]

9,1%|

-, 2] 1,7 1,2]

=
e s et S

194
10, 9%

33|

17,0%|

331

17,0%|

38

19,6%|

59|

30,4%|

31

16,0%|

gelegentlich wic

9,5%]

| 11,7%] 9,5%|
I6| _r9|

2,3]
e e

| 13,8%

-1,2]

9,1

_19|

192
10, 7%

36| 29| 17|
8,9%|
4,9%]
-3,91

59|

51|

15,1%
8,3%|
_116|

11,1%|

| 18,8

13,8%|

| 30,7

14,9%|

26,6

oefters wichtig

2,4 12

2,8]
i R et S S

40 | 418
23,4%

9,6%|
11,5%|

96|

23,0%]

87|

20,8%]

117
28,0%]

78 |

18,7%|
22,8%]

sehr wichtig

26,9%] 27,6%|

27,4%|

2,3] 1,6] 2,11 -5,8]

by

_I3|

347 1788
100, 0%

19,45%

427 324 348
18,1% 19,5%

23,9%

342
19,1%

Column

Total

Significance

DF

Value

Chi-Square

, 00000

16

119,65653

Pearson
Minimum Expected Frequency

27,362

Approximate

ASE1 Val/ASEO Significance

Value

Statistic

, 00000 *1

;12935
-,12761

Cramer's V

-6,66177

, 01917

Kendall's Tau-b
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Number of Missing Observations: 380

Der Output zeigt, dal bei den Méannern (erste Tabelle) nur zwei Zellen der Tabelle auffillig sind:

e Die letzte Zelle in der ersten Zeile, aus der hervorgeht, dafl dltere Ménner stark iiberreprésentiert sind bei der
Aussage, daB3 berufliche Weiterbildung fiir sie unwichtig ist.

e Die letzte Zelle in der letzten Zeile, aus der hervorgeht, daf3 dltere Ménner stark unterreprésentiert sind bei
der Aussage, daB3 berufliche Weiterbildung fiir sie sehr wichtig ist,

e Die dritte Zelle in der vierten Zeile, aus der hervorgeht, dal Ménner im mittleren Alter leicht
iiberreprésentiert sind bei der Aussage, da3 berufliche Bildung fiir sie 6fters wichtig ist.

Insgesamt gibt es nur eine zwar signifikante, aber schwache negative Korrelation zwischen Alter und Bediirfnis
nach beruflicher Weiterbildung in der Volkshochschule bei Méannern.

Bei Frauen (zweite Tabelle) ist das Ergebnis &hnlich:

Der Output zeigt, dafl bei den Frauen (zweite Tabelle) 5 Zellen der Tabelle auffillig sind:

e Die letzte Zelle in der ersten Zeile, aus der hervorgeht, daf3 dltere Frauen stark {iberreprisentiert sind bei der
Aussage, daB} berufliche Weiterbildung fiir sie unwichtig ist.

e Die letzte Zelle in der letzten Zeile, aus der hervorgeht, daf3 dltere Frauen stark unterreprisentiert sind bei der
Aussage, dal} berufliche Weiterbildung fiir sie sehr wichtig ist,

e Aus der ersten und zweite Zelle in der vierten Zeile geht hervor, daf jiingere Frauen iiberreprésentiert sind
bei der Aussage, dal3 fiir sie berufliche Bildung ,,6fters wichtig ist*.

e Aus der zweiten Zelle der letzten Zeile geht hervor, daB fiir jiingere Frauen bei der Aussage iiberreprésentiert
sind, daf fiir sie berufliche Weiterbildung ,,sehr wichtig* ist.

Insgesamt gibt es nur eine zwar signifikante, aber schwache negative Korrelation zwischen Alter und Bediirfnis
nach beruflicher Weiterbildung in der Volkshochschule bei den Frauen, die aber etwas stirker ausgeprigt ist als
bei den Mannern. Tendenziell gilt bei beiden Geschlechtern: Die Nachfrage nach beruflicher Weiterbildung
sinkt mit dem Alter.

13.2.6. Korrelations- und Regressionsanalyse

Wir haben den Fall zweier miteinander zusammenhéngender Variablen, die beide intervallskaliert sind: Die
Menge der km, die ein Autofahrer zum Dienstort bendtigt, und die Menge der Punkte in Flensburg wegen
irgendwelcher Verkehrsdelikte. Dies alles geschieht in einer Stadt mit extrem schlechter Verkehrsbeschilderung
und hoher Kontrolldichte der Polizei. Es soll der Nachweis gefiihrt werden, dal die Menge der Punkte in
Flensburg vor allem von der Entfernung zum Dienstort abhidngt. Das Eingabefenster sdhe wie folgt aus (die
ersten 4 Fille):

KmzumD | Punkte

19,0 7

25,0 Wir wihlen aus dem Menue folgende Befehle aus: ,,Statistik, ,,Regression®, ,,linear*;

7
13,0 4 wir weisen in dem dann offenen Fenster ,,Punkte® der ,,abhéngigen Variable® zu,
18.0 4 »~KmzumD* der ,,unabhéngigen Variable“. In der Schaltfliche ,,Statistiken* fordern wir

noch ,,univariate Statistiken* an. Das klicken wir die Schaltfldche ,,Befehl* an. Im

Syntax-Fenster erscheint dann folgendes:
REGRESSTON
/DESCRIPTIVES MEAN STDDEV CORR SIG N
/MISSING LISTWISE
/STATISTICS COEFF OUTS R ANOVA
/CRITERIA=PIN(.05) POUT(.10)
/NOORIGIN
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/DEPENDENT punkte
/METHOD=ENTER kmzumd.

Wir fithren diesen Befehl aus und erhalten folgenden Output im Ausgabefenster (alles hier nicht Relevante ist
weggelassen):

*oxokoX MULTTIZPTLE REGRESSION *oxoko%
Listwise Deletion of Missing Data
Mean Std Dev Label

PUNKTE 6,174 1,568 Punkte in Flensburg
KMZUMD 19,783 5,257 Entfernung zum Dienstort in km
N of Cases = 46
Correlation, 1l-tailed Sig:
PUNKTE KMz UMD

PUNKTE 1,000 ,706

, , 000
KMZUMD , 706 1,000

, 000 ,
Variable B SE B Beta T Sig T
KMZUMD , 210431 ,031854 , 705658 6,606 ,0000
(Constant) 2,0110406 , 651556 3,087 ,0035

Wir kénnen dem Output entnehmen, daf3 es eine deutliche Korrelation zwischen den beiden Variablen gibt,
wobei 49,7 % der Varianz der abhéngigen Variable durch die unabhéngige Variable erklédrt werden. Der

Korrelationskoeffizient I' = 0,7056 kann dem Output an zwei Stellen entnommen werden: bei
,Correlation, l-tailed Sig™ und bei,Beta®.

Die Regressionskoeffizienten entnehmen wir bei B = 0,210 (und erhalten die Steigung in der 1.
Regressionsgerade). Der Abschnitt auf der y-Achse ist gleich a =2,011. Wir finden die Angabe hinter
~Constant™. Nach diesen Angaben kdnnten wir die Regressionsgerade zeichnen (siche unten die
entprechende Graphik). Weiterhin stellen wir fest, dafl der Korrelationskoeffizient signifikant ist (T = 6,606), p
=0,000. Uberdies erhalten wir anfangs im Output noch Angaben iiber arithmetische Mittel und
Standardabweichungen der untersuchten Variablen.

Wiirden wir eine Graphik der Beziehung haben wollen, wire ein ,,Scatterplot® geeignet. Wir erhalten diese
Graphik iiber die Befehlsfolge: ,,Graphik*, ,,Scatterplot, ,,Einfach®, ,,Definieren und weisen dort der x-Achse
die Variable ,,KmzumD* zu und der y-Achse die Variable ,,Punkte”. Dann klicken wir auf die Schaltfliche
,»Befehl” und erhalten im Syntaxfenster:

GRAPH
/SCATTERPLOT (BIVAR) =kmzumd WITH punkte
/MISSING=LISTWISE

Nachdem wir diesen Befehl ausgefiihrt haben, konnen wir durch Anklicken des Symbols ,,Graphikkarussel*
folgende Graphik im Graphikeditor herstellen: Zunéchst erscheint die Graphik ohne die Regressionsgerade und
ohne die senkrechten Linien, die die Position der arithmetischen Mittel von x und y markieren. Aber mit Hilfe
des Menues ,,Bearbeiten™ ,,Graphik® etc. lassen sich diese Zusitze zur Erstfassung der Graphik herstellen.
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Wichtig fiir die Praxis ist noch, da3 man Farben durch Schraffuren ersetzen kann, dafl man den
Darstellungsspielraum der Achsen wéhlen kann (um zum Beispiel den Nullpunkt mit darzustellen), und dal man
auch Uberschriften hinzufiigen kann etc.:

Zusammenhang zwischen der Entfernung zum Arbeitsort und den ,,Punkten in Flensburg* bei
zufallig ausgewihlten Autofahrern in einer Stadt mit problematischer Verkehrsbeschilderung
und hoher polizeilicher Kontrolldichte:

10
g-
8-
7-
o 69
3 59
2
o 41
[T
c 3
o 27
& 0 R-Qu. = 0,4980
0 10 20 30 40

Entfernung zum Dienstort in km

13.2.7. Binomialtest

Der Fall: ,,Unter 1000 britischen Arzten geben 600 an, emotional nicht stabile Patienten im Zweifel lieber zur
Arztin als zum Arzt zu iiberweisen, da Frauen unter den Arzten mehr Einfiihlungsvermogen zugetraut wird.“
(Arzte Zeitung vom 17.9 97).

Wenn wir so eine Meldung lesen und mittels SPSS den Binomialtest auf die Daten anwenden wollen, aber nur
die Haufigkeiten (und nicht den Datensatz) haben, konnen wir mittels des Befehls ,,weight™ dennoch Test
durchfithren. Wir bauen folgenden Datensatz auf:

ueberw haeufig
1 600
2 400

Dann wihlen wir tiber das Menue folgende Befehle: Statistik, nichtparametrische Tests, Binomial. Dort wéhlen
wir als Testvariable ,,ueberw*. Den Test-Anteil lassen wir bei ,50. Wir klicken auf die Schaltflache: Befehl und
erhalten im Syntaxfenster den folgenden Text (ohne die erste Zeile, die wir hinzuschreiben und mit einem Punkt
abschlieBen).

weight by haeufigk.

NPAR TEST
/BINOMIAL (.50)= ueberw
/MISSING ANALYSIS.

Wir fithren den Befehl aus und erhalten im Ausgabefenster:
————— Binomial Test

UEBERW Geschlecht des bevorzugten Arztes
Cases
Test Prop. = , 5000
400 =1 Obs. Prop. = ,4000
600 = 2

— Z Approximation
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1000 Total 2-Tailed P = ,0000

Hierbei bedeutet 2-Tailed P = ,000, da3 die Wahrscheinlichkeit, aus einer gleichverteilten Grundgesamtheit das
vorliegende Ergebnis zufillig zu erhalten, gleich Null ist. Die Nullhypothese wird daher abgelehnt. Die
britischen Arzte haben hiernach ein bestimmtes ,,Vor*“-Urteil iiber ihre Kolleginnen.

13.2.8. Kolmogorov-Smirnov-Test auf Verteilungsform bei einer Stichprobe

Gegeben sei eine Stichprobe von 200 Zahlen aus Intelligenztests. Gefragt ist, ob diese Stichprobe
,;,hormalverteilt* ist:

95;99;98;98;90;91,;98;108;99;98;98;94;107;95;97;91;92;105;103;102;100;95;107;98;99;106;98;98;103;95;99;10
5;93,98;96;98;94;105;106;93;99;101;100;102;100;98;104;100;100;101;94,;86;103;107;105;102;95,97;111;96;97
;105;104;94;108;102;96;99;105;105;89;108;97;102;99;92;104;97;95;90;103;97;95;95;89;97;90;91;101;103;97;1
01;108;100;103;93;94;94,;98;101;93;109;106;96;93;102;101;94;105;99,97;107;103;100;104;107;98;91;97;103;9
7:92:97;101;93;97;102;98;101;102;88;98;98;101;100;104;92;99;101;102;106;94;102;101;100;107;99;97;92;101
;88;92;102;102;102;96;98;94;93;91;96;97;100;103;105;97;94;103;104;92;103;99;98;101;107;92;107;105;110;1
02;97;104;111;90;103;94;96;99;100;98;93;97;106;100;110;97;94;96;104;107.

Hierzu lesen wir unsere Daten im Datenfenster unter der Variablenbezeichnung: Inteli ein und geben folgende
Befehle: ,,Statistik®, ,,nichtparametrische Tests®, ,,1-Stichproben-KS*. Wir wéhlen die Variable ,,Inteli* als
Testvariable und wihlen bei den Optionen noch ,,Deskriptive Statistiken* und ,,Quartile*. Wir wihlen die
Priifung auf ,,Normalverteilung®. Dann klicken wir die Schaltfliche ,,Befehl” an und erhalten im Syntaxfenster:

NPAR TESTS
/K-S (NORMAL)= INTELI
/STATISTICS DESCRIPTIVES QUARTILES
/MISSING ANALYSIS.

Diesen Befehl fithren wir aus und erhalten im Ausgabefenster:

N Mean Std Dev Minimum Maximum
INTELI 200 99,095 5,134 86 111
(Median)
25th 50th 75th
N Percentile Percentile Percentile
INTELI 200 95,25 99,00 103,00
————— Kolmogorov - Smirnov Goodness of Fit Test
INTELT
Test distribution - Normal Mean: 99,10
Standard Deviation: 5,13
Cases: 200
Most extreme differences
Absolute Positive Negative K-S 7 2-Tailed P
, 06445 , 06445 -,051061 ,9114 , 3771

SPSS berechnet eine Irrtums-Wahrscheinlichkeit im zweiseitigen Test von p = 0,3771, da8 die Daten nicht
zufillig einer Normalverteilung entnommen worden sind. Bei dieser hohen Irrtumswahrscheinlichkeit behalten
wir die Nullhypothese bei, daf die Daten aus einer Normalverteilung entnommen wurden.
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4. Tabellen

4.1. Standardnormalverteilung

Die folgende Tabelle zeigt die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung. Fiir ausgewéhlte z-Werte ist
die Wahrscheinlichkeit W(Z<z)=(1-a) angegeben, dal} dieser oder ein kleinerer z-Wert auftritt.

Lesebeispiel: Die Tabelle enthilt z-Werte, die auf zwei Stellen hinter dem Komma gerundet sind: z.B. -2,03,
1,07 oder 1,96. Damit die Tabelle nicht zu viel Platz einnimmt, ist jeder z-Wert in zwei Teile aufgespaltet: Teil 1
mit der ersten Nachkommastelle (Spalte 1) und Teil 2 mit der zweiten Nachkommastelle (alle folgenden
Spalten). Gesucht sei die Wahrscheinlichkeit, dal maximal ein z-Wert von -2,03 auftritt (Teil 1: -2,0; Teil 2:
0,03). In der Zeile mit z=-2,0 (erste Spalte) finden Sie in der mit 0,03 {iberschriebenen Spalte die gesuchte
Wahrscheinlichkeit (1-a)=0,0212.

z-Werte Teil 2 des z-Wertes (2. Nachkommastelle)

(Teil 1) 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
-2,9 10,0019 }0,0018 0,0018 }0,0017 ]0,0016 10,0016 }0,0015 0,0015 ]0,0014 ]0,0014
-2,8 10,0026 ]0,0025 |0,0024 0,0023 ]0,0023 10,0022 }0,0021 0,0021 }0,0020 10,0019
-2,7 10,0035 10,0034 |0,0033 |0,0032 ]0,0031 ]0,0030 }0,0029 0,0028 ]0,0027 10,0026
-2,6 10,0047 ]0,0045 0,0044 0,0043 ]0,0041 ]0,0040 }0,0039 0,0038 ]0,0037 ]0,0036
-2,5 10,0062 ]0,0060 [0,0059 [0,0057 ]0,0055 10,0054 10,0052 0,0051 }0,0049 10,0048
-2,4 0,0082 ]0,0080 10,0078 10,0075 10,0073 }0,0071 0,0069 [0,0068 ]0,0066 ]0,0064
-2,3 10,0107 }0,0104 10,0102 }0,0099 ]0,0096 10,0094 10,0091 {0,0089 ]0,0087 ]0,0084
-2,2 10,0139 [0,0136 10,0132 10,0129 (0,0125 10,0122 |0,0119 [0,0116 |0,0113 ]0,0110
-2,1 0,0179 [0,0174 10,0170 10,0166 [0,0162 0,0158 ]0,0154 ]0,0150 ]0,0146 10,0143
-2,0 10,0228 10,0222 |0,0217 }0,0212 ]0,0207 10,0202 }0,0197 10,0192 ]0,0188 ]0,0183
-1,9 0,0287 10,0281 |0,0274 ]0,0268 10,0262 10,0256 [0,0250 ]0,0244 ]0,0239 10,0233
-1,8 10,0359 10,0351 0,0344 |0,0336 10,0329 10,0322 ]0,0314 0,0307 ]0,0301 ]0,0294
-1,7 10,0446 [0,0436 |0,0427 [0,0418 ]0,0409 10,0401 ]0,0392 ]0,0384 ]0,0375 10,0367
-1,6 10,0548 10,0537 [0,0526 [0,0516 ]0,0505 10,0495 0,0485 ]0,0475 10,0465 10,0455
-1,5 10,0668 ]0,0655 0,0643 ]0,0630 ]0,0618 10,0606 ]0,0594 0,0582 ]0,0571 10,0559
-1,4  |0,0808 [0,0793 10,0778 10,0764 10,0749 [0,0735 0,0721 [0,0708 ]0,0694 ]0,0681
-1,3 10,0968 10,0951 [0,0934 ]0,0918 10,0901 ]0,0885 0,0869 |0,0853 ]0,0838 10,0823
-1,2  |0,1151 |Jo,1131 jo,1112 10,1093 10,1075 |0,1056 |0,1038 10,1020 ]0,1003 ]0,0985
-1,1  |0,1357 [0,1335 10,1314 10,1292 (0,1271 0,1251 |0,1230 |0,1210 |0,1190 ]0,1170
-1,0 |0,1587 |0,1562 |0,1539 |0,1515 10,1492 10,1469 [0,1446 |0,1423 |0,1401 10,1379
-0,9 10,1841 10,1814 |0,1788 |0,1762 |0,1736 10,1711 10,1685 10,1660 ]0,1635 ]0,1611
-0,8 10,2119 10,2090 [0,2061 }0,2033 ]0,2005 10,1977 10,1949 |0,1922 10,1894 10,1867
-0,7 10,2420 |0,2389 |0,2358 10,2327 10,2296 [0,2266 [0,2236 0,2206 |0,2177 10,2148
-0,6 10,2743 10,2709 [0,2676 [0,2643 [0,2611 10,2578 10,2546 [0,2514 10,2483 ]0,2451
-0,5 10,3085 10,3050 [0,3015 ]0,2981 [0,2946 10,2912 [0,2877 0,2843 10,2810 10,2776
-0,4 10,3446 10,3409 (0,3372 |0,3336 [0,3300 ]0,3264 10,3228 10,3192 10,3156 ]0,3121
-0,3 10,3821 10,3783 0,3745 10,3707 10,3669 10,3632 [0,3594 ]0,3557 10,3520 ]0,3483
-0,2 10,4207 [0,4168 [0,4129 ]0,4090 [0,4052 10,4013 10,3974 |0,3936 |0,3897 10,3859
-0,1 0,4602 [0,4562 [0,4522 10,4483 ]0,4443 10,4404 [0,4364 0,4325 10,4286 10,4247
-0,0 ]0,5000 10,4960 0,4920 |0,4880 [0,4840 10,4801 10,4761 (0,4721 ]0,4681 ]0,4641
0,0 0,5000 }0,5040 |0,5080 ]0,5120 10,5160 10,5199 0,5239 |0,5279 10,5319 10,5359
0,1 0,5398 10,5438 |0,5478 10,5517 10,5557 10,5596 [0,5636 [0,5675 10,5714 10,5753
0,2 0,5793 10,5832 |0,5871 [0,5910 ]0,5948 10,5987 10,6026 [0,6064 ]0,6103 ]0,6141
0,3 0,6179 10,6217 [0,6255 10,6293 10,6331 10,6368 [0,6406 0,6443 10,6480 10,6517
0,4 0,6554 10,6591 0,6628 0,6664 10,6700 10,6736 [0,6772 |0,6808 |0,6844 10,6879
0,5 0,6915 10,6950 [0,6985 ]0,7019 10,7054 10,7088 10,7123 0,7157 10,7190 ]0,7224
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0,6 0,7257 10,7291 10,7324 10,7357 10,7389 0,7422 10,7454 10,7486 10,7517 10,7549
0,7 0,7580 10,7611 10,7642 10,7673 0,7703 0,7734 10,7764 10,7794 10,7823 10,7852
0,8 0,7881 10,7910 10,7939 10,7967 10,7995 }0,8023 ]0,8051 ]0,8078 10,8106 10,8133
0,9 0,8159 10,8186 10,8212 10,8238 0,8264 0,8289 10,8315 10,8340 10,8365 10,8389
1,0 0,8413 10,8438 10,8461 10,8485 10,8508 10,8531 10,8554 10,8577 10,8599 10,8621
1,1 0,8643 10,8665 10,8686 10,8708 0,8729 10,8749 10,8770 10,8790 10,8810 ]0,8830
1,2 0,8849 10,8869 10,8888 10,8907 0,8925 10,8944 10,8962 ]0,8980 10,8997 10,9015
1,3 0,9032 10,9049 10,9066 10,9082 10,9099 [0,9115 10,9131 10,9147 10,9162 10,9177
1,4 0,9192 10,9207 10,9222 10,9236 0,9251 10,9265 10,9279 10,9292 10,9306 10,9319
1,5 0,9332 10,9345 10,9357 10,9370 0,9382 10,9394 10,9406 ]0,9418 10,9429 10,9441
1,6 0,9452 10,9463 10,9474 10,9484 10,9495 10,9505 10,9515 ]0,9525 10,9535 10,9545
1,7 0,9554 10,9564 10,9573 10,9582 10,9591 0,9599 ]0,9608 ]0,9616 10,9625 10,9633
1,8 0,9641 10,9649 10,9656 10,9664 10,9671 ]0,9678 10,9686 10,9693 10,9699 10,9706
1,9 0,9713 10,9719 10,9726 10,9732 10,9738 10,9744 10,9750 10,9756 10,9761 10,9767
2,0 0,9772 10,9778 10,9783 10,9788 10,9793 10,9798 10,9803 10,9808 10,9812 10,9817
2,1 0,9821 10,9826 10,9830 10,9834 10,9838 ]0,9842 10,9846 10,9850 10,9854 10,9857
2,2 0,9861 10,9864 10,9868 10,9871 0,9875 ]0,9878 10,9881 ]0,9884 10,9887 10,9890
2,3 0,9893 10,9896 10,9898 10,9901 10,9904 ]0,9906 10,9909 10,9911 10,9913 10,9916
2,4 0,9918 10,9920 10,9922 10,9925 10,9927 ]0,9929 10,9931 10,9932 10,9934 10,9936
2,5 0,9938 10,9940 10,9941 10,9943 10,9945 ]0,9946 10,9948 10,9949 10,9951 10,9952
2,6 0,9953 10,9955 10,9956 10,9957 10,9959 10,9960 ]0,9961 10,9962 10,9963 10,9964
2,7 0,9965 10,9966 10,9967 10,9968 0,9969 10,9970 10,9971 10,9972 10,9973 10,9974
2,8 0,9974 10,9975 10,9976 10,9977 10,9977 10,9978 10,9979 10,9979 10,9980 10,9981
2,9 0,9981 10,9982 10,9982 10,9983 10,9984 10,9984 10,9985 10,9985 10,9986 10,9986




4.2. y*-Verteilung

Die folgende Tabelle zeigt die inverse Verteilungsfunktion der y-Verteilung: y*(1-o/df). Fiir ausgewihlte
Freiheitsgrade (df) und Wahrscheinlichkeiten (1-o.) werden die entsprechenden y*-Werte (y>-Quantile)

dargestellt. Lesebeispiel: Gesucht sei der >-Wert, unter dem bei df=17 Freiheitsgraden 95% aller moglichen
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Werte einer y*-verteilten Zufallsvariablen X* liegen. In der Zeile fiir df=17 finden Sie in der Spalte (1-01)=0,95

den gesuchten Wert y=27,59.

df (rote/dunkle) Fliche (1-a)
0,7 0,75 0,8 0,85 0,9 0,95 0,975 0,99 0,995
1 |1,07 1,32 1,64 2,07 2,71 3,84 5,02 6,63 7,88
2 2,41 2,77 3,22 3,79 4,61 5,99 7,38 9,21 10,60
3 3,66 4,11 4,64 5,32 6,25 7,81 9,35 11,34 12,84
4 4,88 5,39 5,99 6,74 7,78 9,49 11,14 13,28 14,86
5 16,06 6,63 7,29 8,12 9,24 11,07 12,83 15,09 16,75
6 [7,23 7,84 8,56 9,45 10,64 12,59 14,45 16,81 18,55
7 18,38 9,04 9,80 10,75 12,02 14,07 16,01 18,48 20,28
8 9,52 10,22 11,03 12,03 13,36 15,51 17,53 20,09 21,95
9 10,66 11,39 12,24 13,29 14,68 16,92 19,02 21,67 23,59
10 11,78 12,55 13,44 14,53 15,99 18,31 20,48 23,21 25,19
11 12,90 13,70 14,63 15,77 17,28 19,68 21,92 24,73 26,76
12 |14,01 14,85 15,81 16,99 18,55 21,03 23,34 26,22 28,30
13 |15,12 15,98 16,98 18,20 19,81 22,36 24,74 27,69 29,82
14 |16,22 17,12 18,15 19,41 21,06 23,68 26,12 29,14 31,32
15 17,32 18,25 19,31 20,60 22,31 25,00 27,49 30,58 32,80
16 18,42 19,37 20,47 21,79 23,54 26,30 28,85 32,00 34,27
17 19,51 20,49 21,61 22,98 24,77 27,59 30,19 33,41 35,72
18 20,60 21,60 22,76 24,16 25,99 28,87 31,53 34,81 37,16
19 21,69 22,72 23,90 25,33 27,20 30,14 32,85 36,19 38,58
20 22,77 23,83 25,04 26,50 28,41 31,41 34,17 37,57 40,00
21 23,86 24,93 26,17 27,66 29,62 32,67 35,48 38,93 41,40
22 24,94 26,04 27,30 28,82 30,81 33,92 36,78 40,29 42,80
23 26,02 27,14 28,43 29,98 32,01 35,17 38,08 41,64 44,18
24 27,10 28,24 29,55 31,13 33,20 36,42 39,36 42,98 45,56
25 28,17 29,34 30,68 32,28 34,38 37,65 40,65 44,31 46,93
30 33,53 34,80 36,25 37,99 40,26 43,77 46,98 50,89 53,67
40 44,16 45,62 47,27 49,24 51,81 55,76 59,34 63,69 66,77
50 |54,72 56,33 58,16 60,35 63,17 67,50 71,42 76,15 79,49
60 [65,23 66,98 68,97 71,34 74,40 79,08 83,30 88,38 91,95
70 175,69 77,58 79,71 82,26 85,53 90,53 95,02 100,43 104,21
80 [86,12 88,13 90,41 93,11 96,58 101,88 106,63 112,33 116,32
90 (96,52 98,65 101,05 103,90 107,57 113,15 118,14 124,12 128,30
100 106,91 109,14 111,67 114,66 118,50 124,34 129,56 135,81 140,17
150 |158,58 161,29 164,35 167,96 172,58 179,58 185,80 193,21 198,36
200 [209,99 213,10 216,61 220,74 226,02 233,99 241,06 249,45 255,26
500 |516,09 520,95 526,40 532,80 540,93 553,13 563,85 576,49 585,21
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4.3. t-Verteilung

Die folgende Tabelle zeigt die inverse Verteilungsfunktion der T-Verteilung: T(1-adf). Fiir ausgewéhlte
Freiheitsgrade (df) und Wahrscheinlichkeiten (1-a) werden die entsprechenden t-Werte (t-Quantile) dargestellt,
fiir die gilt: W(T<t|df) = (1-a).

Lesebeispiel: Gesucht sei der t-Wert, unter dem bei df=17 Freiheitsgraden 95% aller moglichen Werte einer T-
verteilten Zufallsvariablen T liegen. In der Zeile fiir df=17 finden Sie in der Spalte (1-0)=0,95 den gesuchten
Wert t=1,740.

dr Fliche (1-a)
0,65 0,7 0,75 0,8 0,85 0,9 0,95 0,975 0,99 0,995
1 10,510 0,727 {1,000 1,376 1,963 3,078 6,314 12,706 31,821 63,656
2 (0,445 0,617 10,816 1,061 1,386 |1,886 2,920 4,303 6,965 9,925
3 0,424 0,584 10,765 0,978 1,250 1,638 2,353 [3,182 4,541 5,841
4 0,414 0,569 10,741 0,941 1,190 1,533 [2,132 2,776 3,747 4,604
5 0,408 10,559 10,727 0,920 1,156 1,476 [2,015 2,571 3,365 4,032
6 0,404 0,553 10,718 0,906 1,134 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707
7 0,402 0,549 0,711 0,896 1,119 1,415 1,895 [2,365 2,998 3,499
8 0,399 0,546 10,706 0,889 1,108 1,397 1,860 2,306 2,896 3,355
9 0,398 0,543 10,703 0,883 1,100 1,383 |1,833 2,262 2,821 3,250
10 (0,397 0,542 0,700 {0,879 1,093 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169
11 0,396 0,540 0,697 (0,876 |1,088 1,363 1,796 []2,201 2,718 3,106
12 0,395 10,539 0,695 (0,873 1,083 1,356 1,782 []2,179 2,681 3,055
13 0,394 10,538 0,694 0,870 1,079 1,350 1,771 []2,160 2,650 3,012
14 10,393 0,537 0,692 0,868 |1,076 1,345 1,761 [2,145 2,624 2,977
15 10,393 10,536 0,691 0,866 |1,074  |1,341 1,753 2,131 2,602 2,947
16 10,392 10,535 0,690 0,865 |1,071 1,337 1,746 2,120 2,583 2,921
17 10,392 10,534 0,689 0,863  |1,069 |1,333 1,740 []2,110 2,567 2,898
18 10,392 0,534 0,688 0,862 |1,067 1,330 {1,734 []2,101 2,552 2,878
19 10,391 0,533 0,688 0,861 |1,066 1,328 1,729  |2,093 2,539 2,861
20 10,391 0,533 0,687 0,860 1,064 1,325 1,725 |2,086 2,528 2,845
21 0,391 0,532 0,686 0,859 1,063 1,323 |1,721 |2,080 2,518 2,831
22 10,390 0,532 0,686 0,858  |1,061 1,321 1,717  |2,074 2,508 2,819
23 10,390 0,532 0,685 0,858 1,060 1,319 1,714 2,069 2,500 2,807
24 10,390 0,531 0,685 0,857 1,059 1,318 1,711 |2,064 2,492 2,797
25 10,390 0,531 0,684 0,856 1,058 1,316 |1,708  |2,060 2,485 2,787
30 0,389 0,530 0,683 0,854 1,055 1,310 1,697 2,042 2,457 2,750
40 0,388 0,529 0,681 0,851 1,050 1,303 |1,684 2,021 2,423 2,704
50 10,388 0,528 0,679 0,849 1,047 1,299 1,676 |2,009 2,403 2,678
60 10,387 0,527 0,679 0,848 1,045 1,296 1,671 |2,000 2,390 2,660
70 10,387 0,527 0,678 0,847 1,044 1,294 1,667 |1,994 2,381 2,648
80 10,387 0,526 0,678 0,846 1,043 1,292 1,664 |1,990 2,374 2,639
90 10,387 0,526 0,677 0,846  |1,042 |1,291 1,662 1,987 2,368 2,632
100 0,386 0,526 0,677 0,845 |1,042 1,290 |1,660 1,984 2,364 2,626
150 0,386 0,526 0,676 0,844 |1,040 1,287 1,655 1,976 2,351 2,609
200 0,386 10,525 0,676 0,843 1,039 |1,286 1,653 1,972 2,345 2,601
500 0,386 10,525 0,675 0,842 1,038 1,283 1,648 |1,965 2,334 2,586
1000 0,385 0,525 0,675 0,842 1,037 1,282 1,646 |1,962 2,330 2,581




4.4. F-Verteilung fiir (1-«)=0,99

Die folgende Tabelle zeigt die inverse Verteilungsfunktion der F-Verteilung fiir (1-01)=0,99. Fiir ausgewdhlte
Zidhler- und Nenner-Freiheitsgrade (df;, df;) werden die entsprechenden f-Werte (f-Quantile) dargestellt, fiir die
gilt: W(F<f]df}, df;) = 0,99. Lesebeispiel: Gesucht sei der f-Wert, unter dem bei df;=2 Zéhler-Freiheitsgraden
und df,=4 Nenner-Freiheitsgraden 99% aller moglichen Werte einer F-verteilten Zufallsvariablen F liegen. In
der Zeile fiir df;=4 finden Sie in der Spalte fiir df;=2 den gesuchten Wert F=18,00.
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df, df, (Zihler)
(N?)"'e tl203lalslel7lslolwlulizfalie]is]20]22]24]26
1 14052 14999 5403 45624 5763 §5858 15928 5980 16022 16055 §6083 §6106 6143 §6170 6191 6208 16223 16234 §6244
18 134 153 126 B96 195 133 195 |40 |93 |40 [68 |00 {01 {43 §66 |10 §27 §52
2 98,5 99,0 99,1 99,2 99,3 99,3 I99,3 |99,3 99,3 99,4 99,4 [99.4 199.4 199.4 I99,4 |99,4 99,4 199.4 [99.4
10 10 6 5 0 3 6 8 9 10 1 2 3 4 4 5 16 |6 6
3 34,1 130,8 129.4 28,7 28,2 §27,9 27,6 |Z7,4 27,3 127,2 127,1 27,0 26,9 §26.8 26,7 |26,6 26,6 |26,6 26,5
2 2 6 1 4 1 7 9 4 3 3 5 2 3 5 9 4 0 6
4 21,2 18,0 §16,6 15,9 §15,5 §15,2 §14,9 |14,8 14,6 14,5 §14.,4 14,3 §14,2 §14,1 14,0 §14,0 §13,9 §13,9 §13,8
10 10 9 8 2 1 I8 0 16 5 5 7 5 5 18 2 7 3 9
5 é6’2 ;3’2 éZ,O él’3 ;0’9 ;0’6 IéOA ;O,Z |é0’1 ;0’0 9,96 9,89 9,77 9,68 9,61 9,55 9,51 9,47 9,43
6 ;3’7 50’9 9,78 9,15 8,75 [8.,47 |8,26 IS,lO 7,98 17,87 {7,79 7,72 7,60 §7,52 7,45 17,40 §7,35 47,31 }7,28
7 ;272 9,55 8,45 7,85 (7,46 |7,19 |6,99 |6,84 16,72 16,62 16,54 16,47 6,36 16,28 §6,21 6,16 §6,11 §6,07 6,04
8 Iél’z 18,65 17,59 [|7,01 I6,63 16,37 I6,18 I6,03 5,91 5,81 5,73 15,67 §5,56 5,48 }5,41 5,36 5,32 §5,28 5,25
9 |é0’5 |8,02 6,99 (16,42 I6,06 5,80 15,61 5,47 {I5,35 §15,26 §5,18 J5,11 §5,01 §4.92 14,86 §4.81 §4.,77 4,73 14,70
10 41‘0’0 7,56 16,55 5,99 (5,64 5,39 5,20 §5,06 [4,94 14,85 4,77 14,71 §4,60 §4,52 4,46 §4,.41 §4,36 14,33 14,30
11 9,65 17,21 6,22 5,67 5,32 5,07 14,89 4,74 4,63 |4,54 §4.46 14,40 §4,29 4,21 4,15 14,10 4,06 4,02 3,99
12 9,33 ||6,93 5,95 5,41 §5,06 4,82 4,64 §4,50 (4,39 [4,30 §4,22 4,16 4,05 3,97 3,91 3,86 3,82 3,78 3,75
13 9,07 I|6,70 5,74 15,21 4,86 14,62 14,44 114,30 14,19 [4,10 4,02 §3,96 13,86 3,78 13,72 3,66 3,62 13,59 3,56
14 [8.86 J6.51 [5.56 [5.04 .60 fa.46 4,28 14 J1.03 3,94 3,86 [3.80 3,70 .62 .56 3,51 J3.46 [3.43 .40
15 I|8,68 I|6,36 5,42 14,89 14,56 4,32 4,14 §4,00 113,89 |3,80 §3,73 3,67 3,56 3.49 |[3.42 3,37 §3,33 3,29 3,26
16 I|8,53 I|6,23 5,29 14,77 |4,44 14,20 14,03 13,89 3,78 |3,69 3,62 3,55 §3.45 3,37 3,31 3,26 3,22 3,18 3,15
17 I|8,40 I|6,11 5,19 14,67 14,34 14,10 13,93 3,79 13,68 |3,59 3,52 13,46 13,35 3.27 13,21 §3,16 3,12 §3,08 3,05
18 [8.29 6,01 5,09 458 425 fao1 [3.84 3,71 .60 [3,51 [3.43 .37 |3.27 5.19 .13 [3.08 3,03 3,00 |p.97
19 I|8,18 5,93 5,01 14,50 4,17 §3,94 13,77 13,63 (3,52 |3.43 3,36 3,30 3,19 3,12 |[3,05 {3,00 §2,96 2,92 2,89
20 I|8,10 5,85 14,94 4,43 4,10 3,87 13,70 13,56 13,46 13,37 13,29 13,23 13,13 §3,05 J2,99 §2.94 2,90 2,86 2,83
21 |8,02 5,78 14,87 14,37 4,04 13,81 13,64 3,51 13,40 3,31 §3.24 13,17 §3,07 2,99 12,93 }2,88 2,84 12,80 |2,77
22 7,95 15,72 §4,82 4,31 13,99 13,76 |[3,59 13,45 |3,35 |3,26 13,18 3,12 3,02 42,94 J2,88 2,83 12,78 §2,75 2,72
23 7,88 15,66 14,76 14,26 13,94 13,71 13,54 13,41 3,30 3,21 §3,14 3,07 2,97 2,89 2,83 2,78 2,74 2,70 2,67
24 7,82 15,61 4,72 4,22 13,90 13,67 13,50 3,36 3,26 3,17 §3,09 3,03 §2.93 2,85 2,79 2,74 2,70 2,66 |2,63
25 7,77 15,57 §4,68 4,18 3,85 13,63 |[3.,46 13,32 |3,22 |3,13 13,06 2,99 2,89 42,81 §2,75 2,70 12,66 §2,62 2,59
26 7,72 15,53 14,64 4,14 13,82 13,59 3,42 13,29 |3,18 3,09 §3,02 2,96 2,86 12,78 |2,72 2,66 12,62 2,58 2,55
27 7,68 15,49 14,60 4,11 13,78 13,56 13,39 13,26 3,15 3,06 §2,99 2,93 J2.82 2,75 2,68 2,63 2,59 2,55 2,52
28 7,64 15,45 14,57 4,07 13,75 13,53 13,36 13,23 3,12 3,03 §2,96 2,90 2,79 2,72 2,65 2,60 2,56 2,52 2,49
29 7,60 115,42 §4,54 14,04 13,73 13,50 3,33 13,20 |3,09 |3,00 42,93 2,87 12,77 02,69 §2,63 2,57 12,53 §2,49 |2,46
30 17,56 15,39 B.51 1,02 3,70 .47 8,30 13,17 [3,07 f.98 .ot .84 2,74 b.66 k.60 2,55 b,51 .47 b.44
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31 7,53 [5,36 4,48 13,99 3,67 3,45 3,28 3,15 3,04 2,96 2,88 2,82 2,72 2,64 2,58 2,52 2,48 2,45 |2,41
32 7,50 [I5,34 4,46 3,97 3,65 |3.43 [3,26 |I3,13 3,02 2,93 2,86 2,80 2,70 §2,62 2,55 2,50 2,46 2,42 §2,39
33 7,47 5,31 4,44 3,95 3,63 3,41 3,24 3,11 3,00 2,91 2,84 2,78 2,68 2,60 2,53 2,48 2,44 2,40 |2,37
34 |[7,44 5,29 4,42 3,93 3,61 3,39 3,22 3,09 2,98 [2,89 2,82 2,76 2,66 2,58 2,51 2,46 2,42 |2,38 2,35
35 7,42 [5,27 4,40 §3,91 3,59 3,37 3,20 3,07 |2,96 2,88 2,80 2,74 2,64 2,56 2,50 [2,44 2,40 2,36 }2,33
36 |7.40 [I5,25 14,38 3,89 3,57 13,35 3,18 3,05 |2,95 2,86 2,79 2,72 2,62 §2,54 2,48 2,43 2,38 2,35 |2,32
37 7,37 5,23 4,36 3,87 3,56 3,33 3,17 3,04 2,93 [2,84 2,77 2,71 2,61 2,53 2,46 [2,41 2,37 2,33 2,30
38 7,35 5,21 4,34 3,86 3,54 3,32 3,15 3,02 2,92 [2,83 2,75 2,69 2,59 2,51 2,45 2,40 2,35 2,32 2,28
39 7,33 [5,19 4,33 3,84 3,53 3,30 [3,14 3,01 |2,90 2,81 2,74 2,68 2,58 §2,50 2,43 §2,38 2,34 2,30 }2,27
40 7,31 |5,18 4,31 3,83 3,51 3,29 3,12 12,99 2,89 |2,80 2,73 2,66 2,56 §2,48 2,42 12,37 2,33 2,29 }2,26
50 |[7,17 5,06 4,20 3,72 3,41 3,19 3,02 2,89 [2,78 [2,70 2,63 2,56 2,46 2,38 2,32 2,27 2,22 2,18 2,15
60 ||7,08 4,98 4,13 3,65 3,34 3,12 2,95 2,82 |2,72 |2,63 2,56 2,50 2,39 2,31 2,25 2,20 2,15 2,12 2,08
70 |7,01 4,92 14,07 3,60 3,29 3,07 2,91 2,78 |2,67 2,59 2,51 2,45 2,35 2,27 2,20 2,15 2,11 §2,07 }2,03
80 6,96 4,88 4,04 3,56 [3,26 3,04 2,87 2,74 2,64 2,55 2,48 2,42 2,31 2,23 2,17 |2,12 2,07 2,03 2,00
90 I|6,93 4,85 14,01 3,53 §3,23 3,01 J2,84 2,72 |2,61 [2,52 2,45 §2,39 2,29 2,21 |2,14 |2,09 2,04 2,00 §1,97
100 ||6,90 4,82 13,98 13,51 §3,21 §2,99 |2,82 |2,69 2,59 |2,50 §2,43 2,37 §2,27 2,19 |2,12 }2,07 §2,02 |1,98 |1,95
125 ||6,84 4,78 13,94 13,47 3,17 12,95 |2,79 |2,66 |2,55 |2,47 2,39 2,33 2,23 |2,15 |2,08 §2,03 J1,98 1,94 1,91
150 I|6,81 4,75 13,91 3,45 §3,14 2,92 2,76 |2,63 |2,53 [2,44 §2,37 2,31 §2,20 2,12 |2,06 §2,00 §1,96 §1,92 §1,88
175 I|6,78 4,73 13,90 3,43 §3,12 §2,91 |2,74 2,61 [2,51 [2,42 §2,35 §2,29 2,19 2,10 |2,04 §1,98 §1,94 §1,90 §1,87
200 ||6,76 4,71 13,88 3,41 §3,11 §2,89 |2,73 |2,60 [2,50 |2,41 §2,34 2,27 §2,17 2,09 |2,03 §1,97 §1,93 §1,89 |1,85
250 ||6,74 4,69 13,86 3,40 §3,09 12,87 2,71 |2,58 2,48 |2,39 §2,32 2,26 2,15 J2,07 |2,01 §1,95 §1,91 |1,87 §1,83
300 I|6,72 4,68 13,85 3,38 §3,08 2,86 J2,70 2,57 |2,47 |2,38 §2,31 §2,24 2,14 §2,06 §1,99 §1,94 §1,89 §1,85 §1,82
400 I|6,70 4,66 13,83 3,37 §3,06 2,85 J2,68 |2,56 |2,45 [2,37 2,29 2,23 §2,13 2,05 §1,98 §1,92 §1,88 §1,84 §1,80
500 ||6,69 4,65 13,82 3,36 §3,05 §2,84 J2,68 |2,55 |2.44 [2,36 §2,28 2,22 2,12 §2,04 §1,97 §1,92 §1,87 §1,83 §1,79
1000 ||6,66 4,63 13,80 3,34 §3,04 2,82 J2,66 |2,53 2,43 [2,34 2,27 §2,20 §2,10 §2,02 §1,95 §1,90 §1,85 §1,81 §1,77
100000 H6,63 4,61 13,78 13,32 13,02 12,80 J2,64 2,51 |2,41 [2,32 2,25 |2,18 §2,08 §2,00 §1,93 §1,88 §1,83 §1,79 {1,76

0




Fortsetzung F-Verteilung fiir (1-o) = 0,99
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df, df, (Zihler)

(Nenne 10000
r) 27 128 129 |30 13132 33 |34 |35 |36 | 37 | 38 | 40 | 42 | 44 | 46 | 100500 |~
1 [p249 62526257 f6260 f651,§6266 6270 f6272 f6275 f6278 f6280 f6282 6286 6290 6293 6296 6333 6359 16365.5

17 190 foo 135 Is2 §87 |13 92 |25 fos 137 L70 f43 |15 188 fe7 o2 354 Jo
5 I99,4 |99,4 99,4 (99,4 31,7|99,4 99,4 §99.4 §99.4 99,4 §99.4 §99,4 |99,4 99,4 (99,4 |99,4 99.4 109.5 L <o
6 6 6 ¥ RV V¥ ¥V vV FF PV B I8 B B b o '
3 |65 po5 265 6.5 12,1|Z6,4 6.4 26,4 26,4 6.4 6.4 6.4 26,4 |26,4 26,3 263 6.2 ot | o
s Bk b b B I b b kB B B It o b v kB K I
4 [3sfesfizsfizs b 38 fiss (37 1137 1137 (137 137 13,7 13,7 13,7 13,7 13,5 134 f ., ¢
s 6 I kB I”h b P b BV kB B PR Il B P I
5 9,42 §9,40 9,39 9,38 [5.6309.36 9,35 9,34 19,33 9,32 §9,31 9,31 9,29 §0,28 9,27 J9.26 9,13 9,04 9,02
6 1727 725 7.24 [7.23 B.6417.21 17,20 7,19 §7.18 [7.17 7,16 {7.16 §7.14 7,13 7,12 f7.11 6,99 16,90 {6.88
7 16,03 6,02 6,00 5,99 §4,0345,97 15,96 5,95 5,94 [5.94 |5.93 5,92 §5.91 5,90 5,89 |5.88 15,75 I5.67 I5.65
8 1523 I5.22 [5.21 5,20 B.6215.18 5,17 5,16 5,15 5,14 §5.14 §5.13 5,12 {5.10 5,09 §5.08 4,96 4,88 4,86
9 .68 W67 466 l.65 13.33J4.63 14,62 4,61 f4.60 4,59 14,59 B.58 14,57 14,55 .54 14,53 .41 14,33 4,31
10 .28 }4.27 .26 14,25 BB.11j4.23 14,22 4,21 §4.20 14,19 14,19 $4,18 14,17 14,15 B.14 J4,13 4,01 3,93 3,91
11 3,98 3,96 [3.95 I3.94 2,9313.92 I3.91 3,90 3,89 13,89 I3.88 3,87 I3.86 I3.85 I3.84 [3.83 13,71 3.62 I3.60
12 B.74 B.72 3,71 B.70 p.8013.68 I3.67 3,66 I3.65 I3.65 I3.64 I3.63 I3.62 [3.61 3,60 3,59 I3.47 I3.38 |3.36
13 B.54 .53 .52 3,51 p.6813.49 I3.48 3,47 I3.46 IB.45 3,45 3,44 [3.43 I3.41 3,40 3,39 I3.27 .19 3,17
14 3,38 3,37 3,36 3,35 12.5913.33 I3.32 3,31 3.30 I3.29 13,29 I3.28 I3.27 I3.25 3,24 I3.23 13,11 3,03 3,00
15 B.25 3,24 3.23 B.21 R.513.19 3,18 3,18 3,17 IB.16 3,15 3,15 I3.13 I3,12 3,11 3,10 2,98 .89 2,87
16 314 3,12 3,11 .10 .4413.08 13,07 3,06 13,05 I3.05 [3.,04 13,03 3,02 [3,01 3,00 |2.99 .86 2,78 .75
17 B.04 3,03 [3.01 3,00 2.38§2,98 12,97 2,96 2,96 [2.95 2,94 .93 |2.92 |2.91 .90 f2.89 |2.76 .68 .65
18 2,95 2,94 [2.93 2,92 2.332.90 [2.89 .88 [2.87 I2.86 2,86 2,85 [2.84 12,82 .81 [2.80 [2.68 2,59 .57
19 .88 2,87 [2.86 2.84 2.2912.82 .81 2,81 2,80 2,79 2,78 .77 I2.76 12,75 2,74 |2.73 2,60 .51 2,49
20 .81 2,80 2,79 .78 .2412.76 2,75 .74 12,73 12,72 .72 .71 .69 2,68 |2.67 .66 .54 |p.44 .42
21 .76 .74 12,73 .72 .2112.70 12,69 .68 [2.67 12,66 .66 f2.65 .64 12,62 .61 [2.60 2,48 .38 f2.36
22 .70 2,69 2,68 .67 2.1712.65 2,64 |2.63 2,62 .61 [2.60 |2.60 12,58 2,57 f2.56 12,55 .42 .33 .31
23 .66 2,64 2,63 2,62 2.14)2.60 2,59 |2.58 12,57 |2.56 [2.56 2,55 .54 2,52 J2.51 2,50 2,45 f2.28 |2.26
24 .61 .60 2,59 .58 2121256 |2.55 .54 2,53 .52 .51 .51 2,49 .48 .47 2,46 2,40 .24 221
25 .58 2,56 12,55 .54 f.09k2.52 .51 2,50 .49 2,48 .47 .47 2,45 .44 .43 .42 2,36 2,19 2,17
26 [2.54 2,53 2,51 2,50 [2.0702.48 2,47 .46 2,45 2,45 .44 .43 .42 2,40 12,39 .38 2,33 J2.16 2,13
27 .51 .49 .48 2,47 .0512.45 2,44 .43 2,42 2,41 .41 .40 .38 [2,37 2,36 2,35 2,29 f2.12 2,10
28 .48 .46 .45 .44 032,42 2,41 .40 2,39 2,38 .37 .37 .35 |2.34 .33 2,32 2,26 |2.09 |2.06
29 .45 .44 2,42 .41 o139 2,38 .37 .36 12,35 .35 .34 2,33 2,31 .30 12,29 12,23 .06 |2.03
30 .42 .41 2,40 2,39 [1,9912.36 2,35 2.35 2,34 2,33 [2.32 .31 2,30 2,29 2.27 I2.26 2,21 2,03 |2.01
31 .40 2,39 2,37 2,36 [1,9812.34 2,33 |2.32 2,31 2,30 [2,30 |2.29 2.27 2,26 |2.25 2,24 2,18 f2,01 1,98
32 .38 2,36 2,35 .34 [1,96/2.32 2,31 .30 2,29 2,28 .27 .27 .25 [2.24 .23 2,22 |2.16 1,98 1,96
33 .36 2,34 12,33 .32 11,9502.30 2,29 .28 2,27 |2.26 .25 .25 .23 .22 .21 .20 2,14 1,96 1,93
34 .34 2,32 2,31 2,30 [1,9412.28 2,27 .26 2,25 2,24 .23 .23 2,21 2,20 2,19 2,18 2,12 {1,94 1,91
35 232 2,30 2,29 .28 11,9212.26 2,25 2.24 12,23 2,22 .21 .21 2,19 2,18 2,17 2,16 2,10 {1,92 1,89
36 .30 2,29 .28 .26 1911224 |2.23 .22 2,21 .21 .20 .19 2,18 2,16 |2.15 2,14 2,08 |1,90 1,87
37 .28 2,27 2,26 .25 J1,902.23 2,22 .21 2,20 2,19 .18 2,17 .16 2,15 2,13 .12 2,06 1,88 [1.85
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38 2,27 2,26 |2,24 2,23 |1,89)2,21 2,20 2,19 |2,18 |[2,17 2,16 §2,16 2,14 [2,13 §2,12 2,11 }2,05 §1,86 §1,84
39 2,26 2,24 [2,23 2,22 {1,88)2,20 2,19 2,18 2,17 |2,16 2,15 }2,14 2,13 [2,12 2,10 2,09 |2,03 §1,85 §1,82
40 2,24 2,23 |2,22 2,20 |1,87]2,18 2,17 2,16 |2,15 |2,14 2,14 §2,13 }2,11 |2,10 2,09 2,08 |2,02 1,83 {|1,80
50 2,14 2,12 2,11 2,10 §1,80§2,08 |2,07 2,06 2,05 |2,04 2,03 2,02 2,01 1,99 §1,98 §1,97 1,91 1,71 §1,68
60 2,07 12,05 2,04 §2,03 §1,76]f2,01 §2,00 §1,99 §1,98 1,97 1,96 1,95 §1,94 1,92 §1,91 1,90 ||1,84 1,63 |1,60
70 2,02 2,01 1,99 §1,98 §1,72]{1,96 §1,95 §1,94 J|1,93 1,92 1,91 1,90 §1,89 1,87 §1,86 1,85 ||1,78 1,57 |1,54
80 1,98 J1,97 |[1,96 1,94 §1,70§1,92 {1,91 J1,90 ||1,89 ||1,88 §1,87 J1,86 ||1,85 §|1,83 §1,82 §1,81 ||1,75 §1,53 §1,49
90 1,96 §1,94 |1,93 1,92 {|1,68]|1,89 ||1,88 §1,87 §1,86 |[1,85 1,84 §1,84 §1,82 |[1,81 1,79 §1,78 |1,72 1,49 {1,46
100 §1,93 §1,92 1,91 1,89 ||1,66§1,87 ||1,86 1,85 1,84 |1,83 §1,82 §1,81 1,80 ||1,78 J1,77 §1,76 fI1,69 §1,47 {1,43
125 1,89 §1,88 ||1,87 1,85 1,64 1,83 ||1,82 1,81 J1,80 f1,79 §1,78 §1,77 1,76 |[1,74 J1,73 §1,72 1,65 1,41 1,37
150 1,78 Jj1,85 Ji1,84 J1,83 J1,62}1,80 1,79 1,78 §1,77 §1,76 |1,75 §1,74 §1,73 |1,71 1,70 1,69 Jj1,62 §1,38 1,33
175 ||1.85 1,74 Ji1,82 J1,81 J1,60|1,78 {|1,77 §1,76 §1,75 |[1,74 1,73 §1,73 §1,71 |[1,69 {|1,68 §1,67 1,60 1,35 1,30
200 1,84 |[1,82 1,71 §1,79 §1,59|1,77 1,76 §1,75 §1,74 1,73 1,72 J1,71 §1,69 1,68 §1,67 1,65 ||1,58 1,33 1,28
250 ||1,82 |[1,80 |[1,79 §1,77 §1,58){1,75 §1,74 §1,73 1,72 1,71 1,70 J1,69 J1,67 1,66 §1,64 1,63 ||1,56 1,30 |1,24
300 |1,80 §1,79 1,77 J1,76 §1,57||1,74 |1,73 §1,72 §1,70 |[1,70 1,69 §1,68 J1,66 |[1,65 1,63 §1,62 J1,55 1,28 f1,22
400 §1,79 §1,77 1,76 1,75 §1,56§1,72 |i1,71 J1,70 1,69 ||1,68 §1,67 J1,66 ||1,64 ||1,63 §1,61 §1,60 ||1,53 1,25 §1,19
500 1,78 1,76 1,75 1,74 §1,551,71 §1,70 §1,69 §1,68 1,67 1,66 J1,65 J1,63 1,62 §1,60 1,59 ||1,52 1,23 |1,16
1000 §1,76 §1,74 1,73 1,72 J1,54§1,69 ||1,68 1,67 1,66 |1,65 }1,64 §1,63 1,61 1,60 J1,58 §1,57 ||1,50 §1,19 f1,11
100000 1,74 J1,72 1,71 §1,70 J1,5241,67 ||1,66 1,65 §1,64 §1,63 1,62 1,61 §1,59 §1,58 J1,56 §1,55 1,47 |1,15

0
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Statistik

Statistik ist eine Wissenschaft, deren Zweck es ist, Informationen in Form von Zahlen oder
anderen Daten zusammenzutragen, das gesammelte Material aufzubereiten und die
Informationen schlief3lich so zu verdichten, dass sie aussagekréftig, verstandlich und
Uberschaubar werden. Sie ist eine gute Mdglichkeit, Fakten exakt und Uiberzeugend
darzustellen.

Sie findet Anwendung sowohl in naturwissenschaftlichen als auch wirtschaftlichen,
soziologischen und politischen Bereichen.

Sie unterteilt sich in zwei Disziplinen:

Deskriptive Statistik

Deskriptive Statistik bedeutet beschreibende Statistik und meint die reine Beschreibung des
erhobenen Datenbestandes (in der Regel die Stichprobe).

Entsprechend der Fragestellung werden Daten erhoben, ausgewertet und dargestellt.
Deskriptive Statistik ist also eine Zusammenfassung von uniberschaubar vielen Einzeldaten
bzw. ein Gberschaubares Komprimieren von vielen Einzelinformationen.

Die zusammenfassende Darstellung erfolgt durch die Berechnung der Maf3zahlen und die
Erstellung von Haufigkeitstabellen und Grafiken.

Analytische Statistik

auch: SchlieRende Statistik, Interferenzstatistik, induktive Statistik.

Die analytische Statistik (insbesondere mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitsrechnung) befasst
sich damit, wie aufgrund von Daten der Stichproben Riickschliusse bzw. allgemeingultige
Aussagen uber die zugrunde liegende Grundgesamtheit hergeleitet werden kénnen.




Grundbegriffe der Statistik

Urliste

Die Urliste ist die Liste der Einzeldaten, so wie erhoben, noch nicht sortiert oder gruppiert.
X1, X2, X3, Xgueee:Xn

sortierte Urliste

Hier werden die Auspragungen in eine aufsteigende Reihenfolge gebracht.

X@)s X2y X@)» X(@)--++--X(n)

d.h.

X(1) < X(2) < X(3) < X4 <..... X(n)

Grundgesamtheit

Die Grundgesamtheit ist die Menge aller interessierenden Untersuchungsobjekte.

Stichprobe

Unter Stichprobe versteht man eine Teilmenge der Grundgesamtheit, die ausgewahlt
wird. Sie muss reprasentativ sein.

Eine Stichprobe ist dann reprasentativ, wenn jede Untersuchungseinheit aus der
Grundgesamtheit dieselbe Chance hat, ausgewahlt zu werden.

Vollerhebung

Bei einer Vollerhebung wird die ganze Grundgesamtheit erhoben.

Merkmalstrager / Untersuchungsobjekte / statistische Einheit / Element

Objekte, an denen die interessierenden Merkmale auftreten.

Merkmal / Variable

Interessierende Eigenschaften der Merkmalstrager.
Hierbei ist eine exakte Definition wichtig.




Merkmalsauspragungen

Es sind die mdglichen MelRwerte eines Merkmals gemeint.

Quantitative und qualitative Merkmale (Merkmalsauspragungen)

guantitativ:
Auspragungen sind echte MelRwerte (von Natur aus Zahlen), d.h. addier-,
subtrahier- und multiplizierbar. Man unterscheidet folgende Skalierungen:

+ stetige / metrische Variablen
- koénnen fast jeden Wert und Zwischenwert annehmen, d.h. sie sind
beliebig fein meRbar

« diskrete Variablen
- es kdnnen nur endlich viele, ganz konkrete Werte angenommen
werden (i.d.R. ganzzahlig, keine Briiche)

gualitativ:

Ein Merkmal bezeichnet eine Eigenschaft, ,Qualitat", der untersuchten Objekte. Die
Auspragungen eines qualitativen Merkmales sind keine echten Zahlen. Man kann
mit ihnen nicht rechnen! Hier unterscheidet man folgende Skalierungen:

<+ nominale Variablen

- sind nur namentlich unterscheidbar (keine Zahlen, keine Ordnung,
nur Namen)

< ordinale Variablen

- sind sortierbar, es gibt eine ,innere Ordnung", es kann damit nicht
gerechnet werden

Diese 4 Skalierungstypen sind weisungsgebend fir die Art der Datenauswertung!!




Deskriptive Statistik

Mittelwerte

Arithmetisches Mittel (engl. arithmetic mean)

auch: Standard - Mittelwert

Man addiert die Werte aller Elemente und dividiert den Gesamtwert durch die Anzahl
der Elemente. Eindeutig zu bestimmen ist das arithmetische Mittel, wenn die

Originalwerte in nicht klassifizierter Form vorliegen.

n

x= 19 «x
- n Zl i ;(:sprichx—quer

Anzahl der Beobachtungen / Messungen

Auspragung (kann sehr leicht verzerrt / verfalscht werden durch Extremwerte)
geeignet fir stetige Merkmale. Wird in der Praxis auch benutzt bei ordinalen
und diskreten Merkmalen.

X |3
I

Gewogenes arithmetisches Mittel

k

. Z xi Ofi

1
Z: fi =

k = Anzahl verschiedener Werte des Merkmals X
f,= die zugehorigen Haufigkeiten

X =

Geometrisches Mittel (engl. geometric mean)
Ist geeignet zur Berechnung von Wachstumsraten.

durchschnittliches Wachstum w:
Schreibweise in %:

w=1/(100%+w, )« (100% + W, )* (100% +w;, ) ...« (100% +w, ) ~100%

wobei wy, Wy, ws,...w, Wachstumsraten in n gleich langen Zeitraumen in %-Angaben.

alternativ: Komma-Schreibweise:

w=g/{Lrw)e @ w, )e (14 wg)e e (14w, ) -1




Schatzung des arithmetischen Mittels fur klassierte Daten

(Klassenbildung S.14)

X = ist eine Naherung!!

Klassen eines stetigen Absolute Haufigkeiten f; | Klassenmitte a;

Merkmals Min e * MaX, .«
2

... bis unter ...

... bis unter ...

... bis unter ...

k Anzahl verschiedener Klassen
f die zugehdrigen Haufigkeiten

f=n Anzahl von Beobachtungen




Median (engl. median)
auch: Zentralwert

Man sortiert die Urliste vom kleinsten zum gré3ten Wert und der Median ist der Wert,
der ,in der Mitte" liegt. Er ist unempfindlich gegen Extremwerte.

Er ist insbesondere fir ordinalskalierte Merkmale geeignet und wenn diskrete und
stetige Merkmale schief verteilt sind.

50 % der Werte groRRer oder gleich
50 % der Werte kleiner oder gleich

bei gerader Anzahl der Werte

Median="15 -
lan==[X_ ,+X,,
2657

020

Der Median ist bei einer geraden Anzahl von Werten der Mittelwert, der beiden
Werte in der Mitte der sortierten Urliste.

bei ungerader Anzahl der Werte:
Median =
ot

Bei ungerader Anzahl der Werte ist der Median der Wert, der in der sortierten
Urliste in der Mitte liegt.

Modus
auch: Modalwert
- besonders fiir nominalskalierte Variablentypen geeignet

Der Modus ist derjenige Merkmalswert, der die groRte Haufigkeit aufweist,
vorrausgesetzt es existiert genau 1 Haufigster.




Streuungsmalie (O was befindet sich rechts und links vom Mittelwert?)

Zu jedem Mittelwert sollte immer mind. ein Streuungsmal3 angegeben werden.

Spannweite R (engl. range)

Die Spannweite ist die Differenz aus dem maximalen und dem minimalen Wert der
sortierten Urliste, der aber sehr leicht durch Extremwerte verzerrt werden kann.

X(1) < X(2) <...= X(n)

R = Xm — X

Varianz (engl. variance) und Standardabweichung (engl. standard deviation)
Man unterscheidet zwischen Stichprobe und Grundgesamtheit.

Varianz und Standardabweichung in der Stichprobe werden mit s bzw. s
bezeichnet.

Varianz s?in der Stichprobe

Die Varianz ist die Summe der Quadrate der Abweichungen aller Werte vom
arithmetischen Mittel, geteilt durch die Anzahl der Werte.

52=% 2 (X; - X )

Standardabweichung s in der Stichprobe (mittlere quadratische Abweichung)

Standardabweichung ist die Wurzel aus der Varianz.

s= s Fur die Berechnung mit Taschenrechner ist die Taste |on| zu
benutzen.

Da in der Regel nicht die komplette Grundgesamtheit erfasst wird, werden die
Varianz und Standardabweichung der Grundgesamtheit in der analytischen Statistik
geschatzt. Diese wird, im Gegensatz zu deskriptiver Statistik, mit n-1 statt mit n
berechnet. Deswegen existieren zwei Tasten auf den Taschenrechner, eine flr
analytische und eine fur deskriptive Statistik.

Schatzung der Varianz in der Grundgesamtheit (analytische Statistik)

6’2: ﬁ- (Xi-;()2

Schatzung der Standardabweichung in der Grundgesamtheit (analytische
Statistik)

G=+6? Fur die Berechnung mit Taschenrechner ist die Taste zu
benutzen.
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Quartile

Sie sind insbesondere flr ordinalskalierte Merkmale geeignet und wenn diskrete
und stetige Merkmale schief verteilt sind.

Die geordnete Reihe von Merkmalswerten wird in vier gleiche Teile geteilt
(also 4 x 25%):

Unteres Quartil (1.Quartil):
25% der Werte sind kleiner oder gleich
75% der Werte sind gréf3er oder gleich

Zweites Quartil - Median
50% der Werte sind kleiner oder gleich
50% der Werte sind gréf3er oder gleich

Oberstes Quartil (3.Quartil):
75% der Werte sind kleiner oder gleich
25% der Werte sind gro3er oder gleich

Das vierte Quartil ist das Maximum:
100% der Werte sind kleiner oder gleich

Quartilabstand QA (engl. Interquartilerange IQR)
Quartilabstand ist die Differenz zwischen dem oberen und dem unteren Quatrtil
(Spannweite der mittleren 50%)

QA=Q3-Q

Variationskoeffizient (engl. coefficient of variation)

Variationskoeffizient dient dazu, mehrere Standardabweichungen miteinander zu
vergleichen.

S S

Cv= ? bzw. Cv= ? 100% (flir Angaben in Prozent)

CV= Verhéltnis der Standardabweichung s zum Mittelwert X in %.
~Wie viel % des arithmetischen Mittels ist s?*

Welches Streuungsmal wird bei welchem Mittelwert angegeben?

Mittelwert Streuungsmalf

- s2und s

X Spannweite

beim Vergleichen mehrerer
Streuungsmalle CV

Median IQR/ QA
Spannweite

11



Haufigkeiten

Haufigkeitsverteilung (engl. frequency)

Bei Haufigkeitsverteilungen wird ausgezahlt, wie oft einzelne Merkmalsauspragungen in
der Stichprobe aufgetreten sind.

Besonders geeignet fir nominale, ordinale und diskrete Auspragungen.

Fur stetige Merkmale missen Klassen gebildet werden (siehe unten).

Die Ergebnisse der Auszahlung werden in tabellarischer Form dargestellt.

Beispiel: eine Haufigkeitstabelle in SPSS

Fachrichtung

Kumulierte
Haufigkeit Prozent Prozente
Gultig  Allgemeine

Dokumentation 1 13,8 13,8
Wirtschaftsinformatik 10 12,5 26,3
Bibliothekswesen 7 8,8 35,0
Psychologie 9 11,3 46,3
Mathematik 3 3,8 50,0
E-Technik 6 7,5 57,5
Jura 8 10,0 67,5
Sozialwissenschaften 3 3,8 71,3
It;z]ur?snt:itlofll.JSr,chuIen 6 7.5 88
Pokissens, 4] 50 838
Poltknissens, 6 75 913
Architektur 7 8,8 100,0

Gesamt 80 100,0 \

absolute Haufigkeiten relative Haufigkeit kumulierte Prozente
(ausgezahlt) (in Prozent)

Anzahl _mit_der _ spez.Auspragung 100

Relative Haufigkeiten:
Gesamtzahl (n)

Kumulierte Prozente: Aufaddierung der Prozente zeilenweise.

12




Kreuztabelle

Mehrere Merkmale werden gegeneinander ausgezahit. (Normalfall:2 Merkmale, ab 4
Merkmalen ist die Tabelle schwer Uberschaubar).

Softwarepakete geben die Zellinhalte der Kreuztabelle i.d.R. folgendermalRlen aus:
Haufigkeit absolut (frequency)

Reihenprozente (Rowpercent)

Spaltenprozente (Colpercent)

Gesamtprozente (Percent)

Beispiel erstellt mit SPSS

Geschlecht d.Stud. * welche Hochschule? Kreuztabelle

welche Hochschule?
Fachhoch
Universitat schule Gesamt

Geschlecht  weiblich Anzahl d 2N 8 12
d.Stud. 9% von Geschlecht d.Stud. 33,3% 66,7% 100,0%
i/;’o‘éf]r;g;’]ill‘; r]?e 36,4% 88,9% 60,0%

% der Gesamtzahl 20,0% 40,0% 60,0%

mannlich  Anzahl 1 8

% von Geschlecht d.Stud. 87,5% 12,5% 100,0%

ﬁo‘é‘r’g;’;’ﬁ'@ﬁe 63,6% 11,1% 40,0%

% der Gesamtzahl 35,0% 5,0% 40,0%

Gesamt Anzahl 11 9 20
% von Geschlecht d.Stud. 55,0% 45,0% 100,0%

ﬁo‘é‘r’g;’;’ﬁ'@ﬁe 100,0% | 100,0% | 100,0%

% der Gesamtzahl 55,0% 45,0% 100,0%

Inhaltliche Interpretation:
4 Personen sind weiblich und studieren an der Universitat.

4/12 » 100 = 33,3%
33,3% der weiblichen Befragten studieren an der Universitat.

4/11+ 100 =36,4
36,4% der Studierenden an der Universitat sind weiblich.

4/20 « 100 = 20%
20% der Befragten sind weiblich und studieren an der Universitat.
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Klassenbildung bei stetigen Merkmalen

Da stetige Merkmale ganz unterschiedliche Merkmalswerte besitzen kénnen, wiirde
die direkte Auswertung der Daten durch Haufigkeitstabellen wenig Sinn machen.
Deswegen werden die Daten nach unterschiedlichen Aspekten gruppiert, d.h. es
werden Klassen gebildet, die in Haufigkeits- oder Kreuztabellen ausgewertet werden
koénnen.

Festgelegt werden muss:
* Wie viele Klassen lege ich fest?
* Wo lege ich Klassengrenzen fest?

Wie viele Klassen?
Anzahl der Klassen wird bestimmt durch die Gréf3e der Stichprobe.

Faustregel: Anzahl der Klassen = Jn (bei Dezimalstellen sinnvoll runden)

Klassengrenzen
» Grenzen dirfen sich nicht Gberschneiden (klare Definition)
» Klassengrenzen sollen aneinander grenzen
» 1.Klasse fangt bei dem minimalen Wert an
» letzte Klasse hort bei dem maximalen Wert auf
e zur besseren Lesbarkeit sollten die Klassengrenzen ,glatte Zahlen“ sein

Gleich breite Klassen:

Jede Klasse besteht aus gleich breiten Abschnitten.

Spannweite
Anzahl _der Klassen

Klassenbreite =

Prozentual gleich starke Klassen
Jede Klasse besitzt die gleiche Anzahl von n.

n
Anzahl _der Klassen

Klassenhaufigkeit =

Inhaltliche Klassenbildung

Sinnvolle Kombination der Auswertungsmdglichkeiten.
Klassen sind inhaltlich vorgegeben, z.B. bei Blutwerten Grenzwerte fiir normal und
pathologisch.
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Grafiken der deskriptiven Statistik

Merkmalstyp

Grafiktyp

Skalierung:
nominal, ordinal, diskret

Anwendungstipp:
max. 7 Auspragungen
nicht fir feine Unterschiede geeignet

Kreisdiagramm

5-10x im Monat Fehlend

10,0% 5,0%

taglich
1-4x in der Woc] 45,0%
40,0%

Wie oft nutzen Sie das Internet?

Skalierung:
ordinal, nominal, diskret

auch:
Gruppen- & Komponentendiagramm
2. stetiges Merkmal auf der y-Achse

Stabdiagramm

40

30

20

10

Absolute Werte

Fehlend weiblich mannlich

Geschlecht der Studierenden

siehe Stabdiagramm!

Besonders geeignet flir nominale
Skalierungen.

Beschriftung ist sehr gut lesbar und wird
manchmal nach Haufigkeiten sortiert.
Auch als Gruppen- & Komponenten-
diagramm.

Balkendiagramm

Allgemeine Dokument

Wirtschaftsinformati

E-Technik:

Jura
Geschlecht d.Stud.
Elmannich
Ml veiblich

Geschichte & Politi

Fachrichtung

0 2 4 6 8 10 12 14

Absolute Werte

Skalierung:
stetig

verwendet einen Teil der Datenwerte als
Stem / Stamm, um Gruppen / Klassen zu
bilden, und den anderen Teil als Leaf /
Blatt, um die Anzahl der Haufigkeiten
graphisch zu verdeutlichen.

Vorteil: Man sieht die aktuellen Datenwerte,
die gleichzeitig graphisch dargestellt sind.

Stem & Leaf
Fir die erste Zeile ALTERSANGABE:
40, 41, 41, 42, 43, 44

011234

566677
1122233344
55566677899
00111222333455
5567788999999

OO0 oh~ D
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Skalierung:
stetig

Grafik, in der mehrere MaRRzahlen
dargestellt werden: unteres Quartil,
Median, oberes Quartil, Maximum,
Minimum. In manchen Versionen werden
Extremwerte extra gekenzeichnet.

Anhand des Box-Plots lasst sich auf die
Verteilungsart der Daten schlielzen.

Box-Plot

60000

50000 on

i=.-

N= 8 7 7 7
Nord Sud Ost West

40000

30000

20000

Umsatz des einzelnen Vertreters

Bezirk

Linksschiefe Verteilung Rechtsschiefe Verteilung

Skalierung:
stetig

Grafische Darstellung einer
Haufigkeitsverteilung eines stetigen
klassierten Merkmals. Das Mal3 fir die
Haufigkeit ist in der Regel die Flache.

Anwendungstipp:
Mehrere Klasseneinteilungen
ausprobieren!

Histogramm

40

Std.abw. = 3,68
Mittel = 24,0
N = 75,00

350 375

175 200 225 250 275 300 325

Alter d. Stud.

Skalierung:

y-Achse:

stetige oder diskrete mit vielen
Auspragungen.

x-Achse: i.d.R. findet sich hier der zeitliche
Aspekt wieder.

Verlaufskurve

Umsatz im Jahr in Mio

1997 1998 1999 2000 2001 2002

Jahr
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Analytische Statistik

Wahrscheinlichkeitsrechnung

Ereignisraum (O Menge aller méglichen Elementar - Ereignisse)

A,B,C Ereignisse

P(A) Wahrscheinlichkeit dafiir, dass Ereignis A eintritt.

A komplementares Ereignis zu A (Gegenereignis)

P (AD B) Wahrscheinlichkeit dafiir, dass Ereignis A oder Ereignis B
oder beide eintreten (Vereinigung — Additionssatz).

P (A n B) Wahrscheinlichkeit dafiir, dass Ereignis A und Ereignis B

eintreten (Schnittmenge - Multiplikationssatz).

Definitionen der Wahrscheinlichkeit

Klassische Definitionen (Laplac'sche Definition):
Wenn die Elementarereignisse endlich und gleichméglich sind, gilt:

P(A)= Anzahl _aller gunstigen Elementarereignisse
Anzahl _aller _gleichmdglichen _Elementarereignisse

Statistische Definition:
P(A) wird als diejenige GroRe definiert, der sich die relative Haufigkeit eines

Ereignisses A bei unbeschrankter Versuchsserie (n (I3 o) nahert.

Axiomatische Definition nach Kolmogoroff:
Axiom 1: 0<=P(A)<=1

Axiom 2: P(S)=1 sicheres Ereignis S
Axiom 3: P(E)=0 unmdgliches Ereignis E

Additionssatz

Allgemeiner Additionssatz (fiir beliebige Ereignisse):

P(ADB)=P(A) + P(B) - P(An B)

P(AOBOC)=P(A) +P@)+P(C)-P(AnB)-P(AnC)-P(BNC) +
P(AnBnC)

Spezieller Additionssatz (fur disjunkte Ereignisse):
Disjunkte Ereignisse sind unvereinbare Ereignisse, die nicht gleichzeitig
auftreten konnen.

P(AD B)=P(A) + P(B)
P(AUBUC)=P(A) + P(B) + P(C)
P(AU Z)zP(S)zl

P(A)=1-P(A) Das zu einem Ereignis A komplementares Ereignis A ist
das Ereignis, das eintritt, wenn A nicht eintritt.
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Stochastische (Un-)Abhangigkeit von Ereignissen:
Gegeben seien die Ereignisse A,B,C mit P(A)>0, P(B)>0 und P(C)>0.

Ereignis B ist stochastisch (un-)abhangig von Ereignis A, wenn

P (B|A)=P (B‘,_A)zP(B)

Die Ereignisse A, B, C sind voneinander stochastisch unabhangig, wenn
P(AB)=P(AC)=P(ABN C)=P(A)

P (B|A)=P(BIC)= P (B|AN C)=P(B) und

P(cla)=P(cB)=P(c/An B)=P(C)

Bedingte Wahrscheinlichkeit
Sie ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass B eintritt, unter der Bedingung dass A mit
P(A) # 0 bereits eingetreten ist.

P (B|A)=F)(';‘(—;0m mit P(A)>0

PAnB) . P(B)>0
P(B)

- (ne)-

Multiplikationssatz

Allgemeiner Multiplikationssatz:
P(An B)=P(A) - P(B|A)=P(B) - P (AB)

P(AnBn C)=PA)-P(B/A)P(ClAn B)

Spezieller Multiplikationssatz:
Fur stochastisch unabhéngige Ereignisse A, B und C gilt:

P(An B)=P(A)« P(B)

P (A NnBn C)=P(A) * P(B) « P(C) fir beliebig viele Ereignisse
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Kombinatorik

Fakultat

ni=le2e.¢(n-1)en
0l=1

Binomialkoeffizient (sprich n tber k)

%n E: n(h-1)(n-2).(n-k+1)_ n

k ki " KI(n-kK)!

0
Fir Berechnung des Binomialkoeffizienten mit Taschenrechner ist die Taste nCr|
zu benutzen.

Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Verteilungsfunktion
O definiert fur alle reellen Zahlen x;

F(x) = P(X <=Xx;)
F(x;j) Verteilungsfunktion
P Wabhrscheinlichkeit

X Zufallsvariable (z.B. Zuweisen der Augenzahl beim Wiirfeln)
Xi konkrete Auspragungen
~ verteilt wie

Binomialverteilung (anzuwenden fiir kleine Stichproben)

Voraussetzungen fir die Anwendungen der Binomialverteilung

e Merkmal ist dichotom (besitzt genau 2 Auspragungen: A und A)

e n unabhangige Wiederholungen des Zufallsexperiments werden
durchgefiihrt (z.B. Ziehen von Kugeln mit Zurlicklegen)

e p=P(A)ist bekannt

_ _ e NK e _n\k
P(X=Kk) = EZE e (1) p. Wahrscheinlichkeit, dass unter n

(unabhéangigen) Versuchen genau k mal
Ereignis A auftritt

wobei:

X Zufallsvariable

k Anzahl der Treffer

p Wahrscheinlichkeit einen Treffer zu ziehen
n Anzahl der Versuche

Kurzbezeichnungsweise (sprich X verteilt wie/nach Binomialverteilung): X ~ B(n,p)
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GauR- oder Normalverteilung N(,0%)
Wird eindeutig festgelegt durch:

i Mittelwert in der GG
o Varianz in der GG

- innerhalb der Entfernung von 1 Standardabweichung o nach rechts und links
vom Mittelwert y befinden sich 68,26% der Messwerte

- innerhalb der Entfernung von 2 Standardabweichungen @ nach rechts und links
vom Mittelwert y befinden sich 95,45% der Messwerte

- innerhalb der Entfernung von 3 Standardabweichungen @ nach rechts und links
vom Mittelwert p befinden sich 99,73% der Messwerte

Standardisierte Normalverteilung N(0,1)

ist vertafelt

p=0

Standardisierung einer beliebigen Zufallsvariablen X ~ N(u,0%)

X7H_y  wobeiU~N(@©.1)
o

Transformation der Standardnormalverteilung in eine beliebige
Normalverteilung

U~N(@0,1) > Usc+p~N({uoc)

Parameter in der Grundgesamtheit

Zur Unterscheidung von der Stichprobe werden die Parameter der Grundgesamtheit
mit griechischen Buchstaben bezeichnet:

i Mittelwert in der Grundgesamtheit
o Streuung in der Grundgesamtheit
T Prozentsatz in der Grundgesamtheit

20




Konfidenzintervalle

1-a Sicherheits- oder Vertrauenswahrscheinlichkeit
Ublich: 99%, 95%, 90%

a Irrtumswahrscheinlichkeit
Ublich: 1%, 5%, 10%

U2  Werte aus der N(0,1)-Tafel

1-a

al/2

~Ua/2 Ua/2

Konfidenzintervall fir einen unbekannten Mittelwert u einer
Grundgesamtheit

S S

Jn Jn
Beispiel flir 95%-ige Sicherheitswahrscheinlichkeit:
S - S
SUS X +1,96 ¢
Jn Jn

Sonderregel:

Umfasst die Stichprobe mehr als 5% der Grundgesamtheit (grofRe Stichprobe),
benutze

statt S besser S N-n
Jn JnVN-1

P(X - Uqs2 * SUHES X +Ugz®

)=1-a

P(X -1,96 ) = 95%

Konfidenzintervall fir eine unbekannte Proportion tteiner
Grundgesamtheit

1- 1-
PP - Uaz * ¥3n3p+um- Q):l_q
Voraussetzung: ne p=5 wenn p <0,5
ne (1-p)=5 wenn p > 0,5

Beispiel flir 95%-ige Sicherheitswahrscheinlichkeit:

P(p—1,96 o ‘/M < TI<p+1,96 ‘/M):%%
n n

Sonderregel:
Umfasst die Stichprobe mehr als 5% der Grundgesamtheit ( grof3e Stichprobe),
benutze

statt M besser \/

n n N-1

pa—m,JN—n
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Fallzahlbestimmung

Bestimmung des erforderlichen (Mindest-) Stichprobenumfangs bei
Schéatzung eines (prozentualen) Anteils TT

. u®a; « pe (1-p)

n
o2
n die erforderliche Mindestfallzahl
1-a bzw. a Sicherheits- bzw. Irrtumswahrscheinlichkeit
Ug/2 aus Tabelle von N(0,1)
p ~Erfahrungswert"

fur ungefahre GréRenordnung des %-Anteils
existiert kein Wert, setze p=0,5

e Exaktheit

Abstand zwischen Stichprobenschatzung p und wahrem 1t
der Grundgesamtheit

e=|r-p

Bestimmung der erforderlichen (Mindest-)Fallzahl n bei der Schatzung eines
(unbekannten) Mittelwertes u

UZ% '6'2
nz————

2
n erforderliche Mindestfallzahl
1-a bzw. a Sicherheits- bzw. Irrtumswahrscheinlichkeit
e Exaktheit ez‘ u —;4
Unterschied zwischen Stichprobenmittelwert X und wahrem
K der Grundgesamtheit
G2 Schétzung der Varianz des betrachteten stetigen Merkmals

falls keine Schatzung existiert, berechne

=L .5 (%P

n-1 5
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