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1. Ubung Logik II
Abgabe: Dienstag, den 25.4.2000 in der Vorlesung
Aufgabe 1:

Variante der Russellschen Antinomie.

(a) Erldutern Sie in Worten, was das Axiom aussagt, das man durch Anwendung des Schemas der
vollen Komprehension auf die Formel ¢ (z) := -3u(z € u A u € z) erhiilt.

(b) Zeigen Sie, das dieses Axiom inkonsistent ist.

Aufgabe 2:
Zur Erinnerung: (z,y) := {{z}, {z,y}}. Zeigen Sie, dass

ZFC = VavyVae'Vy' ((z,y) = (2',y') = (x = 2" Ay =79)).

Aufgabe 3:

Welche der folgenden Klassen sind Mengen. Begriinden Sie Thre Antworten.

{z:3z 2 ={z}}

{z:—-3z z € z}.

a

)
b)
) {z:z#{z}}.

d) {{z} :Vz (“z ist induktiv’ — z € z}.

Aufgabe 4:

TC(z), die transitive Hiille der Menge z, ist die kleinste transitive Menge, welche = enthélt. Zeigen Sie,
dass TC(z) existiert und eindeutig bestimmt ist.

Hinweis: Intuitiv ist TC(z) =z UJzUJJz U---. Benutzen Sie das Rekursionstheorem fiir w, um
die Existenz einer Funktion f mit Def(f) = w und Bild(f) = TC(z) nachzuweisen.

Aufgabe 5:

Definieren Sie mit Hilfe des Rekursionstheorems die Addition und Multiplikation natiirlicher Zahlen.
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2. Ubung Logik II
Abgabe: Dienstag, den 2.5.2000 in der Vorlesung

Aufgabe 6:

Sei X eine nicht-leere Menge von Ordinalzahlen.

(a) Zeigen Sie, dass UX :={y: (3z € X)(y € 2)} und N X :={y : (Vz € X)y € z)} Ordinalzahlen
sind.

Geben Sie X und N X fir X = {@}, X = {n € w: n gerade}, X =w und X =w U {w} an.
Zeigen Sie, dass |J X die kleinste Ordinalzahl j ist, so dass a < 3 fiir alle a € X.
Geben Sie eine entsprechende Beschreibung von (X an.

Zeigen Sie, dass fiir jede Ordinalzahl « gilt: a = Ja <= « ist Limeszahl.

Aufgabe 7:

Zeigen Sie, dass zu jeder Ordinalzahl « eine Limeszahl A > «a existiert.
Hinweis: Aufgrund des w-Rekursionstheorems existiert eine Funktion f mit f(0) = «, f(n + 1) =

f) U{r(n)}.
Aufgabe 8:
Zur Erinnerung: die von Neumannsche Hierarchie (V,)acon ist definert durch Vy := @, V41 := Pot(V,)
und Vy :=J Q< Vi fiir Limeszahlen A. V,, ist die Menge der hereditéir endlichen Mengen.
(a) Wie miichtig ist V,?
(b) Geben Sie eine Menge an die endlich, aber nicht hereditér endlich ist.

(c) Zeigen Sie, dass eine Menge hereditér endlich ist genau dann, wenn ihre transitive Hiille endlich
ist.

(d) Der Graph G = (V,,, E) sei durch Symmetrisierung von (V,,, €) definiert, d.h. E := {(a,b) €
Vo xV,:a€bVbe a}. Zeigen Sie, dass G = (V, E) folgende Erweiterungsaxiome erfiillt: Zu
paarweise verschiedenen a1, ... ,am, b1, ... b, €V, existiert immer ein ¢ € V,,, so dass (a;,c) € E
und (bj,c) ¢ E fiir alle i <m,j <n.

Aufgabe 9:
Fiir lineare Ordnungen 20 = (4, <) und B = (B, <) definiert man deren geordnete Summe 2( + B als
(AUB, <) mit a < b fiir alle a € A, b € B (und < auf A und B wie gehabt).

(a) Zeigen Sie, dass die geordnete Summe zweier Wohlordnungen wieder eine Wohlordnung ist.

(b) Fiir Ordinalzahlen «, 8 sei a+ 3 die geordnete Summe von « und . Zeigen Sie, dass diese Addition
auf w mit der {iblichen Addition iibereinstimmt.

(c¢) Gilt 14+ a = a + 1 fiir unendliche Ordinalzahlen a?
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4. Ubung Logik II
Abgabe: Dienstag, den 16.5.2000 in der Vorlesung

Aufgabe 14:

Formulieren Sie (unter Verwendung geigneter Abkiirzungen) die Kontinuumshypothese als Formel CH €

FO({€}).

Aufgabe 15:

(a) Seien k, A € C)y, und sei, fiir alle i < k, x; eine Menge mit |z;| < \.
Zeigen Sie, dass |J{z; : i <k} <Kk-A

(b) Sei z* :={f:n — z | n € w}. Bestimmen Sie |z*| in Abh#ngigkeit von |z|.
(c) Sei 7 eine Signatur der Méchtigkeit x. Bestimmen Sie die Miichtigkeit von FO(7).

(d) Zeigen Sie, dass jede Menge von Kardinalzahlen eine kleinste obere Schranke in Cn besitzt.
Hinweis: Fiir X C On ist das Supremum von {¥, : a € X'} in Cn gerade R x.

Aufgabe 16:

Eine Kardinalzahl X is reguldr, falls A nicht Vereinigung von weniger als A Kardinalzahlen ist, die sémtlich
kleiner als A sind. Zeigen Sie, dass 8 und XN; (sogar alle Nachfolgerkardinalzahlen) regulir sind.

Aufgabe 17:

Fiir Logiken £, £ bedeute £ < L', dass jede Formel aus £ zu einer Formel aus £’ dquivalent ist. Weiter
sei L = L' genau dann, wenn £ < L' und £' < L, sowie L < L', wenn £ < L' und £ £ L.

(a) Zu einer Logik £ sei £~ das =-freie Fragment von £, d.h. die Menge aller £-Formeln, in denen =
nicht vorkommt. Welche der folgenden Aussagen sind richtig:

(i) FO~ = FO
(ii) MSO~ = MSO
(iii) SO~ = SO

(b) Zeigen Sie, dass wSO < SO.

(c) Gilt der Kompaktheitssatz fir wSO?
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5. Ubung Logik II
Abgabe: Dienstag, den 23.5.2000 in der Vorlesung

Aufgabe 18:

Zeigen Sie, dass fiir wSO der Satz von Lowenheim-Skolem (abwérts) gilt.
Hinweis: Zeigen Sie, dass wSO< L, ,,.

Aufgabe 19:

(a) Zeigen Sie, dass jede SO-Formel dquivalent ist zu einer SO-Formel der Form Q1 X - - - QX ¢ wobei
Q; € {3,V}, X; Relationssymbole, und ¢ € FO.

(b) Das existentielle Fragment von SO (kurz ESO oder ¥1) besteht aus den SO-Formeln der Gestalt
X, ---3X,p mit ¢ in SO. Zeigen Sie, dass fiir ¥1 der Kompaktheitssatz und die Sitze von
Lowenheim-Skolem gelten.

(c) Konstruieren Sie zu jedem MSO-Satz ¢ iiber der Struktur (w,<,0) einen FO-Satz ¢’ iiber der
Struktur (Pot(w), C,S), wobei S = {(X,Y) : X = {z},Y = {y} sind Einermengen, und y = z+1},
so dass

(w,<,0) Ey < (Pot(w),C,S) =4 .
Gilt auch die Umkehrung?

(d) Betrachten Sie dieselbe Fragestellung fiir die Struktur (N, +, |2) anstelle von (Pot(w), C,S), wobei
a |2 b genau dann, wenn a eine Zweierpotenz ist, welche b teilt.

Aufgabe 20:

Wir betrachten Kripkestrukturen K = (V, E, (P;);cr). Eine Formel ¢ € ML ist giiltigin I, wenn IC,v = ¢
fiir alle Zustinde v € V. Eine Formel ist giiltig fiir den Rahmen (V,E), wenn sie giiltig ist fiir alle
Kripkestrukturen (V, E, (P;)icr)-

(a) Zeigen Sie, dass Formeln der Form O(¢p — ¢) — (O¢ — Ogp) in allen Kripkestrukturen giiltig
sind.

(b) Zeigen Sie die Aquivalenz folgender Aussagen:

(i) E ist reflexiv.
(i) Alle Formeln der Form Oy — ¢ sind giiltig in (V, E).
(11i) Es gibt eine Aussagenvariable X, so dass OX — X giiltig ist in (V| E).

(c) Formulieren und beweisen Sie analoge Aquivalenzen fiir Formeln der Form Oy — 0.
(d) Analog fiir ¢ — OO.
(e) Analog fiir Qv — b



Aufgabe 21:

Zeigen Sie, dass fiir jede Signatur 7, L, (7) {iberabzihlbar und Ly, (7) keine Menge ist. Finden Sie
eine iiberabzihlbare Struktur 2 mit abz&dhlbarer Signatur, fiir die keine abzihlbare Struktur 8 existiert,
sodass A= ¢ < B = fir alle Y € L.
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6. Ubung Logik II
Abgabe: Dienstag, den 30.5.2000 in der Vorlesung

Aufgabe 22:

Zeigen Sie, dass K,v ~, K',v" genau dann, wenn K,v =}, K',v'. Hinweis: Benutzen Sie die Beweisidee
fiir die Charakterisierung der MLo,-Aquivalenz durch Bisimulation, zusammen mit der Tatsache, dass
bis auf logische Aquivalenz fiir jedes n (und fiir jede endliche modale Signatur) nur endlich viele Formeln
mit Modaltiefe < n existieren.

Aufgabe 23:

Ein p-Morphismus von (V,E) nach (V', E') ist eine surjektive Abbildung f : V' — V' so dass fiir alle
u,v € V gilt: Wenn (u,v) € E, dann (fu, fv) € E', und wenn (fu, fv) € E’, dann existiert ein w mit
fw = fvund (u,w) € E. Ein p-Morphismus von K = (V, E, (P;);er) nach K' = (V', E'(P]);cr) ist ein
p-Morphismus von (V, E) nach (V', E"), der mit den atomaren Eigenschaften vertriiglich ist (d.h. v € P,
gdw. fv € P!). Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Wenn f ein p-Morphismus von K nach K’ ist, dann ist K, v =y, K', fo.

(b) Sei K eine Klasse von Rahmen (V,E) und sei f ein p-Morphismus von einem (V, E) € K nach
einem (V'  E') ¢ K. Dann ist K nicht ML-charakterisierbar (im Sinne von Ubung 20), d.h. es gibt
keine Menge ® C ML, so dass (V, E) € K genau dann, wenn alle Formeln aus @ in (V, E) giiltig
sind.

(c) Die Klasse der irreflexiven Rahmen ist nicht ML-charakterisierbar.

(d) Die Klasse der partiellen Ordnungen (d.h. der irreflexiven und transitiven Rahmen) ist nicht ML-
charakterisierbar. Hinweis: Fiir jeden transitiven Rahmen (V’, E') kann man einen p-Morphismus
von einer partiellen Ordnung (V' x N, E) nach (V', E') finden.

Aufgabe 24:

Eine Simulation von K nach K’ ist definiert wie eine Bisimulation, aber ohne die Her-Bedingung. Wir
schreiben KC,v < K' v/, wenn eine Simulation Z von K nach K’ existiert mit (v,v') € Z.

(a) Zeigen oder widerlegen Sie: K,v und K',v’ sind bisimilar, genau dann, wenn ,v < K',v' und
Ko <K, v.

(b) Finden Sie eine (moglichst grosse) Klasse L von Modalformeln, so dass fiir alle ¢ € L gilt: Wenn
K,v < K',v" und K,v | ¢, dann auch K',v' = ¢.

Aufgabe 25:

Eine Formel ¢(z,y) € FO (iiber der Signatur einer Kripkestruktur) ist sicher fir Bisimulationen, wenn
fiir alle Bisimulationen Z von K nach K’ gilt: Wenn (v,v') € Z und ein w existiert, so dass K |= ¢(v, w),
dann existiert ein w’, so dass K' = ¢(v',w') und (w,w') € Z. In anderen Worten: Wenn die Hin- und
Her-Bedingungen fiir die gegebenen Relationen E, von K bzw. K' gelten, dann auch fiir die durch ¢
definierten neuen Relationen.

Welche der folgenden Formeln sind sicher fiir Bisimulationen?
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7. Ubung Logik II
Abgabe: Dienstag, den 20.6.2000 in der Vorlesung

Aufgabe 26:

(a) Finden Sie CTL-Formeln, welche dquivalent sind zu folgenden L,-Formeln:

(i) uX.PV OX
(ii) pX.P AOX
(111) vX.Qtrue NOX

(b) Driicken Sie folgende Aussagen durch CTL-Formeln aus:

(i) In allen erreichbaren Zustéinden schliessen sich ¢ und ¢ gegenseitig aus.
(ii) Auf allen Pfaden gilt ¢ unendlich oft.

(#5i) Auf allen Pfaden gilt immer nach ¢ irgendwann auch ¢.

(c) Zeigen Sie, dass CTL < L,,.
Aufgabe 27:

(a) Zeigen Sie, dass TC < Ly, und TC < LFP.
(b) Definieren Sie ein moglichst grosses Fragment L C LFP, so dass TC < L < Ly,,.

(c) Zeigen Sie, dass CTL < TC auf der Klasse aller endlichen Kripke-Strukturen, dass aber CTL
&£ Loy, (und daher insbesondere CTL £ TC) auf der Klasse aller Kripke-Strukturen.
Hinweis: Benutzen Sie, dass die Klasse aller Wohlordnungen nicht L..,-axiomatisierbar ist.

Aufgabe 28:

Fiir jede Ordinalzahl « sei 7T, ein Baum mit Wurzel w, und, fiir jedes 5 < «, einer Kante von w, zur
Wurzel wg eines Unterbaumes welcher isomorph ist zu 73.

(a) Berechnen Sie die Abschlussordinalzahlen auf 7, fiir die Formeln
(i) pX.00X.
(ii) pX.OX.
(iit) © <y := [LFPr Exy V 32(Exz A Tzy)l(z,y).

(b) Fiir jeden Knoten v € Ty, sei d(v) := [{u: To E u < v}|. Welche Werte kann d(v) annehmen und
was ist die geometrische Bedeutung von d(v)?

(c¢) Konstruieren Sie eine Formel ¢(z,y, z) € TC, welche auf jedem Baum 7, die Relation d(z)+d(y) =
d(z) definiert.
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8. Ubung Logik II
Abgabe: Dienstag, den 27.6.2000 in der Vorlesung

Aufgabe 29:

(a) Zeigen Sie, fiir o, 8 € On: Wenn (a, <) =, (3, <), dann o = .
(b) Fiir welche Paare von Ordinalzahlen «, 3 ist (a, <) =, (8, <).

(c) Geben Sie zwei dichte lineare Ordnungen an, welche potentiell isomorph, aber nicht isomorph sind.

Aufgabe 30:

Zu jeder Aquivalenzstruktur 2A = (4,~) definieren wir die Funktion Fy : NU {oo} — N U {oo},
wobei Fy(m) die Anzahl der ~-Aquivalenzklassen mit m Elementen angibt. Seien 2, B beliebige
Aquivalenzstrukturen. Beweisen Sie folgende Aussagen.

(a) Wenn Fy(m) =n und 2 =,,(,41)41 B, dann auch Fy(m) = n.

(b) Wenn A 2,,,,, B und A mindestens n Aquivalenzklassen hat, von denen jede mindestens m Elemente
enthilt, dann gilt dasselbe fiir 8.

(c) Zeigen Sie, dass die endliche Isomorphie von 20 und 9 nur von Fy und Fiy abhingt. Formulieren
Sie eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir 2 =2, B.

(d) Formulieren Sie eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir 2 =, 8.

(e) Sei B eine Erweiterung von 2 mit A =, B. Zeigen Sie: A <X B genau dann, wenn jede endli-
che Aquivalenzklasse von 8 entweder keine Elemente von 2 oder ausschliesslich Elemente von 2
enthilt.

Aufgabe 31:

Sei A =2, B. Zeigen Sie:
(a) Wenn 2 und 9B beide abzihlbar sind, dann 21 = 8.

(b) Wenn eine der Relationen von 2 eine Wohlordnung ist, dann 2 = 9.

Aufgabe 32:

Schlagen Sie ein Ehrenfeucht-Fraissé-Spiel fiir die Logik (FO 4+ 3*) vor und zeigen Sie, dass 2 und ‘B
(FO + 3¢)-dquivalent sind, wenn die Duplikatorin dieses Spiel auf (,B) gewinnt.
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9. Ubung Logik II
Abgabe: Dienstag, den 11.7.2000 in der Vorlesung

Aufgabe 33:

(a) Zeigen Sie: Wenn 2 w-saturiert ist und A 22, 9B, dann ist auch B w-saturiert.
(b) Betrachten Sie folgende Abwandlungen der Definition w-saturierter Strukturen:

(i) Fiir jedes n < w und jedes endliche Tupel a aus 2 gilt: jeder Typ p € S, (2, a) ist realisiert
in 2.
(i) Fiir jedes n < w gilt: Jeder Typ p € S, () ist realisiert in 2.

Sind diese Bedingungen stérker, schwicher, oder dquivalent zu der in der Vorlesung angegebenen
Definition?

Aufgabe 34:

(a) Sei 2 C B. Zeigen Sie: Wenn es fiir alle endlichen Mengen C' C A und alle b € B einen Automor-
phismus f € Aut(9B) gibt mit f(c) = ¢ fiir alle ¢ € C und f(b) € A, dann ist A < B.

(b) Zeigen Sie anhand von & = (w, <), dass die Umkehrung nicht gilt.

Aufgabe 35:
Sei Mt = (N, +, ). Fiir jede Zahl p € N sei (p | ) eine Formel aus FO; ({+,-}) welche ausdriicht, dass z
durch p teilbar ist. Sei P C N die Menge aller Primzahlen. Fiir X C P sei
Ox :={lplz):pe X}U{-(p|z):pec P - X}
(a) Fiir welche X C P ist ®x ein Typ von Th(91)?
(b) Fiir welche X C P ist ®x realisiert in 97

(c) Gibt es ein abzihlbares w-saturiertes Modell von Th(9)?

Aufgabe 36:

(a) Charaktersieren Sie alle 1-Typen des Diagramms von (Q, <).

(b) Sei B eine Struktur und A C B eine Parametermenge. Jeder Typ p € S1(B,A) ist in einer
elementaren Erweiterung € von B realisiert, d.h. p = tp(¢ a)(c) fiir ein ¢ aus €. Betrachten Sie
die Abbildung f : S1(B, A) — S1(B) welche jeden Typ p = tp(¢, a)(c) auf f(p) = tpe(c) abbildet.
Zeigen Sie, dass diese Abbildung stetig ist (das Urbild jeder offenen Menge ist offen).

(c) Ein Typ p € Sp(T) ist isoliert, wenn es eine Formel ¢ gibt, so dass TU{p} erfiillbar und T' = ¢ — ¢
fiir alle ¢ € p. Geben Sie eine topologische Deutung dieses Begriffs an.

(d) Sei T vollstiandig. Zeigen Sie, dass jedes Modell von T alle isolierten Typen von S, (T') realisiert.
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