Aufgabe 2

Sei 7 eine relationale Signatur (d.h. 7 enthilt keine Funktionssymbole), und sei 2y C 24; C

Ay C - - -

eine Kette von 7-Strukturen. Wir definieren eine 7-Struktur 2, so dass 2, C 2, fiir

alle n € N gilt, wie folgt:

Ay = An,

neN

R¥% .= U R¥*  fiir alle Relationssymbole R € 7.
neN

Zeigen Sie, dass alle Sitze der Form ¢ := Vx;---Va,3y; - - - Jysn € FO(7) (mit quanto-
renfreiem 1) unter Vereinigung von Ketten abgeschlossen sind, d.h. wenn 2, = ¢ fiir alle
n € N, dann auch 2, = ¢.

Zeigen Sie, dass (a) nicht fiir beliebige Sitze ¢ € FO(7) gilt.

Sei K die Modellklasse aller linearen Ordnungen 2 = (A4, <), die ein maximales Element
enthalten. Geben Sie ein Axiomensystem fiir /C an und zeigen Sie, dass K kein Axiomen-
system aus Sétzen der Form ¢ = Vrq ... Va, 3y ... Jysn (mit quantorenfreiem 7)) besitzt.

Lésung:

(a)

Wir zeigen zunéchst, dass fiir jede quantorenfreie Formel n(zi,...,x,) gilt: Ist @ =
(a1,...,a,) € A} ein Tupel mit 2, = n(a), so gilt auch A, = n(a). Der Beweis verlduft
per Induktion iiber den Formelauftbau. O.B.d.A. kénnen wir dabei annehmen, dass 7 in
Negationsnormalform ist.

e Sei 7 = RT oder n = —RZ fiir ein Relationssymbol R € 7, und sei 2,, = n(a), d.h. es
gilt @ € R* bzw. @ ¢ R* . Da 2, C 2, gilt dann auch @ € R* bzw. @ ¢ R*.

e Die Fille n = (x = y) und n = (-2 = y) sind trivial.

e Sei n =m Vo, und sei A, = n(a), d.h. es gilt A, = n1(a) oder A, = n2(a). Nach
Induktionsvoraussetzung gilt dann auch A, = n1(a) oder 2, = n2(@). Also gilt auch
2, = n(@).

e Der Beweis fiir den Fall n = n; Any verlduft analog zum Beweis fiir den Fall n = n; V.

Sei nun ¢ = V.-V, Iy - - Jysn(T,7) (mit n quantorenfrei), und sei A, = ¢ fiir alle
n € N. Um zu zeigen, dass 2, = ¢, reicht es zu zeigen, dass fiir jedes Tupel @ € A], ein
Tupel b € A3 mit 2, = n(a,b) existiert.

Sei also @ = (a1,...,a,;) € Al,. Da A, = [J,ey An, gibt es ein n € N, so dass a; € A,
fir alle i = 1,...,7. Da 2, = ¢, gibt es also auch ein Tupel b = (by,...,bs) € AJ mit
2, = n(@,b). Nach dem, was wir oben gezeigt haben, gilt dann auch 21, = 7(@, b).

Sei 7 := {<} (mit einem zweistelligen Relationssymbol <) und

P = /\ e NJaVy(z <yVax=y)
peEP<

wobei . das Axiomensystem fiir lineare Ordnungen ist. Sei weiter fiir jedes n € N
die Struktur 2, definiert durch 2, := ({0,...,n}, <), wobei < die natiirliche lineare
Ordnung auf N (bzw. deren Einschrankung auf {1,...,n}) bezeichnet. Offensichtlich gilt
Ao C Ay C ... und A, | ¢ fiir alle n € N. Die Vereinigung der Kette ist die Struktur
2, = (N, <). Da es in N kein maximales Element gibt, gilt aber 2, F~ 1.



(c) Offensichtlich wird IC durch den Satz ¢ aus (b) axiomatisiert. Angenommen, I hétte ein
Axiomensystem ® aus Sétzen der Form ¢ = Vxy...Vx,Jy; ... ysn (mit n quantorenfrei).
Seien A, fiir n € N und 2, definiert wie in (b). Da jedes 2, eine lineare Ordnung mit
maximalen Element ist, gilt 2, | ¢ fiir alle n € N und alle ¢ € ®. Nach (a) gilt dann
auch 2, = ¢ fir alle ¢ € ®. Es ist jedoch 2, € K, ein Widerspruch dazu, dass ® ein
Axiomensystem fiir K ist.



