
Lehr- und ForshungsgebietMathematishe Grundlagen der InformatikTehnishe Hohshule AahenProf. Dr. E. Gr�adel WS 99/00ProbeklausurMathematishe LogikAufgabe 1: 7 PunkteWelhe der folgenden Klassen von Graphen sind FO-axiomatisierbar, welhe endlih axiomatisierbar?Begr�unden Sie ihre Antworten und geben Sie gegebenenfalls ein Axiomensystem an.K1 = die Klasse aller vollst�andigen Graphen. (Ein Graph heisst vollst�andig, wenn jeder Knoten mit jedemanderen Knoten verbunden ist.)K2 = die Klasse aller Graphen mit Durhmesser 3. (Der Durhmesser eines Graphen ist der maximaleAbstand zweier Punkte.)K3 = die Klasse aller Graphen, welhe einen Kreis der L�ange 5 enthalten.K4 = die Klasse aller endlihen Graphen in K3.K5 = die Klasse aller Graphen, welhe zu � //
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�
��~~

~~
~~� // � isomorph sind.K6 = die Klasse aller Graphen, welhe zu (N; E) ismomorph sind, wobei E = f(m;n) : m+ 1 = n oderm� 1 = ng ist.K7 = die Klasse aller Graphen, in denen jeder Knoten h�ohstens endlih viele Nahbarn hat.Hinweis: Benutzen Sie den Kompaktheitssatz.Aufgabe 2: 4 PunkteSei f ein einstelliges Funktionssymbol.(a) Sei K1 die Klasse der ffg-Strukturen mit der Eigenshaft, dass jBild(f)j = p f�ur eine Primzahlp 2 N ist. Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes von Ehrenfeuht-Fra��ss�e, dass K1 niht endlih axioma-tisierbar ist.(b) Sei K2 die Klasse der ffg-Strukturen mit der Eigenshaft, dass es f�ur alle Elemente a ein n 2 Ngibt derart, dass fn(a) = a ist. Zeigen Sie mit Hilfe des Kompaktheitssatzes, dass K2 nihtaxiomatisierbar ist.Aufgabe 3: 3 PunkteSei f ein 2-stelliges Funktionssymbol und P ein 2-stelliges Relationssymbol. Gegeben sei die fP; fg-Formel  := 8z[(fxz = y) ^ (8x8y(Pxy ^ Pyz)! Pzz)℄.(a) Bilden Sie  [x=z; y=z; z=fxx℄.(b) Geben Sie eine zu  �aquivalente Formel ' in Pr�anex-Normalform an.() Transformieren Sie ' zu einer Formel in Skolem-Normalform.1



Aufgabe 4: 3 PunkteGegeben sei die Struktur A := (f0; 1g;+; 1), wobei + als die Addition (mod 2) interpretiert sei, sowie dieFormel  := 9x8y(y + y = x+ 1 ^ 9z(y + z = x)).(a) Geben Sie den Spielgraphen f�ur das Auswertungsspiel auf A und  an.(b) Geben Sie f�ur einen der beiden Spieler eine Gewinnstrategie an. (Gewinnstrategien beginnen ander Wurzel!)Aufgabe 5: 6 PunkteGegeben sei ein Transitionssystem T = (S;Ea; Eb; P;Q), wobei Ea; Eb zweistellige und P;Q einstelligeRelationssymbole seien.(a) De�nieren Sie folgende Mengen mittels FO-Formeln.(i) Die Menge aller Knoten von denen ein aba-Pfad ausgeht.(ii) Die Menge aller Knoten an denen P gilt, Q aber niht, mit mindestens zwei a-Nahfolgernan denen P gilt und genau einem b-Nahfolger an dem Q niht gilt.(b) De�nieren Sie folgende Mengen mittels RA-Ausdr�uken.(i) Die Menge aller Knoten mit einem a-Vorg�anger und einem b-Nahfolger.(ii) Die Menge aller Knoten, von denen ein bba-Pfad ausgeht, auf dem die Knotenbeshriftung(fP;:Qg; fP;Qg; fQ;:Pg; f:P;:Qg) auftritt. (Das bedeutet, der erste Knoten auf demPfad ist mit P;Q beshriftet, der n�ahste mit Q;:P usw. )() Gegeben sei folgendes Transitionssystem:� b
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��@

@@
@@

@ �aoo � a ??~~~~~~Geben Sie f�ur jede der folgenden Formeln bzw. RA-Ausdr�uke die de�nierte Menge von Knotenan und beshreiben Sie die Bedeutung der Formeln.(i)  (x) := 9y9y09zEaxy ^Ebxy0 ^ y 6= y0 ^Ebyz ^ Eay0z.(ii) �1�2=3�4=5�1=6(Ea �Eb �Ea).Aufgabe 6: 5 Punkte(a) Formulieren Sie den Resolutionssatz. Erl�autern Sie die dabei auftretenden Begri�e.(b) Wie verwendet man AL-Resolution um nahzuweisen, dass f 1; : : : ;  ng j=  , f�ur AL-Formeln 1; : : : ;  n;  .() Zeigen Sie mit Hilfe der Resolutionsmethode, dass fY ! X;U ^W ! Y; V ! Ug j=W ^ V ! X .
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Aufgabe 7: 8 Punkte(a) ';  ; # seien aussagenlogishe Formeln. Beweisen oder widerlegen Sie:(i) ' ^ (' _  ) �  .(ii) ('$  )$ # � '$ ( $ #).(iii) (' ^  )! # � ('! #) _ ( ! #).(b) Geben Sie eine aussagenlogishe Formel  (X3; : : : ; X0) an, so dass I( ) = 1 gdw. die DualzahlI(X3)I(X2)I(X1)I(X0) durh 3 teilbar ist.() Geben Sie eine aussagenlogishe Formel  (Xn; : : : ; X0; Yn+1; : : : ; Y0) an, so dass I( ) = 1 gdw. diedurh I(Xn) : : :I(X0) gegebene Dualzahl um 1 kleiner ist als die durh I(Yn+1) : : : I(Y0) gegebene.(d) Untersuhen Sie, ob die folgenden Systeme von Junktoren funktional vollst�andig sind.(i) f^;_; 0; 1g(ii) fsel; 0; 1g.Dabei sei sel(u; v; w) = v, falls u = 0, und sel(u; v; w) = w, falls u = 1.Aufgabe 8: 5 Punkte(a) Beshreiben Sie, was eine korrekte Sequenz ist. Was ist eine korrekte Ableitungsregel f�ur Sequen-zen?(b) Beweisen Sie (semantish) die Korrektheit folgender Regeln:(i) (S )) �;  (t)! ��; t = t0;  (t0)) � :(ii) () ^) �) �;  �) �; #�) �;  ^ #() Beweisen oder widerlegen Sie mit Hilfe des Sequenzenkalk�uls die G�ultigkeit folgender Formeln:(i) ((' ^  )! :')!  .(ii) :9x (x) ! 8x: (x).Aufgabe 9: 4 Punkte(a) Zeigen Sie, dass die �ar-Struktur N := (N;+; �; 0; 1) keine ehten Substrukturen enth�alt.(b) Geben Sie alle Substrukturen von (Z;+;�; 0) an.() Zeigen Sie, dass es keine �ar-Struktur A gibt, so dass (N;+; 0; 1) � A � (Z;+; �; 0; 1).
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Aufgabe 10: 4 PunkteA : �
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�� � �(a) Welhes ist das kleinste m, so dass Spieler I das Spiel Gm(A;B) gewinnt?(b) Finden Sie einen Satz  mit Quantorenrang m, so dass A j=  und B j= : .Aufgabe 11: 3 PunkteUntersuhen Sie f�ur die unten angegebenen Tripel (A;B; f : A! B), ob(a) f ein Homomorphismus(b) f ein Isomorphismus() f eine Einbettung von A in B ist.Dabei sei:(i) A := (N;max;min)B := (P(N);[;\)f(n) := f0; : : : ; ng(ii) A := (A;[;\) mit A := Menge der endlihen Teilmengen von NB := (N;max;min)f(X) := jX j(iii) A := (N � N; Q) mit Q := f(n;m) : n und m sind teilerfremd gB := (N; P ), mit P := fp : p ist Primzahl g.f(n;m) := (n �m)! + 1
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Lehr- und ForshungsgebietMathematishe Grundlagen der InformatikTehnishe Hohshule AahenProf. Dr. E. Gr�adel WS 00/01ProbeklausurMathematishe LogikAufgabe 1: 8 Punkte ; ' seien aussagenlogishe Formeln. Beweisen oder widerlegen Sie:(a) (i)  ! ('!  ) ist eine Tautologie.(ii)  ! ('! �) � ( ^ ')! �.(iii) (( ! ')!  )! ' ist eine Tautologie.(iv) ( _ ')! � � ( ! �) _ ('! �).(b) Sei majn(X1; : : : ; Xn) := (1 jfi : Xi = 1gj � n20 sonst .Geben Sie eine aussagenlogishe Formel  (X1; : : : ; Xn) an, welhe majn de�niert.() Welhe der folgenden Systeme sind funktional vollst�andig: (maj2;:), (:maj3; 1), (maj3; 0; 1).Aufgabe 2: 6 Punkte(a) Formulieren Sie den Satz von Ehrenfeuht und Fra��ss�e. Erl�autern Sie die dabei auftretendenBegri�e.(b) Wie verwendet man diesen Satz, um nahzuweisen, dass eine Modellklasse K niht endlih axio-matisierbar ist?() Zeigen Sie, dass die Klasse K := f(A;E) : E ist �Aquivalenzrelation auf A, so dass jede�Aquivalenzklasse entweder h�ohstens 13 oder aber unendlih viele Elemente hat g niht endlihaxiomatisierbar ist.Aufgabe 3: 8 Punkte(a) Erl�autern Sie in eigenenen Worten, was es bedeutet, dass(i) eine Sequenz �) � g�ultig ist.(ii) eine Regel�) ��0 ) �0korrekt ist.(b) Welhe der folgenden Sequenzen sind g�ultig, welhe Regeln korrekt. Begr�unden Sie Ihre Antworten.(i) 9x'(x) ) '(), wenn  niht in ' vorkommt.(ii) '(); '(d);8z8z0(:'(z) _ z = z0 _ :'(z0)))  = d.1



(iii) �) �, wobei� := f8x:Exx;8x8y(x = y _ Exy _ Eyx);8x8y8z(Exy ^ Eyz ! Exz)g und� := f8x8y (Exy _ Eyx);:9x9y(Exy ^ Eyx)g.(iv) �;  ) � �; ') ��) �;  ^ ' :() Beweisen oder widerlegen Sie mit Hilfe des Sequenzenkalk�uls die G�ultigkeit folgender Formeln:(i) ((' ^  )! :')!  .(ii) :9x (x) ! 8x: (x).Aufgabe 4: 3 PunkteSei f ein zweistelliges, g ein einstelliges Funktionssymbol und P;E seien zweistellige Relationssymbole.Weiterhin sei  := Pxx ^ 8x ((9y Pyx ^ 9y Pxy) ^ 8z Ezy)(a) Bilden Sie  [x=fyy; y=gx℄.(b) Geben Sie eine zu  �aquivalente Formel ' in Pr�anex-Normalform an.() Transformieren Sie ' zu einer Formel in Skolem-Normalform.Aufgabe 5: 6 Punkte(a) Seien  in KNF und ' in DNF aussagenlogishe Formeln. Erl�autern Sie wie man mittels Resolutionzeigt, dass(i)  unerf�ullbar ist.(ii) ' allgemeing�ultig ist.(iii)  j= '.(b) Zeigen Sie mittels Resolution, dass � :((X1 ! X2)! X3) _ :(X1 _X2) _ (X2 ^X3) _ :(X1 ! X2)allgemeing�ultig ist.() Zeigen Sie mittels Resolution, dass(:X1 ! X2) ^ (X3 ! X2) ^ (:X3 ! :X4) ^ (X1 ^X3 ! X5) j= X2 _ :X4 _X5:Aufgabe 6: 6 PunkteWelhe der folgenden Klassen von Strukturen sind FO-axiomatisierbar, welhe endlih axiomatisierbar?Begr�unden Sie Ihre Antwort und geben Sie gegebenenfalls ein Axiomensystem an.K1 = Die Klasse aller diskreten linearen Ordnungen (A;<) ohne kleinstes und gr�osstes Element, z.B.(Z; <).K2 = Die Klasse aller abz�ahlbaren Strukturen in K1.K3 = Die Klasse aller Strukturen, die zu (R; <) isomorph sind.2



K4 = Die Klasse aller partiellen Ordnungen (A;<), so dass es zu jedem a 2 A h�ohstens 4 Elementeb 2 A gibt mit a < b.K5 = Die Klasse aller partiellen Ordnungen, welhe zu (Potf1; ; 2; 3g;�) isomorph sind.K6 = Die Klasse aller endlihen linearen Ordnungen.Aufgabe 7: PunkteGegeben seien folgende Transitionssysteme:K := �v1
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''NNNNNNNNNNNNN�v2 // �v3 // �v4 // �v5ll

K0 := �v01
xxppppppppppppp
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&&NNNNNNNNNNNNN�v02 // �v03 // �v04 // �v05 // �v06ll(a) Sind K; v1 und K0; v01 bisimilar? Wenn ja, geben Sie eine Bisimulation an. Wenn nein, begr�undenSie Ihre Antwort.(b) Welhes ist das kleinste m, so da� Spieler I das Spiel Gm(K;K0) gewinnt?() Geben Sie Formeln ' 2 ML und  2 FO mit qr( ) = 3 an, so da� K; v1 j= ' und K0; v01 6j= ', bzw.K j=  [v1℄ und K0 6j=  [v01℄ oder begr�unden Sie, warum solhe Formeln niht existieren.Aufgabe 8: Punkte(a) Sei A := fa; bg eine Menge von Aktionen und I := fP;Qg eine Menge atomarer Eigenshaften.Geben Sie jeweils in FO, RA und ML eine Formel an, die in Kripke-Strukturen mit Aktionen ausA und atomaren Eigenshaften aus I die Menge aller Knoten de�niert, die keine Nahfolger habenoder aber durh einen ab-Pfad mit solhen verbunden sind.(b) Sei K folgendes Transitionssystem:P;Q�v1 //

�� ��=
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=

Q�v2
��P�v3 P�v4 // Q�v5 ttGeben Sie f�ur jede der folgenden Formeln die Knoten an, an denen die Formel gilt:(i) '(x) := 8y(Exy ! ((Px$ Py) ^ (Qx$ Qy))).(ii) �1[(�1;4�2=3(E �E))� P � P ℄(iii) �(:P ^ :Q) _ ��QAufgabe 9: 3 PunkteGegeben sei die Struktur A := (fa; bg; PA), wobei P zweistellig mit PA := f(a; b); (b; b); (a; a)g, sowie := 9x(8yPyx ^ 9y:Pxy) gegeben.(a) Geben Sie den Spielgraphen f�ur das Auswertungsspiel auf A und  an.(b) Geben Sie f�ur einen der beiden Spieler eine Gewinnstrategie an. (Gewinnstrategien beginnen ander Wurzel!) 3



Lehr- und Forschungsgebiet

Mathematische Grundlagen der Informatik

RWTH Aachen

Prof. Dr. E. Grädel, A. Blumensath

WS 2001/02

Probeklausur Mathematische Logik

Dies ist eine Auswahlklausur. Es wird nicht erwartet, daß sämtliche Aufgaben in zwei
Stunden gelöst werden können.

Aufgabe 1

(a) Formulieren Sie den Resolutionssatz und erläutern Sie die dabei auftretenden
Begriffe.

(b) Zeigen Sie mit Hilfe der Resolutionsmethode, daß die Formel

(

(X ∧ Y ) → (U ∨ V )
)

∧ (Y → X) ∧ (U ∧ Y → 0) ∧ (V ∧ Y → 0) ∧ Y

unerfüllbar ist.

(c) Wie kann man mit Hilfe der Resolutionsmethode entscheiden, ob für zwei AL-
Formeln ϕ und ψ gilt ϕ |= ψ ?

(d) Verwenden Sie die Methode aus (c), um zu zeigen, daß

((Z ∧ V ) → X) ∧ (V → U) ∧ (¬V → ¬Y ) ∧ (¬Z → U) |= Y → (U ∨X).

Aufgabe 2

(a) Sei A eine τ -Struktur, ϕ ∈ FO(τ) ein Satz und Φ ⊆ FO(τ) eine Menge von Sätzen.
Erleutern Sie kurz in eigenen Worten, welche Bedeutung folgende Beziehungen
haben :

A |= ϕ, Φ |= ϕ, Φ ⊢ ϕ.

Sind alle drei Bedingungen stets erfüllt, wenn ϕ allgemeingültig ist? Sind sie
stets falsch, wenn ϕ unerfüllbar ist?

(b) Geben Sie eine Formulierung des Vollständigkeitssatzes für FO an.

(c) Geben Sie eine Formulierung des Kompaktheitssatzes für FO an.

(d) Erläutern Sie, wie der Kompaktheitssatz aus dem Vollständigkeitssatz folgt.

1



Aufgabe 3

(a) Welche der folgenden Funktionen f : A → B sind Homomorphismen, welche
Einbettungen?

(i) A := (N, ·,≤), B := (Q, ·,≤),

f(x) :=

{

2m3nk für x = 2n3mk, 2 ∤ k, 3 ∤ k,

0 für x = 0.

(ii) A := ({0, 1}∗,�, RA) mit

RA := { (v, w) | v und w enthalten gleichviele Einsen },

B := (P,⊆, RB), wobei RB := { (X,Y ) | |X | = |Y | } und P die Menge
aller endlichen Teilmengen von N ist,
f(a0 · · ·an−1) := { i | ai = 1 }.

(b) Geben Sie für die Strukturen aus (a) je einen Homomorphismus h : B → A an.

(c) Geben Sie alle endlichen Substrukturen der Struktur (P(N), f) an, wobei

f(X) := X \ {minX}.

Aufgabe 4

Beweisen oder widerlegen Sie (semantisch) die Korrektheit der folgenden Regeln :

(a)
Γ, ψ, ϕ ⇒ ∆ Γ ⇒ ∆, ψ, ϕ

Γ ⇒ ∆, ψ ⊕ ϕ
(⊕ ist das exklusive Oder.)

(b)
Γ, ψ ⇒ ∆, ϕ

Γ, ψ ⊕ ϕ⇒ ∆

(c)
Γ, ϕ⇒ ∆ Γ ⇒ ∆, ϕ

Γ ⇒ ∆

2



Aufgabe 5

Sei f ein zweistelliges Funktionsymbol und c und d Konstanten. Betrachten Sie die
Formeln über der Signatur {f, c, d} :

ϕ0 := ∀x∀y∀z(fxfyz = ffxyz)

ϕ1 := ∀x(fxc = x ∧ fcx = x)

ϕ′

1 := ∀x(fxd = x ∧ fdx = x)

ϕ2 := ∀x∃y(fxy = c ∧ fyx = c)

ϕ3 := ∀x∀y(fxy = fyx)

Welche der folgenden Formelmengen sind erfüllbar?

(a) {ϕ0, ϕ1, ϕ2, ϕ3},

(b) {ϕ0, ϕ1,¬ϕ2},

(c) {ϕ0, ϕ1,¬ϕ3},

(d) {ϕ0, ϕ1, ϕ
′

1, ϕ2, c 6= d}.

Aufgabe 6

(a) Ist die folgende AL-Formel (i) eine Tautologie, (ii) erfüllbar, aber keine Tauto-
logie oder (iii) unerfüllbar?

[(X → (Y ∨ Z)) ∧ (Y → ¬Z)] ↔ [¬(¬X → (Y ∧ Z)) ∨ ¬(Y ↔ Z)]

(b) Sei R ein zweistelliges Relationssymbol und g ein einstelliges Funktionssymbol.
Ist die folgende FO-Formel (i) eine Tautologie, (ii) erfüllbar, aber keine Tautologie
oder (iii) unerfüllbar? Ist sie ein Unendlichkeitsaxiom?

∀x∀y∀z((Rxy ∧ Ryz) → Rxz) ∧ ∀x∃yRxy ∧ ∀x(Rxx → ∀y(Rxy → ¬Ryx))

(c) Kann eine Formel gleichzeitig eine Tautologie und ein Unendlichkeitsaxiom sein?
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Aufgabe 7

Seien R und E zweistellige Relationssymbole, f ein zweistelliges und g ein einstelliges
Funktionssymbol.

(a) Gegeben sei ϕ := ∃y[((∀zRzx) → Rxy) ∧ ∀x(¬Exz ∨ Exy)]. Berechnen Sie
ϕ[x/fxy, y/gz, z/fxx].

(b) Formen Sie

ψ := ∃y∀x¬Rxy ∧ ∀x∃yRxy ∧ ∀x∀y(Rxy → ¬∃z(Rxz ∧ ¬z = y))

in eine äquivalente Formel ψ′ in Pränex-Normalform um.

(c) Bilden Sie die Skolem-Normalform ψ′′ von ψ′.

(d) Geben Sie je ein Modell für ψ′ und ψ′′ an.

Aufgabe 8

Betrachten Sie die Transitionssysteme

K : P • v0��
•

v1
P,Qxxrrrrr

P •

v2

// •
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Q
&&ffLLLLL K′ :
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v
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v
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v
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v
′

5AA������
Q
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oo // P,Q
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v
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4

℄℄<<<<
P,Q

•

v
′

6

// P
•

v
′

7

\\::::
(a) Beweisen Sie, daß K, v0 und K′, v′

0
nicht bisimilar sind, oder geben Sie eine Bisi-

mulation an.

(b) Bestimmen Sie die kleinste Zahl m, so daß der Herausforderer das Ehrenfeucht-
Fräıssé Spiel Gm(K,K′) gewinnt.

(c) Geben Sie einen Satz ϕ mit minimalem Quantorenrang an, so daß K |= ϕ und
K′ 6|= ϕ.

(d) Skizzieren Sie eine zu K, v0 bisimilare Baumstruktur.

(e) Gibt es eine endliche Baumstruktur, welche zu K, v0 bisimilar ist?
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Aufgabe 9

Betrachten Sie das Transitionssystem K′ aus der vorherigen Aufgabe.

(a) Geben Sie die Mengen der Knoten an, die von folgenden Formeln definiert wer-
den :

(i) ϕ(x) := ∃y(Exy ∧ ∀z(Eyz → Qz))

(ii) π1((π1,4σ2=3(E ×E)) − (P ×Q))

(iii) A(PU(EGQ))

(iv) �((P ∧ ♦♦Q) ∨ (P ∧Q))

(b) Geben Sie Formeln in ML, FO und RA an, welche die Menge {v′2, v
′

5} definieren,
oder begründen Sie, wieso solche Formeln nicht existieren.

Aufgabe 10

Sei K = (V,Ea, Eb, P,Q) ein Transitionssystem. Sind die folgenden Mengen in (i) der
Modallogik, (ii) der Prädikatenlogik, und (iii) CTL definierbar? Geben Sie jeweils eine
entsprechende Formel an, oder begründen Sie, wieso eine solche nicht existiert.

(a) Die Menge aller v ∈ V , welche einen Nachfolgern besitzen, an dem nicht Q gilt.

(b) Die Menge aller v ∈ V , die mindestens einen Vorgänger besitzen.

(c) Die Menge aller v ∈ V , von denen aus alle Pfade nach höchsens 3 Kanten enden.

(d) Die Menge aller v ∈ V , an denen ein Pfad beginnt, welcher keinen Knoten
enthälten, an welchen P gilt.

Aufgabe 11

Sei f ein einstelliges Funktionssymbol. Welche der folgenden Klassen sind FO-axio-
matisierbar? Welche sind endlich axiomatisierbar? Begründen Sie ihre Antwort und
geben Sie gegebenenfalls ein entsprechendes Axiomensystem an.

(a) K1 := { (A, f) | f ist injektiv, aber nicht surjektiv },

(b) K2 := { (A, f) ∈ K1 | A endlich },

(c) K3 := { (A, f) | (A, f) ∼= (N, s) } wobei s(n) := n+ 1,

(d) K4 := { (A, f) | A überabzählbar},

(e) K5 := { (A, f) | f−1(a) ist unendlich für ein a ∈ A },

(f) K6 := { (A, f) | |{ fn(a) | n ∈ N }| ≤ 753 für alle a ∈ A },

(g) K7 := { (A, f) ∈ K6 | A endlich }.
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Aufgabe 12

Sei K die Klasse aller gerichteter Graph, in welchen jeder Knoten entweder keine oder
unendlich viele ausgehende Kanten hat.

(a) Zeigen Sie, daß K FO-axiomatisierbar, aber nicht endlich axiomatisierbar ist.
Hinweis. Benutzen Sie den Satz von Ehrenfeucht-Fräıssé.

(b) Beweisen Sie, daß die Klasse K′ aller Graphen aus K, welche keine unendlichen
Pfade enthalten, nicht FO-axiomatisierbar ist.
Hinweis. Benutzen Sie den Kompaktheitssatz.
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Lehr- und Forschungsgebiet
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RWTH Aachen

Prof. Dr. E. Grädel, A. Blumensath

WS 2002/03

Probeklausur Mathematische Logik

Dies ist eine Auswahlklausur. Es wird nicht erwartet, daß sämtliche Aufgaben in zwei Stunden gelöst
werden können.

Aufgabe 1

(a) Konstruieren Sie eine aussagenlogische Formel

ϕ(Xn, . . . , X0, Yn, . . . , Y0, Zn+1, . . . , Z0),

die besagt, daß die Summe der in X̄ und Ȳ binär kodierten Zahlen gleich Z̄ ist.

(b) Bestimmen Sie mit Hilfe der Resolutionsmethode, ob folgende Formel unerfüllbar ist:

(X ∨ Z) ∧ ((X ∧ Y ) → Z) ∧ (Z → X) ∧ (Y → ¬X) ∧ (1 → Y )

(c) Zwei Formeln ϕ und ψ schließen einander aus, wenn es keine Interpretation gibt, welche beide
Formeln erfüllt. Wie kann man mit der Resolutionsmethode zeigen, daß ϕ und ψ einander aus-
schließen?

(d) Zeigen Sie, daß

ϕ := (Y → (X ∨ Z)) ∧ (X → U) ∧ (U → (Y ∨ Z)) ∧ (Y ∨ U)

und ψ := ((U ∧ Z) → Y ) ∧ ¬(U ∧X) ∧ (Z → X)

einander ausschließen.

Aufgabe 2

Seien ϕ ∈ FO und Φ ⊆ FO. Beweisen oder widerlegen Sie folgende Behauptungen:

(a) ϕ ist genau dann erfüllbar, wenn ¬ϕ keine Tautologie ist.

(b) Φ |= ϕ genau dann, wenn Φ ∪ {¬ϕ} unerfüllbar ist.

(c) Φ |= ϕ für alle ϕ ∈ Φ.

Aufgabe 3

(a) Welche der folgenden Funktionen f : A → B sind Homomorphismen, welche Einbettungen?

(i) A := (N,+,≤), B := (N, ·,≤), f(n) := 2n.

(ii) A :=
(P(N), RA

)

mit RA := (,

B :=
(

N, RB
)

mit RB := <,
f(X) := minX (wobei f(∅) := 0).

(b) Geben Sie für die Strukturen aus (a) je einen Homomorphismus h : B → A an.

(c) Geben Sie alle Substrukturen der Struktur (N,+) an.

1



Aufgabe 4

Beweisen oder widerlegen Sie (semantisch) die Korrektheit der folgenden Regeln:

(a)
Γ ⇒ ∆, ϕ(c)

Γ ⇒ ∆, ∀xϕ(x)
wobei keine weitere Bedingung an c gestellt wird.

(b)
Γ, ϕ⇒ ∆, ψ Γ, ψ ⇒ ∆, ϕ

Γ ⇒ ∆, ϕ↔ ψ

(c)
Γ, ∃xϕ⇒ ∆

Γ, ∀xϕ⇒ ∆

Aufgabe 5

Betrachten Sie die Formeln:

ϕ0 := ∀x(¬x < x) ∧ ∀x∀y∀z((x < y ∧ y < z) → x < z)

∧ ∀x∀y(x < y ∨ x = y ∨ y < x),

ϕ1 := ∀x∀y(x < y → ∃z(x < z ∧ z < y)),

ϕ2 := ∀x∃y(x < y ∧ ¬∃z(x < z ∧ z < y)),

ϕ3 := ∀x∃y(y < x ∧ ¬∃z(y < z ∧ z < x)),

ϕ4 := ∀x∃y∃z(z < x ∧ x < y).

Welche der folgenden Formelmengen sind erfüllbar?

(a) {ϕ0, ϕ1},

(b) {ϕ0, ϕ2, ϕ3},

(c) {ϕ0, ϕ1, ϕ2},

(d) {ϕ0,¬ϕ1,¬ϕ2,¬ϕ3, ϕ4}.

Aufgabe 6

(a) Ist die folgende AL-Formel (i) eine Tautologie, (ii) erfüllbar, aber keine Tautologie oder (iii) unerfüll-
bar?

((X → ¬Y ) → (Z ∧ Y )) ∧ (Z → ¬((Y ∧ ¬X) ∨ (¬Y ∧X)))

(b) Sei R ein zweistelliges Relationssymbol. Ist die folgende FO-Formel (i) eine Tautologie, (ii) erfüllbar,
aber keine Tautologie oder (iii) unerfüllbar?

[∀x∃yRxy ∧ ∀x∀y∀z(Rxy ∧Rxz → y = z)] → ∃xRxx

Aufgabe 7

Seien R und E zweistellige Relationssymbole, f ein zweistelliges und g ein einstelliges Funktionssymbol.

(a) Gegeben sei ϕ := ∀y[∃z(Rxz∧¬Ryz) → ∀x(Rfxyz∧Exgy)]. Berechnen Sie ϕ[x/fxy, y/gz, z/fxx].

(b) Formen Sie

ψ := [∀x∃yRxy ∧ ∀x∀y∀z(Rxy ∧Rxz → y = z)] → ∀xRxfyx

in eine äquivalente Formel ψ′ in Pränex-Normalform um.

(c) Bilden Sie die Skolem-Normalform ψ′′ von ψ′.

2



Aufgabe 8

Betrachten Sie die Transitionssysteme
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(a) Beweisen Sie, daß K, 0 und K′, a nicht bisimilar sind, oder geben Sie eine Bisimulation an.

(b) Bestimmen Sie die kleinste Zahl m, so daß der Herausforderer das Ehrenfeucht-Fräıssé Spiel
Gm(K,K′) gewinnt.

(c) Geben Sie einen Satz ϕ mit minimalem Quantorenrang an, so daß K |= ϕ und K′ 6|= ϕ.

(d) Skizzieren Sie eine zu K, 0 bisimilare Baumstruktur.

(e) Gibt es eine endliche Baumstruktur, welche zu K, 0 bisimilar ist?

Aufgabe 9

Betrachten Sie das Transitionssystem K′ aus der vorherigen Aufgabe.

(a) Geben Sie die Mengen der Knoten an, die von folgenden Formlen definiert werden:

(i) ϕ(x) := ∃y(Eayx ∧ ∀z¬Ebyz)

(ii) π1(σ2=3σ4=5(Ea × Eb × Eb) − σ1=6σ2=3σ4=5(Ea × Eb × Eb))

(iii) [b]0 ∧ 〈a〉〈a〉1

(b) Geben Sie Formeln in ML, FO und RA an, welche die Menge {c, f} definieren.

Aufgabe 10

Sei K = (V,E, P,Q) ein Transitionssystem. Sind die folgenden Mengen in (i) der Modallogik, (ii) der
Prädikatenlogik, und (iii) CTL definierbar? Geben Sie jeweils eine entsprechende Formel an, oder be-
gründen Sie, wieso eine solche nicht existiert.

(a) Die Menge aller v ∈ V , an deren sämtlichen Nachfolgern P gilt.

(b) Die Menge aller v ∈ V , so daß es einen Pfad der Länge höchstens 3 von v zu einem Knoten gibt,
welcher keinen Nachfolger besitzt.

(c) Die Menge aller v ∈ V , die mindestens zwei Nachfolger besitzen.

(d) Die Menge aller v ∈ V , so daß alle in v beginnenden Pfade nur Knoten enthalten, an welchen Q gilt.

3



Aufgabe 11

Welche der folgenden Klassen sind FO-axiomatisierbar? Welche sind endlich axiomatisierbar? Begründen
Sie ihre Antwort und geben Sie gegebenenfalls ein ensprechendes Axiomensystem an.

(a) Die Klasse der ungerichteten Graphen.

(b) Die Klasse der ungerichteten, endlichen Graphen.

(c) Die Klasse der ungerichteten, unendlichen Graphen.

(d) Die Klasse der ungerichteten, zykelfreien Graphen.

(e) Die Klasse der ungerichteten Graphen, so daß zu je zwei Knoten x und y ein Zykel existiert, welcher
beide Knoten enthält.

Aufgabe 12

(a) Formulieren Sie den Kompaktheitssatz der Prädikatenlogik (beide Aussagen).

(b) Beweisen Sie jeweils die einfache Richtung der Aussagen.

(c) Zeigen Sie, daß beide Aussagen äquivalent sind.

Aufgabe 13

Skizzieren Sie je einen Algorithmus, welcher zu zwei gegebenen Formeln

(a) der Modallogik;

(b) der Prädikatenlogik;

entscheidet, ob diese logisch äquivalent sind, oder begründen Sie, wieso ein solcher Algorithmus nicht
existiert.
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Lehr- und ForshungsgebietMathematishe Grundlagen der InformatikRWTH AahenProf. Dr. E. Gr�adel, D. Berwanger
WS 2003/04

Probeklausur Mathematishe Logik
Aufgabe 1 12 Punkte(a) Zeigen Sie anhand der Resolutionsmethode, dass folgende Klauselmenge unerf�ullbar ist :ff:X;Y g; fX;:Y g; fX;Y;Zg; f:X;:Y;Zg; fX;Y;:Zg; f:X;:Y;:Zgg:(b) Verwenden Sie die Resolutionsmethode um festzustellen, ob folgende Implikation allge-meing�ultig ist:�(X ^ Y ! Z _Q) ^ (X ^Q! Y _ Z) ^ (X _Q)�! �Y ! Z _Q):() Sei K eine endlihe Klauselmenge, in der jede Klausel h�ohstens ein negiertes Literalbesitzt. Zeigen Sie, dass man in Polynomzeit entsheiden kann, ob K erf�ullbar ist.Aufgabe 2 8 Punkte(a) Konstruieren Sie f�ur jedes n 2 N eine aussagenlogishe Formel 'n(Xn; : : : ;X0; Yn; : : : ; Y0),die besagt, dass bei der Addition der Bin�arzahlen Xn : : : X0 und Yn : : : Y0 kein �Uberlaufentsteht.(b) Welhe der folgenden Formeln sind zu einer Horn-Formel �aquivalent? Begr�unden Sie IhreAntwort. (i) (X ! Y ) ^ (X ! :Z); (iii) Y _ ((X ! Y ) ^ (X ! Z));(ii) (X ! Y ) _ (X ! :Z); (iv) Y ^ ((X ! Y ) _ (X ! Z)):Aufgabe 3 12 PunkteSeien ' und  zwei aussagenlogishe Formeln ohne gemeinsame Variablen. Beweisen Sie, dass' j=  genau dann gilt, wenn ' unerf�ullbar oder  eine Tautologie ist.Aufgabe 4 12 PunkteSei A := (N ;�) und B := (P(N );�).(a) Geben Sie je einen Homomorphismus von A nah B und von B nah A an.(b) Geben Sie je einen starken Homomorphismus von A nah B und von B nah A an, oderbeweisen Sie, dass es einen solhen niht gibt.Aufgabe 5 8 PunkteGegeben sei die Struktur A = (f0; 1g; E) mit E = f(0; 0); (1; 0)g. Geben Sie das Auswertungs-spiel zu der Formel ' = 8x(Exx! 9y(Eyx ^ x 6= y)) an, und markieren Sie eine Gewinnstra-tegie f�ur den entsprehenden Spieler.



Aufgabe 6 20 PunkteBetrahten Sie das Transitionssystem K :
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tt(a) Geben Sie eine maximale Bisimulation zwishen K und K an.(b) Bestimmen Sie f�ur alle Paare u, v von Knoten mit K; u 6� K; v die kleinste Zahl m mitK; u 6�m K; v, und geben sie eine trennende ML-Formel ' der Modaltiefe m an, so dassgilt K; u j= ' und K; v 6j= '.() Konstruieren Sie eine Kripke-Struktur K0 mit minimaler Anzahl von Zust�anden, so dassf�ur jeden Knoten u von K ein Knoten v aus K0 existiert mit K; u � K0; v.(d) Geben Sie einen FO-Satz von minimalem Quantorenrang an, der die Strukturen K undK0 trennt und beweisen Sie, dass die von Ihnen angegebene Formel tats�ahlih minimalenQuantorenrang hat.(e) Geben Sie Formeln in ML, FO und RA+ an, welhe die Menge f1; 3; 5g de�nieren.Aufgabe 7 8 PunkteWir betrahten folgende linear geordnete Strukturen:(i) A1 := (f1; 2; 3g; <); (iii) A3 := (Z; <);(ii) A2 := (N ; <); (iv) A4 := (Q ; <):Geben Sie f�ur jede dieser Strukturen Ai einen Satz 'i 2 FO an, der sie von den �ubrigen dreiStrukturen trennt, d.h. Ai j= 'i und Aj j= :'i f�ur j 6= i.Aufgabe 8 12 PunkteWelhe der folgenden Klassen sind FO-axiomatisierbar? Welhe sind endlih axiomatisierbar?Begr�unden Sie ihre Antwort und geben Sie gegebenenfalls ein entsprehendes Axiomensysteman.(a) Die Klasse der �Aquivalenzstrukturen mit genau drei �Aquivalenzklassen.(b) Die Klasse der transitiven ungerihteten Graphen, die niht zusammenh�angend sind.() Die Klasse der abz�ahlbaren diskreten linearen Ordnungen.(d) Die Klasse der ungerihteten Graphen, in denen alle Knoten ungeraden Grad haben.Aufgabe 9 8 Punkte(a) Erl�autern Sie in eigenenen Worten, was es bedeutet, dass(i) eine Sequenz � ) � g�ultig ist.(ii) eine Regel � ) �� 0 ) �0 korrekt ist.(b) Formulieren Sie den Vollst�andigkeitssatz der Pr�adikatenlogik (beide Aussagen). Erl�auternSie die dabei auftretenden Begri�e.www-mgi.informatik.rwth-aahen.de/Teahing/MaLo-WS03/
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Aufgabe 1 12 Punkte

(a) Zeigen Sie anhand der Resolutionsmethode, dass folgende Klauselmenge unerfüllbar ist :

{{X,Y,Z}, {¬X,Y,¬Z}, {¬Y,Z}, {¬X,¬Y }, {¬X,Y,Z}, {X,¬Z}}.

(b) Verwenden Sie die Resolutionsmethode um festzustellen, ob folgende Folgerung gilt:

A→ (B → C) |= (A→ B) → C.

(c) Zwei Formeln ϕ und ψ schliessen einander aus, wenn es keine Interpretation gibt, welche
beide Formeln erfüllt. Wie kann man mit der Resolutionsmethode zeigen, dass ϕ und ψ
einander ausschliessen?

Aufgabe 2 8 Punkte

Sei τ = {X0,X1, . . . } eine Menge aussagenlogischer Variablen und Φ eine Formelmenge über τ ,
so dass für alle Formeln ϕ ∈ AL(τ) entweder Φ ∪ {ϕ} oder Φ ∪ {¬ϕ} unerfüllbar ist. Beweisen
Sie, dass Φ dann genau ein Modell J : τ → {0, 1} besitzt.

Aufgabe 3 12 Punkte

Sei A := ({0, 1}∗,�) der binäre Baum mit der Vorgängerrelation (x � y : gdw y = xz für ein z)
und B := (P({0, 1}),⊆). Geben Sie jeweils eine strukturerhaltende Abbildung der folgenden
Art an, oder beweisen Sie, dass eine solche nicht existiert:

(a) ein surjektiver Homomorphismus von A nach B;

(b) ein starker Homomorphismus von A nach B;

(c) eine Einbettung von B in A;

(d) ein nichttrivialer Automorphismus von A.

Aufgabe 4 8 Punkte

Gegeben sei die Struktur A = ({0, 1},+, 1), in der + als Addition (mod 2) interpretiert ist.
Geben Sie das Auswertungsspiel zu der Formel ψ := ∃x∀y(x+ x = y + 1 ∧ ∃z(y + z = x)) an,
und markieren Sie eine Gewinnstrategie für den entsprechenden Spieler.

Aufgabe 5 6 Punkte

Sei f ein zweistelliges Funktionssymbol und R eine binäre Relation. Gegeben sei die Formel

ϕ := ∃z
(

∀x∀y(Rxy ∧Ryz) → fxz = y
)

.

(a) Berechnen Sie ϕ[x/fyz, y/z, z/fxx].

(b) Formen Sie ϕ in Pränex-Normalform um.

(c) Formen Sie ϕ in Skolem-Normalform um.



Aufgabe 6 12 Punkte

Wir betrachten die Transitionssysteme K und K′:
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(a) Geben Sie eine maximale Bisimulation zwischen K und K′ an.

(b) Bestimmen Sie für alle Paare u, v von Knoten mit K, u 6∼ K′, v die kleinste Zahl m mit
K, u 6∼m K′, v, und geben sie eine trennende ML-Formel ϕ der Modaltiefe m an, so dass
gilt K, u |= ϕ und K′, v 6|= ϕ.

(c) Konstruieren Sie eine Kripke-Struktur K0 mit minimaler Anzahl von Zuständen, so dass
für jeden Knoten u von K ein Knoten v aus K0 existiert mit K, u ∼ K0, v.

(d) Geben Sie einen FO-Satz von minimalem Quantorenrang an, der die Strukturen K und
K0 trennt und beweisen Sie, dass die von Ihnen angegebene Formel tatsächlich minimalen
Quantorenrang hat.

Aufgabe 7 8 Punkte

Betrachten Sie das Transitionssystem K aus der vorherigen Aufgabe.

(a) Geben Sie die Relationen an, die von folgenden Formeln definiert werden :

(i) ϕ(x, y) := ∀z(Ebxz → Ebzy) ∧ ¬∃z(Eaxz ∧ Eazy);

(ii) [b]〈b〉〈a〉1 ∧ (〈a〉1 → [a][b]〈b〉1).

(b) Geben Sie Formeln in ML und FO an, welche die Menge {0, 1, 2} definieren.

Aufgabe 8 8 Punkte

Die Arithmetik ist die Struktur N := (N,+, ·). Drücken Sie folgende Sachverhalte in der Prädi-
katenlogik aus:

(i) x ≤ y. (ii) x | y. (iii) x ist eine Primzahl;

(iv) Die Binärdarstellungen von x und y haben dieselbe Länge.

Aufgabe 9 12 Punkte

Sei K = (V,Ea, Eb, P,Q) ein Transitionssystem. Sind die folgenden Mengen in (i) der Modallo-
gik, (ii) der Prädikatenlogik, und (iii) CTL definierbar? Geben Sie jeweils eine entsprechende
Formel an, oder begründen Sie, wieso eine solche nicht existiert.

(a) Die Menge aller v ∈ V , welche einen Nachfolgern besitzen, an dem nicht Q gilt.

(b) Die Menge aller v ∈ V , die mindestens zwei Nachfolger besitzen.

(c) Die Menge aller v ∈ V , an denen ein Pfad beginnt, welcher keinen Knoten enthälten, an
welchen P gilt.



Aufgabe 10 12 Punkte

Sei f ein einstelliges Funktionssymbol. Welche der folgenden Klassen sind FO-axiomatisierbar?
Welche sind endlich axiomatisierbar? Begründen Sie ihre Antwort und geben Sie gegebenenfalls
ein entsprechendes Axiomensystem an.

(a) K1 := { (A, f) | f ist injektiv, aber nicht surjektiv},

(b) K3 := { (A, f) | (A, f) ∼= (N, s) } wobei s(n) := n+ 1},

(c) K4 := { (A, f) | A überabzählbar },

(d) K5 := { (A, f) | f−1(a) ist unendlich für ein a ∈ A }.

Aufgabe 11 6 Punkte

Beweisen Sie, dass die Theorie der unendlichen Mengen vollständig ist.

Aufgabe 12 8 Punkte

In welchen der folgenden Fällen ist entscheidbar, ob ϕ |= ψ. Begründen Sie Ihre Antwort.

(a) ϕ,ψ ∈ AL; (c) ϕ,ψ ∈ FO;

(b) ϕ,ψ ∈ ML; (d) ϕ ∈ ML und ψ ∈ FO.

www-mgi.informatik.rwth-aachen.de/Teaching/MaLo-WS04/
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Aufgabe 1

(a) Formulieren Sie den Resolutionssatz und erläutern Sie die dabei auftretenden Begriffe.

(b) Zeigen Sie mit Hilfe der Resolutionsmethode, dass die Formel(
(X ∧ Y ) → (U ∨ V )

)
∧ (Y → X) ∧ (U ∧ Y → 0) ∧ (V ∧ Y → 0) ∧ Y

unerfüllbar ist.

(c) Wie kann man mit Hilfe der Resolutionsmethode entscheiden, ob für zwei AL-Formeln ϕ
und ψ die Beziehung ϕ |= ψ gilt?

(d) Verwenden Sie die Methode aus (c), um zu zeigen, dass

((Z ∧ V ) → X) ∧ (V → U) ∧ (¬V → ¬Y ) ∧ (¬Z → U) |= Y → (U ∨X).

Aufgabe 2

(a) Konstruieren Sie für jedes n ∈ N eine aussagenlogische Formel ϕn(Xn, . . . , X0, Yn, . . . , Y0),
die besagt, dass bei der Addition der Binärzahlen Xn . . . X0 und Yn . . . Y0 kein Überlauf
entsteht.

(b) Welche der folgenden Formeln sind zu einer Horn-Formel äquivalent? Begründen Sie Ihre
Antwort.

(i) (X → Y ) ∧ (X → ¬Z); (iii) Y ∨ ((X → Y ) ∧ (X → Z));
(ii) (X → Y ) ∨ (X → ¬Z); (iv) Y ∧ ((X → Y ) ∨ (X → Z)).

Aufgabe 3

Betrachten Sie die Transitionssysteme
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(a) Beweisen Sie, dass K, 0 und K′, a nicht bisimilar sind, oder geben Sie eine Bisimulation an.

(b) Bestimmen Sie die kleinste Zahl m, so dass der Herausforderer das Ehrenfeucht-Fräıssé Spiel
Gm(K,K′) gewinnt.

(c) Geben Sie einen FO-Satz ϕ mit minimalem Quantorenrang an, so dass K |= ϕ und K′ 6|= ϕ.

(d) Skizzieren Sie eine zu K, 0 bisimilare Baumstruktur.

(e) Gibt es eine endliche Baumstruktur, welche zu K, 0 bisimilar ist?



Aufgabe 4

Betrachten Sie das Transitionssystem K′ aus der vorherigen Aufgabe.

(a) Geben Sie die Mengen der Knoten an, die von folgenden Formeln definiert werden :

(i) ϕ(x) := ∃y(Eayx ∧ ∀z¬Ebyz)

(ii) ψ := [b]0 ∧ 〈a〉〈a〉1

(b) Geben Sie Formeln in ML und FO an, welche die Menge {c, f} definieren.

Aufgabe 5

Sei K = (V,E, P,Q) ein Transitionssystem. Sind die folgenden Mengen in (i) der Modallogik,
(ii) der Prädikatenlogik, und (iii) CTL definierbar? Geben Sie jeweils eine entsprechende Formel
an, oder begründen Sie, wieso eine solche nicht existiert.

(a) Die Menge aller v ∈ V , an deren sämtlichen Nachfolgern P gilt.

(b) Die Menge aller v ∈ V , so dass es einen Pfad der Länge höchstens 3 von v zu einem Knoten
gibt, welcher keinen Nachfolger besitzt.

(c) Die Menge aller v ∈ V , die mindestens zwei Nachfolger besitzen.

(d) Die Menge aller v ∈ V , so dass alle in v beginnenden Pfade nur Knoten enthalten, an
welchen Q gilt.

Aufgabe 6

(a) Welche der folgenden Funktionen f : A → B sind Homomorphismen, welche Einbettungen?

(i) A := (N, ·,≤), B := (Q, ·,≤),

f(x) :=

{
2m3nk für x = 2n3mk, 2 - k, 3 - k,
0 für x = 0.

(ii) A := ({0, 1}∗,�, RA) mit

RA := {(v, w) : v und w enthalten gleichviele Einsen} ,

B := (P,⊆, RB), wobei RB := {(X,Y ) : |X| = |Y |} und P die Menge aller endlichen
Teilmengen von N ist,
f(a0 · · · an−1) := {i : ai = 1}.

(b) Geben Sie für die Strukturen aus (a) je einen Homomorphismus h : B → A an.

(c) Geben Sie alle endlichen Substrukturen der Struktur (P(N), f) an, wobei

f(X) := X \ {minX}.



Aufgabe 7

Sei f ein zweistelliges, g ein einstelliges Funktionssymbol und seien P,E zweistellige Relations-
symbole. Weiterhin sei ψ := Pxx ∧ ∀x ((∃y Pyx ∧ ∃y Pxy) ∧ ∀z Ezy)

1. Bilden Sie ψ[x/fyy, y/gx].

2. Geben Sie eine zu ψ äquivalente Formel ϕ in Pränex-Normalform an.

3. Transformieren Sie ϕ zu einer Formel in Skolem-Normalform.

Aufgabe 8

(a) Ist die folgende AL-Formel (i) eine Tautologie, (ii) erfüllbar, aber keine Tautologie oder
(iii) unerfüllbar?

[(X → (Y ∨ Z)) ∧ (Y → ¬Z)] ↔ [¬(¬X → (Y ∧ Z)) ∨ ¬(Y ↔ Z)]

(b) Sei R ein zweistelliges Relationssymbol und g ein einstelliges Funktionssymbol. Ist die
folgende FO-Formel (i) eine Tautologie, (ii) erfüllbar, aber keine Tautologie oder (iii) un-
erfüllbar? Ist sie ein Unendlichkeitsaxiom?

∀x∀y∀z((Rxy ∧Ryz) → Rxz) ∧ ∀x∃yRxy ∧ ∀x(Rxx→ ∀y(Rxy → ¬Ryx))

(c) Kann eine Formel gleichzeitig eine Tautologie und ein Unendlichkeitsaxiom sein?

Aufgabe 9

1. Erläutern Sie in eigenenen Worten, was es bedeutet, dass

a) eine Sequenz Γ ⇒ ∆ gültig ist.

b) eine Regel
Γ ⇒ ∆

Γ ′ ⇒ ∆′ korrekt ist.

2. Welche der folgenden Sequenzen sind gültig, welche Regeln korrekt? Begründen Sie Ihre
Antworten.

a) ∃xϕ(x) ⇒ ϕ(c), wenn c nicht in ϕ vorkommt.

b) ϕ(c), ϕ(d),∀z∀z′(¬ϕ(z) ∨ z = z′ ∨ ¬ϕ(z′)) ⇒ c = d.

c) Γ ⇒ ∆, wobei
Γ := {∀x¬Exx,∀x∀y(x = y∨Exy∨Eyx),∀x∀y∀z(Exy∧Eyz → Exz)} und
∆ := {∀x∀y (Exy ∨ Eyx),¬∃x∃y(Exy ∧ Eyx)}.

d)
Γ, ψ ⇒ ∆ Γ,ϕ⇒ ∆

Γ ⇒ ∆,ψ ∧ ϕ
.

3. Beweisen oder widerlegen Sie mit Hilfe des Sequenzenkalküls die Gültigkeit folgender
Formeln:

a) ((ϕ ∧ ψ) → ¬ϕ) → ψ.

b) (¬∃xψ(x)) → (∀x¬ψ(x)).



Aufgabe 10

Sei f ein einstelliges Funktionssymbol. Welche der folgenden Klassen sind FO-axiomatisierbar?
Welche sind endlich axiomatisierbar? Begründen Sie ihre Antwort und geben Sie gegebenenfalls
ein entsprechendes Axiomensystem an.

(a) K1 := {(A, f) : f ist injektiv, aber nicht surjektiv},

(b) K2 := {(A, f) ∈ K1 : A endlich},

(c) K3 := {(A, f) : (A, f) ∼= (N, s)} wobei s(n) := n+ 1,

(d) K4 := {(A, f) : A überabzählbar},

(e) K5 :=
{

(A, f) : f−1(a) ist unendlich für ein a ∈ A
}

,

(f) K6 := {(A, f) : |{fn(a) : n ∈ N}| ≤ 753 für alle a ∈ A},

(g) K7 := {(A, f) ∈ K6 : A endlich}.



Äufgabe 1-

(a) Zeigen Sie mit Hiife der Resolutionsmethode, dass die Formel

12 Punkte

(uvv)  ̂  (u^  Z  - - -Y)^  (Xv  z )  ̂ (X  - - -  (Y  v  z ) )  ̂ (Y ' - -  0 )

unerfüllbar ist.

(b) Seien -i-,.4 endliche Mengen von aussagenlogischen Formeln, und seien o.B.d.A. die Formein
aus I in KNF und die Formeln aus 4 in DNF gegeben. Wie kann man mi.t Hilfe der
Resoiutionsmethode entscheiden. ob die aussageniogische Sequenz f + C gültig ist ?

/ ^ \  \ , / o r r r r o n . l o n  ( i p  d i e  l \ z l e f h n d e  r r r c  / h l  r r m  z r r  z . o i o o n  r i e q c  d i e  f n l  s p n d e  S e n t r c n z  o i i l t i o  i c t '
\  v . /

( X  * v )  A  ( v - - *  0 )  ̂  ( U  ̂ Z  - *  v )  ̂ ( X v Y v  Z )  = +  ( X ^ v )  V  ( - v n - t / )

Aufgabe 2 6 Punkte

(a) Gibt es eine modallogische Formel ,p, so dass fih alle Kripkestrukturen K und alle u gilt:
K,u ? p genau dann, wenn K ein Baum mit W'urzel 'u ist?

(b)  Se i  @n : :  {p>n :  n  r_Ni  ml t  f )n  : :  1x t . . . l rn  A t+ t r i  f  r r  (d .h .  a l le  Mode l le  von @,o
sind unendlich). Zeigen oder widerlegen Sie, dass für ein beliebiges Unendlichkeitsaxiom i/
die Menge 4u {-rlr} immer unerfüllbar ist.- C

Aufgabe 3 8 Punkte

Weiche der folgenden Probleme sind entscheidbar, welche unentscheidbar ? Begründen Sie rhre
Antwort knapp.

(a) Das Erfüllbarkeitsproblem der Modallogik.

(b) Das Auswertungsproblem frir FO-Formeln auf endlichen Strukturen.

(c) Die Menge ailer modallogischen Formeln, die ein Baummodell haben.

(d) Die Ä4enge aller r/ € FO. so dass A + tb eine gültige Sequenz ist.

Aufgabe 4 10 Punkte

Sei  2 t  ' :  ( {a ,b } * ,p :  (z  ' - *  a r ) ,s :  ( r  r -  rb ) )  und !3  : :  (N ,  f  t  (n - *  2n) ,9  |  (n  *  3n) ) ,  d .h .
p fügt ein a am -A.nfang des Worues ein. und s hängt ein b an das Ende des Womes an. Geben
Sie ipwei ls cinc strrrkturerhaitende Abbi ldrrno der fol  senden -{r t  an. oder beweisen Sie. dass eine
solche nicht existiert:

(a) ein nicht-trivialer Homomorphismus von 2l nach !31

(b) ein Isomorphismus zwischen 2[ und !3;

(c) ein nicht-trivialer Automorphismus von E.

(d) Sei pr eine injektive -{bbildung von b{a, b}-a auf die \Ienge {r > 1 : 2ln t 3ln}.
T,e tsen S ie .  c jass  mAn 1 i  z r r  e iner  F : in ;ö i - "h -  "^n  o f  ; -  n3  fOr tSetzen kann.u i u )  u o J D  L u a v u u L u u b  v v r a  4  r r r  -



Aufgabe 5 16 Punkte

Seien zwei tansitionssysteme K und Ü mit atomaren Eigenschaften P und Q wie folgt gegeben:

qi- ' i  r  1  "^Ä r t  A b is imi lar? Geben Sie oeoehenenfa l ls  e ine Bis imulat ion an.u r { u  / v ,  / v  )  v  v r J r r l J l @ .  V E U E I I  J I U  ö L 6 L U V r l U l r a 4 r r J  u f t l r

Geben Sie eine Formel p € ML mit  K.2l  p,  K' ,o * o an oder begründen Sie. warum eine
solche Formel nicht existiert.

Welches isi das kieinste m, so dass der Herausforderer das Ehrenfeucht-Fraisse Spiel G^(K., rc')
gewinnt?

/ d )  ( l p h o n  S i e  e i n o n  \ > r z  t l t  c
\ * / v a u 2 y !

P
v

(c )

(")

(b )

I e l

FO mii -ir.i-ut"- Quantorenrang an, so d.ass K | ,r/ und
K' ? -rlt.

Skizzieren Sie eine zu K,1 bisimiiare Baumstruktur.

Gibt es eine endli,cäe Baumstruktur. weiche zv K,I bisimilar ist?

Aufgabe 6 12 Punkte

Betrachten Sie das Transitionssystem K' aus -A,ufgabe 5.

(a) Geben Sie frir jede der folgenden Formeln die Knoten an. an denen die Formel gilt:

( i )  p r ( r )  : :  Qr  A-g(Ery  AQy A3: (Eyz  A P:  A  r  :  z ) )
/ i i \  , ^ ^  . -  l - t P  n  / )  t  A A / \ / P  ^  n \
\ r t l  Y ' 2  / \  \ 3 /  / \  v v v \ /  i  \  v /

( i i i )  e3 : :  A(P U A(Q U (P n Q)))

(h)  Geben Sie Formeln in  FO und ML a.n wclche d ip Mcnse {b.  o}  def in ieren.  oder  beo," i inden\ " , /  r Y f !  o u ,  Y v u r L r a L  u r L  - v r u u S u  
L U )  y J  u g r r a l g r  E l r )  v u u r  u u ö :  u a r u u q

Sie, weshalb solche Formeln nicht existieren.

(c) Geben Sie eine CTL-Formel an, welche in einem beiiebigen tansitionssystem K mit Zustand
u ausdrückt, dass es keinen Pfad von u aus gibc. auf dem irgendwann P aber danach nie
mehr Q gilt. Geben Sie eine äquivaiente Formel in FO an. oder begründen Sie, weshalb eine
solche nicht existiert.

Aufgabe 7 8 punkte

Beweisen oder widerlegen Sie, dass folgende Formejn fur aJ]e n ) I Tautologien sind.

(u) (Xr --  ( .Xz -* (X3 --+'  (Xn-t  ' - - ,  Xn). . . )))  *  ((Xr n Xz A . . .  n X"-r)  - '  X,,)

(b) (vL.( xr - y)) - ((AL, x) - (AL, y,))



Aufgabe 8

Beweisen oder wideriegen Sie die Korrektheit der folgenden Schlussregeln:

Aufgabe 10

Wir betrachten folgende Aquivalenzstrukturen:

l ,g  + A, t l t  I , -d  =+ A,- l )
f , t p  +  A , $

f  +  A , p  l , t l t  +  A , g

|  + A,rl t

Aufgabe 9 10 Punkte

Welche der folgenden Kiassen von Strukturen sind FO-axiomatisierbar, welche sind endlich axio-
matisierbar? Begründen Sie Ihre Antwort und geben Sie gegebenenfalis ein (endliches) Axiomen-
system an.
ui^o,,oio -., /r) ",^t /. ). \Ä,-onÄon (io Äo1 Satz von Ehrenfeucht-Flaiss6 auf geeignere Bäume an.

(u) K" t :  {(A, o):  (-4,  o) ist  eine endl iche Gruppe}

/ L \  f .  . -  f  /  4  ^ \ .  /  4  o \  i . f  o i . o  r r n p n Ä l i e h o  G r r r n - p }
\ U /  / W ö  . -  1 \ d .  

" 1 .  
\ - t .  

v /  r r L  s f u e  u r r c l r u r t u t l c  \ : I r u P P c J

(r) K, ,: {(A, o) : (-4, o) ist eine Gruppe, die eine zu (R, *) isomorphe tTntergruppe enthält}

(d) rca,:  {(V.E):  (V.E) ist  ein gerichteter Graph. der keine unendl ichen Pfade enthält}

(e) Ein gerichteter Graph heißt unendlich uerzwe'igt. wenn jeder Knoten entweder keine oder
unendlich viele ausgehende Kanten hat. Zeigen Sie, dass die Klasse K" der unendlich ver-
zwei r ten oprichrcren Granhcn FO-:-- :^.-^*:- :^-r-^-  ̂ L^r nicht endl ich axiomatis ierbar ist .z v v 9 r " L a r f .  x g r r u r r r c u s r l  v l a } , u L r r  r  v - d d u l l l a L l J l c l u d l  .  d u c J

\ @ , /

1 L \

6 Punkte

B Punkte

rn i t  - 41  ; :  { ( n ,m)  :  n :  m}

m i t  - 42  : :  { ( x , y )  :  3 l ( r  -  y ) }  :  {@,ü  
' .  r  =  y  (mod  3 ) }

2ty : :  (N, -)

9J2 :: (2, -)

}Ls :: (Pn"(N), -) mit -4, F {(A. B) : l,al : lBl}
214:: (?n"(N)\i0), -,) mit -% :: {(/4, B) : max{a € A) : max{b € B}}

wobei Pn" (N) die Menge der endlichen Teilmengen von N bezeichnet. Geben Sie fiir jede dieser
Strukturen 2t einen Satz u1 € FO an, der sie von den übrigen drei Strukturen trennt. d.h.
21', I q und 213 ? -% tur j I i.

Aufgabe 11

(a) Formulieren Sie den Kompaktheitssacz der Prädikatenlogik.

10 Punkte

(b) Erläucern Sie, wie der Kompaktheitssatz aus dem Vollsiändigkeitssatz folgr.

(c) Eine Gruppe (G, o) hetßt torsionsfre'i, wenn gn I 16 ftr alle Elemente g I 15: und alle
n > 0 gi1t. Zeigen Sie mit l{ilfe des Kompaktheitssatzes, dass die Klasse der torsionsfreien
Gruppen FO-axiomatisierbar, aber nicht endlich axiomatisierbar ist.












