Formeltiefe: (1) d(y) = O fiir atomare Y. (2): d(—) =d(P)+1. 3):d(Po @) =1+ max(d(y),d(d)).

Eine Formel ¢ ist erfiillbar gdw. —¢ keine Tautologie ist.

Normalform: KNF u. DNF.

Menge Q C B von Bool. Fkt. ist Funktional vollstdndig, wenn sich daraus jede Bool. Fkt. f : B" — B(n > 1) def.
1aBt. f.v.: {A,V, =1 A, =1 {V, =} {—, =} {—, 0}, {A, @1}, {|}(NAND), nicht fv: {A,V, —}.

Hornformel: g in KNF, wobei V/ Yij hochstens ein positives Literal hat.

Horn-Formel mit Implikationen: (1):=X; V...V Xk VX =X A...A Xk — X.Firk=0als 1 — X. (2): =X; V
VX = X AL A X — 0. Markierungsalgorithmus: Wenn (1) nicht vorhanden, erf., indem alle X; mit O
bewertet. Wenn (2) nicht vorhanden, erf., indem man alle X; mit 1 bewertet. Sonst, markiere alle X;, die auf der
rechter Seite von 1 — Xj. Dann, falls irgendwo linke Seite komplett markiert, markiere auch die rechte. Abbruch,
falls in (2) ganze linke Seite markiert. Sonst: erfiillbar und liefert das kleinste Modell (alle markierten auf Eins
setzen!).

Semantische Folgerungsbeziehung:® = ¢(¢ folgt aus ®P) gdw. jede zu PU{¢p} passende Interpret., welche Mo-
dell von @ ist, auch Modell von ¢ ist. Wenn ® = {$}, schreibe: P = ¢.

Kompaktheitssatz der AL: Sei ® CAL, Y € AL: (i)® ist erfiillbar gdw. jede endliche Teilmenge von @ erfiillbar
ist. (ii) @ = W gdw. eine endliche Teilmenge ®y C @ exi., so dass Py = Y.

Zorn: Sei (A, <) eine nicht-leere partielle Ordnung in der jede Kette nach oben beschrénkt ist. Dann besitzt (A, <)
ein maximales Element.

Konig: Sei T ein endlich verzweigter Baum mit Wurzel w, in dem es beliebig lange endliche Wege gibt. Dann gibt
es auch einen unendlichen Weg in T, der bei der Wurzel w beginnt.

Klauselmenge: Eine Klausel ist eine endliche Mengen von Literalen. Mit [ bezeichnet man die leere Klausel. Ei-
ner Formel = A", \/En‘:1 Yij in KNF wird eine Klauselmenge zugeordnet. Def. Seien C,C;,C; Klauseln. C ist Re-
solvente von C; und C; genau dann, wenn es ein Literal Y gibt mitY €Cy,Y € C; undC = (C; —{Y }) U(Cy) —{Y }.
Resolutionslemma: Sei K eine Klauselmenge C;,C, € K und C Resolvente von C; und C;. Dann sind K und
K U{C} dquivalent.Resolutionssatz: Eine Klauselmenge K ist unerfiillbar genau dann, wenn [J € Res*(K).
Einheitsres. fir Horn-Formeln ist vollstidndig (alle giiltige Objekte konnen abgeleitet werden). Die leere Klausel
[0 und {X} sind auch Horn-Formel. Sequenzkalkul: See SK in Chapter 6.

Kapitel 2

nullstellige Realtion: Ry = 0(= 0),R; = {0} (= 1) nullstellige Funktion: f : {01} — A, f(OJ) : Konstante.

Der Graph einer n-stelligen Funktion f : A, — A ist die (n+1)-stellige Relation: G = {(a,b) € A™!: f(a) = b}
Eine Funktion f : A — B ist injektive, wenn alle a # b € A= f(a) # f(b). surjektiv, wenn jedes b € B auch ein
a € A gibt mit f(a) =b.

Méchtigkeit von Mengen: |A| = |B|, wenn A PIY B A heiBt abzihlbar, wenn es eine surjektive Funktion
f : N — A gibt. A ldsst sich dann als { f(n) : n € N} schreiben.

Lemma 2.1: Jede abzidhlbare Menge ist entweder endlich, oder gleichmichtig zu N. Satz 2.2: Keine Menge ist
gleichmichtig zu iher Potenzmenge.

Struktur(Universum, Relation, Funktionen), Signatur: T:= [JR"(T) UUF"(1) .

Substruktur/Erweiterung: die Signatur bleibt fest und das Universum veréndert sich, bei Redukt u. Expansion
ist es genau umgekehrt. Substrukturen miissen T-abgeschlossen sein. Zu jeder nicht leeren T-abgeschlossen Teil-
menge A C B gibt es genau eine Substruktur von B mit Trédger A (=induzierte Substruktur).

Homomorphismus: (1): Fiir jedes Rel.symbol R € R"(T) und alle &y, - - - ,an € A gilt: (ay,---,an) €R* = (1Y, ---,TAp) €
R®. (2): Fiir jedes Fkt.symbol f € F"(1) und alle aj,---,an € A gilt: if¥(ay,---,an) = f2(my, - --,TA,). Starke
~: (1): Fiir jedes Rel.symbol R € R"(1) und alle a € A" gilt: a € R* «—= 1a € R®. Einbettung: injektiver, starker
Hom.. Isomorphismus: bijektiver starker Hom.. (2 = 98). Automorphismus: Tt: 2 = 2L,

Kapitel 3

Sei T Signatur. Alph(T):= { Rel.- und Fkts.symbole in T; (feste, abzéhl. unendl.)VAR ={vg,vy,---}; =, 7, V,A,—
, 3, Y, (,)}. T- Terme:= T(1): (1)VAR C T(1). (2): Sind t,---,tq T-Terme, und f € F"(1), auch ft;,---,tyT-Term.
In Grundterm treten keine Var. auf. T- Formeln:=FO(1): (1) Sind t;,t; T-Terme, dann t; = t; T-Formel. (2) Sind
t,---tn Terme aus T (T) und P € T n-stelliges Rel.symbol, dann Pt;,-- -, t, T-Formel. (3) Wenn ) T-Formel, dann
auch —. (4). Wenn U, ¢, dann auch Yo ¢. (5). Wenn Y € FO(1), X € VAR. dann auch 3Ix, Vx € FO(T1).
Atome: Nur (1), (2). Literale: Atome u. deren Negation. Quant.freie Formeln: nur (1) bis (4).

Méchtigkeit: Wenn T abzihlbar, dann auch Alph(t). Dann Auch Alph(T)* und damit T (1), FO(T), aber unendlich




Eine T-Interp. ist Paar J = (2, [5), wobei [5: X — A Belegung von Var. durch Elemente von A. X = DeT(3) C VAR.
Ein Modell von  ist eine Interp. J, so dass Frei(y) C Def (B) und [|{[]? = 1. Schreibe (2, B) = Y oder A = W[B]
(P gilt in 2 unter Belegung ). Sei ® Menge von 1-Sitze. Modellkl. von ® (Mod®): alle T-Strukturen 2 mit
2 = @. Klasse X von T-Strukturen ist axiom.durch @, wenn K=Mod(®), P ist Ax.system fiir K.

Semantische Folgerungsbeziehung: ® C FO(T) eine Formelmenge, Y eine Formel. Y folgt @ (P = ) gdw. jede
zu ® U {P} passende Interp., welche Modell von @ ist, auch Modell von Y ist. ¢ = U,, erfiillbar, unerfiillbar,
allgemeingiilltig wie in AL. Logisch &quivalent: Y = ¢ , wenn @ = ¢ und ¢ = .

Substitutionslemma. Fiir jeden Term t € T (1), jede Formel Y € FO(T), jede Substitution p: VAR — T (1) und
jede zu t[p]bzw.[p] passende Interp. J gilt: (i):[|t[p|]]° = [[t[]”°P. ii: T = W[p] <= (Jop) = W

Reduzierte Formeln enthalten kein A, —, <, V. Formel in NNF, wenn aus Literalen nur mit Junkt.V, A und Quant.
3,V aufgebaut. Eine Formel ist termreduziert, wenn sie nur Atome der Form RX, fX =y und X =y enthdlt.

Y ist bereinigt, wenn keine Variable in Q) sowohl frei wie gebundenen auftritt, und wenn keine Variable mehr als
einmal quantifiziert wird.

Eine Formel ist in PNF, wenn sie bereinigt ist, und die From Q;Xy,---,QX;$ hat, wobei ¢ quatorenfrei ist und
Qi € {3,V}.

Satz Uber SK-NF. Zu jeder Formel Y € FO(0) lidsst sich eine Formal ¢ € FO(T) mit ¢ C T konstruieren, so dass
gilt: (i) ¢ = Vy; - - - Vysd’, wobei ¢’ quantorenfrei ist. (ii) Frei(y) = Frei(d); (iii): ¢ = W; (iv): Zu jedem Modell von
Y exist. eine Expansion, welche Modell von ¢ ist.

Auswertungsspiel: FO-Satz Y (in NNF) und dazu passende Struktur 2( defin. Auswertungsspiel MC(2(, ) zwi-
schen Ver. V und Fal. F.. Pos. des Spiels sind Paare (¢,[3), ¢: Unterformel u. : Bewertung. Fiir § = ¢(X) und
B:x—a (¢,B)=0¢(a).

Das Spiel beginnt bei der Position Y. Sei ¢ (&) die aktuelle Position, dann geht das Spiel weiter abhingig von der
Gestalt von ¢. f : ¢ Literal, Spiel beendet. V gewinnt, if 2 = §(&), else gewinnt F. £ :. An (9 V) ist V a. Zug,
kann entw. zu & or zu ) ziehen. £ : An 9 An zieht F entw. zu & or zu 1. f : An P. der Form 3x& (x, b) wihlt V ein
Element a € A u. zieht zu 9(a,b). § : An P. Vx8(x,b) wihltF. a € A u. zieht zu 9(a, b).

Satz 3.22 Fiir jeden FO-Satz | und jede dazu passende Struktur 2 gilt: 2 |= P genau dann, wenn die Verifiziererin
eine Gewinnstrategie fiir das Spiel MC(2(, ) von der Anfangsposition  hat.

Kapitel 4

Semantik der Modellbeziehung: [[(@)Q|]% := {v: VEa N [|W]] X # 0} @) [| [a]w[]X := {v: VE4 C [|W]]X}. Dabei
ist VEa := {w: (v,w) € E;} die Mene aller a-Nachfolger von v.

Satz 4.5: € ML, Y*(x) in FO?. Es gilt fiir alle X und alle Zustinde v von K: K,V = ) <= K = {*(v).Beweis:
R PX Bl W) B (Wod) o (W ()0 §T(X) fiiro € {AV, -] s (@)W Jy(E — axy A
wr(y)) b [aJwe Vy(Eaxy — Wr(y)).

Eine Formel Y eML ist erfillbar, wenn ein Tran.system % und ein Zustand v von X ex., so dass X,V = (. Sie
ist gultig, if K, v = Y fiir alle & und alle v. = @, if [|Q[] X = [|¢[]* fiir alle zu P u. ¢ passende Tr.systeme X.
Bisimulation Seien K = (V, (Ea)aca, (P)icr) und X' = (V’, (Ea)sens (Pi)ic)) TS. Eine Bisimulation zwischen X
und X ist eine Relation Z CV x V', so dass fiir alle (v,V') € Z gilt: (1) v € P, <=V € P/ fiiralle i € I. (2) Hin:
Fiir alle a € A,w € V mit v —— wex. ein W €V’ mit V' > w/ und es ist (W,w') € Z. Her: Fiirallea € AW €V’
mit V' —2 W ex. einw € V mit vV — w und es ist (W,W) € Z.

Def. K, u ~ K’ U, if a bisim. Z between X and X’ ex. with (u,u’) € Z.

Lemma 4.8. IT gewinnt das Bis.Spiel auf &, K’ von (u,u’) aus gdw K, u ~ X', u’.

n-Bisimularitat: ~p. Fiir n € N sind folgende zwei Aussagen dquivalent: (i) I gewinnt das n-Ziige-BS von (v,V’)
aus. (i1) &, U ~n X', U'.

Satz 4.9. Fiir alle Krip.Strukturen &, X’ mit Zustéinden v bzw. V' gilt: Wenn X ,u ~ X', U/, dann ist K, u ~p X', U
fiir alle n. Die Umkehrung gilt jedoch nicht: es gibt &,vund X’,V/, so dass &, U ~n X', U’, aber K ,u £ K’ ,u’
Modaltiefe:(1) md() =0 fiir al. Formel ¥ (2): md(—)) = md({)) (3): md(P o ¢) = max (md (), md(¢)) (4):
md((a)y) = md([a]y) = md(y) + 1.

Seien K und X’ zwei KSundv e K,V € K': (1): K,v=mL K,V if forall g € ML gilt: K,vE Y <= X',V E .
(2): K,v=py, K,V if forall € ML mit qd() < n gilt: K,vE P <= X',V = y.

Satz 4.12: Fiir KS X, X' undu € K,u’ € K’ gilt: (1): K, u~ KXK' .UV = K,u=uL X', V. 2): K,u~p X',V =
K.u=p K.

Satz 4.14 Seien K, X' endlich verzweigte TS. Dann ist X,u ~ X', u' < K,u =y X',V

43 Ein TS KX = (V, (Ea)aca, (Pi)icl) mit einem ausgezeichneten Knoten w ist ein Baum, wenn (1): EgNEp = 0 fiir



theorie.

® eine Menge von Formeln. (1) ® hat die Endliche-Modell-Eigenschaft (EME), wenn jede erfiillbare Formel
¢ € ® ein endliches Modell besitzt. (2) ® iiber TS. @ hat die Baummodell-Eigenschaft (BME), wenn jde erfiill-
bare Formel in @ ein Modell hat, welches ein Baum ist. (3) Analog: Endliche-Baummodell-Eigenschaft.
Abwicklung: Sei K = (VX (E4%)aca, (PiK)ig) eine Kripkestruktur und v € VX, Die Abwicklung von X von
v aus ist die Kripkestruktur T v = (VT, (Eg)aeA, (P{I)i@) mith:V7T = {V=vpapviaVa...Vm—18a,—1Vm: M €
Novo=v,vi e VK aj € A, (vi,Viy1) € Eacfiirallei <m}  f:EZ = {(v,w) e VL x V7T : W = vaw fiir ein w €
v Ay 1:P7 ={V=vpa9...vmeV7T :vn € Pigc}. Mit end (V) bezeichnen wir den letzten Knoten auf dem Pfad
V. Damit ist V € P7 <= end(V) € PX.

Lemma 4.18 Es gilt K,V ~ Tk v,V. Satz 4.10: ML hat die Baummodell-Eigenschaft.

Satz 4.21: Zu jeder erfuellbaren Formel Y € ML existiert eine endliche Baumstruktur 7, v mit Tiefe < md{ und
Verzeigungsgrad < |C()|, so dass 7,V |= . Insbesondere hat ML also die endliche BAummodell-Eigenschaft.
Lemma 4.22 Der Teilbaum 7 C 7 sei so konstrtuiert, dass folgende Bedingungen erfuellt sind. (1) Fuer jeden
Nachfolger w von v in 7”7 gilt 7/, w = S(w). (2) Fuer jede Formel der Form (a)¢$ € S(v) existiert im Baum 7’ ein
a-Nachfolger W a4 von V so dass 7', W a4 = ¢. Dann gilt 7%, W = S(V)

Satz 4.23 Es gibt einenAlgorithmus, wicher zu einem gegebenen endlichen Transitionssystem % und einer Formel
W € ML in Zeit O(||K|| - |@|) die Extension [|{|] X berechnet.

Satz 4.24 Das Erfuellbarkeitsproblem fuer ML ist entscheidbar

Das Erfuellbarkeitsproblem fuer ML ist entscheidbar.

4.5 CTL see HowTos.

Kapitel 5

FO-axiomatisierbar: Eine Struktur % heifit ~, wenn eine Satzmenge ® C FO(T) existiert, so dass X = Mod(®).Wenn
@ endlich fiir K ist, dann endlich axiomatisierbar. Beispiel: Nummer

Definierbarkeit(in einer Struktur): Sei Y(xy,--,%/) € FO(T) und 2 eine t-Struktur. Dann definiert Y in A die
r-stellige Relation Y® := {(a,---ar) : A = Y(ay,---,ar)} C A"

Def. Eine Realtion R C A" auf dem Univ. einer T-Struktur 2 ist (elem.) definierbar in 2, wenn R = ® fiir eine
Formel Y € FO(1). Eine Funktion f : A" — A heiBt elem. definierbar, wenn ihr Graph R elementar definierbar ist.
Beispiel:

Lemma 5.3: Das Hinzufiigen definierbarer Relationen/Funktionen zu einer Struktur bringt keinen Gewinn an Aus-
drucksstirke.

Das Isomorphilemma 5.4: Sei Tt: 2 — B ein Isomorphismus von T-Strukturen. Dann gilt fiir alle Y(X1, - -+, Xn) €
FO(T)und alle aj,---,an € A: A = Y(ay,---,an) B = Y(m®ay, - -, T@p). Sind A und B isomorphe T-Strukturen,
so gilt fiir alle T-Sétze P: A = P < B = Y. Axiom. Modellklassen sind immer isomorph-abgeschlossen: fiir jede
Klasse K = Mod () und alle Strukturen 2,8 gilt: A € K, A =B = B € K.

Lemma 5.5: Sei 1tein Automorphimus einer T-Struktur 2 und Y € FO(T). Dann ist Ttauch ein Isomorphismus der
expandierten Struktur (2, ).

Relationale Algebra: See HowTos.

5.4 Theorie u. elem. aq. Strukturen: Def. Eine Theorie ist eine erfiillbare Menge T C FO(T) von Sitzen, die
unter = abgeschlossen ist, d.h., es gilt firalle T-Sétze Y : T Y=Y eT.

Eine Theorie T ist vollstindig, wenn fiir jeden Satz Y € FO(T) entweder Jy € T oder -\ € T. Sei 2 eine T-
Struktur. Die Theorie von 2( ist Th(2() := {g : A = @}. Th() ist vollstandig. Die Theorie einer T-Modellklasse
K ist Th(K) = Ngeg Th(A). Wenn @ ein Axiomsystem fiir K ist, dann ist Th(K) = {{: ® = }.

Def.: Zwei 1-Strukturen 2(,B sind elementar dquivalent(2l = %), wenn Th(2l) = Th(®8). d.h. wenn fiir alle T-
Sitze Y gilt: A =P < B = .

Lemma 5.12: Eine Theorie ist vollstindig gdw. alle ihrer Modelle elem. dqu. sind.

Def. Quantorenrang qr(y): die maximale Schachtelungstiefe von Quantoren in der gegebenen Formel.

Def.: zwei T-Strukturen 2,8 sind m-aquivalent( =, 9B), wenn fiir alle Sitze P mit gqr(P) < m gilt: A = Y <
B = . Seien 2, B T-Strukturen, und & = ap,---,ar, b = by,---, by Tupel von Elementen aus 2 bzw. 8. Dann ist
(2,a) = (B,b), wenn fiir alle T-Tupel Y(x1,---, %) gilt: A = P(a) gdw. B = P(b). Analog (A,a) =m (B, b).
5.5: EF-Spiele

Def.: Loc(2,B) : lokaler Isomorphismus. Spiel: nach m Ziigen: aj,---,am € 2 und by,---, by € B. Die Dupl.
gewinnt die Partie, wenn die Menge {(a;,b;),---,(am,bm)} ein lokaler Isom. von 2 nach B ist. Andernfalls hat



Satz von E.F. 5.16: Sei T endlich u. relational, 2L, ‘B T-Strukturen. (1) Folgende Aussagen sind dquivalent: (1)21 =B
(i) Die Dupl. gewinnt das EF-Spiel G(2(,5). (2) Fiir alle m € N sind die folgenden Aussagen #q.: ()24 =mn B (ii)
Die Dupl. gewinnt das EF-Spiel Gm(21,8).

Satz 5.17: Seien 2, B T-Strukturen, d=ay,---,ar € A,b=Dby,---, by € B. Wenn es eine Formel (X) mit gqr(y) =m
gibt, so daB A = P(b) und B |= —Y(b), dann hat der Herausf. eine GS fiir Gm(2, a,B,b). (1): Die Dupl. gewinnt
G(2,B) = A =*B. (2): Die Dupl. gewinnt Gy(2A,B) = A = B.

Kapitel 6

Sequenzkalkil: Mit ¢ € FO(T) oder ' C FO(T) sind immer Sitze gemeint.

Def. Eine Sequenz ist eine Ausdruk ' = A. Sie heif3t korrekt, wenn jedes Model von I" auch ein Modell mindestens
einer Formel aus [ ist. Wenn ' =- A nicht giiltig ist, dann ex. eine J, in der alle Formel an [ wahr u. an A falsh
sind. J falsifiziert ' = A. Def. Die Menge der ableitbaren Sequenzen von SK sind induktiv durch die Axiome und
SchluBregeln definierte Sequenzmenge, d.h. die kleinste Menge, wiche die Axiome umfaf3t und mit jede Instanz
der oberen zeile einer SChlussregel auch die entsprechende Instanz der unteren Zeile enthilt.

Korrektheit: Es konnen nur giiltige Objekte abgeleitet werden. Vollstandigkeit: Es konnen alle giitligen Objekte
abgeleitet werden.

Sei @ C AL. Y ist ableitbar aus der Hypothesenmenge ®(® - ), wenn eine endliche Teilmenge I von @ ex.,
so dass ' = U in SK ableitbar ist. Insbesondere ist  aus der leeren Hypothesenmenge ableitbar (- ), wenn die
Sequenz 0 = Y in SK ableitbar werden.

Die Axiome sind von Form I, ) = A, . Schlussregel: die von AL plus +,=,S,3,V. Schluregel des SK: See How-
Tos.

Def. Sei ® C FO(0) eine Menge von Sitzen. Ein Satz () ist ableitbar aus dem Axiomsystem ®(®P + ), wenn fiir
eine endliche Teilmenge [ von @ ex., so dass die Sequenz [ = ) im SK ableitbar ist. Eine Sequenz [ = A ist
ableitbar aus ®, wenn es eine ableitbare Sequenz [, = A gilt mit " C ®.

Satzmenge ® heilt inkonsistent, wenn jeder Satz ableitbar ist. Ink. Menge sind unerfiillbar. Sonst hei3t ® konsi-
stent. @ ist konsistent < jede endliche Teilmenge von ® konsistent ist.

Satz 6.4 (VS-Satz fur SK): Fiir jede Satzmenge ® C FO(0) und jeden Satz P € FO(0) gilt: (i) P =Y < P H Y
(i) P erfiillbar < ® konsistent.

Satz 6.12 LS-Satz: Jeder erfiillbare, abzdhlbare Satzmenge hat ein abzdhlbares Modell.

Satz 6.13:KP-Satz der FO: Fiir jede Menge ® C FO(T) und jedes Y € FO(T) (i)® = W gdw. eine endliche Teil-
menge Py C D ex., so daB Py = . (ii) P ist erfiillbar < jede endliche Teilmenge von @ ist erfiillbar. Beweis: Aus
der Definition der Ableitungsbezichung folgen die entsprechenden systaktischen Aussagen unmittelbar: (I))® -
gdw. @ F Y fiir eine endliche Teilmenge P C ®. (ii) @ ist konsistent gdw. jede endliche Teilmenge von ® konsi-
stent. Da nach VS-Satz eine Formelmenge erfiillbar ist gdw. sie konsitent ist, und die Folgerungsbeziehung |= mit
der Ableitungsbeziehung - zusammentfillt, ergeben sich die semantische Aussagen des KP-Satzes.

Satz 6.14: Die Klasse der Korper der Charak. 0 ist nicht endlich axiom.

Satz 6.15: Sei @ C FO(T) eine Satzmenge mit beliebig groBen endlichen Modellen. Dann hat ® auch ein unendli-
ches Modell.

Korollar 6.16: Die Klasse aller endlichen T-Strukturen ist nicht FO-axiom.21730 Graedel, 21715 Dietmar

Satz 6.18. 1-Satz von L-S: ® besitzt ein unendliches Modell. Dann gibt es zu jeder Menge M ein Model © = ®
tiber einen Universum D, welches mindestens so méichtig wie M ist.

Lemma 6.19 {9 : 2 = B} ist die kleinste ax. Modellklasse, die 2 enthlt.

Lemma 6.20: Sei 2 eine unendliche Struktur. Dann gibt es eine Struktur 8 mit 2 = B, aber 2 2 B. Insbesonder
ist die Isomorphisklasse {2( : 2l = B} von 2 nicht FO-axiom..

Satz 6.21: 3 ein abzédhlbares Nichtstandardmodell der Arithmetik. Satz 6.22: Das PCP ist unendscheidbar. Satz
6.23 Church, Turing: Das Giiltigkeitsproblem (damit auch das Erfiillbarkeitsproblem) der FO ist unendscheidbar.
Beispiele und HowTos

FO-axiom. Klassen

(1): Die K1. der Aquivalenzstruktur mit genau drei equ. klassen:

deq := VXEXX A VXVY(EXy — EyX) AVXVYVzZ(Exy AEyz — EXz)

¢ := Ix3Iy3Fz(-Exy A —~Exz A—Eyz) AVu(IxuVv Iyuv Izu) ¢ =deq A G

(2): Die KI. der transitiven ungerichteten Graphen, die nicht zshg. sind.

YX-Exx AVXVY(Exy — Eyx) AVXVYY(Exy AEyzZ Ay # 7 — Exz) A 3x3y(X #y — —Exy)

(3): Die KI. der ungerichteten, unedlichen Graphen: unendl. axiom. aber nicht endl.



(4): Die KI. der ungerichteten, zykelfreien Graphen: unendl. axiom.:
Ograpn A {ddye 1 N € N,n > 2 mitdye := IXg - Fn( Ay <jcn EXiXis 1 AEXnX))
(5): K :={(A, f) | fistinjektiv, aber nicht surjektiv} VXVy(fx = fy — x =y) A IxVxvy(fy # X)
6):% :={(A,f) € K1 | Aendlich} %> =0 ®, = {0}, &; ist endl. axiom.
(7): Ke:={(A, )| {f"(a@) | n e N} |<753fiirallea € A}
g := {Va\/[>3 \/175:31 fi(a) = fi(a)} ist ein endliches Axiomsystem fiir g
(8): Die KI. aller Gruppen (G, 0,€,”!): ®gruppe = {VXVyVz(X0 (yoz) = (X02) 02),VX(Xx0€ =X),VX(Xxox ! =€)}
(9): T eine Signatur, n € N, Kge die Klasse der T-Strukturen mit min. n Elementen. X>n(n > 2) ist axiom. durch
b>n: I I Aj<icjnXi # X
(10): Klasse % aller unendlichen T-Strukturen: ®o = {¢p> : n € N}.
(11): Die Klasse der Korper mit Char. p: Werper A Xp-
(12): Die Kl. der ACF: ®acr = {Qkorper fU{Gn:n>1}
(13): (A, <), diskret: Vx(-y(x <y)VIy(x <yA—-Tz(x <zAz<Yy))) und Vx(=Ty(y < x) VIy(y < xA-3(z <
XAY <2)))
(14): L.O., in denen iiber u. unter jedem Element unendliche viele Elemente haben. (fiir jedes Element gibt es ein
groBeres Element, d.h. jedes Element e hat unendlich viele d’s mitd > e)
D)o = {"XX < XXVY(X <YVX=YVY <X),IXIWYWZ(X <YAYy<Z—X<Z)}.
® =D o U{WVxIy(x <y),¥x3y(y < x)} = endl. axiom..
(15) L.O., deren Intevall alle nicht dicht sind.
D =@ o U{WXVWYFuIv(Xx <y > X <<V<YyA-TZ(U<ZAZ<V))}.
(16) Die Kl. &g aller Strukturen, welche zu (Z, +, -) elem. dq. sind.
Th(Z,+,-):={0 € FO: (Z,+,-) E ¢}
Strukturen
(1)Mengen: Sei T = 0. Die 0-Struktur mit Universum A ist einfach A.
(2)Graphen: keine Schlingen; Symmetrie. (3) Eine lineare Ordnung ist dicht, wenn zu zwei beliebigen Elementen
a < b immer ein ¢ exists mit a < ¢ < b. Eine Wohlordnung ist eine lineare Ordnung (A, <) ohne unendliche ab-
steigende Ketten: Es gibt keine unendlihce Folge ag,a;,a —2,--- in A so dass aj+; < & fiir alle i € N. (N, <) ist
eine Wohlordnung wihrend (Z,y) oder (Q™, <) keine sind.
(5): Garaph bipartit gdw. es enthélt keinen Zyklus ungerader Linge.
Homomorphismus & Automorphismus
Um Lemma 5.5 anzuwenden, mull man zuerst einen Automorphismus finden. Hier ein paar Tricks:
(1): Fiir (N,-): f: N — N;22.30.¢—2P.32.¢;:0— Omita,b,c e N,a,b>0,2t,3 |t.
(2): Fir (Z,<): f:Z —Z;z—z+1.
(3): Fir (Q,-): f:Q— Q;q—q/2.
4): Fir (Q,+): f:Q—Q:q—1/q.
(5): Fir <in(Q,+) : q— —q.
f

(6): Fiir (Q,-) 2 (Z[X],+): Jedes a € Q" kann auf eindeutige Weise als Produkt a = pg’ - pZ' - - - pan mit pj ist die
i-te Primzahl und zj € Z. Setze f(a) = 2o +z;X +2%X? - - - + Zx™ € Z[X].

(7)Zur Begriindung:2l iR B, f ist keine Einbettung: 2 kann nicht isomorph sein zu eine Substruktur von 8.

(8) Jede abzihlbare, dichte, lineare Ord. ohne Endpunkte ist isomorph zu (Q, <)

9) A:= (N, <), B = (P(N),Q) f:A—B,a— (0,...,a—1) ist sogar ein starker Homomorphis-
mus.

FO-Axiomatisierbar: HowTo

1. Fiir endliche axiomatisierbare Klassen: Axiomsystem angeben! Vgl. Beispiele.

2: Dann miissen wir zwischen Fille unterscheiden:Fall 1: nicht FO-axiom.: (i): alle endlichen Klassen ~» KP-Satz
zeige mit® U {P>n,n € N}.

(ii): alle abzédhlbaren Klassen ~~ Lowenheim-Skolem: (N, +) ist abzdhlbar!

(iii): alle iieberabzdhlbaren Klassen ~» Satz 6.12. Angenommen ist @ ein Modell, dann hat ® ein abzihlbares
Modell. Widerspruch!

(iv): Satz von E-F: Wichtige Methode, um zu zeigen, dass eine MK % nicht elementar definierbar ist. Wenn es
gelingt, Strukturen 2 € K und B ¢ X zu finden, so dass Dupl. das Spiel G(2,B) gewinnt, dann folgt, dass kein
FO-Satz 2 und B unterscheiden kann, damit auch kein FO-Satz K axiomatisiert. Eine Stirkere Variante der EF-



die Dupl. das Spiel Gy(%U,B) gewinnt. Annahme: X elem. axiom. = Widerspruch: Sei m = qr({)). Nach dem Satz
von EF ist Ay = Bm. Also Ay = W gdw. By = W. Das ist unmdglich, da Ay € K und By, ¢ K. Eigenschaften,
welche Rekursion (oder unbeschrinkte Iteration) erfordern sind i.A. nicht FO-defnierbar.

Fall 2: FO-axiom., aber nicht endlich: Axiomsystem angeben u. dann zeigen, dass das System nicht endlich ist.
(i): Mit KP-Satz. S. oben. (ii):Konstruiere zwei Strukturen 2,8 mit 2 € X,B ¢ K, aber A =, B Nach KP-Satz
gilt 2 = B, also unmoglich.

Beispiele (a): K3 := {(A, f) | Aiiberabéhlbar}

X nicht axiom., weil jeder erfiillbare abzélbare Satzmenge auch ein abz. Modell hat.

(b): Ka:={(A, f) | (A, f)=(N,s)}, wobeis(n) :=n—+1

%4 nicht ax., da unedliche Struktur nur fiir endliches Isomophie axiom. ist.

(¢): Ks := {(A, f) | f~1(a)ist unendlich fiir eina € A}

® = {WUn,n € N}, Wn:=3y1,---3yn AL F(Vi) =a@Ai<icj<n¥i # Yj Aber nicht endl. axiom.

(d): Die KI. der Korper mit Char. 0: ® = {@erper } U{—Xp : pPrimzahl}

CTL-HowTo

ALLEGEMEINES:

*EXP:= oY *FW:= (1UY): irgendwan git Y (auf dem Pfad)
KAX Y = Y * Gy := —-F— : Es gilt immer | (auf dem Pfad).
SPEZIELLES:

Kein Nachfolger = AX0 =110

jder erreichbare Zustand, auf allen Pfaden, an jedem Zustand = AG
Ein Zustand mit Q ist erreichbar = EFQ

Es gibt einen direkten Nachfolger = EX1

Ein Zustand P gilt immer vor Q = PUQ

Wenn am direkten Nachfolger Q gilt, dann am aktuellen Zustand P = AG(EXQ — P)
hochstens ein Zustand vorkommt, an dem P gilt = (P — AG—P)
An der Nachfolgeposition gilt immer P = AXP

Es gibt einen P Nachfolger = EXP

Alle Pfade der Linge 4 = AXAXAXAXQ = D0OUQ

P gilt dreimal direkt hintereinder = P AEX(P AEXP)

Regeln des Sequenzkalkiils

(—=>)F=AY|(M-Ww=T (=,~) M W=A|l =AY

(V=) Mw=A T I9=AlYVvd=A (=V)F=A03|F=A0VvD
(A=)F0,9 = AN WAS = A (==NF=00 T=A3|I=A0VS
(==)F=A¢ II=AMY—-3=A (=—=)MY=A3|l=APp—I

Folgende sind SK nur fiir FO:

(=)MNt=t=T|lr=A

(S =T W(t) = Al L=t y(t) = A (=S = B, M =t = A, Y(t)

(3,=)F,w(c) =TI, 3IxP(x) = A (Wenn ¢ in I, A und Y(X) nicht vorkommt)

(=3I = AP ||l = A, IxP(x)

(V=) Q(t) = A, YXP(x) = A (=Y =A0W¥(C)||lr = A,Vxp(x) Wenn cin ', Aund P(X) nicht
vorkommt.

RA <— FO

Lemma 5.6 RA — FO (1) Fiir Rj € T, setze YR, (X) := RX1 -+ -Xr. (2) Yrus(X) := Yr(X) V Ys(X) und Pr-s(X) :=
WR(X) A=Ws(X). (3) WRrxs(X) := WRx,,...x) AWS(Xr+1; - -+, Xr+s). (4) Fiir S:=1g, _ i setze Ps(X1, - .-, Xs) := 3y1 -+ - Iyr (WR(Y:
/\?ZIX]' =YVi;) (5) Fir S = 0i—j(R) setze Ps(X) := Yr(X) AXi = Xj.

Schema: (i) Anzahl der Variablen markieren. (ii) Der Index von Ttsind Varialblen im Def., z.B. T 2 5 = Y(X1, X2, Xs).
(iii) Die iibrigen Var. benutzt man in 3. (iv) Alle Gleichung von @ wird in der Klammern ausgedriickt. (v) Die An-
zahl der Variablen reduzieren. (vi) Sonsiges: (v.a) Univ = AX;, gilt immer als wahr. (v.b) wenn 0j—j vor dem
reguldren RA-Formel, bedeutet: Xj = XjA fiir xj,Xj € Def.. (v.c) U = A (v.d) Wenn zwei Teilformel mit | J verbun-
den sind, die mit grosseren Anzahl von Variablen zuerst umformen. die mit der kleineren mit anderen Variablen
umformen. Dann steht die Indexnummer von der kleineren die Indexnummern von der Definitionsvar..

Satz 5.9 FO = RA (1) ¢ ein Autom der Form X; = X; ist, dann setze R m := 0ijUniv™. (2) Ein Atom ¢ :=
RXyi, - - - Xi—s wird gesetzt zu der Formel:Rg m:= T mOmy1=i, - - Omyps=is(Univ™ x R). (3) Fiir § = =9 ist Ry m:=



IXmy19(X1,.. ., Xm+ 1) setzen wir Ry m := T4 mRg me1 (5ii) fiir ¢ = Ixd(Xq,...,Xm) mit i < m setzen wir:
Ro.m:=Tu, __i-1,mt1,i+1,..mRe.m1

AL-Formel in Richtung Rechneraritmetik

Wichtig: a B := (a A—=B) V (-a AB) a—pB:=00—=pAB—a)

Damit erhalten wir: Xj AYj <= X, Vi miissen gleichzeitig 1 sein, um 1 zu bekommen; —Xj A —Y;j : Xj,Yy; miissen beide
0, um 1 zu bekommen.

Wenn es um Addition geht, ist die folgende Formel wichtig: add(0,V,W) := A, W; < ((Uj DV;) Bearry;) AWnpi1 <
carrynyy o carry; == Vj<i((Uj AV) A Ajckei (U V Vi)

Etwas zu XOR: X;{ & Xy & ...4 Xy = 1 if die Anzahl von X; mit Wert 1 ungerade ist, sonst 0.

5X = X 44X, wobei 4 = 22, d.h. 4X = X << 2(Shifting)

Rechenregel

F:WA(OVE) = (WAD)V(PAD) LWV (OAD)=(WVE)A(PAD)

Y —o=-p— -0 g VXY =3Iy it =b=t1#b

WA (WV) =PV (PAD) =P Absorption: WICHTIG!H!

g 3X(PVo)=IxPVIxd 0:VX(WAP) = VXY A VXD g Iy = VX VXY =
XY g Ix3AyP = dyIxP 0 VXYYW = Vyvxuy.

Falls X nicht frei in Q: xP Vv Ix¢ = (P V §) *WAIXO = X(WAP) * PV VXd = Vx(PV
0) K WAYX = VX(WAD)

HowTo: GS von den Knoten eines Graphes bestimmen:

Induktiver Aufbau der Gewinnmenge Wy und wy: (1) Alle Knoten, die keinen Nachfolger haben, ordnen wir zu w;
zu, wenn Spieler 1 — i am Zug, aber nicht ziehen kann.

(2) Jetzt der Reihe nach die Vorgingerknoten tieberpriifen: Fiir ein Knoten v, an dem Spieler 1 am Zug ist, und an
dessen Nachfolgerknoten(P1!) hat jeweils Spieler ji,... j, eine GS, if i = J;, dann gehort Knoten v zu Gewinnmen-
ge i, sonst zu GM 1 - 1. (3) Wiederholde (2) bis zur Wurzel.

HowTo: Auswertungsspiel:

(1) Formel Y in NNF {iiberfiihren (— eliminieren). (2) Y in geeignete Unterformeln mit geeignete Varialblen zer-
legen: Formel ohne Quantor geeignet konstruieren, Formel mit Quantor immer eine einstellige Formel. (3) Aus-
wertungsspiel nach Regeln beginnen. Zum Schluss miissen die Blétter nach Relation u./o. Funktion ausgewertet
werden: jeweils mit 1/ und x markieren. (4) Eine GS kann vom Graph dann abgelesen werden. Entscheidbarkeit
Das Erfuellbarkeitsproblem fuer ML ist entscheidbar. = Satz 4.21

Das Erfuellbarkeitsproblem fuer FO ist unentscheidbar = Satz 6.23

Das Auswertungsproblem (damit auch das Model Cheking Problem) for ML ist effizient loesbar = Satz 4.23.
Das Auswertungsproblem fuer FO auf endlichen Strukturen ist unentscheidbar.

FO-Axiom.-Beispielloesung

(a): Die Klasse aller Strukturen, welche (Q,+) isomorph sind, ist nicht FO-axiom., da jede Formelmenge ® mit
(Q,+) = ® laut Satz von LS auch ein ueberabzaehlbares Modell hat, welches nicht isomorph zu (Q), 4 sein kann.
(b): Graphen mit einem Hamiltonkreis ist nicht FO-Axiom., Gaebe es ein solches Axiomsystem @, so waere die
Erweiterung zu @ := ®U{d>p : n > 1} auch erfuellbar. Dies fuehrt zum Widerspruch, da ein Hamiltongraph
endlich sind.

(c): Wir erhalten ein Axiomensystem fuer die Klasse der Strukturen (A, f), in denen die Formel ¢ (x,y) := Jz(fxz =
y) eine lineare Ordnung definerit, indem wir im Axiomensystem ®_ die Relation | durch die folgende Formel ¢
ersetzen: @ := {VX— (X, X), VXYYVZ(D(X,¥) Ad(Y,2) — (X, 2)), IXHY(P(X,Y) VO (Y, X) AX=Y)}.

(e): Die Klasse aller Substrukturen von (R, <) ist nicht axiom., da nach dem aufsteigenden Satz von LS jede For-
melmenge, die (R, <) erfuellt, auch Modelle der Maechtigkeit |P(R)| > |R|hat, welche nicht Substruktur von
(R, <) sein koennen.

(f): Die Klasse der Graphen, welche einen Zyklus enthalten, ist nicht FO-axiom.. Angenommen, es gaebe dafuer
ein Axiomsystem ®. Sei, fuer n > 1, ¢ :=3... Xn( F:_II ExiXi+1 A EXnXp ). Laut KP-Satz waere dann die Formel-
menge P A {—p: n > 1} erfuellbar, ein Modell davon wuerde aber keine Zykel enthalten.

(2): Die Klasse der ungerichteten Graphen, in denen alle Knoten ungeraden Grad haben. KP-Satz: ¢p(X) x hat
Grad n. IT gewinnt Gy (2, Bm). Ein Graph erfuellt die Bedingung, das andere nicht. Es ist nicht endl. ax.. Nach
Kompaktheitssatz: ¢n(X) :—x hat Grad n. ® axiom. K, := P U{Vx—=dn(X),n ungerade. Jede Teilmenge zu I ist
erfuellbar, also auch 9 selbst.

(h): Die Klasse der ungerichteten Graphen, so dass zu je zwei Konten x und y ein zykel existeirt, welcher beide



Nicht FO-axiom.. Angenommen, es exi ein @, welches deise Klasse axiomatisiert. Dazu definieren wir die Formel-
menge W :=dU {d)gyc :n € N,n> 2}, welche zusaetzlich sagt, dass es fuer jedes n € N keinen Zykel dieser Laenge
gibt. Sei nun Wy C W eine endliche Menge von W, also W C ®U {¢(3.:yc, . .,¢g‘yc} fuer ein m. Dies ist natuerlich
erfuellbar, indem man nur den gerichteten Zykel betrachtet mit m+ 1 Elementen. nach KP-Satz folgt nun, dass uch
W erfuellbar ist. Sei 2l Modell von W und somit auch von auch Phi, aber muss A muss zykelfrei sein. Widerspruch.
(g): Die Theorie linearen Ordnung, in denen jedes Intervall endlich ist. Annahme ® axiom. diese Theorie.
O =dU{WPn(c,d):€ N}, Wnp(c,d) = 3x; - - - In(C < X AAj Xi < Xj+1 AXp < d). Jede endliche Teilmenge von O ist
erfuellbar, also ist © selbst erfuellbar. Widerspruch! Beweis der einfachen Richtungen von FO-KP-Satz: (i):<:
Angenommen es existiert eine endliche Teilmenge ®y C ® mit Py = Y. Sei nun A ein Model von @, dann gilt
insbesondere, dass A auch ein Modell von ®( sein muss. Wegen @ = muss A = P gelten. Somit folgt insgesamt
® |= . (ii) =: Sei A ein Modell von @, d.h., fuer alle @ € ® gilt: A |= @. somit gilt naturelich auch A |= ®¢ fuer
eine beliebige Teilmenge @y von ®. Somit ist eine beliebige Teilmenge auch erfuellbar.Widerspruch!
Homomorphismus-Beispiele: Gegeben seien folgende Strukturen: A := ({0,1}*, fA) mit f(u,v) := uv. B :=
(N, fB) mit f(u,v) :=u+vC:= (N, f) mit f(u,v) := u-v. Geben Sie fuer jeds Paar von Strukturen einen Homo-
morphismus zwischen diesen an.

tA—B:h:uw—|u| h1B—Cg:n—2" 1A—C f:=goh 1B—Af:n— 0y IC—
B: f:n—0 niC — A: f3:n~— A(das leere Wort)



