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1. Ubung Mathematische Logik
Abgabe: Dienstag, den 24.10.2000 zu Beginn der Vorlesung am AH V oder bis 14 Uhr am Lehrstuhl
Ubungstermin: Freitag, den 27.10.2000 in den Ubungsgruppen

Aufgabe 1: 7 Punkte

(a) Gegeben sei eine Interpretation J, so dass J(X1) = 1,3(X3) = 1,3(X3) = 1 und J(X4) = 0. Geben
Sie fiir jede der folgenden Formeln ihren Wahrheitswert unter der Interpretation J an. Begriinden
Sie Thre Antwort.

(i) ¢1 = =((=(Xs = (X1 A=X3))) ¢ (X2 = (X3 A =(Xg V X7))))
(ii) @2 :=(=((X2 A (X3V Xy)) & (X5 = (X530 Xy))) = (XA (Xy = (XoAXD))))
(iii) 3 = ~(Xo A (= X5 V (X1 A X3 = X2))) = (X2 V (= X4 — (X1 A=X1) & (X2 A X3))))
(b) Zeigen Sie:
(i) [ Aol =[] - [o]
(ii) [V ol = [W]° + el - [¥]7 - [’
(iii) [ = o] = 1= [$]7 + [¥]° - [#]°
(i) [ = 9]’ =1 =[]’ <[e]’

Aufgabe 2: 4 Punkte

Aussagenlogische Formeln in Negations-Normalform (NNF) sind induktiv wie folgt definiert:
e Aussagenvariabeln und negierte Aussagenvariabeln sind NNF-Formeln.
e Mit ¢ und ¢ sind auch (¢ A ) und (¢ V ¢) NNF-Formeln.

Geben Sie einen Algorithmus an, der jede aussagenlogische Formel in eine dquivalente NNF-Formel trans-
formiert. Schétzen Sie die Laufzeit des Algorithmus sowie die Linge der resultierenden Formel ab.

Aufgabe 3: 4 Punkte

Sei F'(n) die Anzahl nicht-dquivalenter aussagenlogischer Formeln ¢ mit 7(¢0) C {X1,..., X, }.
(a) Berechnen Sie F(0), F(1), F(2).
(b) Berechnen Sie F'(n) fiir beliebige n.
Hinweis: Betrachten Sie Formeln der Form (X411 A1 (X1,..., Xn)) V(o X1 Apa(X1, ..., Xp)).

Aufgabe 4: 7 Punkte

(a) Welche der folgenden Formeln sind Tautologien:

(i) (Y =) = (mp = )



(i) 0 =
(iii) (Y = @) = (p = ¥)
(iv) (W A—Y) =1
(v) (Y = ) = ¢
(b) Fiir Formeln ¢ (X) und ¢ sei ¥ (p) die Formel, welche man erhélt, wenn man in ¢ alle Vorkommen

von X durch ¢ ersetzt. Zeigen Sie, dass die Formeln (1) — %(y(1)) und ¥ (X) — ¢ ((1))
Tautologien sind.

(c) Zeigen Sie: Ist ¢(X) — ¢ eine Tautologie und X ¢ 7(¢p), so ist fiir beliebige ¥ die Formel ¢)(9) — ¢
ebenfalls eine Tautologie.

Aufgabe 5: 6 Punkte

Sei ¢ — ¢ eine aussagenlogische Tautologie. Wir nennen ¢ einen Interpolanten fiir v» — ¢, wenn ¢ — ¢
und ¥ — ¢ Tautologien sind und 7(9) C 7(¢0) N7 ().

(a) Zeigen Sie, dass ¥(¢(1,Y),Y") ein Interpolant fiir ¢(X,Y) — (Y, Z) ist.

(b) Zeigen Sie per Induktion iiber die Anzahl der Aussagenvariablen, die in ¢ aber nicht in ¢ vorkom-
men, dass zu jeder Tautologie 1) — ¢ ein Interpolant existiert (aussagenlogisches Interpolations-
theorem).
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2. Ubung Mathematische Logik
Abgabe: Dienstag, den 7.11.2000 zu Beginn der Vorlesung am A}[ V oder bis 14 Uhr am Lehrstuhl
Ubungstermin: Freitag, den 10.11.2000 in den Ubungsgruppen

Aufgabe 1: 8 Punkte

Eine besonders fiir algorithmische Fragen sehr geeignete Prisentation aussagenlogischer Formeln ist die
Darstellung als Syntaxb&dume. Der Syntaxbaum 7, einer aussagenlogischen Formel ¢ ist induktiv definiert
wie folgt:

e Ist ¢ eine atomare Formel, so besteht T, aus einem mit ¢ beschrifteten Blatt.
o Ist ¢ := -1, so besteht T, aus einer mit — beschrifteten Wurzel, mit T als Unterbaum.

o Ist p := @16ps, mit 8 € {A,V,—} und @1, p> Formeln, so ist T, definiert als Baum mit einer mit
0 beschrifteten Wurzel mit T, als linkem und T, als rechten Unterbaum.

(a) Konstruieren Sie die Syntaxbdume folgender Formeln:

(i) p1 = =(((X1 A X2) V=X3) A ((=(X1 V X3)) A =Xy V X))
(i) o2 := (X1 VX2) A (~X1 A X)) A (X1 AXo) V(X1 AX3))

(b) Geben Sie einen Algorithmus zur Auswertung aussagenlogischer Formeln an. Der Algorithmus soll
als Eingabe den Syntaxbaum einer Formel sowie eine Interpretation der Variablen erhalten. Die
Interpretation J ist als Liste von Paaren (X, J(X)) gegeben, wobei X eine Variable und J(X) die
Interpretation der Variablen in J sein soll. Der Algorithmus soll so implementiert werden, daf
er mit einem Zeiger in den Baum, einem Zeiger in die Liste sowie einer Bit-Variablen auskommt.
(Komplexitiitstheoretisch bedeutet dies, dafl er Algorithmus mit logarithmisch beschréinktem Platz
auskommen muf.)

(c) Demonstrieren Sie die Arbeitsweise Ihres Algorithmus an den Formeln aus Teil a) unter der Inter-
pretation J mit J(X1) = 1,T3(X5) = I3(X3) = 0.

(d) Schitzen Sie die Laufzeit Thres Algorithmus in Abhiingigkeit zur Eingabegrofie ab.
Aufgabe 2: 6 Punkte

(a) Sei ® :={p; : i € N} eine unendliche Menge aussagenlogischer Formeln mit der Eigenschaft, daf3
es fiir jede Interpretation J ein n € N gibt, mit [¢,]° = 1. Weiterhin sei fiir alle i sowohl ¢; als
auch —p; erfiillbar. Zeigen Sie:

(i) @ ist nicht notwendigerweise erfiillbar.

(ii)) =® = {—yp; : i € N} ist unerfiillbar.

i11) Es gibt ein k € N, so dass I?: p; eine Tautologie ist.
=0

Hinweis: Fiihren Sie den Beweis mit Hilfe des Kompaktheitssatzes sowie des Teils b).

(b) Beweisen Sie die erste Aussage des Kompaktheitssatzes unter Verwendung des zweiten Teils des
Satzes. Insbesondere heisst dies, dass Sie nicht den direkten Beweis aus der Vorlesung reproduzie-
ren sollen!



5 Punkte

Aufgabe 3:
Die Relation = ¢ — ¢ kann folgendermafien als (partielle) Ordungsrelation aufgefafit werden: Es gilt
¢ < 9 genau dann, wenn |= ¢ — 9, aber £ ¢ — ¢.

(1) Zeigen Sie, daf} die so definierte Ordnung dicht ist, d.h. daf zu je zwei Formeln ¢ < v eine Formel

o existiert, so dass p < o < .
(i) Zeigen Sie, dafl eine unendliche aufsteigende Kette p1 < ¢o < 3 < ... existiert.
(i4i) Zeigen Sie, daf} es fiir je zwei bzgl. < unvergleichbarer Formeln ¢, 1) eine kleinste Formel o gibt,
mit p, ¥ < o.
6 Punkte

Aufgabe 4:
1, ¢ seien aussagenlogische Formeln. Beweisen oder widerlegen Sie:
(i) ¥ — (p — 1) ist eine Tautologie.

(ii) Y = (¢ = 0) = (P A p) = 0.
(111) ((v = p) = ) = ¢ ist eine Tautologie.

(iv) (V@) = 0= — )V (p—0).
1{i: Xi=1}|>1

S, Xp) =
n) 0 sonst

(a)

Geben Sie eine aussagenlogische Formel

(b) Sei maj,(Xi,..
, X») an, welche maj, definiert.

B(Xe, ..
(c) Welche der folgenden Systeme sind funktional vollstéindig: (majs, ), (-majs, 1), (majs,0,1).
4 Punkte

Aufgabe 5:
Sei ¢ eine Konjunktion von AL-Formeln der Form

1. Xain..ANX, > Z1V Zs.

(a) Ist ¢ erfiillbar, wenn
(i) v keine Formel des Typs 2 enthilt?
(ii) 1 keine Formel des Typs 1 mit n = 0 enthilt?

Geben Sie gegebenenfalls ein Modell an.

(b) Zeigen Sie mittels Resolution, dass
1/15 (Xl /\X2 —)Zl\/ZZ)/\(XZ —)Xl)/\(Zl /\X2 —)0)/\(Z2/\X2 —)0)/\X2

unerfiillbar ist.
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3. Ubung Mathematische Logik
Abgabe: Dienstag, den 21.11.2000 zu Beginn der Vorlesung am AH V oder bis 14 Uhr am Lehrstuhl
Ubungstermin: Freitag, den 24.11.2000 in den Ubungsgruppen

Aufgabe 1: 5 Punkte

Die folgende Einschrinkung des Resolutionskalkiils heifit P-Resolution: Es darf nur dann eine Resolvente
aus den Klauseln C; und Cy gebildet werden, wenn eine der beiden Klauseln positiv ist. Eine Klausel
heiflt positiv, falls sie nur positive Literale enthilt. Zeigen Sie:

(a) Jede Klauselmenge ohne positive Klauseln ist erfiillbar.

(b) Eine aussagenlogische Formel ¢ ist unerfiillbar genau dann, wenn O durch P-Resolution aus K ()
abgeleitet werden kann.
Hinweis: Fiihren Sie den Beweis per Induktion iiber die Anzahl der in ¢ vorkommenden Aussa-
genvariablen.

(c) Zeigen Sie per P-Resolution, dass die Klauselmenge
K = {{Xv Y, Z}: {_'X) V}: {_'Y> X}: {_'Zv V}) {_'V}}

unerfiillbar ist.

Aufgabe 2: 4 Punkte

Konstruieren Sie fiir die folgenden Sequenzen Beweise im Sequenzenkalkiil oder falsifizierende Interpre-
tationen:

(i) 2= (pA(p =) =2

(i) (X 5 Y),(Z>Y)= (XVZ),~Y

(iii) (X 5 V)= (Z2Y)> (XVZ) oY
(v) (XVY),(ZV=Y)=>(XVZ)

Aufgabe 3: 3 Punkte

Geben Sie die Schlussregeln (¢ =) und (= ) fiir den Junktor & (,exklusives oder®) an. Konstruieren
Sie im entsprechend erweiterten Sequenzenkalkiil einen Beweis fiir die Sequenz

Wadp)dd=9Yd(pdV).

Aufgabe 4: 4 Punkte

Ein Homomorphismus von einem Graphen G = (V, E) in einen Graphen G’ = (V' E’) ist eine Abbildung
f:V = V' so dass fiir alle (u,v) € E auch (fu, fv) € E'.



Sei G’ ein endlicher und G ein unendlicher Graph. Zeigen Sie: Wenn fiir jeden endlichen Untergraph H
von G (d.h. H = (U,F) mit U CV und F C E) ein Homomorphismus von H nach G’ existiert, dann
existiert auch ein Homomorphismus von G nach G’'.

Aufgabe 5: 2 Punkte

Sei @ eine Menge aussagenlogischer Formeln. Zeigen Sie: Ist ® zu einer einzelnen nicht notwendigerweise
in ® enthaltenen Formel o dquivalent, so ist ® auch zu einer endlichen Teilmenge ®' C & dquivalent.
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4. Ubung Mathematische Logik
Abgabe: Dienstag, den 5.12.2000 zu Beginn der Vorlesung am A}"I V oder bis 14 Uhr am Lehrstuhl
Ubungstermin: Freitag, den 8.12.2000 in den Ubungsgruppen

Aufgabe 1: 5 Punkte

Welche der folgenden Mengen sind abzdhlbar, welche iiberabzihlbar?
(a) Die Menge der endlichen Teilmengen von Q.
(b) Die Menge der Strukturen (N, R) mit einstelligem Relationssymbol R.
(c) Die Menge aller aussagenlogischen Formeln mit Aussagenvariablen X;, Xs,....
(d) Die Menge aller unendlichen 0 — 1-Folgen.
)

(e) Die Vereinigung abzihlbar vieler abzihlbarer Mengen.

Aufgabe 2: 5 Punkte
Zu G = (V,E) sei G* := (V,E,E#) mit E7 := {(z,y) € V. xV : x # y}. Seien G = (V, E) und
H = (W, F) ungerichtete Graphen.

(a) Zeigen Sie, dass eine Abbildung f : V' — W genau dann ein injektiver Homomorphismus von G
nach H ist, wenn f ein Homomorphismus von G* nach H* ist.

(b) Ein Hamiltonkreis in einem Graph ist ein Zyklus, der alle Knoten des Graphen genau einmal
enthélt. Geben Sie eine Familie G, n € N, von Graphen mit Universum {0, ...,n—1} an, so daf} ein
Graph H mit n Knoten genau dann einen Hamiltonkreis enthélt, wenn es einen Homomorphismus
von G, nach H* gibt.

(c) Zeigen Sie, dal G genau dann bipartit ist, wenn es einen Homomorphismus von G nach e — e gibt.

Aufgabe 3: 3 Punkte

Untersuchen Sie fiir die unten angegebenen Tripel (2,95, f : A — 9B), ob
(a) f ein Homomorphismus
(b) f ein Isomorphismus
(c) f eine Einbettung von 2 in 9B ist.

Dabei sei:

(i) A := (N,max, min)
B = (P(N),U,N)
fn):=H0,...,n}



(i1i) A :=(NxN,Q) mit @ := {(n,m) : n und m sind teilerfremd }
B := (N, P), mit P:= {p : pist Primzahl }.
fn,m):=(mn -m)l+1
Aufgabe 4:

Bestimmen Sie die Automorphismengruppe von

. /+\
\./

(c) o—o—o/gpo—o
\./

(d) ({0,...,n},<) firneN.

Aufgabe 5:

Sei 9B eine 7-Struktur mit Universum B und sei A C B.

4 Punkte

6 Punkte

(a) Zeigen Sie, dass es eine eindeutig bestimmte kleinste Substruktur € C 9B gibt, welche A enthélt.

Wie nennen € die von A erzeugte Substruktur von 9B.

(b) Geben Sie ein Beispiel fiir eine Struktur % mit endlicher Signatur 7 und einer endlichen Teilmenge

A C B, so dass die von A erzeugte Substruktur unendlich ist.

(c) Geben Sie die von {1 : n € N} erzeugte Substruktur in (R, +,-,0,1) an.

(d) Zeigen Sie: Wenn 7 und A abzéhlbar sind (und 8 beliebig), dann ist die von A erzeugte Substruktur

von B ebenfalls abzihlbar.
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5. Ubung Mathematische Logik
Abgabe: Dienstag, den 19.12.2000 zu Beginn der Vorlesung am AH V oder bis 14 Uhr am Lehrstuhl
Ubungstermin: Freitag, den 22.12.2000 in den Ubungsgruppen

Aufgabe 1: 6 Punkte

Gegeben sei folgendes Transitionssystem T' := (S, E,, Ey, P, Q).

\

Ne

|

Q
o

Y
ZN
/

P P Q Q
a a
%
. b °
p= Q

Geben Sie fiir jede der folgenden Formeln die Menge der Zustéinde von 7' an, an denen die Formel gilt
und beschreiben Sie die Bedeutung der Formel.

(a) o(x) = VyVz((E.zy A Eyyz — Pz) A (Eq xy A Egyz — —Pz))
(b) (,0(270) = 3271327235[73327435[75(/\?:1 (Ea:cixH_l \ beimi—i-l) A Eb$5$0 A Ea$2$3 A V?:O le)

(c) p(z) :=FyTz(Euzy N Epyz A Qz) ANVyVz(Eq.zy A Eyyz — (Qz A —~Py))

Aufgabe 2: 8 Punkte

Wir erinnern an die Definition einer Wortstruktur B(w) fiir ein Wort w iiber einem endlichen Alphabet
Y. Sei ¢ ein FO-Satz tiber der Signatur der Wortstrukturen. Die durch ¢ definierte Sprache L, wird als
Menge {w : B(w) = ¢} definiert.

(a) Geben Sie zu jeder der folgenden Sprachen eine FO-Formel an, die die Sprache definiert.

(i) Ly := abacab
(ii) Lo := (abc)*
(iii) Ls := aba(cb)*ba
(b) Geben Sie fiir ¢ € N Formeln ¢;(z) an, die das i-te Element des Universums definieren. Geben Sie
weiterhin eine Formel max(x) an, welche das grosste Element definiert, und eine Formel succ(z,y),

welche alle Paare (x,y) definiert, so dass y das auf x folgende Element ist. Ist = schon das grosste
Element, so soll succ(z, y) fiir alle y falsch sein.

(c) Welche Sprachen iiber dem Alphabet {a, b} werden durch folgende Formeln definiert?

(i) ? :): Az (po () AP, () ATz(p1 () APy (2)) AVZVy(suce(z, y) = (Puz <> Pyy)) AJz(max(x)A

(i) p2 = Fx(po(x) A Pyx) A Jz(max(z) A Pyx) A JxTyz(Pyx A Pyy A Py2)



(iii) o3 = Fy(Poy AVz(Paz V x = y))

Aufgabe 3: 3 Punkte

Zeigen Sie:
(@) @lz1/t1,... ,xn/tn] = plz1/t1] - - - [2n/ts], falls fiir alle ¢ # j «; nicht in t; vorkommt.

(b) plz1/ti, ... ,zn/tn] = Vlzn/yl[z1/t1,. .. ,Tn_1/tn—1][y/ts], falls y nicht in ¢ und den Termen
ti,...,t, vorkommt.

(c) Verallgemeinern Sie (b) so, dass ¢[z1/t1,...,2,/t,] aus ¢ mittels einer Komposition einfacher
Substitutionen gewonnen werden kann.

Aufgabe 4: 5 Punkte

(a) Wandeln sie folgende Formeln ¢ := Vz(Ezz — Jz((VyEzy) — Pz)) in Skolem-Normalform,
Pranexnormalform und Negationsnormalform sowie in eine dquivalente reduzierte Formel um.

(b) Sei g ein dreistelliges, f ein zweistelliges, ¢ ein einstelliges und ¢ ein nullstelliges Funktionssymbol.
Geben Sie fiir die Formel ¢ := z = gf ftexzgticftr frazcr eine dquivalente, termreduzierte Formel
an.

Aufgabe 5: 6 Punkte

Sei Ay CA; C --- C Ay C --- eine Kette von 7-Strukturen. Wir kénnen dann eine 7-Struktur 2, :=
Unen & bilden, so dass A, C 2, fiir alle n € N.

(a) Geben Sie die exakte Definition von 2, an.

(b) Zeigen Sie, dass alle Sétze der Form v := Vxy - - - V&, 3y - - - Jysp (mit ¢ quantorenfrei) abgeschlos-
sen sind unter Vereinigung von Ketten, d.h. wenn 2, = ¢ fiir alle n, dann auch 2, = .

(c) Zeigen Sie, dass b) nicht fiir beliebige FO-Sétze gilt.

(d) Sei K die Modellklasse aller linearen Ordnungen 2 = (A, <), die ein maximales Element enthalten.
Geben Sie ein Axiomensystem fiir X an und zeigen Sie, dass K kein Axiomensystem aus Sitzen
der Form ¢ =Vz; ...Vz,Jy; ... Jyme (mit ¢ quantorenfrei) besitzt.
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6. Ubung Mathematische Logik
Abgabe: Dienstag, den 16.1.2001 zu Beginn der Vorlesung am AH V oder bis 14 Uhr am Lehrstuhl
Ubungstermin: Freitag, den 19.1.2001 in den Ubungsgruppen

Aufgabe 1: 3 Punkte

Gegeben sei die Struktur A := ({a,b}, P*), wobei P zweistellig mit P* := {(a,b), (b,b), (a,a)}, sowie
¢ := Jx(VyPyx A Jy—Pxy) gegeben.
(a) Geben Sie den Spielgraphen fiir das Auswertungsspiel auf 2 und ) an.

(b) Geben Sie fiir einen der beiden Spieler eine Gewinnstrategie an. (Gewinnstrategien beginnen an
der Wurzel!)

Aufgabe 2: 5 Punkte

Geben Sie einen Algorithmus an, der zu jedem endlichen Spielgraphen G = (P, Z,pg) in Zeit O(|P|+ |Z])
berechnet, ob Spieler V fiir das Spiel G eine Gewinnstrategie hat.

Aufgabe 3: 4 Punkte

In der Vorlesung wurden Transitionssysteme allgemein als Graphen mit Knoten- und Kantenbeschriftun-
gen eingefithrt. Neben dieser allgemeinen Definition kann man Transitionssysteme auch so definieren,
dafl man nur Knoten- oder nur Kantenbeschriftungen zul&ft.

Ordnen Sie jedem Transitionssystem K = (V, (E,)qca, (Pi)icr) Transitionssysteme Ky := (V1, (Ep)seB)
und Ky := (Va, B, (P})jer), sowie jeder Formel ¢ Formeln ; und ¢ zu, so daf fiir alle v € V gilt:

IC)“':’I/} A ’Clav':djl < ’Cz,U|:Z/12

Aufgabe 4: 3 Punkte

Seien K, K’ Transitionssysteme ohne Bldtter und ohne atomare Eigenschaften, also ohne Knotenbeschrif-
tungen. K,v und K', v’ heiflen trace equivalent, wenn es fiir jedes unendliche Wort « iiber dem Alphabet
der Kantenbeschriftungen genau dann einen mit a beschrifteten Pfad von v aus in K gibt, wenn es einen
solchen auch von v’ aus in K’ gibt.

(a) Zeigen oder widerlegen Sie, dafl bisimilare Transitionssysteme auch trace equivalent sind.

(b) Zeigen oder widerlegen Sie die Umkehrung dieser Aussage, d.h. sind je zwei Transitionssysteme
die trace equivalent sind auch bisimilar?

Aufgabe 5: 6 Punkte

Wir betrachten Kripkestrukturen K = (V, E, (P;);cr). Eine Formel ¢ € ML ist giiltig in K, wenn IC, v = ¢
fiir alle Zustéinde v € V. Eine Formel ist giiltig fiir den Rahmen (V,E), wenn sie giiltig ist fiir alle
Kripkestrukturen (V, E, (P;);cr)-



(a) Zeigen Sie, dass Formeln der Form O(yp — ¢) — (O¢ — Ogp) in allen Kripkestrukturen giiltig
sind.

(b) Zeigen Sie die Aquivalenz folgender Aussagen:
(i) E ist reflexiv.
(i) Alle Formeln der Form Ot — 1 sind giiltig in (V, E).
(11i) Es gibt eine Aussagenvariable X, so dass OX — X giiltig ist in (V| E).

(c) Formulieren und beweisen Sie analoge Aquivalenzen fiir Formeln der Form Oy — O,

(d) Welche Eigenschaften von E entsprechen den Formeln 1 — OOy und Q¢ — 0.

Aufgabe 6: 5 Punkte

Eine Formel ¢(z,y) € FO (iiber der Signatur einer Kripkestruktur) ist sicher fir Bisimulationen, wenn
fiir alle Bisimulationen Z von K nach K' gilt: Wenn (v,v') € Z und ein w existiert, so dass K |= ¢(v, w),
dann existiert ein w’, so dass K' = ¢(v',w') und (w,w’) € Z. In anderen Worten: Wenn die Hin- und
Her-Bedingungen fiir die gegebenen Relationen E, von K bzw. K' gelten, dann auch fiir die durch ¢
definierten neuen Relationen.

Welche der folgenden Formeln sind sicher fiir Bisimulationen?

(a) w(z,y) = Eqazy V Epzy

(b) ¢(z,y) = Fz(Eqzz A Epzy)

(c) ¢(z,y) = Eoxy A Eyay

(d) ¢(z,y) = ~Eozy

(€) w(z,y) = (y =2 AVz \ ey ~Eazz)
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7. Ubung Mathematische Logik
Abgabe: Dienstag, den 30.1.2001 zu Beginn der Vorlesung am A_.H V oder bis 14 Uhr am Lehrstuhl
Ubungstermin: Freitag, den 2.2.2001 in den Ubungsgruppen

Aufgabe 1: 3 Punkte

Beschreiben Sie das Auswertungsspiel fiir die Modallogik. Zeigen Sie, dass man jedem endlichen Transi-
tionssystem K, jedem Zustand v und jeder Formel ¢ € ML, ein Spiel MC(K, v, ) der Grosse ||K|] - |¢]
zuordnen kann, welches eine Gewinnstrategie fiir den Verifizierer genau dann zulésst, wenn IC, v |= 1.
Zusammen mit dem Algorithmus aus Aufgabe 2 Ubung 6 ergibt sich hieraus also ein Linearzeit-Verfahren
zum Model Checking modallogischer Formeln.

Aufgabe 2: 3 Punkte

Sei 2 eine endliche Struktur mit endlicher Signatur. Geben Sie ein endliches Axiomensystem fiir die
Isomorphieklasse {B : A = B} von A an.

Aufgabe 3: 4 Punkte

Sei K die folgende Kripke-Struktur (mit atomaren Eigenschaften p,q,r):

v o )

o e
hd {p,a}

T,

V2 U3
. .

{pr,q} {p,r} {.}
P.U 7 P

Uberpriifen Sie fiir jeden Zustand v des Systems, welche der folgenden Formeln an v gelten.
(a) EGp
(b) EF(AGp)
(c) AF(pUEG(p — q))
(d) EG(((pAg) Vr)U(rUAGP))

Aufgabe 4: 4 Punkte

Ein universeller Horn-Satz ist eine Konjunktion von Regeln der Gestalt YZV§ (a1 (T, §) A -+ A an(Z,5) —
B(Z)), wobei die a; und § atomare Formeln sind. Man nennt ay A --- A e, den Rumpf und 8 den Kopf
der Regel.

(a) Der Durchschnitt zweier Strukturen A := (4, R},..., R}¥) und B := (B, RP,...,RPY) mit ANB #
@ ist die Struktur ANV := (AN B, R} NRE,..., R} N RY). Zeigen Sie: Ist 1) ein universeller
Horn-Satz, so gilt fiir alle Strukturen 2,8 mit 2 = ¢ und B = ¢ auch AN B | .

(b) Sei ¢ ein universeller Horn-Satz der Signatur TU{R}, so daf jede Regel in ¢ den Kopf Rz hat.
Zeigen Sie: Zu jeder 7-Struktur 2 gibt es eine eindeutig bestimmte kleinste Expansion (2, R) mit

(3, R) | .



Aufgabe 5: 7 Punkte

(a) Zeigen Sie, per Induktion iiber den Aufbau von CTL-Formeln, dass fiir alle ¢» € CTL gilt: Wenn
K,v = ¢ und K,v ~ K',v', dann auch X', v" |= 9. Es folgt, dass CTL die Baummodell-Eigenschaft
hat.

(b) Formalisieren Sie folgende Aussagen in CTL bzw. erldutern Sie, warum sie nicht in CTL formali-
siert werden konnen.

(i) Es gibt mindestens drei Pfade auf denen p irgendwann gilt.

(i) Auf jedem Pfad, auf dem ¢ mindestens zweimal gilt, gilt beim zweiten mal neben ¢ auch p.
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Aufgabe 1: 4 Punkte

° ° ) B

\./ \./
o /N

./ \./ \. NS

(a) Welches ist das kleinste m, so dass Spieler I das Spiel G, (A, B) gewinnt?
(b) Finden Sie einen Satz ¢ mit Quantorenrang m, so dass 2 = ¢ und B = ).

Aufgabe 2: 6 Punkte

Gegeben sei ein Transitionssystem T' = (S, E,, Ey, P,Q), wobei E, und Ej zwei zweistellige und P, Q
zwei einstellige Relationen seien.

(a) Definieren Sie folgende Mengen mittels FO-Formeln:

(i) Die Menge aller Knotenpaare, die durch einen bab-Pfad verbunden sind.

(i) Die Menge alles Knoten mit (mindestens) zwei mit P beschrifteten a-Vorgéngern und (min-
destens) zwel mit () beschrifteten b-Nachfolgern.

(b) Definieren Sie folgende Mengen mittels RA-Ausdriicken:

(i) Die Menge aller Knoten mit zwei a-Vorgingern und einem b-Nachfolger.

(i) Die Menge aller mit P beschrifteten Knoten, die als mittlere Knoten auf einem abba-Pfad
auftreten, dessen erster und letzter Knoten mit @) beschriftet ist.

(c) Gegeben sei folgende Version des Hauses vom Nikolaus.

Geben Sie fiir jede der folgenden Formeln bzw. RA-Ausdriicke, die definierte Menge von Knoten
an und beschreiben Sie die Bedeutung der Formeln.

(i) o(x) = FyIz(Egqxzy NEgyz NEgzz Nz £y Nz £ 2Ny # z).



(ZZ) 7710'2:304:506:70'8:1(Ew X Ed X Ew X Ew)
Aufgabe 3: 6 Punkte

(a) Beweisen Sie die Korrektheit der Quantorenregeln (3 =), (V =) und (= V). Zeigen Sie, dass in den
Regeln (3 =) und (= V) die Bedingung, dass ¢ nicht in T',4 und A vorkommt, nicht weggelassen
werden kann.

(b) Beweisen oder widerlegen Sie die Korrektheit der folgenden Regel.
L= A0
= Ay &9

(c) Beweisen oder widerlegen Sie mit Hilfe des Sequenzenkalkiils die Giiltigkeit folgender Formeln:
(i) (P AY) = =) = ¢
(i) —Jxp(x) < Ye-p(z).

Hinweis: Die Giiltigkeit von Formeln entspricht der Korrektheit gewisser Sequenzen.

Aufgabe 4: 6 Punkte

Sei f ein einstelliges Funktionssymbol.

(a) Sei Ky := {(A, f) : fiir jedes a € A gibt es unendlich viele b mit f(b) = a}. Zeigen Sie, dass K;
axiomatisierbar ist. Zeigen Sie ferner mit Hilfe des Satzes von Ehrenfeucht und Fraissé, dass Ky
nicht endlich axiomatisierbar ist.

(b) Sei Ky :={(A4, f) : fiir alle a,b € A existieren n,m € N mit f"(a) = f™(b)}. Zeigen Sie mit Hilfe
des Kompaktheitssatzes, dass Ko nicht axiomatisierbar ist.

Aufgabe 5: 6 Punkte

Sei f ein einstelliges Funktionssymbol. Welche der folgenden Klassen von {f}-Strukturen sind FO-
axiomatisierbar, welche endlich axiomatisierbar? Begriinden Sie ihre Antwort und geben Sie gegebenen-
falls ein Axiomensystem an.

K, = {(A, f) : f istinjektiv aber nicht surjektiv }.

K> = {(4,f) € Ki : Aendlich }.

K3 = die Klasse aller {f}-Strukturen, welche isomorph sind zu (N, f), mit f(n) =n + 1.
K, = die Klasse aller iiberabzihlbaren {f}-Strukturen.

Ks = {(A,f) : firalleae Agilt [{f"(a) : n €N} <753}

K¢ = die Klasse der endlichen {f}-Strukturen in Ks.
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Aufgabe 1: 8 Punkte

1, ¢ seien aussagenlogische Formeln. Beweisen oder widerlegen Sie:

(a) (i) ¥ — (p — 1) ist eine Tautologie.
(W) = (p—=0)=(WAp)—=0.
(iii) ((v — ) = ) = ¢ ist eine Tautologie.
(iv) (WVp)—=0=@w—0)V(p—0).
I i+ Xs=1}>%
0 sonst ’
Geben Sie eine aussagenlogische Formel ¥(X;, ..., X,,) an, welche mayj,, definiert.

(b) Sei maj,(Xi,...,Xn) =

(c) Welche der folgenden Systeme sind funktional vollstéindig: (majs, ), (mmajs, 1), (mayjs,0,1).

Aufgabe 2: 6 Punkte

(a) Formulieren Sie den Satz von Ehrenfeucht und Fraissé. Erldutern Sie die dabei auftretenden
Begriffe.
(b) Wie verwendet man diesen Satz, um nachzuweisen, dass eine Modellklasse K nicht endlich axio-

matisierbar ist?

(c) Zeigen Sie, dass die Klasse K = {(4,E) : FE ist Aquivalenzrelation auf A, so dass jede
Aquivalenzklasse entweder hochstens 13 oder aber unendlich viele Elemente hat } nicht endlich

axiomatisierbar ist.

Aufgabe 3: 8 Punkte

(a) Erldutern Sie in eigenenen Worten, was es bedeutet, dass
i) eine Sequenz [' = A giiltig ist.
gultlg
(i) eine Regel
r=A
= A’
korrekt ist.

(b) Welche der folgenden Sequenzen sind giiltig, welche Regeln korrekt. Begriinden Sie Thre Antworten.

(i) Jzp(z) = @(c), wenn ¢ nicht in ¢ vorkommt.
(i1) 9(0), (d), Y2V (o) V 2 = 2/ V ~p(2")) = ¢ = d.



(iti)) T' = A, wobei
= {Ve-Ezz,Va2Vy(z =y V Ezy V Eyz),VaVyVz(Ezy A\ Eyz — Exz)} und
A = {VaVy (Exzy V Eyz),-323y(Exzy A Eyx)}.
(iv)
L= A L= A
L= AYAp

(c) Beweisen oder widerlegen Sie mit Hilfe des Sequenzenkalkiils die Giiltigkeit folgender Formeln:

(1) ((p AY) = =) = 9.
(i) —3xp(z) = Ve—p(z).

Aufgabe 4: 3 Punkte

Sei f ein zweistelliges, g ein einstelliges Funktionssymbol und P, E seien zweistellige Relationssymbole.
Weiterhin sei ¢ := Pxx AVz ((Jy Pyx A Jy Pxy) AVz Ezy)

(a) Bilden Sie ¢[x/fyy,y/gx].
(b) Geben Sie eine zu v dquivalente Formel ¢ in Prinex-Normalform an.

(c¢) Transformieren Sie ¢ zu einer Formel in Skolem-Normalform.

Aufgabe 5: 6 Punkte

(a) Seien ¢ in KNF und ¢ in DNF aussagenlogische Formeln. Erliutern Sie wie man mittels Resolution
zeigt, dass

(i) ¢ unerfiillbar ist.
(i) ¢ allgemeingiiltig ist.
(i) ¥ |= .
(b) Zeigen Sie mittels Resolution, dass
Y =-((X1 = Xo) > X3) Vo(X; VX)) V(XoAX3) V(X = Xo)
allgemeingiiltig ist.
(c) Zeigen Sie mittels Resolution, dass

(_|X1 — XQ) A (Xg — XQ) A (_IX3 — _|X4) A (X1 /\X3 — X5) |: X2 Vv _|X4 Vv X5.

Aufgabe 6: 6 Punkte

Welche der folgenden Klassen von Strukturen sind FO-axiomatisierbar, welche endlich axiomatisierbar?
Begriinden Sie Thre Antwort und geben Sie gegebenenfalls ein Axiomensystem an.

K, = Die Klasse aller diskreten linearen Ordnungen (A4, <) ohne kleinstes und grosstes Element, z.B.
(z,<).

K5 = Die Klasse aller abzihlbaren Strukturen in K.

K3 = Die Klasse aller Strukturen, die zu (R, <) isomorph sind.



K, = Die Klasse aller partiellen Ordnungen (A, <), so dass es zu jedem a € A hichstens 4 Elemente
b € A gibt mit a < b.

K5 = Die Klasse aller partiellen Ordnungen, welche zu (Pot{1,,2,3}, C) isomorph sind.

K¢ = Die Klasse aller endlichen linearen Ordnungen.

Aufgabe 7: Punkte
Gegeben seien folgende Transitionssysteme:
— M K= °
VAN T IR
U.2 1).3 v.4 v.5 v.é v.’3 v.jl v.é v.é

(a) Sind K, v; und K', v} bisimilar? Wenn ja, geben Sie eine Bisimulation an. Wenn nein, begriinden
Sie Thre Antwort.

(b) Welches ist das kleinste m, so daf} Spieler I das Spiel G,,,(K,K') gewinnt?

(c) Geben Sie Formeln ¢ € ML und ¢ € FO mit qr(y)) = 3 an, so dal K, v, |= ¢ und K', v} [~ ¢, bzw.
K = ¢[v1] und K’ = [v]] oder begriinden Sie, warum solche Formeln nicht existieren.

Aufgabe 8: Punkte

(a) Sei A := {a,b} eine Menge von Aktionen und I := {P,Q} eine Menge atomarer Eigenschaften.
Geben Sie jeweils in FO, RA und ML eine Formel an, die in Kripke-Strukturen mit Aktionen aus
A und atomaren Eigenschaften aus I die Menge aller Knoten definiert, die keine Nachfolger haben
oder aber durch einen ab-Pfad mit solchen verbunden sind.

(b) Sei K folgendes Transitionssystem:
P,Q Q
L] _—

Pt e )

Geben Sie fiir jede der folgenden Formeln die Knoten an, an denen die Formel gilt:

(i) p(x) :==Vy(Ezy = ((Pz < Py) A (Qz ¢ Qy)))-
(ZZ) 7T1[(7T17402:3(E X E)) — P x P]
(i5) O(=P A -Q) Vv oOQ

Aufgabe 9: 3 Punkte
Gegeben sei die Struktur A := ({a, b}, P*), wobei P zweistellig mit P% := {(a,b), (b,b), (a,a)}, sowie
¢ = Jz(VyPyz A Jy—Pxy) gegeben.

(a) Geben Sie den Spielgraphen fiir das Auswertungsspiel auf 2 und + an.

(b) Geben Sie fiir einen der beiden Spieler eine Gewinnstrategie an. (Gewinnstrategien beginnen an
der Wurzel!)



