Kapitel 1: Aussagenlogik
Induktiver Aufbau

0,1 € AL (Boolsche Konstanten)
7 C AL (Variablen)

Y, € ALDann =, (¥ A ), (¥ V @), (¥ = ¢), (¥ & v) € AL

AL-Interpretation, Modellbeziehung

Interpretation: J : o — {0,1},0 C 7

passendes J : zumindest jede Variable aus ¢ wird belegt

JO) = 0,J01) = LJ(y) = 1= J®),JW A )
min(J(¥), T(9)), T(¥ vV ¢) = max(T(¥),T(¢), T(¥ = )
T V@), T < ) =T((¥ = @) A(p = y))
Modellbeziehung J |= ¥ & J(y) = 1 (Jerfullt ), J |= & gdw.
J |= o fir alle ¢ € @

Tautologie (allgemeingiiltig): |= ¢ fir alle J

erfiillbar: es existiert J mit J |= ¢

logisch dquivalent: ¥y = p gdw. J =y & T = ¢

Koinzidenzlemma
Wenn J und J' zwei zu 3 passende Interpretationen sind mit

J(X) = J'(X) fiir alle X € 7(4), dann gilt J(¢) = T'(¢).

Aquivalente Normalformen: DNF (Vv AY;) und KNF (A VY;),
Y, Literale

Funktionale Vollstandigkeit

zu jeder Formel gibt es eine boolsche Funktion, z.B.

F0000(00) =0, fo010(00) = 0, fooo0(01) = 0, foo10(01) =0
Fo000(10) =0, fo010(10) =1, foooo(11) = 0, foo10(11) =0
{A, Vv, =} nicht fkt.vollst., da fir alle mit den diesen Junktoren
gebildeten ¢ (X1,...,X,) gilt: ¢[1,...,1] = 1. = kann nicht
dargestellt werden.

Hornformeln: KNF mit folgenden Disjunktionen:
() =XV VaXp VX =EX1A- - AXpg 5 X
(2) " X1V VaXpy = X1 A AXp =0

Erfiillbarkeitstest fiir Hornformeln (Algorithmus)
N =0, M :={X € 7(¢) : ¥ enthalt C; der Form (1 - X)}
while N # M do begin

N =M
M := M U{X : ¢ enthélt C; der Form (X1 A ... A X;) — X mit
{X1,..., Xk} C M}

if ¢ enthalt C; der Form (X1 A. .. AXg) — Omit {Xq,.
then output(¢ unerfillbar)

end

output(¢ erfilllbar mit Jar)

M definiert Belegung Jpr mit Jpr(X) =1 gdw. X € M.

L, Xk}CM

Semantische Folgerungsbeziehung
P |= ¢y gdw. jede zu PU {1y} passende Interpretation, welche Modell
von ® ist, auch Modell von % ist.

Endlichkeitssatz (Kompaktheitssatz)

(1) @ ist erfillbar gdw. jede endliche Teilmenge von @ erfiillbar ist.
(2) ® |= ¢ gdw. eine endliche Teilmenge ®; C @ existiert mit
Py =y

Lemma von Zorn

Sei (A, <) eine nicht-leere partielle Ordnung in der jede Kette nach
oben beschrankt ist. Dann besitzt (A, <) min. ein maximales Ele-
ment.

Lemma von Koénig

Sei T ein endlich verzweigter Baum mit Wurzel w, in dem es beliebig
lange endliche Wege gibt. Dann gibt es auch einen unendlichen Weg
in T, der bel w beginnt.

G ist k-farbbar wenn es f : V — {1,... k} gibt, so daB f(p) #Z
f(g) fur alle Kanten p,q.

Resolution (KNF, Klauselmenge)

syntaktisches Verfahren, um
Unerfullbarkeit von Formeln nachzuweisen, indem positive und neg-
ative Literale der Klauseln gegeneinander ausgespielt werden und
die leere Klauselmenge abgeleitet wird.

Resolutionslemma: Sei K Klauselmenge, C1,C2 € K und C Re-
solvente von Cy, Cz. Dann sind K und K U {C} &dquivalent.
Resolutionssatz: Eine Klauselmenge K ist unerfullbar gdw. O €
Res™ (K).

Einheitsresolution fiir Hornformeln: einelementige Klausel mit
Klauselmenge resolvieren (vgl.Resolution, zeigt im Gegensatz zu
Hornformel-Algorithmus nur Unerfillbarkeit an)

AL-Sequenzenregeln:
Sukzedens (vgl. FO-SK)
Sequenz: AI' = VA
Axiom: ')y = A ¢
Schlussregel besteht aus Pramisse und Konklusion

J falsifiziert die Sequenz I' = A falls J alle Formeln aus I", aber
keine aus A wahr macht.

' = A ist giiltig, falls jedes Modell von I" auch Modell mindestens
einer Formel aus A ist.

-, V, A, =, jeweils im Antezedens und

Korrektheit: aus giiltigen Sequenzen kénnen nur giiltige Sequenzen
abgeleitet werden (da Axiome giiltig und Schlussregeln korrekt sind)
Vollstandigkeit: alle giiltigen Sequenzen kénnen abgeleitet werden.

Kapitel 2: Strukturen und Homomorphismen
Abzdhlbarkeit: Bijektion auf natirliche Zahlen, Diagonal-
isierungsargument als Gegenbewels

f : A — B bijektiv: VaVa'(a # a’ — fa # fa') AVbIa(fa = b),
a, a € AbeB

Eine Struktur besteht aus Universum und Interpretationsfunktion,
welche Funktionen (0-st.Fkt. sind Konstanten) und Relationen aus
der Signatur tber der Struktur interpretiert (auf das Universum
bezieht)

Relationale Strukturen (nur Relationssymbole), algebraische Struk-
turen (nur Funktionssymbole), Signatur: der Vorrat an Funktionen
und Relationen (funktionale Signatur: Algebra)

Substruktur (dual: Erweiterung): Einschrankung des Univer-
sums, Restriktion der Funktionen, Relationen auf die Werte, die im
eingeschrankten Universum vorkommen

Redukt (dual: Expansion): Einschrinkung der Signatur (We-
glassen der Funktionen und Relationen, die nicht im Schnitt der
Signaturen liegen)

Beispielstrukturen

Mengen sind Strukturen mit leerer Signatur.

Graph G = (V, E), fur u,v € V gilt: (VvaEvv) A (VuVv(Buv —
Evu))

partielle Ordnung: irreflexiv (Va—a < a), transitiv (¢ < bAb < ¢ —
a < c)

Transitionssystem

Arithmetik 74, = {+,-,0,1}

Boolsche Algebra BA(A) = {P(A4),u,n, 0, A}

Gruppe ¢ = (G,0,¢,7%)

Aktiver Domain: anstelle des (mdglicherweise unendlichen) Uni-
versums betrachtet man ad(D), welcher aus denjenigen Objekten
besteht, die in einer der Relationen bzw. Funktionen vorkommen.

Homomorphismus (strukturerhaltende Abbildung): 7 : A —
B und:

(1) fir R € R*(7) und a1,...,a, € A gilt: (a1,...,a,) € R* =
(may,...,man) € A

(2) fur f € F™(7) und a1,...,a, € A gilt: WfA(al,...,an) =
B (ray,.. . ma,)

starker Homomorphismus: es gilt sogar @ € R4 & wa € R5
Einbettung: injektiver starker Homomorphismus

Automorphismus: bijektiver Homomorphismus (Isomorphismus) in
der selben Struktur

Automorphismengruppe: starr, falls Aut(A) = {14}

(Z+,0) = Aut((Z, <))

Aquivalenzrelation R: Ree, Rry — Rys, Ry A Ryz — Raoz
Aquivalenzklasse: [a]gr := {b: (a,b) € R}
Kongruenzrelation:

(1) Wenn [a1] = [b1],. .., [an] = [bxa], dann [f*4 (ay, ..
A (b1, b))

(2) (a1,...,an) € R* & (b1,...,bs) € R*
Aquivalenzklassen bzgl. einer Kongruenzrelation heiflen Kongruen-
zklassen.

Quotientenstruktur A/.:

(1) Universum A/~ := {[a] : @« € A} der Kongruenzklassen von A

(2) 1~ (laol, .. [an-1)) == [/* (a0, . .-, an1)]
(3) ([ao), ..., [an-1]) € R~ & (a0, ..., an_1)inRA/~

.,an)] =

Homomorphiesatz: Fur jeden Homomorphismus 7 : A — B zwis-
chen 7-Algebren ist A/g, = 7(A)

Kapitel 3:
Pradikatenlogik
FO-Terme: VAR C T(7), wenntyq, ..
so ist auch fty ...t, ein 7-Term.
Grundterm: Term ohne Variablen (nur Funktionen bzw. Konstan-
ten)

Syntax und Semantik der

., tp7-Terme und f € F™(7),

Formeln:

(1) Sind ty, to7-Terme, dann ist t; = to eine 7-Formel.

(2) Sind ty1,...,tx7-Terme und P € R™(7), so ist Pty ...ty eine
7-Formel.

(8) Wenn % eine 7-Formel ist, dann auch =%).

(4) Wenn % und ¢7-Formeln sind, dann auch (¢ A @), (¥ V@), (¢ —
o) und (4 o ¢).

(5) Wenn ¢ eine 7-Formel ist und ¢ € VAR, dann sind 3z¢ und
Ve r-Formeln.

atomare Formeln: (1),(2) - Literale:
Formeln: (1),(2),(3)(4)

(1),(2),(3) - quantorenfreie

r € VAR ist gebunden, falls ¢ in einer Unterformel der Form
Jz4 oder Vo) vorkommt, andernfalls heilt = frei.

FO-Interpretation, Modellbeziehung: J(A,p) ordnet jedem



Term t € T(7) ein t‘7 € A und jedem ¢ € FO(7) ein J(¢) € {0,1}
(induktiv) zu. J |= 4 : ¢ gilt in A unter 8

Koinzidenzlemma: ¢ € FO(ec N 7),(A,8) = J,,(A",8) = T,
mit:

(YA|lonr=A4"|onT

(2) Frei(y) C Def(8)n Def(8’) und B(z) = 8'(x) fiir alle z € Frei(y)
Dann: A = ¢[8] gdw. A’ |= ¢¥[8']

Modellklasse Mod(®): Menge aller 7-Strukturen A, die Modell
zum Axiomensystem ® sind.

Semantische Folgerungsbeziehung,
Aquivalenz wie in AL

Erfullbarkeit, logische

Termalgebra 7 (X): 7 sei funktionale Signatur, Universum ist
die Menge aller 7-Terme mit Variablen aus X C VAR. Es gilt:

FTEN(ty, o b)) = ftr ..ty

Substitution: simultane Ersetzung, ggf.gebundene Variablen um-
benennen.

Eine Substitution p : VAR — T(7) hat endlichen Support, wenn
sie nur endlich viele # € VAR verandert.

Substitutionslemma: p = (z1/t1, ..., ¢k /tr)

W) i) =17 () TRl e (Ten) E Y
Ersetzungslemma: Erhaltung der Aquivalenz bel Substitution
durch dquivalente Formeln

reduzierte Formel: Nur Vv, =, 3 sind erlaubt.

positive NF: durch Hineinziehen der Negationen erreicht man eine
Formel, die keine Negationen, aufler in den Literalen, enthélt. —, «
sind nicht erlaubt.

termreduzierte NF: durch Einfihren neuer
Funktions- Relationssymbole erreicht man, dafl Terme eine Maxi-
maltiefe von eins haben (d.h. keine Verschachtelungen).
Pranex-NF: Quantoren nach auen ziehen, gleichnamige freie Vari-
ablen missen substituiert werden. —, +» sind nicht erlaubt.
Skolem-NF: Entfernen der Existenzquantoren der Pranex-NF von
auflen nach innen, Ersetzen durch ein neues Funktionssymbol, das
abhangig von den duBeren Variablen ist.

MC-Spiel, Regeln: ¢ in pos.NF, Literal:Ende, v:V, A:F, 3V,
v:F

Spielgraph: Wurzel:Formel, Knoten:alle méoglichen wahlbaren Un-
terformeln, Blatt:Literal

Kapitel 4: Definierbarkeit und elementare
Aquivalenz

K FO-axiomatisierbar: Existenz einer Satzmenge ®, so daBl K =
Mod(®)

Jedes endliche Axiomensystem kann durch einen Satz ausgedrickt
werden (Ap;, p; € ®)

Beispiele: Graphen,Gruppen,lineare und partielle Ordnun-
gen,Aquivalenzstrukturen Ringe Korper

Definierbarkeit

¢ definiert in A die Relation: ¢ = {(ai,...,a,) : A |=
$(a,..., )} C AT

R elementar definierbar, falls R = wA, f elementar definierbar, falls
Graph(f) elementar definierbar ist.

Konstante a ist termdefinierbar, wenn Grundterm ¢t € T'(7) existiert
mit 4 = a

Relativierte Quantoren: 3Jz(a A ...) Vz(a — ...) oder
(Fr.a)... (Yo.o)...

Isomorphielemma: Sei 7 : AS5B Isomorphismus von 7-
Strukturen. Dann gilt fir alle ¥ (z1,...,2z,) und a1,...,a, € A:
A= Y(ar,...,az) & Bl=Y(rar, ..., maz)

Es gilt weiterhin: 4 € KL A=B = Be K

Relationale Algebra, RA:
771)2)3,405=205=107=103=409=4(Univ4 X R) entspricht
dzs...Jzg(Res .. .9 AxTs = T2 AT = ©1 Axy = &1 A Tg =

Ty ATo = T4)
Formel ¢ — RAYT m sei die Anzahl der freien Variablen in ¢:
T, =x; zu oi=;Univ™

Ry .. . Ti, 2U T, mOmdl=i; - Omts=is (Univ™ X R)
-¢ zu (Univ™ — Ry)

vV zu U

Az (e1, .. Tmgr )t =m+1lzu T mBRo mi1

Az (e1, .. Tm),t <M ZU T1 . ic1,mt1,id1,...,m B0, m41

Theorie: erfillbare Satzmenge T C FO(T) mit T =y => ¢ € T
vollstandige Theorie: entweder ¢ € T oder -y € T

Th(A) :={y: A=y}

Eine Theorie ist vollstandig, wenn alle ihre Modelle elementar
aquivalent sind. Isomorphe Strukturen sind elem. &quivalent (vgl.
Isomorphielemma).

elementare Aquivalenz A = B: Th(A) = Th(B), d.h. fir alle
Y AEY o BEY

Quantorenrang gr(y):
toren in ¢
m-Aquivalenz: A =, B gdw. flr ¢-Sétze mit gr(¢p) < m: A =
Y& By

lokaler Isomorphismus von A nach B: p : Def(p) — B injektiv

maximale Schachtelungstiefe der Quan-

Ehrenfeucht-Fraisse-Spiel auf A, B: Herausforderer wahlt Punkt
aus beliebiger Struktur, Duplikatorin versucht lokalen Isomorphis-
mus zu erzeugen durch die Wahl eines Punktes der jeweils anderen
Struktur.

Duplikatorin gewinnt G(.A,B) bei Isomorphie. Gewinnstrategie:
egal was der Gegner wahlt, es gibt immer eine Zugfolge, die zum
Gewinn fiihrt. Variante: Bei G, (A, B) gibt Herausforderer Zugzahl
vor.

Satz E-F: Sei 7 endlich, relational, A, Br-Strukturen.

(1) A = B gdw. Die Duplikatorin gewinnt das E-F-Spiel G(A, B)
(2) A =, B gdw. Die Duplikatorin gewinnt G, (AB)

Seien A, Br-Strukturen, @ = aj,...,a, € Ab = by,...b,. € B.
Wenn es eine Formel ¢ (&) mit gr(¢) = m gibt, so a8 A |= ¢(a) und
B |= =9 (b), dann hat der Herausforderer eine Gewinnstrategie fiir
Gom(A,a,5.0).

Anwendung: z.z.K nicht elementar definierbar: wenn A € K und
B ¢ K, aber Duplikatorin gewinnt G, (An, Bmr), dann ist K nicht
FO-axiomatisierbar.

Kapitel 5: Vollstandigkeit und Kompaktheit
Sequenz, Korrektheit analog zu AL
Inkonsistenz: jeder Satz kann abgeleitet werden

Regeln des FO-Sequenzenkalkiils
(=) Dt=t=>A

=S T= A
(5 3)% (= S)F,tl;:;’ iy i(,tzz);(t’)
CoIrSEs = PSR

v EERIT SRS G VTS Ay

(A :)Fljkpw}\ﬂﬁ:;AA S 19:15 A,wr/\:; S0
C= SR RS GoIrs AT

(3 o) Db > A (= 3) L2 A4

T 3zy(s) = A
wenn ¢ nicht in I', A und ¥(z)

I'=> A Jey(z)

Lygt) = A
L Vey(z) => A

T = A y(c)
& FSA Yoy (o)
wenn ¢ nicht in I', A und 9 (&)

v =)

Korrektheitssatz fiir SK: siche AL
Ableitbarkeit: Ein Satz ¢ ist ableitbar aus ®(® + ) gdw.
endliches I C @ existiert mit I = ¢ in SK ableitbar.

Vollsténdigkeitssatz: (1) @ = ¢ < @& + ¢
gdw. ® konsistent

Ordnet dem syntaktischen den entsprechenden semantischen Begriff
zu. Beweisidee zu (1) = klar, <= mit Kontraposition und unter Vo-
raussetzung eines Modells A = ® U {-¢}
Herbrandstruktur H(X) zur Modellkonstruktion fir
Formeln

3 ist abgeschlossen unter Substitution, wenn (1) t = ¢ € X und (2)
wenn ¢t = t',¢(t) € £, dann auch ¢(t')
Hintikka

Satz(Lowenheim,Skolem): Jede erfiillbare,
menge hat ein abzghlbares Modell.

(2) @ erfillbar

atomare

abzahlbare Satz-

Kompaktheitssatz:

(1) @ |= ¢ gdw. endl. Teilmenge ®q existiert, so daB ®q |= ¢

(2) @ ist erfullbar gdw. jede endl. Teilmenge von ® ist erfiillbar.
Beweisidee: zweimaliges Anwenden des Vollstandigkeitssatzes, Def-
inition der Ableitbarkeit.

Sei @ C FO(7) eine Satzmenge mit beliebig grofien endl. Mod-
ellen (d.h fur jedes n € N gibt es ein Modell A |= ® mit endl. A4
und | A |> n). Dann hat ® auch ein unendliches Modell.

Die Klasse aller endl. 7-Strukturen ist nicht FO-axiomatisierbar
(endl. Gruppen,Graphen Kdérper).

Aufsteigender Satz (L-S): ® besitze ein unendliches Modell.
Dann gibt es zu jeder Menge M ein Modell D |= & {iber dem Uni-
versum D welches mindestens so méachtig wie M ist.



