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Vorwort

Dieses Skript stellt eine kleine Sammlung von Klausuren der Linearen Algebra Il zusammen, die als
Scheinklausuren vom Lehrstuhl B fiir Mathematik, Prof. Plesken gestellt wurden, sofern sie mir zur Verfligung
standen.

Diese Klausuraufgaben kdnnen helfen, sich einen Uberblick dariiber zu verschaffen, was in einer Klau-
sur verlangt werden kdnnte. Aber diese Aufgaben sollten nur als Ergédnzung zu der Vorlesung gesehen
werden, da Aufgaben zum besseren Verstandnis der Theorie beitragen, sie aber nicht ersetzen kdnnen. So
ist eine mehr oder weniger gute Kenntnis der Theorie Voraussetzung zum Ldsen der Aufgaben. Umgekehrt
kann auch die Theorie an Hand der Aufgaben verifiziert und gelernt werden.

Die hier gesammelten Aufgaben kénnen nicht alle Aufgabentypen vollstandig wiedergeben (insbeson-
dere sind Tensorprodukte unverhaltnismaRig selten vorhanden), ebenso kann am Datum der Klausuren
eine gewisse Aktualitat der Klausur gesehen werden. Da zum Wintersemester 2000/2001 die Vorlesung
von Prof. Plesken neu konzipiert wurde, kommen manchmal Aufgaben vor, die in der derzeitigen Vorle-
sung zur Linearen Algebra | gehdren. Ferner habe ich mir die Freiheit genommen, die Formulierung der
Aufgaben und die dazugehorigen Losungen dem Stand der ,,neueren Vorlesung anzupassen.

Es wadre sicher im Interesse aller kommenden Studenten, wenn dieses Skript immer wieder mit neu-
en Klausuren aktualisiert wird. Ebenso wiirde ich mich tber Verbesserungen sehr freuen, falls ich mich
schlicht und ergreifend vertan haben sollte.

Ich wiinsche allen, die die Vorlesung Lineare Algebra horen, viel Spal’ und ein gutes Gelingen.
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1 Scheinklausuren zur Linearen Algebra Il

1.1 Scheinklausur am 8. 7. 1988

17 -6

Aufgabe 1.1 Sei A= (—6 8

). Bestimmen Sie ein X € R2*2 mit X2 = A.

Aufgabe 1.2 Sei QU ein C—Vektorraum mit Basis B = (B1,B2) und f : 0 — 20 linear mit BfB_— <_11 _21> .

Bestimmen Sie alle Eigenwerte und die zugehdrigen Eigenrdume von f.

Aufgabe 1.3 Sei A = —1i é € €272, Bestimmen Sie eine invertierbare Matrix B € C2*2, so dass B* -
A - B eine Diagonalmatrix ist.
2 -1
Aufgabe 1.4 Im affinen Raum Ap(R3') sei P= (1| und Q= | 2 |. Bestimmen Sie ein lineares
3 -3

Gleichungssystem, dessen Lasungsmenge die Gerade durch P und Q ist.

Aufgabe 1.5 Betrachten Sie den affinen Raum 4o(IR?*%) mit affinem Koordinatensystem K : 4o(RR?*) —
2(R): (;) - g .Sei f 1 Ap(R?*1) — Ap(R?*1): (;) - (Xgl) eine affine Abbildung. Bestimmen
Sie ein A € R3*3, so dass A affine Abbildung von 4x(R) in sich ist mit Aok =Ko f.

Aufgabe 1.6 Sei ‘£ ein EukLID’ischer affiner Raum mit Translationsrﬂﬂm 0 und innerem Produkt &.

Es sei (Po,P1,P2,P3) € E*, so dass B = (B1,B2,B3) € U3 mit B = PoP; eine ON-Basis ist. Ferner sei
0

X : £ — E& ein orthogonales Koordinatensystem mit X (Pg) = (O) und X (V) =BV fiirV € 2. Eine Ebene
0

E ist gegeben durch E := Null(X1 4+ 2X2 4 3X3 — 4). Bestimmen Sie ein V € 9, so dass CD(FTQ),V) =0 fur

alleP,Q €E.

Aufgabe 1.7 Bestimmen Sie im affinen Raum 43(IR) die affine Normalform der Quadrik Null(x? +z2 +
2Xy — 2Xz — 2yz + 22+ 2).

Aufgabe 1.8 Bestimmen Sie im EukLID’ischen affinen Raum Z; (mit Standardskalarprodukt) die metri-
sche Hauptachsentransformation der Quadrik Null(x? +y? — 2xy + 2x + 2y + 1).

1.2 Scheinklausur am 13. 7. 1992 (90 Min.)
Aufgabe 2.1 Sei U ein C—Vektorraum mit Basis B = (B1,B2,B3). Bestimmen Sie eine Orthogonalbasis

1 - 2
von U beziiglich der HERMITE schen Sesquilinearform ® auf 0 mit g8 = (i 0 1) .
2 1 1

Aufgabe2.2 Im unitdren Vektorraum (C3<1 @) sei die Standardbasis eine ON-Basis. Ferner sei X =
2 1 0
1 Jundy=([0],[1]). Bestimmen Sie den Orthogonalraum £+ sowie Y € L und Z € U+, so
1+i i 0
dass X =Y +Z.
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Aufgabe 2.3 Die Gruppe GL(3,RR) operiere auf R*3 vermoge gA := g tAg fiir A € R®<3,g € GL(3,R).
Zeigen Sie:

-2 0 4 100
Esgibtr,seR,sodassA=|—-2 1 2|undB= |0 0O 1] ineinerBahn liegen.
-1 0 1 0 r s

Aufgabe 2.4 Im EukLID’ischen affinen Raum Eg (mit Standardskalarprodukt) sei E die Ebene, die die

2 0 1 2
PunkteA=| —-1],B=1[ 1 | undC=| 1 | enthdlt. Bestimmen Sie den AbstandvonD = [0 | zu
-1 -1 -2 1
E.

Aufgabe 2.5 Sei (U, ®) ein unitérer Vektorraum, f €End (), 4 < 2 ein Unterraum und 4+ der Orthogo-
nalraum. Zeigen Sie: f($() C 4 genau dann, wenn f39(4t) C 4+,

Aufgabe 2.6 Gegeben seien die affinen Rdume Ao(R™?Y) und A4o(R) sowie eine affine Abbildung f :
Ap(R™1) — Ap(R). Zeigen Sie: 4 := {P € Ag(R™1)|f(P) = 0} ist entweder leer oder ein affiner Unter-
raum von Ao(R"™1).

Aufgabe 2.7 Die Gruppe G operiere (von links) auf der Menge M. Zeigen Sie, dass fiir alle g € G und
m € M gilt: Stabg(gm) = gStabg(m)g .

Aufgabe 2.8 Im Vektorraum R3*! sei die Standardbasis S eine ON-Basis. Bestimmen Sie eine ON-Basis

1 2 2
aus Eigenvektoren des Endomorphismus f von R3*! mit SfS = (2 1 2) .
2 2 1

1.3 Scheinklausur am 8. 7. 1996 (90 Min.)

2 -1 1
Aufgabe 3.1 Bestimmen Sie die JORDAN-NormalformvonA= | -1 2 -1].

2 2 3
Aufgabe 3.2 Die Gruppe G := {A € C2*?|det(A) # 0} operiere auf der Menge M := {X € C2*?|X* = X}
vermoge (A, X) — A*- X - A. Bestimmen Sie die Anzahl der Bahnen.

Aufgabe 3.3 Bestimmen Sie eine Matrix X € C%*? mit X2 = (fl é)
11

Aufgabe 3.4 Sei S die Standardbasis vom R2*! und ®, W Bilinearformen mit s®S = (1 5

) und SLPS =

(é Z) Bestimmen Sie eine Basis B von R?*1, so dass fir X = x1B1 +Xx2B2 € R?*? gilt: ®(X,X) =

X2+ x5 und W(X,X) = c1x3 + Cox5 mit €1,C2 € RR.

Aufgabe 3.5 Sei (4,%,1) ein affiner Raum, f : 4 — 4 eine affine Abbildung und P,Q € 4 Fixpunkte
unter f. Zeigen Sie ohne Benutzung eines Koordinatensystems: Jeder Punkt der Geraden durch P und Q
ist Fixpunkt unter f.

Aufgabe 3.6 Beziiglich eines affinen Koordinatensystems eines 3-dimensionalen affines Raumes sei Q :=
Null(x1x2 — 2x2X3 + 2X1 — 4X2+ 6x3 — 2) eine Quadrik. Bestimmen Sie eine Koordinatentransformation von
A4, die Q auf affine Normalform transformiert.
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1.4 Scheinklausur am 11. 10. 1996 (90 Min.)

3 -1

Aufgabe4.1 Sei A= (1 1

gilt:

>. Existiert eine Matrix T € R?*? mit det(T) # 0, so dass fiir B =T ~1AT

@ Bij =0furi< j?
(b) Bij =0 fiiri j?

Aufgabe 4.2 Sei B eine Basis des C—Vektorraums U mit HERMITE’scher Sesquilinearform, beziglich

1 0 —i
dieser g®® = [0 2 0 | ist. Bestimmen Sie eine Basis C von 2, beziiglich der die GRAMmatrix von
i 0 3

@ eine Diagonalmatrix ist.

Aufgabe 4.3 Im EukLID’ischen affinen Raum Eg (mit Standardskalarprodukt) sei $4 der durch Null(2x; —

X2 + 3x3 — 2) beschriebene Unterraum. Bestimmen Sie drei Punkte aus 41, die ein rechtwinkliges Dreieck

bilden.

Aufgabe4.4 Im EukLiD’ischen affinen Raum £ mit Translationsraum (U, ®) sei X : £ — Ep : P —

X1(P)

(XZ(P) eine Isometrie. Bestimmen Sie die metrische Hauptachsentransformation der Quadrik Q :=
1

Null(4X2 — 10X1 X2 + 4X2 + 14X1 — 4X2 — 8).

Aufgabe 4.5 Im EukLID’ischen affinen Raum £ mit Translationsraum (20, ®) sei beziliglich eines ortho-

1

gonalen Koordinatensystems X eine Ebene E als Null(X1 +2X2+3X3—4) und P := X*l( 1 ])eE
-1
gegeben. Bestimmen Sie den Winkel zwischen einem Normalenvektor von E und dem Ortsvektor von P.

Aufgabe4.6 Im EukLiD’ischen affinen Raum £ mit Translationsraum (20, @) seien bezlglich eines or-

1 0 0

thogonalen Koordinatensystems die Punkte A,B und C mit Koordinaten {0 |,| 2 | und | O | gegeben.
0 0 4
5

Bestimmen Sie den Abstand des Punktes C von der Geraden durch A und B.

1.5 Scheinklausur am 21. 7. 2001 (150 Min.)

Aufgabe5.1 Geben Sie alle JORDAN-Normalformen J € R7*7 an, so dass fiir das charakteristische Poly-
nom gilt: X(J) = (x4 1)2x3. Wie lauten in diesen Fallen die Minimalpolynome?

1 1 -1 1
0 1 -1 1
Aufgabeb5.2 Sei 4 := A4(R) und seien 4y :={|1|+a|l|+b]|] 1 |[+c|O0|[ab,ceR} und
0 1 1 0
1 0 0 0

Ay :=Null(x1 + X2+ X3+ Xa+ 1). Zeigen Sie: 4; und 4, sind affine Unterrdume von 4 und berechnen Sie
die affinen Dimensionen von 43, Az, 41N A2 und (41, A2)a.

Aufgabe 5.3 Sei 7 ein endlichdimensionaler Vektorraum tiber K := IF's mit Basis B. Betrachten Sie den

projektiven Raum 2 = P(0) und Py := K*(2B1+2B2+2B3+4B4), P2 := K*(2B1+ B2+ 4B3+2B4),P3 :=
K*(2B2+ B3+ 4B4),Ps := K*(3B1 + 2B, + 4B4). Berechnen Sie das Doppelverhéltnis DV(Py, P2, P3, Py).
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Aufgabe5.4 Sei U =C*(RR,RR). Bestimmen Sie alle f € %, so dass D3f +2D?f + Df = 0, wobei D die
gewohnliche Ableitung bezeichne.

Aufgabe 5.5 Seien 2,205 endlich erzeugte IF7—Vektorrdume mit Basen B und C. Bestimmen Sie den Ten-
sorrang von X := B3 ® (5C1+5C2+3C3) + Bo® (C1 + 2C2+4C4) + B3 ® (5C1 4+ 6C3+C4) € V@ 20.

Aufgabe5.6 Seien U = IF§ und B = ( ),C = (

2 2 0 2
von . Bestimmen Sie eine Basis D von 20 und eine Permutation o € S4, so dass flir die Fahnen F(D) =
F(B) und F(Dog) = F(C) gilt.

) Basen

) ) ) )

N O B

2 1
0 0
0 0

=

2 0 1 1
0 1 1 2
2 2 10711
1 2 0 0

Aufgabeb.7 Sei E ein EukLID’ischer affiner Raum mit Translationsraum (2, ®). Weiter sei B eine Or-
thonormalbasis von 20 und P € ‘E ein Punkt. Definiert seien die Geraden £’ := {P+B1+Bz+a(B1+By+
Bs+Bs)lac R} und £” := {P+Bs+a(B1—By)|a € R}. Berechnen Sie d(Z’, £").

Aufgabe5.8 Sei E = %3 ein EUKLID’ischer Vektorraum und Q := Null(2x? + 2xy + 2y? + 2% — 3) eine
Quadrik. Bestimmen Sie die Tangenten an Q in jedem Punkt von Q.

Aufgabe 5.9 Sei E = ‘E3 der 3-dimensionale EukLID’ische affine Raum und Q := NuII(3x%+2xlxz+
2X1X3+ 3x§+2x2x;;+3x§+ 2X1 + 2X9 + 2X3 — %) eine Quadrik in ‘E. Bestimmen Sie die EuKLID’ische und
affine Normalform von Q.

Aufgabe5.10 Sei U ein C—Vektorraum mit HERMITE’schem Skalarprodukt @ und ¢ € End(2%) normal.

(a) Zeigen Sie: IstV € J ein Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert A, so istV ein Eigenvektor von $2 zum
Eigenwert A.

(b) Zeigen Sie: IstV € U ein Eigenvektor von ¢, so ist (V) ¢—invariant, d. h. $((V)+) < (V).

(c) Formulieren und beweisen Sie den komplexen Spektralsatz.

Aufgabe5.11 Sei G eine Gruppe, die auf der Menge M transitiv operiert. Weiter sei m € M und S :=
Stabg(m). Zeigen Sie: Die Bahnen von G auf M x M bei der {iblichen diagonalen Operation stehen in
Bijektion zu den Bahnen von S auf M.

1.6 Scheinklausur am 19. 7. 2005 (150 Min.)

Aufgabe 6.1 (8 Punkte) Bestimme die JORDAN-Normalform einer Matrix A € K3 mit u(A) =x3 -2 ¢
K[x] furK € {IF3,Q,R,C}.

Aufgabe 6.2 (1+1+3 Punkte) Betrachte die folgenden affinen Unterrdume von A44(R):

1 1 0 X1
0 1 2 X2
X1+X2+X3+X4 = 1,
A= 2 || L] L PaZi={fxafem®m) 2T T )
1 -2 0 X4 1m72— 73
1 1 1 1
Bestimme dim(4;),dim(42) und 4; N 4.

Aufgabe 6.3 (4 Punkte) Sei %gin endlichdimensionaler Vektorraum tiber K := TF3 mit Basis B. Betrachte
den projektiven Raum 2 = P(0) und Py := K*(B1 + B2+ B3),P2 := K*(B1 + B2+ 2B4),P3 := K*(2B1 +
2B3 + B3+ 2B4),Ps := K*(B3 + B4). Berechne das Doppelverhdltnis DV(P1, P, P3, Pa).

Aufgabe 6.4 (5 Punkte) Sei U = C*(IR,R). Bestimme alle f € U mit " = —3f" 4 4f.
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Aufgabe 6.5 (4 Punkte) Seien 0,20 endlich erzeugte I 3-Vektorrdume mit Basen B und C. Bestimme den
Tensorrang von X :=B1® (2C1 +C2+C4) +B2® (C1+C2+C3) 4 (B3 +Ba) ® (2C2+C3+Ca) € YR 20.

Aufgabe 6.6 (4 Punkte) Sei N := € Q**4. Bestimme Matrizen L,P,U € Q*** mit

» oOoo
PR OoR
=l

1
1
1
0

=

LPU = N; dabei ist L eine untere Dreiec
ecksmatrix.

smatrix, P eine Permutationsmatrix und U eine obere Drei-

Aufgabe 6.7 (1+1+3 Punkte) Sei £ := E3 der 3-dimensionale EUKLID’ische affine Raum mit dem Stan-
dardskalarprodukt. Seien £' die folgenden affinen Unterrdume von £ mit

X1 1 2

| * _ /0 1
H:={ Xa [X1+X2+x3=1}, G:={ 1 [ 21 )a-

1 1 1

Berechne dim(H),dim(G) und d(H,G).
Aufgabe 6.8 (3+1 Punkte) Sei 4:=4,(Q) der 3-dimensionale affine Raum diber Q und N := Null(2xy? +

1

X2 + 4xy — 3y? — 6y — 2). Bestimme die Tangentengleichungen an N im Punkt P := ( -1 ) € N. Ist der
1

Punkt P € N reguldr?

Aufgabe 6.9 (5 Punkte) Bestimme die affine Normalform der reellen Quadrik, die durch die Nullstellen-
menge des Polynoms p = xf + 2X1X2 — X1X3 + 2x§ — X1+ X3+ 2 gegeben ist.

Aufgabe 6.10 (4 Punkte) Beweise: In einer projektiven Ebene tiber dem Korper K schneiden sich zwei
verschiedene Geraden in genau einem Punkt.

Aufgabe 6.11 (5 Punkte) Sei G eine Gruppe, die auf der Menge M operiert. Weiter seim € M und S :=
Stabg(m). Zeige: Die Bahnen von G auf Gm x M bei der tiblichen diagonalen Operation stehen in Bijektion
zu den Bahnen von S auf M.

Aufgabe 6.12 (4 Punkte) Bestimme das Minimalpolynom von ( g :2 ) ® ( :i g ),wobei ® das

KRONECKER-Produkt von Matrizen ist.

Aufgabe 6.13 (4 Punkte) Sei U ein 4-dimensionaler Q-Vektorraum mit Basis B und 4 ein 2-dimensionaler
Teilraum. Nach Definition werden die PL Uck ER-Koordinaten von 4 beschrieben durch homogene Koordi-
naten im 5-dimensionalen projektiven Raum: (a12:a13:a14:a23:a24:az4). Genauer: 4 = (aiB;, %b;Bj) —
((aj_bz — azbl) MR (a3b4 — a4b3)).

Bestimme den 2-dimensionalen Teilraum $ des 4-dimensionalen Vektorraumes 20 mit den PLUCKER-
Koordinaten (a12:a13:a14:a23:a24:8a34) = (2:6:4:2:8:20) beziiglich der Basis B.
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2 LoOsungsvorschlage
2.1 Scheinklausur am 8. 7. 1988

_ 8
Aufgabe 1.1 Esist x5(x) = det(( 6° 5 g |) = (x—=1)(x—4). Die Eigenrdume zu den Eigenwerten
5 5
lund4sind: Eg(1) = ( (;)> < > ). Mit S als Standardbasis und E = ( ; , _21 ) als Eigen-
s_

vektorbasis ist SidE = G _21) bzw. Eid
(-9 2

s\ 2 -6/

Aufgabe 1.2 Es ist xt(x) = det( (Xll x:Lzl)) = (x—1i)(x+1i). Die Eigenrdume zu den Eigenwerten i
und —i sind: E¢ (i) = (B <1‘2.>> — (~2B1+ (1—i)Ba),Ef(—i) = (B (1‘+2i>> = (—2B1+ (1+1)By).

-2 i _1(1 2 1 0\ /-1 -2\
(2 1>Wah|ea|sox._g<2 _1> <0 2> (_2 1>_

—i
Aufgabe 1.3 Gekoppelte Spalten-Zeilen-Umformungen im linken Feld und simultane Spaltenumformun-

. -1 10 1 0|1 —i (1 i .
gen im rechten Feld liefern: ( B 0 1 ) ~ ( 0 110 1 ) Setze B .= (0 1 ) Dann ist

B*AB = I».

2

2 2 3
Aufgabe 1.4 Die Gerade ist gegeben durch (1) (P (1) ( 1 ) ). Konstruiere also ein LGS
3 3

3
betrachten wir nur das homogene Gleichungssystem, wobei wir den GAUSs-Algorithmus rlickwérts anwen-

10 0|-3p 13 0]0
S (51 eln ) (32
—6p 06 1

+
mit partieller Lésung | 1 |, dessen homogenes Gleichungssystem { ( ) als Ldsungsraum hat. Zunéchst

den: 8 é (i 8 06 110 ) Bringe nun partielle Lésung ins
Spiel, indem die (inhomogenen) Konstanten entsprechend gewahlt werden: Wegen 1-2+3-14+0-3=5

et i . X1 + 3x2 =5
und0-2+6-1+1-3=9 st ein gesuchtes LGS: A 6¥o - Xg =9 °

X X+1 Apx + Ay +Aiz=x+1
Aufgabe 1.5 Suche Ac R¥EmitA- [y| = 0 | & A Axux+Axpy+Azx=0 . Wihle also
1 1 A AzX+ Axny+Azz=1

1 0 1
A=|0 0 O
0 0 1
Aufgabe 1.6 Seien P,Q € E. Dann ist X(P) = X(Pp+ @5) = X(Po) +X — Bp,P PoP. Entsprechend ist
1 1
X(Q) = BPyQ. Da P und Q in der Ebene E liegen, ist ferner | 2 | -BPoP = 0 und 2) BPyQ = 0. Wegen
3 3

PoQ — PgP = PQ ist auch (2
3

- - I l -
) BPQ = 0. Insbesondere ist fiir alle P,Q € E: dg( (2) ,BPQ) = 0, wobei

w
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—

1
®s das Standardskalarprodukt des Z3 ist. Weil X eine Isometrie ist, gilt auch @(771 (2) ,PQ) =0 fur
3
v—1 L — — —
alle P,Q e E. WahlealsoV :=X 2 | =B1+2B2+ 3B3 = PPy + 2PgP> + 3PgPs.
3

1 1 -1 0 1 0 00O 1 0

1 0 -1 0 0 -1 00 0 -1
Aufgabe 1.7 11 11101710 o0 o01l1”lo o

0 0 1 2 0O 0 1 2 0 O

Spalten-Zeilen-Umformungen. Also ist die affine Normalform: x2 — x3 + 2xs.

durch gekoppelte

= O O o
O OO

Aufgabe 1.8 Das Polynom hat den quadratischen Anteil _11 _11 . Diese Matrix besitzt als ON-

V2 1

1 tr 1 1
% 5 0 1 -1 1 % 5 0 2 0 O
1 1 _ 1 1 _
-5 5 0 1 1 1||-% & 0f=|0 0 2
0 0 1 111 0 0 1 0 v2 1

Jetzt verwenden wir wieder die Spalten-Zeilen-Umformungsschreibweise, wobei von nun an nur noch

Translationen verwendet werden dirfen, d. h. Additionen der ersten Spalten auf die letzte Spalte (mit
anschlieBender Zeilenumformung):

Basis aus Eigenvektoren: (-1 <_11> L (1> ). Die erste Isometrie transformiert auf:

1 1 1 1 1
2 0 O 721 ? 0 2 0 0 721 TZ —711
0 v2 1| 0 0 1 0 v2 0| 0 0 1
X1+ i
Durch die Isometrie (X) = \/_1 ' \/51 X2~ 4 geht X2 4y? — 2xy +2x+ 2y +1in 2x1+2\/_xz uber.
y \/_X1+\/—X2_Z
Also ist Null(x? +y2 — 2xy + 2x+ 2y + 1) = Null(2x2 4+ 2v/2x2) = Null(v/2x2 + 2x2) = Null(( )2 +2xp).

1
?

N

Die EUKLID’ische Normalform ist also: ()2 4 2xs.
%

2.2 Scheinklausur am 13. 7. 1992

Aufgabe 2.1 Gekoppelte Spalten-Zeilen-Umformungen werden zum Umformen von GRAMmatrizen ver-

wendet:
1 —-i 2|1 0 O 1 0 0 1 i =2 1 0 01 i i
i 0 1|0 1 O 0O -1 1-2i|0 1 0 0 —l 0[O0 1 1-2i
2 1 1|0 0 1 0 1+2i -3 |0 O 0 210 O 1
15
1 0 0|1 i 2| 0|1 2
~ 0 -1 00 1 ~ 0|0
1 1
0 0 1,00 ﬁ -110 7
Es ist also (B1, \/iziBl—l— ——\/_ Bo+ 1283,|Bl+ B>) eine OG- BaS|s bezugllchdJ

1 1
Aufgabe 2.2 Offenbar ist 4+ 1-dimensional und ( 0 ) €yt Also ist U+ = ( ( 0 ) ). Die Lénge dieses
i

7%

1 1
Vektors ist (1,0,i) ( O) =2, also ist (- (O ) ) eine ON-Basis von 4*. Zur orthogonalen Projektion
—i —i
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Z von X in 4+ berechnen wir die FOuRIERkoeffizienten (Beachte: Die Reihenfolge der Vektoren, die in
@ eingesetzt werden, ist im Komplexen wichtig, da ® nicht symmetrisch ist! Man gehe den Beweis vom
Skript aus Lineare Algebra | wértlich durch, dann sieht man, dass man beim Vertauschen der Vektoren bei
HERMITE’schen Sesquilinearformen immer die konjugierte Koordinate erhalten wiirde.):

2 1 3+3i —1i
L = =X _-7= ist namli =
Z_fz(10|) 1 7 0_ = 111_ Y=X-Z= l13 . Dann ist ndmlich X =Y +
141 —I 5 — 5l §+§

NIlw
NI

ZY €U, Z eyt

Aufgabe 2.3 Die Operation entspricht einer Basistransformation von A. Suche also r,s € IR, so dass eine

Basis J existiert mit JAY = ((1J 8 2) . Berechne erst JORDAN-Normalform von A: pz(x) = (x — 1) (x2+
10 0r i) _

X+2). Also istdie Ja:= [0 0 —2| die JoRDAN-Normalform von A. Inshesondere liegen A und Ja

in einer Bahn. Wahle nun ro::l—z,_sl:: 1. Dann stimmt die JORDAN-Normalform Ja mit der von B =

1 0 O

(O 0 1 | dberein,dapg(x) = (x—1)(x>+x+2). Also liegen Ja und B und somit auch A und B fiir
0 -2 -1

r=—2unds=1ineiner Bahn.

1 1 1 1
Aufgabe2.4 EsistT(E)=([-1],| 0 |),T(E):=([1|).Gesuchtistdie LangevonV € (|1 |),V =
0 -1 1 1
2

)
DP7P € E, d. h. P Schnittpunkt von | O | +( ) mit E. Dies filhrt auf ein lineares Gleichungssystem.
1

1
1
1
Man erhilt schlieRlich: P = (— ) Vo= ) IV| = /3, also ist der gesuchte Abstand von D zu E

gleich v/3.

Aufgabe2.5 fa(Ul) C Ut oW eyt fa(V) e Ut o WU e UW e it 1 d(fA(V),U) =0 YW €
UW e Ut (v, f(U)) =0 VU c i f(U) e (Uh)T =U e f(U) C L

Aufgabe2.6 Sei T:RR" — R der lineare Anteil von f. Dann gibt es eine Matrix A = (ay,...,ay) € R>"

Vi V1 p1
mitf(| : [)=A-|: | =awvi+-+awn SeinunP=| : | € 4(R™?) beliebig. Da f affin, ist
Vn Vn Pn
0 p1 0 p1 0 0
FR)=f( |+ PD=F(: D+T(| + PD=1(]:])+awpi+ - +anpn. Mitc:=—f(| : |)
0 Pn 0 Pn 0 0
P1 P1
haben wir | @ | € A< aipi+-—anpn=c, d h. 2={| : | € A(R™)|a;ps + -+ anpn = c}.
Pn Pn

Nun wissen wir, dass A4 als Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems, falls dieses nicht unlosbar
ist, als 4 = P* + &1 mit einer partiellen Losung P* € 4o(R™?) und einem Teilraum £ < R"™?1 | der die
Losungsmenge des dazugehdrigen homogenen Gleichungssystems ist, geschrieben werden kann. Also ist
4 ein affiner Unterraum von 4o(R™*) mit Translationsraum T(4) = L.

Aufgabe 2.7 Die Aussage wird durch doppelte Mengeninklusion bewiesen:
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~C": Sei s € Stabg(gm). Definiere s* := g~'sg. Dann ist s = gs*g~* und s*m = g~1sgm = g~gm = m,
also s € gStabg(m)g—.

L2 Sei s =gs*g~! mit s* € Stabg(m). Dann ist s(gm) = gs*g~1gm = gs*m = gm, also s € Stabg(gm).

1 1 0
Aufgabe2.8 Esist Es(5) = (| 1|),Ef(-1)=([ —-1|,| 1 |). Da die Standardbasis eine Orthonor-
1 0 -1

malbasis ist, handelt es sich beim Skalarprodukt um das Standardskalarprodukt. Orthogonalisiert man
E¢(—1) mit GRAM-SCHMIDT, erhélt man durch Normieren eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von

1 1 -1
o1, -1),2(-1)).
V3 1 v2 0 Ve 2
2.3 Scheinklausur am 8. 7. 1996

100
Aufgabe 3.1 Esist pa(x) = (x —1)(x — 3)%(= xa(x)). Also ist (O 3 0) die JORDAN-Normalform.
0 1 3

Aufgabe 3.2 Die angegebene Operation beschreibt die Basistransformation auf der Menge M der GRAMmatrizen
von HERMITE’schen Sesquilinearformen. Nach dem Sy LVESTER’schen Trégheitssatz, der auch beziiglich
dieser Operation ,,im Komplexen®“ gilt, ist die Signatur eine trennende Invariante dieser Operation.

OO Or Kk N+
OFrRr NOR O |
N, ORFR OOOo

Es gibt genau 6 verschiedene Signaturen, also auch genau 6 Bahnen.

Aufgabe3.3 Es ist pyz(X) = (X—2) (X — 4), Exz(2) = <G)>,EX2(4) _ <(_1i)>. Mit E 1= ((}) , (fi))
ist also EX2E = (g 2 <\/§ )
(

0
sidE.A.Eids_%G )( )i ) (i@a t?)’
(*

Aufgabe 3.4 Suche Vektoren ( ) *), die beziglich @ und ¥ orthogonal sind! CD((y) (X )) =

). Setze A = 0 . Mit S als Standardbasis wahle man schlieRlich: X :=

y*
0 & X(X* +y*) +y(x* +2y*) = 0; LIJ(G) (; )) =0 < x(2x* 4 3y*) + y(3x* + 6y*) = 0. Suche also
0\ . X+y)xX* + (x+2y)yr =0 . . .
Vektoren # 0 mit A (2X+3Y)K + (3x+By)y* =0 Dieses homogene Gleichungssystem ist genau

dann nicht-trivial 16sbar, falls die Determinante der Koeffizientenmatrix verschwindet (gleich 0 ist). Es

. X+Yy  Xx+2y y . . .
ist det( (2x+3y 3x+6y)) det( (x x+3y) ). Die Determinante verschwindet also genau dann, falls
y = X+ 3y. Setze also (z. B.) x =2 und y = -1. Dann hat das Gleichungssystem (nach x*,y*) nichttriviale
Losungen, z. B. x* = 0,y* = 1. Wir haben also (<_21> , <0) ) als OG-Basis beziiglich ® und W. Normiere

1
diese Basis beziiglich &:
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d)((_zl) : (_21)) = 2 sowie P( ((1)) : (2)) =2. Setze B:= (7 (_21) 5 (2)) Dann ist g®B = 1, und
0
1
V2

V2 _1 2
gWB = ( 0 V2 <§ g) _\/; = <(1) g) . Also haben wir dann ¢y = 1,¢, = 3.
V2 V2

Aufgabe 3.5 Sei S:= P+A@,A € K. Da f affin, gilt: f(P)f(S) = f(PS)

AT(PQ) = Af(P)f(Q) = APQ. Also ist: f(S) = f(P)+APQ =P +APQ =S,

Aufgabe 3.6 Verwende Spalten-Zeilen-Umformungen:

0 2 o 11000 1 3 -1 -1]1 000
I 0 -1 2|0 100 " i 0 -1 -2{1 100 "
0 -1 0 3/00 10 -1 -1 0 3 (0010
1 -2 3 -2(000 1 -1 -2 3 -2|0 0 0 1
1 1 -1 -1|1 00 0 1 0 0 01 -1 11
1 0 -2 —4(1 200 0 -1 -1 -3|1 1 11
-1 -2 0 3|00 10 - 0 -1 -1 2]0 0 10 -
-1 -4 3 -2|0 001 0 -3 2 -3/0 0 01
1 0 0 01 -1 2 4 1 00 01 -1 2 4
0 -1 0 01 1 0 -2 0 -10 0|1 1 0 -2
0 00 5/0 0 1 0 ” 0 00 1|00 L o -
0 0 5 -6/0 0 0 1 0 0 1 —-6/0 0 0 1
2 14
o 1ol 18 3 I A o
1 3 | also durch die Affinitdt [ xo | = Xq+x5—2 geht
o o o010 0o % -% s 1023
0 0 10/0 0 0 1 57375

X1X2 — 2X2X3 + 2X1 — 4%p + 6Xg — 2 in X2 — X2 + 2x5 (iber.
Also lautet die affine Normalform: x? — x3 + 2x.
2.4 Scheinklausur am 11. 10. 1996

Aufgabe 4.1 Anwenden von T kann als Basistransformation fiir A interpretiert werden. Es ist pa(x) =
Xa(X) = (x—2)2.
(@) Setze Bi11 =2,B21 =1,B2> =2. Dannist B die JORDAN-Normalform von A, also existiert ein solches
T.

(b) Ein gefordertes T kann es nur dann geben, wenn A diagonalisierbar ist. Dann miisste aber das Mini-
malpolynom von A in Linearfaktoren der Vielfachheit 1 zerfallen, was nicht der Fall ist. Also gibt es
kein solches T.

Aufgabe 4.2 Bestimme mittels Spalten-Zeilen-Umformungen eine Orthogonalbasis C:

10 —-i|1 00 1001 0 i 10011 0 -5
02 0(010]|~|020(010]|~|010(0 2% 0
i 0 3|00 1 00 3/001 0010 0 X

Mit C := (B, %Bz, %iBl‘F %Bg) ist cPC = I5.
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1 2 4 1 1 3 1 3
Aufgabe 4.3 (O) , (2) , ( 0 ) €4, also Y = (0) +<(2) ) ( 0 )),T(u) = ((2) ) ( 0 ) ). Or-
0 0 -2 0 0 -2 0 -2
1
2
0

thogonalisiere T (L) z. B. mit GRAM-SCHMIDT. Dann erhélt man als Orthogonalbasis von T (1): (

1\ /2 ¥
Also bilden (O) , (2) , (—‘—Q) ein rechtwinkliges Dreieck in (.
0 0 -2

Aufgabe 4.4 Das Polynom hat den quadratischen Anteil ( _45 _45 ) Diese Matrix besitzt als ON-

. . 1 1 . . .

L4 1 .

Basis aus Eigenvektoren: (ﬁ <_1> ' 73 (1> ). Die erste Isometrie transformiert auf:
1 1 tr 1 1 S
o O (4 s N (n om0 (20 5
_1 1 5 4 2L L ol=[0 -1 =
V2 2 7 _2 _g V2 2 s s V2
0 0 1 0 0 1 B -8

Jetzt verwenden wir wieder die Spalten-Zeilen-Umformungsschreibweise, wobei von nun an nur noch
Translationen verwendet werden dirfen, d. h. Additionen der ersten Spalten auf die letzte Spalte (mit
anschlieBender Zeilenumformung):

9 0 Z| 5 £ o0 9 0 o] L L o
0 -1 g —\/i f 0 ~ 0 -1 0 —\/i iz 3
D LTV v i s
7 -8 0 0 1 0O 0 O 0 0 1
X1+ —=X2+2
Durch die Isometrie X1\ _ f ! ﬁ 2 geht 4X2 — 10X Xp +4X2 4 14X1 — 4Xo—8in 9x2 —x3
X2 fle""\fx 2+3

iiber. Also ist Q = Null(9x2 — x3) = Null((%)? — x3).
3

Die EUKLID’ische Normalform ist also: (%)% —x2.
3

Aufgabe 4.5 Isometrien verdndern keine Ladngen und Winkel. Daher verwenden wir zur Berechnung aus-

1 1
schlieRlich die Koordinaten: Mit ng = (2) und P = ( 1 ) als Normalenvektor von E bzw. Ortsvektor

3 -1
von P ist der gesuchte Winkel a gegeben durch a = arccos q’—ﬁ_%& = arccos0 = 3, wobei ®sim Zg das

Standardskalarprodukt und |.| die dazugehdrige Norm ist.
Aufgabe 4.6 Isometrien verdndern keine Langen und Winkel. Daher identifizieren wir alle Punkte mit

1 -1
ihren Koordinaten: Die Gerade G durch A und B ist gegeben durch G = (0) +( ( 2 ) ). Esist T(G)*
0 0
) 7V

2 0
( (1) , (0) ). Gesucht ist die Lange vonV € T(G)*,V :@,P € G, d. h. P ist Schnittpunkt von
1

gar O O

1

[@X&; [N, 1N

2 0
<(l> , (O)> mit G. Das resultierende lineare Gleichungssystem fiihrt schlieBlich zu P = (
0

4
( %) ,IV| =&, also ist der Abstand von C zu G gleich 2.
~5
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2.5 Scheinklausur am 21. 7. 2001
Minimalpolynom | Partitionen JORDAN-Normalform

(x2+1)x (1,1),(1,1,1) Diag((

(x2+1)%x (2),(1,1,1) Diag(

(x2+1)x? (1,1),(2,1) Diag(

Aufgabe5.1
(x2 +1)2x2 (2),(2,1) Diag(

(x2+1)x3 (1,1),(3) Diag(

(x2+1)%3 (2),(3) Diag(

0
1
0
1
0
0
0
1
0 -1 0
1
0
0
0
1
0
1
0
0

— N

1 1 -1 1 1 1 0
0 1 -1 1 0 1 0
Aufgabe5.2 Offenbar 2= | 1 |+(|1(,] 1 |,[O0[)=]1]|+(|O 1|) C 4, also 4, affiner
0 1 1 0 0 0 1
1 0 0 0 1 0 0

Teilraum von A4(R) mit (4;) = ( ), wobei dim(A41) = dim(%(41)) = 2. 4 ist die Losungs-

OO Or kK
OrFr kP OO

-1 1 1 1
0 -1 0 0
menge des linearen Gleichungssystems x1 +X2+X3+Xx4 = —1,ndmlich =1 0 |+(| 0 |,|-11],] 0 |)C
0 0 0 -1
1 0 0 0
1 1 1
-1 0 0
AundZT(A)=(| 0 [,|—-1{,| O |).Alsoist A, affiner Teilraum von 44(R) mitdim(A4;) =dim(%(42)) =
0 0 -1
0 0 0

3. Ein Punkt P ist genau dann in 43 N 4, falls es a,b € R gibt mit P = +b- und

1
0
1
0
1
) yund dim(4; N 42) = 1. Da

+

s3]
O OO
O PEFk OO

2+2a+2b+1=0,d.h.b=-3—-a Alsoist N2 = | -

I\)IONII—‘
+
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¢ X(Ap), ist (3(A1),%(A2)) = T(A44(R)), was hinreichend (aber nicht notwendig) flir das Aufspan-

O O Or kK

nen des gesamten affinen Raumes ist, d. h. (41, 42)a = As(R). Also ist dim((41, 42)a) = dim(4a(R)) = 4.

2 2 0
Aufgabe 5.3 Sei ein § € Hom(Fg*, F2*1) mit &( ; ) = <g) L8 ( }1 )= <8> ,6( i ) = (g) ge-
4 2 4

0 2 2
geben, wobei a, b, c € . Es ist aber i =2 g +3- ‘11 , also (g) = (gg) bzw. b = 4a. Ferner
4 4 2
3 2 2 3
sieht man: (2) =3. g +1. 411 ,also §( g )= (2:) Man erhélt schlielich: DV (Py, P2, P3,Ps) =
4 4 2 4
(3:4)=(1:3).

Aufgabe5.4 D3f +2D?f + Df induziert das Polynom x3 4 2x?+x = x(x + 1)2. Der Faktor x liefert Fun-
damentalsystem (e%) = (1) ; die Faktoren (x + 1) liefern Fundamentalsystem (e*,xe~). Also sind alle
Losungen f € 2 gegeben durch f € (1, e xe ).

Aufgabe5.5 Stelle Matrix 1 (X) von X beziiglich (B1,B2,B3) und (C1,C2,C3,C4) her:

1 0 0 55 30
(X)=(01](5,53,0+(1](,204)+(0](5,0,6,1)=( 1 2 0 4 |.Dannbrauchtmannur
0 0 1 506 1
X)) =

noch den Rang dieser Matrix zu berechnen: Tensorrang(X) = Rang(1(X)) = 2.
2 111
Aufgabe 5.6 Zunéchst berechne man Bid® = é 1 5 2 . Flihre nun modifizierten GAuss-Algorithmus
1 2 01
(von unten her nach rechts ausrdumen) zur Bestimmung von D und o durch:
2 111 2 0 1 2 2 01 2 2 011
1120 o1 2 2 2 o1 210 1210 Die Permutati-
0121 0121 0100 010 0|
1 2 01 1000 1 000 1 0 00
000 1\" 0001
. 0 010 0 010 ;
onsmatrix P von o lautet P = 0100 =10 10 0 ,d.h.o=(4,3,2,1). Wahle nun
1 000 1 000
2 011 110 2
. . 1 210 0121 . .
D {ber Pid® = 010 0 P 00 10 . Wir erhalten als Basis D = (B1,B1+B2,2B2+
1 000 0 001
2 0 2 1
0 0 1 0
Bg,281+Bz+B4):( 2111211010 )
1 0 0 0
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1 1 0 1
i / B 1 B 1 " B 0 B -1 ii
Aufgabe5.7 Es ist £/ =P + 0 +( 1 yund E' =P+ 1 +( 0 ). Flhre nun ortho-
0 1 0 0
0 a a
gonales Koordinatensystem X ein durch X(P) = 8 und X (B E )= E . X ist eine Isometrie, da
0 d d
B eine Orthonormalbasis ist. Langen und Winkel tbertragen sich, so dass wir nur noch den Abstand von
1 1 0 1
X(E") = é +{ 1 YZUX(E") = 2 +{ _ol ) im ‘£ betrachten miissen. Wir wissen: Es gibt Py €
0 1 0 0
1 1
X(E’),Po € X(E") mit P1P; € ( 1 YNy _01 )L und |P1P3| = d(X (E"),X (E")) = d(E’,E"). Zunichst
1 0
1 1 1 1 1 1
. 1] 11 1 1 |1 1 _
sieht man: ( 1 N 0 )= S o ). Aus dem Ansatz P, = ol T2 |1 Py =
1 0 0 -2 0 1
0 1 -1 -1 1 1
0 -1 y Lo -1 -1 -1 1
1 +b- 0 erhédlt man schlieBlich PP, = R +b- ol =¢ s +d-
0 0 0 -1 0 0
1 -3
Nk Das resultierende lineare Gleichungssystem 10st man auf und erhalt: P1P, = 7 5 und so-
-2 1
mit: d(E',E") = |P1P2| = $VIL.

Aufgabe5.8 Sei P = € Q. Entwickle Gleichung von Q nach P, d. h. setze voriibergehend X = x —

$S 2X% + 2%y 4 2y? + 22 — 3 =2(X+a)?+ 2(X+a)(Y+b) + 2(Y+b)?+ (Z+¢)> —
((4a+2b)X+ (2a+4b)y+2c2) = (2(x—a)?+2(x—a)(y—b) +2(y —b)?+(z—

QD

QL0 T W
;_/

a,y=y—hbZ=z-c¢,s0
3= (2R 4+ 2%y +2y° 472

T

c)?) + ((4a+2b)(x—a) + (2a+4b)(y —b) +2c(z—c)), daaus P € Q folgt: 2a®+ 2ab+2b%+c? -3 =0.
r a-+Ar
. S b+As . .
Die Gerade P+ (| | ) ={ 4 At A € R} ist genau dann Tangente von Q in P, falls (4a+ 2b)(x —
0 1

a)+ (2a+4b)(y — b) + 2c(z — c) fiir alle Punkte der Geraden, d. h. fir alle A € R, verschwindet.

r 2a+4b 2c
Man erhdlt also: (4a+2b)Ar+ (2a+4b)As+2cAt =0« s ) € (| —4a—2b |, 0 ). Also
t 0 —4a—2b

r 2a+4b 2c 0
ymit [s] e (| —4a—-2b], 0 y—{| 0]} alle Tangenten T in P
t 0 —4a—2b 0

sind durch T =P+ (

o ~+ n =

an Q gegeben.
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311 1
Aufgabe5.9 Das Polynom hat den quadratischen Anteil A := ( 1 31 ) Es ist dann Ez(5) = ( (1) ),Ex(2) =
1 1 3 1

1 1
( (—1) ( 0 ) ). Orthogonalisiert man Ex(2) z. B. durch GRAM-SCHMIDT, so erhélt man durch Normie-
0 -1

1 1 1
ren als ON-Basis aus Eigenvektoren: (- 1) ’%fz —1) ),16 ( g ). Die erste Isometrie transformiert
1 -1

V3 0

an:ll 1 tr 11 1

ﬁﬁ\/go 311 1 %_2%0 5 00 V3
1 1 1 9 131 1 L 1L 1 9 0 20 O
A V2 e V3 2 V6 _
%30_%0 113 1 %30_%0 0 02 O

2
o o o 1/ \111-2g/\%g o o0 1 V3 00 -2

Jetzt verwenden wir wieder die Spalten-Zeilen-Umformungsschreibweise, wobei von nun an nur noch
Translationen verwendet werden dirfen, d. h. Additionen der ersten Spalten auf die letzte Spalte (mit an-

5 00 V3 500 O
schlieBender Zeilenumformung): 8 g g 8 ~ 8 g g 8
V3 0 0 —% 000 -1

Es gibt also ein orthogonales Koordlnatensystem das Q auf Null(5x2 + 2xZ + 2x2 — 1) transformiert. Die
EukLID’ische Normalform ist also (- )24 (22)% 4+ (%)? - 1. Die affine Normalform kann man ebenfalls

Sl
SiH
SiH

direkt ablesen: X2 + x2 +x3 — 1.

Aufgabe 5.10 Zu (a) fiel mir leider nichts Kirzeres ein. Falls jemand eine bessere Ldsung hat, bitte ich
sehr darum, sie mir zu mailen.

(@) SeiV Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert A, d. h. (V) = AV und V nicht Nullvektor.

Zunéchst zeigen wir: ®(924(V), 624 (V))D(V,V) = |d(¢2(V),V ) [2. Dann wére ndmlich in der CAUCHY -

ScHwARz-Ungleichung Gleichheit, so dass die lineare Abhéngigkeit von $24(V) und V folgt, d. h.

V ist Eigenvektor von 2.

Esist ®(¢4(V), 02 (V)) = P(V,§09*I(V)) = D(V,$*00(V)) = D(V,$*(AV)) =AD(V, 6> (V) =

AD(92(V),V) =AD(V, (V) =AAD(V,V) = AAD(V,V ) = |]A?|D(V,V), da fir HERMITE’sche Ses-

quilinearformen immer ®(V,V) = ®(V,V) bzw. dJ(V,V) € R qilt. Also haben wir auf der einen

Seite: D(p24(V),d24(V))D(V,V) = [A2|d(V,V)2. Nehmen wir nun die andere Seite in Angriff:

DO (V),V)P = [V, 0(V))] = ADV.V)2 = ARIOV, V)2 = [A2|BV, V)2, weil d(V.V) € R

gilt.

Also liegt Gleichheit in der CAUCHY-SCHWARZz-Ungleichung vor.

Sei $24(V) =a-V. Zu zeigen ist nur noch: a = A. Betrachte hierzu: A®(V,V ) = d(V,\V) = D(V,d(V)) =
D(924(V),V) = d(aV,V) = ad(V,V). Da ® positiv definit ist, haben wir ®(V,V) # 0 und somit

a=A\, d. h.V ist Eigenvektor von $2¢ zum Eigenwert A.

(b) SeiW € (V)= beliebig, d. h. ®(W,V) = 0. Zu zeigen ist: ®(¢(W ),V ) = 0. Es ist aber d($p(W),V) =
DW,024(V)) = D(W,AV) = AOW,V) = 0.

(c) Sei (B, ®P) ein unitdrer Vektorraum und ¢ € End(20) normal. Dann gibt es eine ON-Basis aus Eigen-
vektoren von ¢.
Beweis: Es sei | das Minimalpolynom von ¢. Da C algebraisch abgeschlossen, gibt es ein A € C mit
U(A) =0, d. h. A ist Eigenwert von ¢. Sei B; ein Eigenvektor, dann ist 0 = (B1) @ (B1)*. Wegen (b)
ist ¢[,g,). €in Endomorphismus. Fiihre also dieses Verfahren mit ¢|g,,1 € End((B1)*) auf (Bs)~*
sukzessiv fort. Nach endlich vielen Schritten (es sei n = dim(:0)) erhélt man schlieflich eine Zer-
legung von % in n paarweise orthogonale, von Eigenvektoren erzeugte 1-dimensionale Teilrdume:
¥ = (B1) @ (B2) @ --- @ (Bn). Also ist (By,...,Bp) eine Orthogonalbasis von 2 aus Eigenvektoren.
Normieren liefert dann die Behauptung.
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Aufgabe5.11 Esist (M x M)/G — M/Stabg(m) : G(m,n) — Stabg(m)n eine Bijektion:

(i) Wohldefiniertheit:

Sei G(m1,mz) € (M x M)/G eine beliebige Bahn. Da G auf M transitiv operiert, gibt es g € G mit
gmi = m, so dass g(m1,my) = (m,gmy). Es gibt also ein n = gmy € M mit G(m1,m2) = G(m,n).
Jetzt bleibt noch zu zeigen, dass bei evtl. unterschiedlichen Darstellungen des Urbildes G(m,n1) =
G(m,ny) trotzdem dasselbe Bild herauskommt: Wenn die Bahnen G(m,n1) und G(m,n2) gleich sind,
gibteseins € G mit (m,n1) =s(m,n2) = (sm,snz). Also ist sm = m und somit s € Stabg(m). Ferner
ist n1 = sny, also sind liegen n; und ny in derselben Bahn unter Stabg(m), weswegen die Bahnen
Stabg(m)ny und Stabg(m)n; gleich sein missen.

(ii) Injektivitat:
Seien Stabg(m)ny = Stabg(m)nz. Dann liegen ny und ny in derselben Bahn unter Stabg(m), d. h
gibtein s € Stabg(m) < G mit sny = n,. Inshesondere sind (m,n1) und s(m,n1) = (sm,sny) = (m,
in einer Bahn unter G. Dann sind aber die Bahnen G(m,n1) und G(m,n2) gleich.

U)

\./

(iii) Surjektivitat:
Zur Bahn Stabg(m)n wahle einfach die Bahn G(m,n) als Urbild.

2.6 Scheinklausur am 19. 7. 2005
Aufgabe 6.1 Wir betrachten die vier Félle separat:

o Uber I3 ist das Polynom reduzibel: (x3+1) : (x+1) = x?+2x-+1und x2+2x+1 = (x+1)2. Daraus

2 00
folgt u(A) = (x+1)2 und X(A) = (x+1)3 = (x — 2)% sowie J = ( 120 ) .
01 2

0 2
0 0 ).
10

o Uber R ist p(A) = x3 —2 = (x — v/2)(x2 4 ¥/2x + v/22). Nun ist p := (X2 + ¥/2x+ v/22) tber R

)-
3 0 —J4 0
irreduzibel, deswegen M, = ( (1) _£ ) undJ = ( 1 —-v2 0
- 0 0 V2

o~ O

o Uber Q ist das Polynom x(A) = x3 — 2 irreduzibel und J = (

w

N
N

e Das charakteristische Polynom hat die drei verschiedenen Nullstellen v/2 sowie — \f +14/ 3\/‘_‘l Es

V2 0 0
folgt somit J = 0 —3%2 — %‘i 0
3 37.
0 0 ~ V2 /248
1 0 1
0 1 -2
Aufgabe62 41:={| 2 |+a| -1 |+b] 3 |a,beR}.
1 -3 1
1 0 0

Man sieht sofort, dass die Richtungsvektoren linear unabhéngig sind, deswegen ist dim 4, =dim7 (4;) =
2. Fur 4, gilt:

0

1 ) -

11 1 11\ (11 1 1]1 1.0 0
1 -1 -1 0|-1 0 2 -2 —1l-—2/)"7V o011

NNl =
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1
100 0] —3d 0 0 IR
0 10 0|—-c—23d L -1 2
JAlsoist Z,={| 0 |4+c| 1 |+d 0 |c,deR}unddim 4, =
0 010 c
0 0 0 1 d 0 0 1
1 0 0
dim7 (2p) =2
0 1 0 % -1 1 -2 1 % 1
Wir untersuchen nun 41 N 4. Hierfiir beachte man _11 _32 _11 8 _12 ~ 8 i 8 E :i
-3 1 0 1|-1 0 -5 3 ; 2
101 L]o 100 %]o0 1000_%"1
2 2 010 0]-1-12x
(010z 1) (010?_1>W0010—1—2x
0 0 3 3|-3 0 01 1(-1 000 1 X
0 0 -1 0 1
1 -1 i 2 -1
Alsoist 21N ={] 0 |+(-1-x)| 1 [|+x] O [xeR}=| -1 |+(] 2 |)
0 0 1 0 -2
1 0 0 1 0
Aufgabe 6.3 Man berechne
1 1 1 0fla O 11 10 a 0 1110 a 0
1 1 0 2|0 b 0 0 2 2| 22 b 0 0 2 2 2a b
2212117002 2/at1 1|7 00 0 0|2a+1 2b+1
0 01 1|d v 0 011 d v 0 011 d v

2a+1=0<a=1
2b+1=0&b=1
DV(Py,P2,P3,Ps) = (2:1) = (1:2).

Aufgabe 6.4 f” = —3f" +4f induziert das Polynom x3 = —3x2+4 < p=x3+3x2—

1 ist Nullstelle von p: (x3+3x2—4) : (x— 1) = X?+ 4x+ 4 und x? + 4x + 4 = (x+ 2)2. Der Faktor x — 1
liefert Fundamentalsystem (e*); der Faktor (x +2)? liefert Fundamentalsystem (e =2, xe=2X). Also sind alle
Losungen f € U gegeben durch f € (eX,e=2 xe~).

Aufgabe 6.5 Stelle Matrix 1(X) von X beziiglich (B1,B2,B3,B4) und (C1,C2,C3,C4) her
1 0 0 2 101
0 1 0 1110

1(X) = 0 (2,1,0,1)+ 0 (1,1,1,0)+ 1 (0,2,1,1) = 02 1 1 Dann braucht man nur
0 0 1 0 211

noch den Rang dieser Matrix zu berechnen: Tensorrang(X) = Rang(1(X)) = 2.

Aufgabe 6.6 Ausrdmung von oben nach unten:
1011 1 0 0

.l 1001 ]|_|12 0 1 _

N:= 1010 |71 (10 1 1)+ 0 (01 1 1) 0 (0 0 -1 0)+

0111 0 1 0

_1)

o OO
—
o
o
o
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1 0 1 1 1 000
. |01 1 1 . . 11010
Es giltnun: U = 00 -1 0 obere Dreiecksmatrix und LP = 100 1
00 0 -1 01 00
1 0 0O 1 0 00
. . . 0 010 . . . 11 00
Die Permutationsmatrix P = 000 1 und die untere Dreiecksmatrix L = 101 0
01 00 0 0 01
1 1
0 1
Aufgabe6.7 G ={ 1 |ta]| 2, |ag e R}
1 0

dimG =dim7 (G) = 1, dies ist eine Gerade.

Betrachte nun H : X1 + X2 +x3 = 1.
11 1)1 1 00
01 0la]~[010
0 0 1|b 0 0 1

1 -1 -1
Es folgt H = { 8 +a (1) +b (1) | a,b € R}. dim(H) = dim7Z (H) = 2; dies ist eine
1 0 0
Ebene.
d(H,G) = [PQ|
P wird durch die Geradengleichung gegeben und den normalen Vektor (der Vektor, der zur Ebene orthogo-
1
nal steht) kann man in der Ebenengleichung ablesen: n = i
0
1 1 1
. 0 1 1
EsgiltQ = 1 +a 9 +b 1
1 0 0

Q liegt aber in H, deswegen gilt: Xy =1+a+bxo=y+bxs=1—-2a+b
Nun kann man x1, X2, X3 in die Gleichung von H einsetzen: 1+a+b+a+b+1—-2a+b=1<
1

3b=-1eb=-3IPQ=—

(12412412 3
|PQ|: l+§2+1 :%

Aufgabe 6.8 Filhre neue Koordinatenein: xy =x—1undy; =y+1=x=x1+1lundy=y;—1
Setze xund y in N ein:

2(xa+1)(y1—1)2+ (xa+ 1?2 +4(x1+1)(y1—1) = 3(y1—1)?—6(y1— 1) — 2=
=2x1+1)(yf—2y1+ 1)+ (X +2x1+1) +4(xy1+y1—x1—1) = 3(yZ - 2y1+1) —6y1+ 6 — 2=
=2(X1y3 — 2X1y1 — 2y1+ X1+ 1) + X2+ 2X1 + L+ 4xqy1 + dy1 — 4xg — 4 — 3y2 — 6y1 + 4 =

= 2X1Y2 + 2y2 — 3yaXq + X2 — 4X1y1 + 4Xay1 — 4Y1 +4y1+6y1 — 6y1+2X1 —2X1 +2+1—4 -3+ 4=
= 2X1y% + 2y — 3y§X1 + X5

Man sieht p; = 0. Also ist P nicht regul&r, sondern singulér.

Nun zur Tangente pp = 2y3 — 3y2 + X2 = —y2 +x2

X -y =0eXe X2 =y2 X =y und X1 = —y;

Fihre alte Koordinaten ein:

Wl

1
1
0
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X—1l=y+1l=y=x—-2undx—1=-y—1=y=—x; dies sind die beiden Tangentenan N in P.

Aufgabe 6.9 P lasst sich als Matrix so schreiben:
1 1
11 -5 —3
1 0 0 O
~1 0 2 1
_i o 1 5
2 2

Nun kann man die simultane Zeilen- und Spaltenumformungen anwenden. Da wir im affinen Raum sind,
darf man nur affine Transformationen anwenden:

1 1 -3 -3j1 000 1.0 001 000
1 0 0 010100 0 -1 3 i/-1100
—%02%0010””0%2%%010“
-3 0 3 20001 0 3 7z #/ 3 001
1 0 001 000 1 0 0 0]1 0 0 O
0 -1 0 0[-1100 0 .10 0|-11 0 0
002%0%10W00200§10
0 0 3 2/0 3 01 0 0 0 1f|0 3 -3 1

Nun kann man die affine Normalform sofort ablesen: x2 + x3 4 x5+ 1.

Aufgabe 6.10 Mit dem ,Worterbuch* aus der Vorlesung kann man diese Aussage so libersetzen (Ebene ~~
projektive Ebene, Schnitt ~~ Erzeugnis, 2 Geraden ~~ 2 Punkte ):

In einer projektiven Ebene (iber K erzeugen 2 verschiedene projektive Punkte genau eine Gerade. Diese
Aussage ist trivial. Deswegen gilt nach der Dualitétstheorie aus der Vorlesung die erste Aussage.

Aufgabe 6.11 Dies ist im Prinzip Aufgabe 5.11. Man beachte, dass G ja trivialerweise transitiv auf Gm
operiert.

2 -3 -1 3
Nach der Vorlesung bzw. Ubung gilt: Eigenwerte von A sind die Produkte der Eigenwerte von M und N.
Eigenwerte von M
Minimalpolynombestimmung wie im ersten Semester: iy = 1+x = a; =i und ap = —i
Eigenwerte von N
Minimalpolynom: x2 — x — 1= (x — $x — %) (x — 3x+ ¥2) = by = L5 und b, = 15,
Die Eigenwerte von A sind dann: ”fi, — ”fi, 1*2\/§i, — 1*2\/§i.
Da A eine 4 x 4 Matrix ist und das Minimalpolynom vom Grad 4 ist, gibt es keine anderen Eigenwerte und
”A:XA:(X_1+\/5)(X+1+\/5)( 1\/_)(X+1 \/_)

Aufgabe 6.12 SeiM:_(3 _5>,N:_(_2 5)undM@N_A

b1 C1
Aufgabe 6.13 Seien b = gz undc = gi die Vektoren, die den 2-dimensionalen Teilraum er-
b4 Csq

zeugen. Fur die PLUcKERkoordinaten gilt dann:

a2 = 2= b102 — bZCl

a13 =6 =Db1c3—bacy

a14 =4 =Db1C4—bycy

a3 =2 =hoC3z —bac

a4 =8 =DpCs — baco

az =20= b304 — b4C3

Da wir im projektiven Raum sind, kdnnen wir ohne Einschrédnkung b1 = 1 und ¢; = 0 setzen.
Danngilt:c; =2,c3=6,c4=4

Fir die anderen Unbekannten lése man das lineare Gleichungssystem:
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6b2 — 2b3 =2 und 4b2 — 2b4 =8 und 4b3 — 6b4 =20

Setze by = 2by — 4 in die erste und in die dritte Gleichung ein:

3b2 — b3 =1und 4b3 — 6(2b2 — 4) =20

b3=3b2—1 und b3—3(b2—2) =5

3b, —1—3hb2+ 6 =5« 5 =15 = nicht eindeutig Isbar, weil die Vektoren nicht linear unabhéngig sind.

1 0
Seibp=1=b3=3-1=2by=2—-4=—2. Daraus folgt il = ( ; , é )
-2 4



