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Grundlagen

§Abbildungen

(0.1) Definition (Abbildung)
Seinen M,N Mengen. Eine Abbildung f von M nach N ordnet jedem x € M ein Element f(x) € N zu, ge-
schrieben:

fiM —Nx f(x)

M Definitionsbereich

. . |
N Wertebereich (Bildbereich) } immer mit angeben!

f(x) €N ist das Bild von x € M
x € M heiBit ein Urbild von y = f(x) € N

(0.2) Beispiele
a) f:N—=R,ir— 2
Eine Abbildung mit Def. Bereich N heift Folge, geschrieben ay,ay, ...a, mit a; = f(i)

b) Die Addition in Z ist die Abbildung
+:Zx7Z—Z,(a,b)—a+b(a,beZ)
c) Sei M eine Menge
idyy = M — M, x — x heilit Identitit von M.
d) Firne Nsein:={1,2,...,n}
zB.3=1{1,2,3}
fi3=Rf(1)=0./(2) =V3,/(3) = 3
Eine Abbildung mit Def. Bereich n heillt n-Tupel, geschrieben
(a1,az,...,a,) mit a; = £(i), also hier: (0,v/3,—3)
2-Tupel heillt Paar, 3-Tupel heilit Tripel

(0.3) Bemerkung

Zwei Abbildungen f: M — N und g : M’ — N’ sind gleich (geschrieben f = g) wenn:
hM=M
ii) N=N

i) Vxe M : f(x) = g(x)



zB:fNoRi— 2
g R—R,ir—
f#g!

(0.4) Definition (Eigenschaften von Abbildungen)

Sei f: M — N eine Abbildung, sei X C M,Y CN

1. f(x):={f(x)|x € X} C N heiit Bild von X

2. YY) :={xeM|f(x) €Y} C M heiBt Urbild von Y

3. Die Mengen f~!({y}) C M(y € N) heiBen Fasern von f

M

?

>
® @ @
"“‘---._.____________,_.--*""

4. f heilt surjektiv, wenn f(M) =N

5. f heiBt injektiv, wenn V x,x’ € M :wenn x # x’ dann f(x) # f(x)

6. f heiB3t bijektiv, wenn f surjektiv und injektiv

7. Die Teilmenge von M X N : G := {(x,y)|x € M,y = f(x)} heiit Graph von f

f(x)

Me

surjektiv

N

8
» < nicht
{ | injektiv
\@——T @ <nicht

@ | (Bild
von X)
>0
e
E
=
bijektiv
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(0.5) Bemerkung
Fiir f: M — N sind 4dquivalent:

i) f istinjektiv

ii) Sind x,x’ € M mit f(x) = f(x’) dann x = X’
iii) jede Faser von f hat héchstens ein Element
iv) Vy € N hat die Gleichung f(x) = y hochstens eine Losung fiir x € M
Ebenso dquivalent

1) f ist surjektiv

ii) Jede Faser von f ist nicht leer
iii) Vy € N hat die Gleichung f(x) = y mindestens eine Losung
Ausserdem #dquivalent

i) f ist bijektiv

ii) Jede Faser von f hat genau ein Element

iii) Vy € N hat die Gleichung f(x) =y genau eine Losung

injektiv M| < |N|
Ist f< surjektiv » dann @ |M| > |N|
bijektiv M| = |N|

(0.6) Beispiele
a) frR->Rx—2x+1

(Urbild)

Gr:={(x,y)[x e R,y = f(x)} f bijektiv.

b) f:Z—Z,x— 2x+1
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injektiv, nicht surjektiv

Bemerkung:

Die geeignete Einschrinkung von Definitions- bzw. Wertebereich macht jede Abbildung surjektiv bzw.
injektiv.

GRAFIK

f:M — N x— f(x) ist bijektiv.

c) f:R—R,x—x?
GRAFIK

Fasern von f

- _ A=t >0
ron={ WP 220

f: R — Rsg,x +— x? surjektiv,
f:Rsp — R, x +— x? injektiv,
f:Rsg — Rxg,x — x° bijektiv

R>o={x € Rjx >0}

d) Hashfunktion/Checksumme/Fingerprint
md5 : {Texte} — 2!28

kann nicht injektiv, sollte surjektiv sein und ,,gleich grofle™ Fasern haben.

e) Verschliisselung
crypt : 2K — 2% muss bijektiv sein. Umgekehrt ,,decrypt”; Text der Linge k bit.

z.B. ¢ : Zg — Zg,x — 3x bijektiv?
Gegeben: y € Zg, 16se ¢(x) = y.
2gT(3,8) = 1, also 3 invertierbar in Zg, also 3x = y eindeutig 1osbar, also ¢ bijektiv. Losung:

37l=1= ngg = % =3 ¢(x)=3x=y x=9x=23y x:=3yisteindeutige Losung von c(x) = y.
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(0.7) Definition (Umkehrabbildung)
Sei f: M — N bijektiv. Die Abbildung f~! : N — M,y — eindeutige Lésung von x € M von f(x) =y heift
Umkehrabbildung von f.

Achtung: f~!(x) heiBt nicht £(x)~!
SN—— SN——
eM EN

(0.8) Definition (Komposition)
Seien g: L — M, f : M — N Abbildungen. Die Abbildung
fog:L— N,x— fog(x):= f(g(x)) wird Komposition von f mit g genannt.

Achtung: Bildbereich von g = Def. Bereich von f

(0.9) Beispiel
f M — N bijektiv, dann fo f~! =idy und f~'o f =idy

(0.10) Satz
Sind f, g bijektiv, dann sind f o g bijektiv und (fog) ! =g 1o f~!

(0.11) Beispiele
a) SeineNjae Zund Z, = {0,1,...,n—1}
Ist ggT(a,n) = 1 dann ist die Abbildung m,, : Z, — Z,,x — ax bijektiv
Auslassung: Beweis dazu
b) ms : Ze — Zg,x — 3x ist nicht injektiv: m3(2) = 0 = m3(0) und nicht surjektiv: 1 ¢ m3(Z¢)
) f,8:Zn — L, f(x) =x+3,8(x) =Tx
fog(x)=f(7x) =Tx+3
[y =y-3
g ' (y) =8y
Erinnerung (0.10): (fog) ' =g lof!

(fog)'(n) =g 'of'(y) =g '(y—3)=8(y—3) =8y—24=8y—2=8y+9



13

§Korper

(0.12) Definition (Korper)

Eine Menge K heift Korper, wenn zwei Abbildungen
+:KxK—K,(a,b)—a+b
x:KxK—K,(a,b)—axb
definiert sind, fiir die gelten:
Al)ya+(b+c)=(a+b)+c  Vab,ceK
(A2) A0 e Kmita+0=0+a=a Va e K
(A3)Va €K gibtes —a€ Kmita+ (—a) = (—a)+a=0
(Ad)ya+b=b+a Va,b € K
(AS)ax(bxc)=(axb)xc Va,b,c € K
(A6)Jl € Kmitlxa=ax1=a Ya e K
(AT)Vae K gibtesa ' € Kmitaa ' =a la=1
(A8) ab =ba Va,b € K
(A9)a(b+c)=ab+acund (a+b)c=ac+bc  Va,b,c€ K

(0.13) Folgerungen

Als Folgerungen von (0.12) gelten auch:
(A2’): dgenauein0 €c Kmita+0=0+a=a VYaekK
(A3’): Va € K gibt es genau ein —a € K mita+ (—a) = (—a)+a=0
Bl):VYaeK:a+a=a=a=0
B2):YVaeK:0-a=a-0=0
B3):a,bec Kmitab=0=a=0o0derb=0
(B4):Va,b € K : a(—b) = (—a)b = —(ab)
Beweis:
(A’) Seien 0,0/ € K mita+0=0+a=aunda+0=0+a=aVac K
Dann folgt:
(A3’) Seien a,b,b' € Kmita+b=b+a=0unda+b=>b"+a=0
Dann folgt:
bE2atb=0+a)+b2 b +(a+b)=b +0Z Y
(B1) Ausa—l—a:afolgtaAzza—l—Oga+(a—%(—a))g (a+a)+ (—a)
(B2)O-a:aA:2(O—i-O)-aA:90~a+0-a<B:1)O-a:O
Ebenso: a-0=10

(0.14) Bemerkung

Sei K Korper. Fiir a, b € K schreiben wir kurz

a—b fir a+(-b)

ab fir a-b

5,a/b fir a-b!

a" fir g-a-....a (neN)
———

=10
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(0.15) Beispiele
a) Bekannte Korper

R und Q sind Korper (mit den iiblichen Abbildungen + und )
7Z ist kein Korper (A7 ist nicht gegeben)

b) Komplexe Zahlen
R x R mit den Abbildungen
+: RxR)x (RxR) —=RxR,((a,b),(d,b)) — (a+d,b+b)
(RxR)x (RxR) —RxR,((a,b),(d,b)) — (ad’ —bb',ab' +d'b)
ist ein Korper (ndmlich C, (a,b) ist (a+ bi))

¢) Kleinster endlicher Korper
{0, 1} mit den Abbildungen -+, - definiert durch die Verkniipfungstabellen

+ 0 1 0 1
0 0 1 »XOR 0 0 0 »AND Dieser Korper heilit ', (oder Z,)
1 10 1 0 1

d) Primzahlen-Restklassen
Sei p Primzahl. Dann ist Z, ein Korper Z,, erbt alle Axiome bis auf (A7) von Z

Weil p Primzahl gilt ggT (b, p) = 1Vb € {0,...p—1}

cuklid Algo. . {0,...,p—1}3b:ab=1

e) Weiterer endlicher Korper

Auslassung: Nichts groBartig aufregendes



15

§Gruppen und Ringe

(0.16) Definition (Gruppe)

Sei G eine Menge und * : G X G — G, (a,b) — a b eine Abbildung, genannt Verkniipfung oder Operation.
(G, *) (oder kurz G) heiit Gruppe, wenn gilt:

(G) (xxy)*xz=xx*(yx2)Vz,7,2€ G

(G2)Jec G:exx=x=xxe¥x € G

GHVxeG: W eG:xxx =e=x*x

(G, *) heiBt abelsche Gruppe, wenn zusitzlich gilt:

(G4) xxy=y*xVx,ye G

e heiflt neutrales Element von G

x' in (G3) heiBt inverses Element von x

(0.17) Bemerkung
1) In der Regel schreiben wir G ,,multiplikativ‘ dh. - fiir *, 1 fiir e, x~ 1 fiir X/
ii) Neutrales Element und Inverses sind jeweils eindeutig

iii) Wenn G abelsch ist, schreiben wir G meistens ,,additiv‘, dh. 4+ fiir *, O fiir e, —x fiir x’

iv) Wegen (G1) lassen wir Klammern hiufig weg zB. xxyxz = (x*y) xz =x% (y *2)

(0.18) Beispiele
a) (Z,+) abelsche Gruppe, (Z,,+) abelsche Gruppe
b) K Korper
(K,+) abelsche Gruppe ,,additive Gruppe von K*
(K'\ {0},-) abelsche Gruppe ,,multiplikative Gruppe von K*
¢) M Menge
Su :={f: M — M|fist bijektiv}
(Sp,0) ist Gruppe, wobei o = Komposition von Abbildung
(G1) (fog)oh=fo(goh)also (fog)oh(x)=f(g(h(x))) = fo(goh(x))
(G2) e=idy
(G3) ! =Umkehrabbildung (vgl. Bsp. (0.9))

dneNM=n
Sy 1= Su = Sy, heiit symmetrische Gruppe und ihre Elemente Permutationen
|Sn| = n!

e) Sei (G,-) Gruppe n € N
Betrache G" :=Gx G X ...xG={(a;...a,) |a; € G}
—_————

n—mal

mit , komponentenweiser” Verkniipfung, d.h.
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(al,...,an) . (b],...,bn) = (a1 -bl,...,an-bn)
(G",-) ist Gruppe und ist G abelsch, dann auch G"

f) M Menge. Betrache: MC := {f : M — G}
mit der Verkniipfung (f-g)(x) := f(x)-g(x)
(MY ) ist Gruppe

(0.19) Definition (Gruppenhomomorphismus)

Seien G, H Gruppen. Eine Abbildung ¢ : G — H heilit Gruppenhomomorphismus wenn

o(x-y)=0(x)0(y) Vx,yeG
~— —=

inG inH
Ein Homomorphismus ¢ : G — H heif3t
Monomorphismus injektiv
Epimorphismus » wenn ¢ < surjektiv
Isomorphismus bijektiv

Existiert ein Isomorphismus ¢ : G — H dann heilen G und H isomorph, geschrieben G = H

(0.20) Beispiel
a) (Z,+) — (R,+),x +— x ist Monomorphismus

b) exp: (R,+)+— (Rop,:),x+—€*
et = ¢ - ¢ ist Epimorphismus

(0.21) Schreibweise

Sei (A, +) abelsche Gruppe, a € A sowie U,V C A
a+U:={a+ulucU} CA
U+V:={u+vjucU,veV}CA

Beispiele

a) A=(K"4), U=LoCA
L:S—I—Lo

b)A=Z, U=7-Z, 1+U={...,18,15,..}

(0.22) Definition (Ring)

Sei R eine Menge mit zwei Verkniipfungen +: RXR — Rund - : RXR — R
(R,+,-) heiit Ring (oder kurz R), wenn gilt:
(R1) (R,+) ist abelsche Gruppe
R2) (x-y)-z=x-(y-2) VYx,y,zE€ER
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R3I)JITeRmitl-x=x=x-1 VxeER

R4) x-(y+z)=x-y+x-yund (x+y)-z=x-z+y-z Vx,yER
R heiB3t kommutativ wenn zusitzlich gilt

RS x-y=y-x Vx,yER

(0.23) Beispiele

a) 7Z, alle Z, und alle Korper sind auch kommutative Ringe

b) R = {0} ist kommutativer Ring (Trivialring), Achtung: 1 =0
¢) Vom kommutativen Ring zum Korper fehlen (A7) und 1 # 0

d) nZ ist kein Ring, denn es existiert keine 1 (ausser bei n = 1)

(0.24) Definition (Einheit)
Sei R ein Ring und x € R. x heiBt invertierbar oder Einheit, wenn es X' € R mit

x-xX =1=x"-xgibt

Bemerkung: Falls existent ist x’ eindeutig und heiBt Inverses bzw. inverses Element von x, geschrieben x~
R* := Menge aller Einheiten von R

(0.25) Bemerkung
i) 1eR*
ii) Istx € R*,dannx~! € R*
i) 2 ={1,—1}
iv) (R*,-) ist Gruppe (Einheitengruppe)
Beweis:
Seien x,y € R, zu zeigen: x-y € R*. Es gibt x~!,y~! € R*
x-y)txhHerRr=x1x1=1
Alsox-y € R*
Axiome: (G1): von R, (G2): nach a), (G3): nach b)

v) R kommutativer Ring
R Korper < R* = R\{0}
Beweis:
(A7) < R* D R\{0}
1#40&<0€R*

vi) Seiae€ Z,=(0,1,...,n—1)
acl: < ggl(an) =1

Auslassung: Beweis..

1
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vii) Z, Korper < n Primzahl

Beweis: f), e)

(0.26) Definition (Ringhomomorphismus)

Seien R, S Ringe. Eine Abbildung ¢ : R — § heifit (Ring-)Homomorphismus, wenn gelten:
1. @ ist Gruppenhomomorphismus (R, +) — (S, +)
2. 9(xy)=0(x)-0(y) vxycR
3. p(1)=1

(0.27) Beispiel
a) Die Abbildung Z — Z,,a — a mod n

b) Die Abbildung m, :Z — Z,x— a-x

ist kein Ringhomomorphismus (m,(1) = a # 1) (ausser a = 1)
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§Das Sighum einer Permutation
Sp={m:n— n|wbijektivl n:={1,...,n}

7 € S, heiBBen Permutationen, geschrieben,

(Sy,0) ist Gruppe (vgl. Bsp.(0.18))

(0.28) Definition (Transposition)

T € S, heiit Transposition, wenn es 1 <i# j<n gibt mit 7(i) = j, ©(j) =i, t(k) = kVk # i, j. Wir schreiben

dann 7 = (i, j)
Beispiel: n=5
(24)= (

—_
W W
[NOEE N
WD D
N———

AR

Bemerkung: 7 =id,

(0.29) Satz

Jede Permutation ldsst sich als Produkt von Transpositionen schreiben. Die Anzahl der Transpositionen ist
dabei nicht eindeutig, aber ist (fiir festes ) stets gerade oder stets ungerade.

(0.30) Definition (Signum)

sgn 1= (—1)¥Transpositionenin x| heift Sionum von 1 € S,,. 7 heiBt gerade bzw. ungerade wenn sgn = 1 bzw.
sgn = —1 ist.
Beispiel

1 2 3 45
7r—<3 s 4] 2)-(25)(13)(34)
= sgn © = —1 (ungerade) (7 Transposition < sgn = —1)

(0.31) Satz

!

1. sgn(mon) = sgn(rm)-sgn(r)
2. sgn(n") = sgn(m)

Beispiel

a) m=(25)(13)(34)

b) 7' =(34)71(13)71(25)"' = ((34)(13)(25)"



Lineare Gleichungssysteme

§Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

(1.1) Definition (Lineares Gleichungssystem)

Ein Lineares Gleichungssystem (iiber R) hat die Form

anxy + apxx 4+ ... + awxs, = b
ayx; + anxa + ... 4+ awxy, = b
amiXx1 + amwx» + ... + amXn = bn

(m Gleichungen mit n Unbekannten) mit a;j, b; € R (Koeffizienten des LGS)

Eine Losung des LGS ist ein n-Tupel (si,...,s,),s; € R, sodass alle m Gleichungen erfiillt sind, wenn je-
weils s fiir x; eingesetzt wird.
51
Fiir Losungen schreibe | @ | statt (s1,...,s,)
Sl’l
(1.2) Beispiel

Auslassung: Triviales Beispiel

(1.3) Beispiel
a) x+y=2, x—y=0
Losung: x—y=0=x=y, x+x=2=x=1&y=1

b) x+y=2, x+y=0

Losung: Keine Lésung, Widerspruch

¢c) x+y=2, 3x+3y=6
Losung: x+y=2=y=2—x, 3x+3(2—x)=6=6=6= xbelicbig

(1.4) Bemerkung
Die Losungsmenge des LGS dndert sich nicht, wenn

1) 2 Gleichungen vertauscht werden
ii) Eine Gleichung mit einem ¢ € R\{0} multipliziert wird

iii) Das c-fache eine Gleichung zu einer anderen addiert wird (¢ € R)

(Aquivalenzumformungen)

20
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(1.5) Beispiel
n=m=4%

(z1) 1 + x + x4 =1
(z2) 1 + x» + 2x3 + 3% = 5
(Z}) 2)61 + 2)62 + 3X4 = 5
(z4) 3x3 + 2x4 = 3

Subtrahiere (c = —1) z; von zp, subtrahiere 2z; von z3
(z1) x1 + x + xx = 1
(z2) 2x3 + 2x4 = 4
(23) X4 = 3
(z4) 3x3 + 2x4 = 3

Aus 75 und z4 folgt: x3 = —1. Einsetzen.
(z1) x1 + x = =2
(Zz) 2 = 2
(23) x4 = 3
(24) x3 = —1

Also x; beliebig und x; = —2 —x,. Es folgt:

—2—t
t
L= 1 |teR
3

(1.6) Definition (Matrizen)
Sei K Korper

a) Matrix

Eine (m x n)-Matrix A iiber K ist ein ,,Schema von m Elementen g;; € K der Form

all aln ... dln

any ann ... Aop
A=

adml Am2 ... Amun

Merke: ,,Zeile vor Spalte*

Die g;j, 1 <i<m, 1 < j<n heiBen Koeffizienten oder Eintrige von A

b) Menge der Matrizen

K™ := Menge aller m x n-Matrizen iiber K

¢) Zeilen und Spalten
Sei A = (a;) € K™
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Die (1 x n)-Matrix z; = (a;1,a;2, - - - din) heibt i-te Zeile von A
aij
Die (m x 1)-Matrix s; = : heiflt j-te Spalte von A
Amj
d) Tupel

Eine (1 x n)-Matrix wird auch (Zeilen-)-n-Tupel genannt
Eine (m x 1)-Matrix wird auch (Spalten-)-m-Tupel genannt

K™ := K™ =Menge aller Spalten-m-Tupel
e) Nullmatrix

Die (m x n)-Matrix mit allen Koeffizienten gleich 0 heift Nullmatrix. Geschrieben wird eine einfache 0.

f) Matrix (formal)
Eine (m x n)-Matrix A = (a;;) iiber K ist eine Abbildung

a:mxn—K,(i,J]) — aj

(1.7) Beispiele

—1
0 ist eine (3 x 2)-Matrix
3

—
[ N\

000 C .
2. ( 00 0 ) = 0 ist eine (2 x 3)-Matrix

3
3. 4 | #(245)
5

Auslassung: Sehr trivial

(1.8) Definition (Koffizientenmatrix)

Gegeben sei das LGS iiber K:
anxy +apxy+...+ax, = by

Am1 X1 + a2 X2 + ...+ QnXn = by, Mita;;,b; € K(1 <i<m,1<j<n)

Die Matrix A := (a;j) € K”*" heifit die Koffizientenmatrix des LGS
b
Das Spalten-m-Tupel b := : heift die rechte Seite des LGS

by
Ist b = 0 dann heifit das LGS homogen, sonst inhomogen

Eine Losung des LGS ist ein Spalten-n-Tupel
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S1
n
€ K" mit Zaijsj:bi, Vi=1...n
=1
Sn !

Die Losungsmenge I des LGS ist die Menge aller Losungen (Beachte: I C K")

Da A und b das LGS bestimmen, schreiben wir IL(A, b) fiir LL

Die Matrix (A,b) € K"*"*1) heift die erweiterte Koffizientenmatrix des LGS (mit dieser wird in der Re-
gel gerechnet)

(1.9) Beispiel

Das LGS aus (1.5) hat die erweiterte Koeffizientenmatrix
1 1 0 1]1
1 1 2 3 4x5
220 3|5 |F
00 3 2|3

—t—2
Die Losungsmenge ist L = { _t | gt ERYCRY
3

b) Betrachte 2x; +x; = 3. Definiere: f : R2 — R, ( il > — 2x1 + X2
2

Dann L= {( 21 )20+52=3) = £ (3))

c) Sei (A,b) € K™ ("+1) die erweiterte Koeffizientenmatrix eines LGS, A = (A;;). Definiere

X1 Y1
Oqp: K" — K™, —

Xn Ym
mity; ==Y aixj, 1 <i<m.
Dann L(A,b) = ¢, ' ({b})(b € K™)
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§2 Der GauB-Algorithmus

(1.11) Definition (Zeilentransformationen)

Sei K ein Korper und A € K™*". Jede der folgenden Umformungen heif3t elementare Zeilentransformation.
(TypI) (1 <i,j<m) Vertausche Zeile i und Zeile j
(TypI)  aij(c)(1 <i# j<m,c€K) Addiere das c-fache Zeile j zur Zeile i
(TypII)  wi(c)(1 <i<m,c€K,c#0) Multipliziere Zeile i mit ¢

Wir kénnen T, ij(c), pi(c) als Abbildungen K”*"" — K™ auffassen.

(1.12) Beispiel
K=Q, m=3,n=4

1 23 4 2 3 4 X
0 01 1 |Z| -1 —15 6 |
1 -1 5 6 0 01 1
L[ -1 01316 L[ -1 0 1316
w@ 21 s o6 |GV 11 S5 6
0 0 1 1 00 1 1
(1.13) Satz

Sei (A,b) € K™("+1) und sei (A’, ") € K™ "*+1) durch eine Folge von elementaren Zeilentransformationen aus
(A,b) hervorgegangen. Dann ist L(A,b) = L(A’,b').

Beweis:

L(A,b) = L(T,-.,-(A,b)) 0.1
— L{ay(c)(A,b)) vel. (14) 0.2)
= L((c)(A,b) VI <i,j<mceK,i#] 0.3)

(1.14) Definition (Zeilenstufenform)

Eine Matrix A € K™*" hat Zeilenstufenform wenn

0 X = ...
0 0 X =«
A= 0 0 0 X « * wobei X # 0, * beliebig
0O 0 0 0 O 0
Formal
21
Sei z; die i-te Zeile von A, d.h. A = : , 7 € K

Zm



Sei k; € N die Anzahl der , filhrenden Nullen™ von z; plus 1, d.h.

zi=1(0,...,0, X x...%)
ki—1 ki

A hat Zeilenstufenform, wenn gilt: ky < ky < ... <k, <k.y1=...

(1.15) GauB-Algorithmus (Teil 1)

Jede Matrix A € K™*" kann durch eine Folge elementarer Zeilentransformationen von Typ I und Typ II auf

Zeilenstufenform gebracht werden. Sei A = a;; = ($15... ,sn),aij €K,s;e K"

1. Wenn A = 0 dann fertig

2. Seik:=min{j|1<j<n,s;#0}
3. Wibhle ein i mit ajx # O (erste Spalte # 0) und tausche Zeile 1 mit Zeile i (d.h. 7y;)
4. Fiir jedes i =2,...,k; wende &;1(—

5. Mache weiter mit Zeile 2,...,m

(1.16) Beispiel

(1.16) Beispiel

Vern(i,j) = Cij
Add,(i, j,c) = ajj(c)
Mul,(i,c) = u;(c)

wobei n = Anzahl der Zeilen

Merke: Erst gucken, dann rechnen!

dik
aik

(=

S o o =

S O O -

4k ) an

| |
L ool

S O O

S O W

S O W

=k,=n+1
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(1.17) Anwendung

Losungsverfahren fiir homoges LGS
1. Sei A € K"™*" die Koffizientenmatrix eines LGS

2. Bringe A auf Zeilenstufenform mit Gauf3 I (1.15)

Die r Unbekannten x, ,x,, ..., X, heien abhingig, die anderen heilen frei
3. Ersetze die freien Unbekannten durch Parameter #,,1;,...,t,—,

3

4. Lose von unten nach oben nach dem anhdngigen Unbekannten auf ,,Riickwartssubstitution’

(1.18) Beispiel

1 -2 3 4 2
o o0 21 -4 s
A=10 0 0 -1 3 |€®

Abhéngig: x1,x3,Xx4
Frei: x,, x5

a) xp =t1,x5 =ttt € @ beliebig

b) Zeile 3: —x4+3x5 = 0= x4 = 3x5 =31,
Zeile 2: 2x3+x4 —4dxs =0= ... = x3 = %tz
Zeile 1:...=x; =2, — 31
2t — %lz
51
_ 1
L(A,0) = 7h t,t € Q
3t
15)

(1.19) Bemerkung

a) Ein homogenes LGS hat immer eine (d.h. mind. eine) Losung, ndmlich die triviale Losung

| ek
0

b) Hat ein homogenes LGs weniger Gleichungen als Unbekannte (d.h. m < n), dann besitzt es eine nicht-

triviale Losung
¢) Fiir ein homogenes LGS sind folgende Aussagen dquivalent:

* Das LGS hat nicht-triviale Losungen
* Das LGS ist nicht-trivial 16sbar
L#0 (0eK")

* Es gibt freie Unbekannte (n —r > 0)
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(1.20) Anwendung (Losungsverfahren fiirinhomogenes LGS)

Sei (A4,b) € K™*("+1) die erweiterte Koffizientenmatrix eines LGS. Bringe (A, b) mit Algorithmus (1.15) auf
Zeilenstufenform

Notiz: Da die schmematische Darstellung aus der Vorlesung wenig erleuchtend und recht kompliziert war,
formuliere ich die Fdlle hier aus

1. Fall: Entsteht eine Matrix, bei der die letzte (unterste) nicht-Nullzeile bis auf die rechte Seite komplett
mit Nullen gefiillt ist, so erhalten wir die Form Ox; + ...+ Ox, = b, mit b, # 0, was ein Widerspruch ist. Es
existiert also keine Losung.

2. Fall: Die unterste nicht-Nullzeile hat > 2 Spalten vom rechten Rand entfernt die erste Zahl die nicht Null
ist (d.h. alle Matrizen in Zeilenstufenform bei denen Fall nicht zutrifft). Definiere abhénge/freie Unbekannte
genau wie bei homogenen LGS und mache Riickwirtsubstitution.

1. Spezielle Losung des inhomogenen LGS

Wiihle eine Losung s € IL(A,b) indem alle freien Unbekannten 0 gesetzt werden

2. Allgemeine Losung den zugehorigen homogenen LGS

Bestimmte I := I.(A,0) wie in Anwendung (1.17)

3. Allgemeine Losung des inhomogenen LGS

L(A,b):s+L0:{s+u ‘ uE]L()} CcC K"

s1+uy
wobel s +u :=
Sp+uy,
(1.21) Beispiel
n=m=4
1 -2 3 4 2
-2 2 -1 -3 —6
A= | 5 4 | eQY b | @
2 —4 4 8 5
1 -2 3 4 2
Gauf3 0 0 2 1 —4
(4,) 0O 0 0 -1 3
0O 0 0 O 0

Fall 2 trifft zu, ky = 1, ky =3, k3 =4, r = 3, frei: x, =1, abhiingig: x1, x3, x4

Riickwiértsubstitution:
Zeile 3: x4 = —3, Zeile 2: x3 = —%, Zeile 1: x; =2t + %

Losung:
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(98]
—_

2
1. Spezielle Losung des inhomogenen LGS: Wihlet = 0. s = 01
T2
-3
2t
2. Allgemeine Losung des homogenen LGS: Lg = (t) |t e®
0

3. Allgemeine Losung des inhomogenen LGS:
31
> 2t
0

t
L(Ab)=s+1L¢= +1 o lteQ
0

W =

(1.22) Bemerkung

Beim Losen von LGS mit dem Gauf3-Algorithmus bedeutet eine Spaltenvertauschung genau eine Vertau-
schung der zugehorigen Unbekannten. Vertauschen ist also erlaubt, wenn man es sich fiir die Zuordnung zum
LGS merkt. Niemals kann man die b-Spalte vertauschen.

z.B. Lose das LGS mit:

X1 X2 X3 b X2 X3 X b
AN AN AN AN N AN AN AN
(4,) = -3 1 —1 2 _ 1 -1 =3 1
’ -2 0 2 6 0 2 -2 6
3 0 6 6 0 0 3 6
X1 = 2
= x = 13
X3 = 5

(1.23) Definition (Reduzierte Zeilenstufenform, Normalform)

Eine Matrix A € K"™*" hat reduzierte Zeilenstufenform, wenn die ,,Stufen” der Matrix jeweils mit eine 1
beginnen, also die erste Zahl in einer Zeile ungleich 0 stehts eine 1 ist, und ausserdem die Zahl iiber dieser 1
eine 0 ist. Etwa:

A hat Normalform, wenn die fiilhrenden Einsen den reduzierten Zeilenstufenform eine Diagonale Linie inner-
halb eines Null-Blocks bilden. Etwa:
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1 00 ... 0
0 1 .0
0 1 ... 0
S0
A_00001*...*
000 0 00 0 O
000 0 00 0 O

(1.24) GauB-Algorithmus Il

Jede Matrix A € K™*" kann durch eine Folge elementarer Zeilentransformationen (Typ I-III) auf reduzierte Zei-
lenstufenform gebracht werden. Zusitzlich kann mit Spaltenvertauschungen die Normalform erzeugt werden.

(1.25) Beispiel
Lose das LGS mit

1 -2 3 14

o 0o 2 1 -4 s

@h=149 o o -1 3 |€®
00 0 0 0

1 -2 3 0 14

0 0 20 - )

0 0 0 1 -3 (Nullzeile kann entfallen)
0 0 00 O

Mit a2 (—%) , U (%) erhalten wir

[NSIEN]

2

1 -2 3 0
0 0 1 0 —1 | (reduzierte Zeilenstufenform)
1

Vertausche Spalten x; — x4, X3 — X2, X4 — X3

100 1
2
010 —% (Normalform, ersten 3 Spalten abhingig, 4. Spalte frei)
0 0 1 —
7
2
1. Spezielle Losung: s = 01
)
-3

2. Allgemeine Losung (homogen): Ly = |t e®

S O~
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3. Allgemeine Losung (inhomogen): IL(A,b) = s+ Lo
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§3 Matrix-Arithmetik

AD jetzt betrachten wir auch Matrizen iiber kommutative Ringe (anstatt nur iiber Kérpern). R”*" := Menge der
m X n-Matrizen iiber R

Achtung: GauB3-Algorithmus funktioniert nicht, wenn R kein Korper ist!

(1.27) Definition (Matrix-Arithmetik)
R ist kommutativer Ring, A = (a;;) = R™", r € R
a) Al .= (aﬁj) mit a§j =ajifirl<i<m,1<j<n (A" €RV™)
b) r-A=(r-a;j) € R"™*" (Skalare Multiplikation)
¢) Fir B= (b;j) € R"" ist A+ B = (a;j+b;;) € R™" (Summe von A und B)
d) Fir A € R™" B e R™!
Sei A = (a;j),B = (bij)
A-B = (cjj) mit ¢;j := kila,-k-bkj fir 1 <i<m,1<j<Il (A-B€R™)

A - B ist nur definiert wenn Spaltenzahl von A = Zeilenzahl von B

(1.28) Beispiele

. (10 =2 53 (0 L1 23
a)SelenA—<3 N O)EQ , B—<_2 0 0 )
1 3
AT: 0 2 €Q3><2
-2 0
3 0 -6
3'A_<9 6 0>
-
— 2
A+B (1 : 0)
Nicht definiert: A +A’,A-B
01 2 3
b) Awieoben,B=| —1 0 0 1 |e@>*
1 1 00
A'BEQ2X4
Falk-Schema:
0 1 2 3
-1 0 O 1
1 1 0 0
1 0 -2|-2 -1 2 3
3 2 0|-2 3 6 11
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Spezialfille

A € R B e R

E(Q3><1:(Q3 ZA-B/—( 131 >€Q2><1_Q2

/=1 :Awieoben, B =

3
1
0
m=1:A'=(1 0 -2)eQ"™, Bwicoben: A*B=( -2 -1 2 3)eqQ"™

3
I=l,m=1:A"B=(10 -2)-[ 1 |=3+0+0=3 ( Skalarprodukt*)
0
3 3 0 —6
n=1:B-A=|1](10 =2)=|10 -2 ]e@>
0 0 0 O
(1.29) Bemerkung
Matrixmultiplikation ist eine Abbildung
L R Rn><l — Rm><l
Spezialfille
« RPN RY—R" (I=1)
. ':RlxannXl’_)Rlxl (I’I’lzl)
e RV"XR'—RM=R (I=1,m=1)
¢ tR"xRY R (n=1)
4|
Sei A = , B:(S1 R ),Z,’ERlxn, sjERle,dannistA-B:(zi-sj)ijER’”X’
~—
Zm Skalarp.
(1.30) Beispiel und Schreibweise
SeiA = (a,-j) e K™" x € K"
n
Y a1)x;
j=1
n
Y ajx; g
A-x=1] J=1 = : € K"
. b
n
Y dmjX;
j=1

Wir schreiben das LGS mit der erweiterten Koffizientenmatrix (A,b) formal als Matrixgleichung A -x = b

z.B. LGS
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2x1+x—x3 = 5
X1 — X2 = -3
2 1 -1 Y s
1 -1 0 2= -3
X3 ——
N——
A X = b

(1.31) Definition (Einheitsmatrix)

Sei R kommutativer Ring

1 0 O 0
01 O 0
E,=| 0 0 1 0
. . . 0
00 0 0 1

1 =j . e .
d;j ::{ g Wenn '~/ heibt n-elementige Einheitsmatrix

i 7]

(1.32) Satz

Sei R kommutativer Ring

a) Firalle A, B, C € R™*" gilt:

b) 1.

N

c) 1.
2.
3.

1. (A+B)+C=A+(B+C)
2. 0+A=A=A+0

3.

4 A+B=B+A

A+(-DA=0=(—1)A+A

(AB)C =A(BC) VA€ R™" BcR™ ccR>P
E,A=A=AE, VAgR"™"

. (A+B)C=AC+BC VA,B€R™" CcR™

A(B+C)=AB+AC VB,C € R™" A c R™!

. +(AB) = (+A)B=A(+B) VA,B € R™"

(A =A VA eR™"
(A+B)'=A"+B" VA,BeR™"
(A-B) =B'-A" VYA€ R™" B¢ R™!

Auslassung: Beweis dazu

(1.33) Folgerung

= (dij)1<ij<m € R™"

Sei R kommultiver Ring, dann ist R"*" ein Ring bzgl. Matrixaddition und -multiplikation (aus Def. 1.27). Sind
0 € R™" und E, € R™"

Beweis: Satz 1.32 (Falls m = n)
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(1.34) Bemerkung und Beispiele
Sei R# {0} (dh. 1#0) n> 1

a) JAER™" A£0mitAZ=0
2
01 00
ZB'<0 o) _<0 0>
(B2) ist verletzt, also R™*" kein Korper (selbst wenn R Korper ist)
b) R™*" ist nicht kommutativ
01 1 0 00 0 1 10 10
ZB'<1 o>'<o 0>_<1 o>#<o o)‘(o o)'(o 0)

¢) Schema fiir Multiplikation in R"**"

B C D
A A-B A-B-C A-B-C-D

d) R™" ist auch (sogar kommutativer) Ring mit der komponentenweise Multiplikation. Dieser Ring ist nicht
besonders interessant.

(1.35) Definition (Lineare Gruppe)
Sei R kommutativer Ring, n € N. Die Einheitengruppe von R"*"
GL,(R) := (R¥")* ={A € R™" | A invertierbar}

heifit volle Lineare Gruppe iiber R vom Grad n. Genauer: (GL,(R),-)

(1.36) Bemerkung
Sei R kommutativer Ring, n € N
* Ist A € GL,(R), so ist auch A’ € GL,(R)
@A) T=(@ay
Beweis: Priife: (A")-(A~!) =E,und (A" A" =E, A"-(A")) = (A 1. A} =E!
(hier fehlt eine Grafik)

(1.37) Bemerkung

Die Multiplikation in R"*" mit dem Falk-Schema erfordert n* Multiplikation in R n?(n — 1) Additionen.



Vektorraume und lineare Abbildungen

§4 Vektorraume

(2.1) Definition (Vektorraum)

Sei K ein Korper und (V,+) eine abelsche Gruppe. V heifit K-Vektorraum oder Vektorraum iiber K, wenn eine
skalare Multiplikation definiert ist:

KXV =V (Av)—A-v=2~4v
mit:
(VD) A +u)v=~Av+puv
(V2))A(v+w) =Av+Aw

(V3) A(y) = (A)y
(V4) lv=v firalle A,u € Kundv,w eV

Die Elemente von V heillen Vektoren, die Elemente von K Skalare.
Achtung: 0 bezeichnet sowohl 0 € K als auch 0 € V. Die 0 € V heifit Nullvektor, geschrieben O

(2.2) Folgerungen

Sei V ein K-Vektorraum (kurz: K-VR). Fiir alle A € K,v € V gelten:

WhHov=0

W2)AO0=0

W3) v = (—1)v
V) (k4

(2.3) Beispiele
a) V = {0} ist der triviale K-Vektorraum.

b) Sind K C L zwei Korper (insbes. K = L) dann ist L ein K-VR mit
tKxL—L, (A,a)— Aa
~~
Mult. in L
Zum Beispiel R ist Q-VR, C ist R-VR
c) (K™ +)ist K-VR mit
KX K™ — K™ (ALA) — AA - (Def. 1.27b)

Die Elemente von K” = K"*! und K'*" heiBen Spaltenvektor bzw. Zeilenvektor

35
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d) Sei M Menge. Dann ist KM ein K-VR mit
G KxKM s KM (A f)— Af
(Af)(x) = Af(x)

~——
Mult. in K

Speziell:

M=mxn

KM — gmxn _ gmxn

C(R)={f:R—R| fstetig}

C=(R) = {f € R® | fbeliebig oft diffbar}

Pol(R) = {f:R - R, x— ax"+...+ax' +ap | a; ER,x € R,n € Ny}

RN = {f: N — R} (Folgenraum, Funktionalanalysis(?))

R-VR:

(2.4) Definition und Bemerkung (Untervektorraum)

Sei V ein K-VR, W CV W heilit (K-)Untervektorraum (Kurz: UVR oder Unterraum) von V, geschrieben
W <V, wenn folgende Bedingungen gelten:

UV W #£0

UV w+w e Wyw,w' e W

UV3) AweWVA e KweW

Bemerkung: Dann ist W selbst K-VR bzwl. Addition und Multiplikation von V. Es ist 0 € W
(2.5) Beispiele

a) Sei U K-VR. {0} < V,V < U. Fiir jedes v € V ist
K-V={AWAeK}<U

i=1

n
b) Fir W := {(al,...,an) c K> | ‘za,:o} <V =K

¢) Pol(R) < C*(R) < C(R) < RE

d) V =RR? (Ebene).

0
Geraden die nicht durch 0 gehen sind keine UVR von V

Geraden durch 0 = ( 0 > sind UVR von V.

e) SeiV K-VR, Wi, W, < V.
Dannist Wy +W, <V und Wy W, <V
0.21): W +Wa = {w) +wa|lw; € Wi, wy € Wa}
Ubung: Nachpriifen UV1-UV3
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(2.6) Definition (Linearkombination/Erzeugnis)

Sei V K-VR.
a) Seienvy,...,v, €V
Eine Linearkombination von (vy,...,v,) ist ein Element v € V der Form

n—Tupel

n
V= Zﬂ,,'v,' mit A; € K
i=1

1

b) SeiM <U, M+£0

n
(M) := { YA-vi|LeK,vieM,ne JN} ist die Menge aller Linearkombinationen (LK) von Elementen
i=1
aus M

(0) = {0}

(M) heilit lineare Hiille von M oder Erzeugnis von M

(2.7) Beispiele

1 —1
a) V=R vi=| -1 |, m=| -1
0 2
0 2
vitv=1 -2 ]|, vi—wn= 0 sind LK von (vy,v;)
2 -2
ai
({vi,a}) = a, |lai+ar+a3=0 (Ubung)
as

b) K=R, V=C"(R)
V1 = idR, V) = sin

({vi,m}) ={a-idg+b-sin |a,p e R} ={f: R — R,—~ ax+bsinx | a,b € R}

(2.8) Satz
Sei V K-VR,M <V
a) (M) <V
b) Ist M < W <V dannist (M) < W
(d.h. (M) ist der kleinste UVR von V, der M enthilt)

Beweis:

n
Seien vy,...,v, €Mund Aq,...,A, € K,dannistv= Y Av; e W
i=1

=

n
ViEM<W=Av,e W{UV3) = Y €W, also(M)<W
i=1
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(2.9) Beispiel und Definition (Spalten-/Zeilenraum)

Sei A = (a;;) € K™*" mit Zeilen zi, ...z, € K" und Spalten si,...,s, € K™
Sind xq,...,x, € K, dann ist
X1
A- : = Xn:x,-s,-, ist eine LK von (s1,...,s,) (hier V = K™)
N i=1

Sind yq,...,y, € K, dann ist
n

(V1,---,yn)-A= Y yizi, isteine LK von (z1,...,z,) (hier V = K'*")
i=1

ZR(A) := ({z1,..,zm}) < K" = ZR(A) heiBt Zeilenraum von A

SR(A) := ({s1,...,5.}) < K" = SR(A) heilt Spaltenraum von A

(2.10) Definition (lineare Abbildung/K-Homomorphismus
Sei V,WK—VR, ¢ :V — W
1. @ heilit lineare Abbildung oder K-Homomorphismus, falls gelten:
Q) o(v+v) =0 +o(v) Vv eV

b) (Av)=A9(v) VAeK,veV
Homg(V,W):={¢@:V — W | ¢ linear}

2. Ein ¢ € Homy(V,V) heiit Endomorphismus von V
Endk (V) := Homg(V,V)

Monomor phismus injektiv
3. @ € Homy(V,W) heiBt  Epimorphismus  falls ¢ < surjektiv
Isomorphismus bijektiv

V,W heiflen isomorph. geschrieben V = W, falls ein Isomorphismus V — W existiert.

(2.11) Beispiele
a) K=R, V=R3} W=R?

a
V=W, | b b—>(Z)ist1inear
c
“ I1+a
Qo :V—-W, »—>< b )istnichtlinear:(1+a)+(l+b):2+(a+b)7é1+(a+b)
¢
“ a
Qo :V—-W, | b »—><b2>istnichtlinear: a’ +b* # (a+b)?
¢
“ a+c
o:V—-W, | b »—>< b >istlinear




b) @ : K"™" — K™" A+—— AT ist [somorphismus

c) K=R,V=RE reR
g :V =R, f— f(r)istlinear (g heiBt Auswertungshomomorphismus)
Beweis:
e(f+g) =(f+8)r)=[f(r)+5(r)=&(f)+&s)
e(Af) = Af)(r) =Af(r) = A& (f)
Also ist &, linear
d) A € K
@4 K" — K" x— A-xist linear
Beweis:
Palx+y) =A(x+y) = A(x) +AY) = @a(x) + @a(y)
0a(Ax) = A(Ax) = A(Ax) = A4 (x)
e) K=R, V=C"R)
o:V-V fr— fl (Ableitung) ist linear
Beweis: (Nach Analysis)
(f+8) =/ +g
Af) =2f
(2.12) Definiton (Kern + Bild)
Sei ¢ € Homg (V,W)
1. Kerg:={veV|o(v)=0}=0¢"({0}) <V heiBt Kern von ¢
2. Im@ :=@(V)={e@(v) | veV} <W heiit Bild von ¢

(2.13) Bemerkung

a) Kero <V

b) Imp <W

¢) ¢ injektiv < Kergp = {0}
d) ¢ surjektiv < Imp =W

e) Seiw € Img,etwa @(v) =w, veV
dann ist ' ({w}) = v+Kerp = {v+v | v € Kero}

Beweis:

i) Seip(v)=w

v+Kerg <o l(w):V eEKerg=o(v+V)=0(0)+0(V)=w+0=w=v+V € o ! (w)
ii) o~ '(w) <v+Kerg

Seiu € @' (w), dh. @(u) =w zu zeigen: u = v+ fiir ein v/ € Ker¢

Setze vV :=u—v. Dannistu =v+v und (V') = ¢(u) — @(v) =w—w=0.D.h. V' € Ker¢
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(2.14) Beispiele (u.a. Losungsmengen bzgl. Kern/Bild)
a) Sei K=R,V=C"R), ¢:V —V, f— f istlinear.

¢ ist surjektiv (Hauptsatz der Infinitesimalrechnung)

Kerg = {f € R® | f konstante}

b) SeiA e K™" be K", @4:K"— K", x — A-x linear.

a) Impg ={A-x|x€ K"} = (s1,...,5,) = SR(A) wobei s1,...,s, € K™ die Spalten von A sind.

b) Kerps ={c€ K" | A-c =0} =1L(A,0) = Losungsmenge des homogenen LGS A - x = 0 ,,Losungs-
raum‘.

¢) Seic € K" Losung des inhomogenenen LGS A-x=5b L(A,b) = c+ Kerg,
L(A,b) ={c€K"|A-c=b} =@, ({b}) c+Kerga
vgl. L(A,b) =s+1L(A,0)

Bew._Z. 13e

(2.15) Satz
Sei A € K™*", b € K". Folgende Aussagen sind dquivalent:
1. A-x=bist1osbar
2. beIm@y (@aaus Bsp. (2.11d))
3. be SR(A)
4. SR(A) = SR(A,D)
Beweis

() o () () (i) = (i), (i) = (iv),b € SR(4)

= {s1,...,5,,b} <SR(A)
= ({s1,...,52,b}) < (SR(A)) =SR(A)
= SR(A,b)
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§5 Basis und Dimension

(2.16) Definition (linear un-/abhangig)

Sei K Korper, VK-VR (Vektorraum)

1. Einn-Tupel (vy,...,v,) mitv; € V heibt linear abhiingig (La.), wenn A;,. .., A, € K existiert mit (;,...,4,) #
0 und

zn:livi =0
i=1

Anderfalls heiBt (vy,...,v,) linear unabhdiingig (1.u.).

2. M <V heiBt linear abhiingig wenn ein linear abhéngiges n-Tupel (vi,...,v,) existiert mit v; € M. Ander-
falls hei3t M linear unabhéngig.
Insbesondere: @ linear unabhéngig (Schreibweise: (vi,...,v,) := ({vi,...,v,}))

linear abhédngig: Nullvektor ldsst sich als nicht-triviale Linearkombination (LK) schreiben.

(2.17) Bemerkung
SeiveM,M CMCV
i) O € M = M linear abhingig

ii) v# O = {v} linear unabhingig A -v= O (W:5>) A=0

iii) M linear abhingig = M linear abhingig

iv) M linear unabhingig = M’ linear unabhiingig

v) (v1,...,Vvy) ist genau dann l.u. wenn fiir alle A;,..., Ay € K gilt:
n
Z)Liv,':(géll :Agz...:ln:()
i=1

(2.18) Beispiele (Uberpriifung auf l.a. bzw. L.u.)

a) V=Q? << ; >’( i >> linear unabhéngig:
seidi (D )am( 2 )=0=(%)=(]3 M (0
“hl2)T2 e )T Lo 24 )% )" \o
13 1 3 . N s
< 5 4 > ~ < 0 2 > = eindeutig 16sbar (d.h. nur die triviale Lsg). Also A; = A, = 0.

(2)(3) (5 s () =2(3) +(5) = ()

b) A € K"™*" in Zeilenstufenform = (zj,...,2,) € K Ixn(Zeilen von A) linear unabhingig.
Insbesondere: Zeilen von E,, sind linear unabhingig.
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(2.19) Satz (Erzeugnisse bzgl. l.a./l.u.)
SeiMCV,veV

1. Mla. & (M\ {w}) = (M) fiir einw € M
2. Ml < (M\ {w}) S (M) fir alle w € M
3. Mlu, MU{v}la. < ve (M)
4. Mlu.,vé (M) e MU}

Beweis zu 1.)

n
Sei M l.a., dann existiert vi,...,v, € Mund A;,..., A, € K mit: ¥ Lk;=0
i=1
vi,...,V, paarweise verschieben, A;,..., A, # 0, mit

i A,,'kl' =0 = w:= Vi = i (—ki_lli)kl‘
i=1 i=2

=V & <V1,...,Vn> - <M\{Vl}>

=M C (M\{vi})

= (M) C ((M\{vi})) =M\ {n})

= (M) = (M\ {v1}) Damit ist ,,= gezeigt

"0 Sel (M {w}) = (M) )

=>w= Z (li)vi, Vv € M\ {V,‘} = Z (l,')vl- + (—1)W =0
i=2 i=2 :6-/

(2.20) Definition (Erzeugendensystem + Basis)

Seie vi,...,v, €V. M CV.
M heiBt Erzeugendensystem von V wenn (M) =V.
M heil3t Basis von V wenn M ein linear unabhingiges Erzeugendensystem von V ist.
(vi,...,v,) heiBit geordnete Basis, wenn {vi,...,v,} Basis ist und v; # v; fiir i # j.
(dh. {vi,...,vu}=n)

(2.21) Beispiele
a) ¢Basis von {O}

0
b) V=K"'firl <i<n.Seie; = 0 .
! 1 — i-te Stelle der i-te Einheitsvektor
0
dann ist (ey,...,e,) geordnete Basis von k", genannt Standardbasis.

c) V=K""irl <i<n, 1<j<n. SeiE;; € K™ die Matrix mit einer 1 an Position (i, j) und Nullstellen
sonst, dann ist (E1,...,E1,, Ea1,...,Eon, E31, ..., Eyy) eine geordnete Basis von V.
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(2.22) Satz (Charakterisierung einer Basis)

Fiir B C V sind aquivalent:
1. Bist Basis von V
2. Bist ein minimales Erzeugendensystem von V (d.h B’ SB= (B') GV)
3. Bist maximale l.u. Teilmenge von V (d.h B € B =8B La.)

Beweis: (Ringschluss 1. = 2. = 3. =1.)
1.=2.
B Basis, d.h. Blu., (B) =V.Sei B' G B, seietwaw € B\ B, dann

B CB\{w}= (B) C( \{W}>:‘2]9(2§¢)B1 (B)=V
2.=3. o

Sei B minimal mit (B) = V. Nach (2.19b) ist B Lu. Sei B G B,etwaw € B'\ B Zu zeigen: B l.a.
weB\B=BCB\{w}=V=(B)C(B\{w)C(B)CV

B = (B B la.
= (B\{w}) = (B) = Bla
3.= 1. (Ubung!!!)

(2.23) Bemerkung

Sei (vy,...,v,) geordnet Basis von V. Dann gibt es zu jeden v € V eindeutig bestimmte A;,...,4, € K mit

n
V= Z?Liv,-
i=1

Beweis:

V:illivizil%/vi?é(%—l;)vi:(’) — ul,'—li/:0:>7t,~:li/ Vi=1,...,n

(2.24) Satz + Definition (Basisergdanzungssatz + Dimension)

Ist By C V l.a., dann gibt es Basis B C V mit By C B (Basisergdnzungssatz). Insbesondere hat jeder VR eine
Basis. Weiter tritt eines der Folgenden Fille ein:

1. jede Basis von V hat unendlich viele Elemente

2. es gibt ein n € Ny, so dass jede Basis von V genau n Elemente hat. Wir definieren:

dimV = dimgV = { * i Fall =
n 2.

Beispiele:
a) dimg{O} =0

dimgK" =n

dimgK™" =m-n
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b) dimgR = oo
dimgC = o
dimgC =2 (1,i) ist Basis.

/ (Vy,_ V. \

Erzeugendensystem Lineare Unabhangigkeit
'-:'vh ___J].,l"r_“;.-\-zv ervr=ﬂ—>v1r=ﬂ

I,

Basis

= L.u. Erzeugendensystem (Def.)
= minimales Erzeugendensystem » =2.22
= max. l.u. Teilmenge

Dimension := Linge einer (bzw. jeder) Basis

Erzeugendensystem
(Viy.esvp) & Lu jedes v € V ldsst sich auf
Basis
mindestens
hochstens  eine Art von Linearkombination v = ¥ A;v; schreiben

genau
M<Vlu,vé<M>=MU{v}Lu.

(2.19b’) =27b
Basiserginzung:

42
V:R2,B():0,<B() >:{O},Blz{< NG }

<Bl>:]R-< :‘%):{( i%ﬁ >|x€R}

()]

< By >

(2.25) Folgerung
Sei K endliche Korper, etwa |K| = g < oo,
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dimgV =n=|V|=4q".

(2.26) Bemerkung

Sei dimgV =n < o
i) BCV lu. : BBasis < |B| =n.
ii) BCV, (B):BBasis < |B| =n.

i) vi,...,vyr1 €V = (V],...,V,H_]) lLa.

(2.27) Beispiele (Dimension)
a) dimg{s¢} =0
dimgK" =n
dimgK™ " =m-n
b) dimgR = dimgC =
c¢) Die R —VR, RE, Pol(R), C(R), C*(R), RN aus (2.3) haben alle dimg = oo

d) dimprC =2, dimgC =1

(2.28) Folgerung
SeiU <VunddimgV =n < o
1) dimgU < dimgV (folgt aus Basisergdnzungsatz)
i) dimgU =dimgV < U =V
Beweis
i) BBasisvon U = B <V lL.u. = es gibt Basis B vonV mitB DB

= n_ =|B|2|B|=dimgU
~—
dimgV

i) = gilteB =BoU=(B)=(B)=VaU=V

(2.29) Beispiel (Matrixdarstellung der komplexen Zahlen)
Sei V=R>*2,  AlsodimgV =4 (dimrC =2)
1 0 0 —1
SetzteE.—E2—<0 1),1.—<1 O) C:=(E, )<V
(E,I)Lu. (E,Isind lu.)

AME+u-I=0= < ﬁ —H ) =A=u=0 Also (E,I) l.u. also auch dimrC =2

A

Insbesondere ist (E,I) Basis von C jedes x € C ldsst sich eindeutich schreiben als
AME+u-I=A+u-i

2
0 -1 -1 0
) —
Es gilt/ —<1 O) —( 0 _1>— E, also
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A-E+u-DA-E+pu -1)=ANE2 + AW EI+ A WE +pup' 1> = (AL —uu )E+ (Ap +A'u)l
Also ist C der Korper der Komplexen Zahlen.

Basen werden verwendet:
 zur Beschreibung von Unterrdumen, insbesondere Losungsmengen von homogenen LGS
 zur Beschreibung von linearen Abbildungen

* zur Einfiihrung von Koordinaten bzw. Koordinatensystem

(2.30) Definition und Bemerkung (Rang von Matrizen)

Sei A € K™". ZR(A) = (z1,...,2,) <K'  wobei z; = Zeilen von A

RgA:=dimZR(A) RangvonA O0<RgA<n
RgA=dim SR(A) < RgA=Rg AT

Bemerkung
Wenn A’ € A durch elementare Zeilentransformation hervorgeht, dann ist ZR(A) = ZR(A'), also Rg A =Rg A’

Ebenso: IL(A,0) = IL(A",0) (1.13 GauB Algorythmus)
Wenn A Zeilenstufenform hat, dann Rg A = r, wobei r ist die Anzahl der nicht Nullzeilen.

(2.31) Anwendung (L6sung eines LGS mittels Normalform)

Sei A € K™ b c K™

* A-x=>blosbar = b € SR(A) (2.15)

A-x=>blosbar = A-s=>b, wobeis € K" = IL(A,b) =s+1L(A,0) (2.19b)
o Lo:=L(A,0) = Kergps < K"

Normalform: A = < % E; ) , r=RgA.

Sei A in Normalform etwa:

1 C11 --- Clp—r by
1 : :
A= 1 Crl Crn—r 7b: br
000/0 0 O b1
00 0|0 O 0 :
0000 0 0 b
m

A-x=blosbar < b,,...,b,, =0
s :=b € K, ist Spezielle Losung. Fehlt noch Lo(A)!

a) Lo(A) = SR(A) < K"



b) Die Spalten von L sind l.u., bilden also eine Basis von L(A).

Folge: dim Lo(A) = n—r = n— RgA = #, wobei # Anzahl der freien Unbekannten.

Beweis:
Cli
Cri
a) L=(vi,...,vp_,)mitv; = 0
;1 —r+i
0
l-c;i+0+...40-ci1+0+...4+(=1)-crj+...4+0 0
A V= = :
0
Also (vi,...,va—r) € Lo(A)und (vi,...,vy—r) < Lo(A)
Lo(A) < SR(L):
S1
Sei s = : € Lo(A)und A; := 5,4,
Sn
sl1 sl1
:/ :/ s,]
! n !
=5 =5+ Y A=A =0=E,- f)f =0= %r eLo(A)= |
=1 ’
l . ) S,
0 0
:>alles/1,...,s/,:0:>s/:0
Also s = —(Avi,...,A4v) € (vi,...,v;) =SR(L)
Also ist Lo(A) < SR(L).
b) Nach Konstruktion sind vy,...,v,_, Lu.
(2.32) Beispiel
1 01 01 01
Sei K beliebiger Korper. A= 0 1 1 0 0 1 1 | €K*7. Bestimme Ly(A)
0001 111

Spaltenvertauschung x3 < x4:

1 001 101
A= 01 0|1 0 1 1 RgA =RgA =3
00 1/0 111



1 1 0 1 X1
1 0 1 1 X
0 1 1 1 X4
Lo(A) *29sri)y=sr| -1 0 0 0 | x
0O -1 0 O X5
0O 0 -1 0 X6
0O 0 0 -1 X7
Spaltenvertauschung riickgédngig:
1 1 0 1
1 0 1 1
-1 0 0 0
Lo(A) =SR(L) = SR 0 1 1 1
0 -1 0 O
0O 0 -1 O
0O 0 0 -1
1 1
1 0
-1 0
]L()A:{l‘l' 0 +1- 1 —l—...’[l,lz,...ER}
0 -1
0 0
0 0
(2.33) Bemerkung
LGSA-x=b,A C K™"
Wiederholung:
RgA = dimZR(A) = # Stufen nach GauB I

i) A-x =D, losbar < RgA = Rg(A,b)
ii) A-x=b, eindeutig 16sbar < dimlLy(A) =0 < n=RgA

iii) m < n=>dimLo(A) =n—RgA >n—m> 0= Lo(A) 2 {#}
~—
<m

iv) n=m, d.h. A € K"

A -x = b, eindeutig l6sbar < RgA = n < Fiir alle b € K™ ist A - x = b eindeutig 16sbar.

Beweis: zu iv)

n=RgA < Rg(A,b) <n=-n=RgA=Rg(A,Db) :ngA-x:blésbar.

-(3)

f:R? > R?

N = =
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(2.34) Satz (Eindeutigkeit)

Seien V,W VR und (vi,...v,) Basis von V zu beliebigen wy,...,w, € W, existiert genau eine lineare Abbildung
@ :V — W mit ¢(v;) =w; fiiri = 1,...,n (Eine lineare Abbildung ist eindeutig definiert durch die Bilder der
Basiselemente)

Beweis: Eindeutigkeit

n
Sei ¢ : V — W,v; — w; lineare Abbildung. Sei v € V beliebig, v =Y} A;v; wobei A; € K.
i=1

Dann ¢(v) = (P(élivi) = éli‘l’("i)‘

n
Existenz: Definiere ¢ : V. — W, ¥ Av; — ¥ A4iw;
i=1 i=1

(2.35) Beispiel
V = R? mit Basis (e1,e,e3), W = R?.

Wiihle beliebige wi, wy, w3 € W z.B. w| = ( _21 ), wy = ( g ), w3 = < _17 )
Dann sieht ¢ aus (2.34) so aus:

a
—1 0 1 —a-+tc
.3 2 . . . —
¢:RT—R5 D _“‘(2)“’(3)“(—7) <2a+3b—7c>

c

(2.36) Bemerkung
Sei V — W linear.
) MCV = o((M)) = (¢(M))
i) UCV=09U)CW
Wihle U =V = Imo < W, ¢(v) =Imp <W
iii) UCW =@ '(U)CV,U={0} =Kerp CV
Beweis: zu i)

¥ p(v) = 9( L Av)

i) und iii) wie oben

(2.37) Definition (Rang und Defekt von ¢)

Sei ¢ : V. — W linear Abbildung.
Rg(¢) :=dimgIme@ Rangvon ¢ 0 < Rg(p) < dimW
Def(@) :=dimxKerp Defekt von ¢ 0 < Def(¢) < dimV

Ist dimV < oo, dann:
|Rg(¢) + Def(¢) =n|
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(2.38) Beispiel (Abbildung linear?)

X X
¢:R* =R [ y | — | y | linear. Projektion entlang der z-Achse auf x - y-Ebene
Z

0
1 0

Imp=({ 0 ), [ 1 ]) Rg(p)=2
0 0

) Def(p)=1

A

~

<

Il

—
—_ O O

Rg(®)+ Def(¢) = 3 (Definitionsbereich)

(2.39) Folgerung

(Charakterisierung von injektiv, surjektiv, bijektiv bei linearen Abbildungen)

i) @ surjektiv

< Im(p) =W

< Rg(@) = dimW

& Def (@) = dimV —dimW
ii) @ injektiv

< Ker(@) ={0}

< Def(9)=0

< Rg(9) =dimV

iii) @ bijektiv (d.h. ¢ Isomorphismus)
< dimV = dimW = Rg(¢)
& (B <V Basis = @(B) < W Basis)
iv) Spezialfall n = dimV = dimW (z.B. ¢ : V — V)
Rg(¢@) = n < ¢ surjektiv < ¢ injektiv < Rg(@) =n

(2.40) Satz (Isomorphie + Dimension)

Seien V,WK-VR, dimV, dimW < o dann gilt:
dimgV =dimgW &V =W
Insbesondere: dimV =n =V = K"

Beispiel
C =~ R? als R-VR
R2%2 ~ R* als R-VR.

Beweis ,, < (2.37)

=" Sei dimV = dimW :=n < oo. Seien (vy,...,v,) und (wy,...,w,) Basen von V, W.
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(233)Esgibto:V —-W, v, —w; fiiri=1,....,n
Wegen dimV = dimW reicht es zu zeigen z.B.: @ surjektiv
Wi,...wy €Ime =W = (wy,...w,) < Im@ = @ surjektiv.

(2.41) Definition + Bemerkung (Koordinatensystem + -vektor)

Seien dimV = n < . Ein Kordinatensystem auf V ist ein Isomorphismus. Fiir v € V heit ¢(V) der Koordina-
tenvektor von v bzgl. @.

o:V—-K"
Beweis
Koordinatensysteme entsprechen Basen:
B = (vi,...,v,) Basis von Vist = @ : voK",v; — ¢; fiir i = 1,...,n Koordinaten System.

¢ Koordinatensystem von V.
= (9o~ !(e1),...,0"!(e1)) Basis von V.

(2.42) Beispiele

a) Betrachte C als R — VR.
¢:C—R*a+b;— < Z > ist Koordinatensystem auf C
Die Zugehorige Basis ist: (1,i).

¢ d ist Koordinatensystem auf R?*2

meemsss (5 0):(6 5 )(00)-(5 1))

Anwendung von Koordinatensystem

b) ¢:R2X2—>R4,< “ b)_>

Lo &

Berechnung von:

* Basen von UR (z.B. Kero, Im)
* Dimensionen von UR (z.B. Rgp, Def )

in belibigen VR wird zuriickgefiihrt auf eine Berechnung in K".
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§6 Unterrdume des K"

Beispiele
R” n-dimensionale euklidische Raum

14, Gitterpunkte im n-dimensionalen Wiirfel Seitenlédnge p.

Sei A € R™*"

ZR(A)' < K"

SR(A)I < K1><n

Lo(A) < K" heifit Nullraum von A.

(2.43) Bemerkung

Die Abbildungen

(.)t - K" —>K1X”,x—>x’

() :K"™" - K" x —x' sind Isomorphismen.
Fiir alle A € K™*" gilt:

ZR(A) = SR(A") < K"

SR(A)" = ZR(A") < K™

Fragen

z.B.: Zg

i) Wie bestimmt man Basis/Dimension von SR(A), ZR(A), Lo(A)?

ii) Wie testet man x € SR(A), ZR(A), Lo(A)?

(2.44) Bemerkung

Sei A in ZS-Form mit Zeilen zj,. ..,z und z,...,z, # 0, dann ist RgA = r und (z1,...,z,) Basis von ZR(A).

Folge: (z},...,Z.) Basis von ZR(A)" = SR(A)".

(2.45) Anwendung (Bestimmung von Basis/Dimension von SR, ZR und L

Sei A beliebig A € K™,

1. Bring A auf ZS-Form mit Zeilentransfomation

2. Lese Basis von ZR(A) aus Zeilen ab (dabei Null-Zeilen weglassen)

oder
1. Bring A" auf ZS-Form

2. Lese Zeile ab und transponiere diese — Basis von SR(A).
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(2.46) Beispiel

1 4 1 1 4 1
1 3 2 13 2
= < R4 =
1 1 + 11 4
—_——
=ZAER4X3
Spaltentransformationen
1 0 O 1 0 O 1 0
1 -1 1 1 -1 0 . 1 — ]
A~ 1 221711 =20 = dimU =2, ( 1 1l 22 ) Basis von U
1 -3 3 1 -3 0 1 _3

SR(A) = ZR(A")!

(2.47) Bemerkung

SeiA € K™" U e K™V K> weK"
i) u € SR(A) < Ax = u 1osbar (LGS losen)
ii) ve ZR(A) & A'x =" 16sbar (LGS 16sen)
iii) w € Lo(A) < Aw = 0 priifen (Matrix ...)

Beweis zu b)
vEZR(A)

() Isomorphismus
<~

V€ ZR(AY = SR(AY £ A'x =/ 1osbar.

(2.48) Satz

Jeder UV U < K" ist Spaltenraum SR(A) einer Matrix A € K" mit m = dimU

Beweis
Wihle Basis von U und trage diese in die Spalten von A ein. Anwendung (2.31)
= Lo(A) =SR(L)

(2.49) Hilfsatz

Sei A € K™ L € K"*™ dann gilt:
Lo(A) =SR(A) = Lo(L") = SR(A")

Beweis
SR(L) < Lop(A)=A-L=0=L"-A"=0= SR(A") <L(L")
Lo(L") = SR(A")

¢
"

= Rg(L) =n—Rg(A) = Rg(A) =n—Rg(L) = Rg(A") =n— RgL
fertig nach Bemerkung (2.28b)
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(2.50) Folgerung
Jeder Unterraum U < K" ist Nullraum £ (A) einer Matrix A € K" mit m = n - dimU = Rg(A)
U=1LoA)={uecK"|Au=0}

Beweis
1. U=SR(B), B€ K™ d=dim(U)=Rg(B)

2. Lo(B') = SR(L), L € K™ ~4), Rg(L) = dimLo(B') = n—d "2 SR(B) = Lo(L')

3. Setzen A:=L'= U = SR(B) = Lo(L') = Lo(A)

(2.51) Bemerkung

Je nach Anwendung ist eine Beschreibung von U < K" als SR oder als NR vorzuziehen:
i) fiir Basis : SR
ii) fiir Elementtest : NR

iii) dim(U) ,.groff*: NR ,effektiver* z.B. dim(U) = n— 1 (U Hyperebene)
— U =T(A),A € K" einzeilig!

Anwendung Codierungstheorie

K = 7, Annehmen:
* es gehen keine bits verloren
« Fehlerwahrscheinlichkeit , klein“ (< )

Ziel:
Empfinger kann Fehler erkennen bzw. sogar korrigieren kdnnen.

Fﬁr{ (1) wird{ E(l)j(l); gesendet (Wiederholungscode)

Bei Empfang von (0,1) oder (1,0) ist mit sicherheit ein Fehler aufgetreten.

Aufgabe
Sei n fest. Finde geeignete Codes d.h. Teilmengen C < 77 inkl. Codiervorschrift und Priifschritt (bzw. Kor-
rekturvorschrift).

(2.52) Definition (Codeworter, Generator- und Kontrollmatrix)

Ein UR C < 7% (bindrer) linearer Code der Linge n. Die Elemente von C heiBen Codewdrter (es gibt 24imC
viele). (Folgerung (2.25))

Codierung
Sender wihlt G € Z3** mit C = SR(G) Die Codierungsabbildung ist:
c:Z’ﬁ—>Z’§,w—>Gv
Q: Z§ — C ist Isomophismus: (c ist srujektiv nach Wahl von g)
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= Rgo =dimC =k = Defo =k—Rgp =k —k=0= ¢ injektiv = ¢ bijektiv. G heillit Generatormatrix.

Priifung

Empféinger wihlt H € Zg"fk)xn mit C = LLo(H) Zur Priifung Empfangswortes w € Z5 wird H - w berechnet.

H-w#0=w¢c= Fehler passiert.
H-w=0=we&c= (wahrscheilich) kein Fehler passiert.
H heilit Kontrollmatrix.

(2.53) Bemerkung (Fehler)

Es bleiben genau die Fehler € € Z) unerkannt, fiir die H - w = 0 ist, d.h. sie selbst Codewdrter sind.

Beweis
Sei W = ¢ + €. Fehler bleibt unendeckt & H - w=0< Hc+He=0< He =0

Annahme: 1-fache Fehler am hdufigsten.

(2.54) Satz (Fehler)

€1
Sei C binirer linearer Code mit Kontrollmatrix H. Ein Fehler € € Z} heif3t 1-fach, wenn € = : genau

&
eine 1 enthalt.

1. Sind die Spalten von H alle # 0, so werden alle 1-fachen Fehler erkannt.

2. Sind die Spalten von H paarweise verschieben und # 0, so konnen alle 1-fachen Fehler korriegiert wer-

den.
Beweis
0
elfach=e=¢=1| 1 —i fireinie{l,...,n} H-e; =i-te Spalte von H.
0

1. H-¢; #0firallei € {1,...,n} = alle Fehler ¢; werden erkannt.

2. Die Abbildung f:n — 7} — He; ist injektiv.

i
" Stelle des Fehlers Priifungsergebnis

Also kann man aus dem Priifungsergebnis He; die Stelle des Fehlers ablesen.

(2.55) Beispiel (Konstruktion von Codes (Hamming-Code))
Wir konstruieren H. Dann C := Lo (H).
o || =27 ReH) also wiihle n gross und Rg(H ) klein.

* Wihle die Spalten von H paarwiese verschieben und # 0
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Beispiel

Rg(H)=3, HEZ", n

C = SR(G) (aus (2.32))

dim(C)=n—Rg(H)=7-3=4
4 bit Nachricht wird zu 7 bit Codewort codiert.

Beispiel

€7

S - O =

1
0
1
1
0
1

0

—_—0 O = O =

0

—

C := Ly(H) heit Hamming-Code (aus (2.32))

lc|=2%=16

0
0 = 4-te Stelle von H.
1

Fehler war an 4. Stelle (Binédrdarstellung an der Stelle des Fehlers).

C := Lo(H) heiBt erweiterter Hamming-Code. H codiert (Aufgabe 36b) bit zu 8 bit. Reed-Solomon Codes

(z.B. auf CD) sind Codes iiber IF'g.
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§7 Lineare Abbildungen und Matrizen

Sei K Korper.

U,V,W,... K-VR (endl.-dim)
A A, ... Basis vonU A= (uy,...,u;)
B,B,... Basisvon V B = (vi,...,v)
c,C,... Basis von W C = (wy,...,w;)
O, ¥, X,... lineare Abbildung
A,B,C,... Matrizen

M

XBZViKn,ZliViH :
An

(2.56) Definition (Abbildungsmatrix)

Sei ¢ € Homg(V,W), d.h. ¢ : V — W linear. Seien B,C gewihlt.
Definiere a;; € K durch @(v;) =Y/ a;jw;, 1 < j<n,1<i<m.
Dann heifit My, := CMg = (aij) € K™

(Abbildungs-)Matrix von ¢ bzgl. B und C.

Bemerkung: u¢ = (xc@(v1),---, xc@(vn))

(2.57) Beispiele

Wir bezeichnen mit £ = £, die (Standard-)Basis (ey,...,e,) von K".

b) Ac K™y : K" — K™ x+— Ax

SMQ% =7 = ( 7%£¢(ej),"')
¢(ej) =Aej = j-te Spalte von A = M, = A

c) V. =W,BBasis von V.9 € Hom(V,V). Dann ist ¢ = id, < 2Mg = E,(n=dim(V))((v;) = v; & My = Ey,)

d) SeiV = Pol,(R) = {a, X" +a,_1xX" "' +---+apla; € R} ist B— VR mit dim V = n+ 1 und Basis (1,x,x2,--- ,x")
@ :V —V, f f linear (Ableitung)

o(x;) =

0 fallsi=0
i1 fallsi>0
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010 0
0 2
= M(p — . € R(n+l)x(n+l)
n
000 O O
Abstrakte VR — Koord.sys. (Basen) — Standard VR
% K"
veV x8(v)
lin. Abb Matrizen
¢ M
o(v) M — ¢x
Ker(p) Lo(M,)
Im(g) SR(My)
Rg(¢) Rg(My)
poy Mo -My
Wil M(p*l
¢ isom. M, invertierbar

(2.58) Satz

¢ € Hom(V,W),n = dim(V),m = dim(W)

a) xco@(v) K" =My xs(v)WveVv.
x8(v) € K",“M - xp(v) € K™

\%
x5 ]
K}’l
X
a XcoQ=ou,oxB
a, ¢=x;' oPu,oxs
b [i] Kerg = @' (Lo(My))
i Im@ = @;' (SR(My))
iiil Rgop = RgM(p
Beweis: Satz(2.34): es reicht (a) z.z. fiir v, -+, v,

xc®(vj) = j-te Spalte My,

— w

0 T xe
Plo o
»ﬂ Myx
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Myxs(vj) = My@; = j-te Stelle MoV j

BI0() = 0 " 450(v) = 05 Moxs(v) = 0 25(v) € Lo(My) 2" v € 5" (Lo(My))
[ii],[iii] als Ubung

(2.59) Beispiel

a)
bl.
Pol,(R) L Poly(R)

B=(1,x,---,x") ] O 1B

K" % K™

Rn+1 &) Rn+1

ax"+...taix+ay +— naxX" '+ ...+ 2ax +a;
! !
agp 0 1 ao ai
a S a 2a;
L . . _
n
an 0 an nay

b) Aec K™"V.WdimV = n,dimW =m
¢ :=x,"' o Qaoxs € Homg(V,W)

Dann My, = A
(2.60) Satz (TODO)
TODO
a) TODO

(2.61) Folgerung (TODO)

Wenn phi Isomorphismus (also bijektiv), genau dann ist die Abbildungsmatrix invertierbar.
TODO

(2.62) Folgerung

Sei A € K"*".
A invertierbar < RgA = n.
Beweis:
Qs K" — K" x— Ax
Bsp (2.57¢c) My, = A
A invertierbar < @4 Isomorphismus < Rg@y =n

Basiswechsel ¢ € Hom(V, W)
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B, B’ Basen von V
C,C' Basen von W
. . / /
Wie hingen CM(I; und ¢ Mf; zusammen?

(2.63) Definiton + Bemerkung (Basiswechselmatrix)

BB .= BB heift die Basiswechselmatrix (auch Darstellungsmatrix und Abbildungsmatrix genannt) von B
nach B'.

Merke: Die Koordinaten der neuen Basisvektoren (aus B') bzgl. B (der alten Basis) kommen in die Spalten
der Basiswechselmatrix.

Bemerkung: 2T% invertierbar und (

/. .
By fjl invertierbar.
v

BTB/)*1 = B'TB_ Beweis: id, homomorphismus, Folgerung (2.61) =

(2.64) Satz (Basiswechselsatz)

EsistCMB = C'7C.CyB BB — (cTc'>’1_cM3,BTBf
® ® ®

Beweis:

BV AN WC
iyl O lidy

sV W¢

¢ =idy - @ -idy. Also:

C'MB' _ C’MB'
0 = !

(2.60) ¢
ldW '(p'idv -

C CaqB BagB _ C'C CrysB BB
M, -CME -BmE = C7¢.CyB BT

(2.65) Bemerkung

Sei dimV = n. Jede Matrix T € GL,(K) ist Basiswechselmatrix Z TF fiir eine geeignete Basis 5’ von V, und
diese ist eindeutig bestimmt.

Beweis:
SeiT = ([ij)lgzngn S GLn(K), B:= (Vl,. .. ,Vn).
j-te Spalte
/ / / : BasB' : / . / / / -1
Gesucht: B' = (v},...,v,) mit T =PM5 = | ... . x5-idy (V}),... |. x5-idy (vj> = xg-(vj) = Vi = X3

(j-te Spalte von T) =Y t;; - vi. B’ := (v},....v},) ist die gesuchte Basis.

(2.66) Beispiel
Sei V = R?, E = (e, e,) die Einheitsbasis.

Ai:(é ?)-@A(€1)2<(1)>7(PA(€2):<_01).
=y )oemen=(} )ooner=( 7).

allgemein:
¢c mit C := <

cosa  sind

. ist eine Drehung um Winkel o.
—sin®  cosO
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(2.67) Bemerkung (Basiswechsel entsprechen Isomorphismen)

Basiswechsel entsprechen Isomorphismus

entspricht o:V =y
> _
-~ =~ o(vj):=vi(j=1,....n)

Wdh.

. B
XePv) =My )
* (Basiswechselsatz) CM(?' =076 CM}E oBTB

(2.68) Folgerung
B,B BasisvonV, T :=B8TF

1. x5(v) =Toxp(v)bzw. (T*1 = B/TB)
x5(v) =T "oxs(v)

2. Sei ¢ € Homg(V,V) Schreibe Mg fuer BMg
ME =T"'oMBoT

(2.69) Beispiel

V=RB=E=(e1,e),B <vm> (;),\é:(_lz):T::BTB':(;_12>BTB':

T —BTB_.._1 <

a)Seiv:< ; ) X (V) =
b) ¢ : R’R? ¢ 1= g4, A =

w=rmo=1( " ) (3)=1(3)=(})
pona((5) 1)

Bessere Beschreibung von ¢4? z.B. E ~ B!

7 xm

_3

K
5

W]~
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§8 Matrix-Inversion und LU-Zerlegung

Sei K Korper, A € K™,
A invertierbar A € GL,(K) < ¢4 Isomorphismus (bijektiv x — Ax) < RgA = n < Vb € K" ist Ax = b eindeutig
16sbar (dann ist A~'b die eindeutige Losung).
Anwendung der Inversenmatrix:
* Basiswechseln (71)

* Umkehrabbildung

» ein LGS l6sen fiir viele verschiedenen b (x = A~'b)

Invertieren ,
X
Finde B€ K"™" mitA-B=E,,.
AB = E, < die j-te Spalte von B ist LGS von Ax =¢; fiir j=1,...,n.
Ansatz: Lose alle A - x = e; gleichzeitig, etwa so:

Gaul3
Al|E, ~ E, *
RgA=n -1
(Normalform)

denn die j-te Spalte ist Losung von Ax = e;.

(2.70) Beispiel

_(1 =2 2x27—1 _ o
ro (1 )emvirics

(3 o (1)) 2 ;‘< HE (1)> (b :((1) K

:>10
0 1]—

LU/LR-Zerlegung
deutsch: links-rechts, englisch: lower-upper

N[N
Q- O
~__
o+

N —
=i
N—
K
\
W=
— o —
| —
\S)
_—N —
N—

Sei A € GL,(K) (quadratische, invertierbare Matrix). Betrachte Matrixgleichung der Form
(*)L-U =A, wobei L, U € GLy(K)

z.B. E,-A=A.
(2.71) Satz
Seien (si,...,s,) die Spalten von L und (zi,...,z,) die Zeilen von U. Folgende Umformungen erhalten die
Gleichung (*):

(Typ D) zi ~ Azi, i~ %si, 0#£A €K, 1 <i<n. (~=,wird ersetzt durch,,)
(TypIl) zi~ zi+Azj, sj~s;j—Asi, A€K, 1 <i# j<n.
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A bleibt erhalten. (Vertauschung fiirs erste nicht erlaubt).
Anwendung Lose Ax = b

1. Lose Ly="»b

2. LoseUx=y

Dannist Ax=LUx=Ly=b. (L-U=A)

(2.72) Algorithmus (LU/LR-Zerlegung)

A € GL,(K) Starte mit E,,-A = A, d.h. L=E, und U = A, und bringe U durch Umformungen aus Satz (3.71)
auf Zeilenstufenform. (genauer: obere ,,.Dreiecksform,,weil RgA = n) mit Einsen in der Diagonalen (falls die
Matrix iiberhaupt invertierbar ist). Am Ende hat L untere ,,Dreiecksform®.

(2.73) Beispiel

2 6 2
A= -3 -8 0
4 9 2
2 + (-3)
1 00[ 2 62| [; |2 00 1 3 1/|]/3
01 0/-3 -8 0 0 1 0|]-3 -8 0 +
001, 4 9 2 0 01} 4 9 2
+ 4 + -(=3)
N 2 0 01 3 1 |- (—4) N 2 0 ojr 3 1
-3 1 0|0 1 3 -3 1 ojo 1 3 |-3
0 114 9 2 + 4 0 110 =3 =2 +
7
> 0 ol1 3 1 2 001 31
= = -3 1 0|0 13 |=A=L-U
-3 1 0|0 1 3 4 -3 7010 0 1
4 -3 1100 7)) 1
Fiir jeden Schritt gilt, dass der linke Teil der Matri>L( multipliziert r%it dem rechten Teil der Matrix A ergibt.

2
Lose Ax = 2
3
2 y1
1. LoseLy=| 2 |,y=1| »
3 y3
2y1:2:>y1:1 1
y2=3y1+2=y=>5 =y=

Tyz=—4y1+3»+3=14=y;=2 2
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1 X1
2. LoseUx=y=| 5 |,x=| x | (Rickwirtssubstitution)
2 X3
X3 = 2
xp=—-3x3+5=-1 =x= —1

x1=-3x—x3+1=3-241=2

(2.74) Bemerkung

A € GL,(K). Lose Ax = b fiir viele b.

LU-Zerlegung braucht ~ 1n* Multiplikationen.
Inversion braucht ~ %n3 Multiplikationen.

Fiir jedes b braucht die LU-Zerlegung ~ n*> Multiplikationen. 2 - @ ~n?

Fiir jedes b braucht A~'b auch ~ n?> Multiplikationen.
@4 surjektiv < existiert BmitA-B=FE
Frage: Wie 16st man Ax = b fiir viele »’s wenn A € Km X n nicht quadratisch?

Anwendung:
V Nachricht € Zf
C = GV Codewort € 7
Empfinger 16st Gv = ¢ fiir v

(2.75) Satz

Sei A € K™*", Tst @4 injektiv, so existiert B € K™ mit B-A = E,,.
Ist Ax = b 16sbar, so ist B- b die eindeutige Losung.

Beweis:
B-A=E, < A"-B =E,

Zeige: existiert C € K™" mit A" -C=E,,A' € K" und wihle B := C"

EK)LXm
c existiert & A'-x =ejlosbar Vj
= Impy = K"
K" —K" C -
e @ar surjektiv
(pAZ:KnHK" t
= n = RgQs = RgA" = RgA = RgQ,

~ Defoa =n—Rgpa =0
& @4 injektiv.
Ax=b=x= BA x=Bb
~
=E,
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(2.76) Beispiel

1 0
A=1| 2 —1 | eR¥>*? RgA=2= ¢, injektiv.
0 1

Gesucht:

BcR¥3 mitB-A=E, A'-B' =E, fiir B' € R3*2.

1 2 0]1 + (1 0 212 (10
0 -1 1]0 |- (=2) 0 —1 1|0 1) |-(=1) 0 1
1
0
0

Also B = € R3x2 bzw.B:< o0 ) e R2x3

0
1
2
-1
0 2 -1 0

1
1. LoseAx=1] O
2

1

B-1 0 | = ! (Eindeutige Losung), Probe: A - ! =( 0
2 2
2 2
-1
2. Lose Ax = 0 J:
2
—1 1
B- 0| = ( 5 > (existiert keine Losung, da die Probe fehlschligt)
2

1 -1 -1
Probe:A~( 5 > = 0 + 0
-2 2



Determinanten und Eigenvektoren

§9 Determinanten

det : K™ — K ist eine Abbildung mit z.B.
* det(A) # 0 < A invertierbar
* det(A-B) =det(A)-det(B)

R kommutativer Ring, n € N, A € R"*". Seien A = (s1,...,5,), §; € R" j-te Spalte von A.

(3.1) Definition
Eine Abbildung D : R"*" — R heiit Determinante, wenn gelte:

1. Dist multilinear: D(s1,..., 51,48+ 1S},8j51,-,5n)
:7L-D(sl,...,sj,...,sn)—i—u-D(sl,...,s;.,...,sn)VI <i<nund A,u €R.

2. Dist alternierend”: D(Sy,...,s,) =0 falls s; = s; fiir i # j.

3. Dist ,normiert‘: D(E,) = 1.

(3.2) Beispiel
ayn=1 D:R"™! —R (a)— a.

a b

b) n=2 D:RM—>R,< )»—>ad—bc.
c d

(3.3) Bemerkung (Determinanteneinfluss auf Spaltentranformationen)

Sei D : R™" — R eine Determinante.

a) D(....si,...,8),...)=—D(..., s; ..., s ... (vergleich: 7; ;).
i—teSpalte Jj—teSpalte

b) D(sri1),511(2) - - - »511(n)) = 58N TL-D(s1,. .., 5,) VIL € Sy
c) D(em(1),em);---»enm) = sgnll-D(E,) = sgnIL
=1
d) D(s1,...,Asi,...,80) = A-D(s1,...,5,) (vergleich: ;(A))
d’) D(sy,...,0,...,5,) =0

€) D(si,...,8i+A8j,....80) =D(s1,...,8,)ViF£ j (vergleich: a; j(1)).
—— '

i—teSpalte

66
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f) D(A-A) = A"-D(A)

Beweise:
a) D(...,Si,...,Sj,...):D(.. »Sj) 87, )
0 D( ,Si—l-Sj,...,Si—l-Sj,...)
multi— = D(...,s;,....8i+5j,...) +D(....8j,....85i+5j,...)
linear = D(...,S,‘, .,Si,...)—i-D(...,Sl‘,. 185 )—|—
-0
D(...,sj,....8i,...)+D(...,8j,....,8),...)
-0
= D( , 8, S )+D( S , S, ) O
e) D(si,....si+Asj,....8n) =D(s1,...,80)Vi# j.
~——
i—teSpalte
i J
D(...,si+Asj,...) = D(..., si ,...)0+A-D(....7 s ,....,08; ,...)
l =0

Weitere geht’s mit den Eigenschaften in (3.7).

(3.4) Satz (Leibnitz Formel)

Fiir jedes n € N gibt es genau eine Determinante, geschrieben det : R"*" — R,A — det(A) oder |A|. Es gilt die

Leibnitz-Formel:
det(A) =

Z sgn(n)’al'[(l),la'-warl(i),i

Iles,

A= (a;;) (kurz: Ypysgn(ID)TT;ang) )
Herleitung der Leibnitz-Formel:

Sei A = (Sl,...,sn) = (a,-j) € R™" d.h. Sj=

D(A) = D(s,..

i1=1
n

i1=1

Z ailjD

Sei D Determinante.

alj
_Zizlau’el

Clnj

- 5n)

n
D(Y aiyjei;$2;---,5n)

(eiy, s2 ...

n . e
Zizzl alz./elz
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D(ei,,...,ein)7é0nurfalls{il,...,in}—{1,...,n},d.h.falls(l,l 12 lf“)esn.
1 2 .- in
Also:
D(A) = ZaH(l).,l’aH(Z),Zv'"aaH(n),n
Mes,
= ) sgn(ID)-anq,1,- - arigm)
Tes,
D(er1),---»enn))
=sgnll-D(E,) =sgnll
(3.5) Beispiel
1 2 1 2
a)”:2’52:{<1 2)’(2 1>}
sgn=1 sgn=—1
a a
' = leap-ap+(—1)-ay-an = anaxn—ayap.
az; ax
1 2 3 1 2 3 1 2 3
b) n=3,5 {<1 2 3)’(1 3 2)’(2 1 3)’
sgn=1 sgn=—1 sgn=—1
1 2 3 1 2 3 1 2 3 )
2 3 1 /)°\3 12 )03 21
sgn=1 sgn=1 sgn=—

apaxass +apazsaz; +agzaz ds;
—aj3axds) —apdz1azz — aj1azsas;

Beispiel:
1 23
0 1 2 = 1-1-542-2:(-1)4+3-0-0—(-3)-1-1-2-0-5—-1-2-0
-1 0 5 =54+(—-4)+0—-(-3)-0-0 =4.

c¢) n beliebig, A obere Dreiecksmatrix € K"*":

a ap ... A
0 ax ... ax , .
A= . . . :>an(1)71,...,an(n)7n#OfurH:ldn
0O ... 0 au
= det(A) = Yies, sgn(ID)ami).15- - - arin),n = @115 - - -, @nn »Produkt der Diagonalen*

Funktioniert ebenso mit einer unteren Dreiecksmatrix!
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d) n beliebig. Gau} mit Spaltenumformungen ( a), d), e) ):

30 -2 1 0 -2 1 -2 0
zB.| 6 0 1 |=D3] 2 0 1 [=2-3] 2 1 0
-9 -2 5 -3 -2 5 -3 5 =2
w(h) %2 01 (2)
1 0 0
=) -3 2 5 0 [=Br9I)_3.1.5.(-2)=30.
-3 -1 -2
hat ,,ZSF*

(3.6) Folgerung (det = 0/ det # 0)
Sei R = K Korper. Dann gilt:
e det(A) #0< Rg(A) =n.

* det(A) =04 Rg(A) < n< Ax = 0 hat nicht-triviale Losung.

(3.7) Eigenschaften (Fortsetzung von Bem. (3.3))
Sei A = (a;;) € R™", fiihre basierend auf (a)-(f) aus Bemerkung (3.3) fort:

g) det(A) =det(A)" = auch Zeilenumformungen sind erlaubt.

h) det< l; IC) > =detB-detC ,Kistchensatz*

i) det(A-B) =detA-detB
j) det(T~') = det(T)~" falls T invertierbar. det(T~'AT) = det A.

k) A;j:= (—1)""/ heiBt Adjunkte zu a;;

ar aLj,l a1,j+1 aln
i1 oo Qi1 | Qicl 41 oo Qiclp |. i i . .
L L LY = _|i-te Zeile und j-te Spalte ,,streichen
air1,1 ..o Aitlj—1 | Qitl,j+1 --- Qitln
an1 e an’];l an7j+1 fe Ann

Laplace-Entwicklung nach der i-ten Zeile: det A = Z;?:] a;jjAij
Laplace-Entwicklung nach der j-ten Spalte: det A =Y ' | a;;A;j.

) A:=(A;j) € R
det A 0
AAT = A'A = : =det(A-E,).
0 detA

A" heiBt die zu A komplementiire Matrix.
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€R
. . A . .
m) A invertierbar < det A invertierbar < der A € R*.
Adjunktenformel: det A invertierbar

B 1
= AT = g A"

R = K Korper: A invertierbar < det A # 0 (Folgerung 3.6).

(3.8) Beispiel (Adjunkte und Adjunktenformel)

71 7? (3; 411 -1 0 1 1 3 4
zu (3.7) k - Adjunkte: =-2 4 3 1(—-1-|14 31
405 2 -1 1 2 -1 1
2 0 -1 1
3 4 3 3 4 1 4
- (< 5 oe s 2D -0f 3 l2 s )
31 4 3 4 1
AR M
=34+1-6(—4—-6)+3(4—-2) =4+60+6 =70
12 1
zu (3.7) m - Adjunktenformel: A= -2 1 -1 det A = 6 # 0 = A ist invertierbar.
11
N +3 —(=3)+(-3)
A= -3 +1 —(-1) | =A
+(—3) -1 +5
—1_ _1
A T det(A)
N 3 -3 -3
Al=1 31 —1 Probe: A-A~' =E3... A€ K" T ¢ GL,(K)
-3 1 5

zu (3.7) j - det(A) = det(T~'AT): Determinanten von Endomorphismen.
@ € Endi(V) =Homi(V,V), Vendl.dimK—VR,V#{0} (1<dimV <o)

(3.9) Definition + Bemerkung

Wiihle eine Basis B von V und setze det ¢ := det MB(¢). (wohldefiniert wegen (j): B’ andere Basis von V =
ME (@) =T~ 'MB(@)T mit T =BTF = det MP (¢) = det MP(9) )

D
Bemerkung: det 9 =0< Rgp <n < Def. ¢ >0 < ¢ nicht injektiv < Kern @ # {0}.

§10 Eigenwerte und Eigenvektoren

Sei K Korper, V endlich dimensionaler K-VR, ¢ € Endg(V) = {¢ :V — V linear}.

2 GRAPHEN MIT VEKTOREN
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(3.10) Definition (Eigenwert, -raum, -vektor)

Sei ¢ € Endg(V), A € K™ ¢ € K, ¢ Eigenwert und v Eigenvektor.

V(c,9) :={veVlp(v) =cv}i 2 {0}
V(c,A) :={veK"|Av =cv} D {0}

:V(Cv(pA)

c heiBt Eigenwert (EW) von { ﬁ wenn { “;EZZZ; i %8}},

Wenn ¢ Eigenwert ist, so heilen V(c, @) bzw. V(c,A) Eigenriume von ¢ bzw. von A zum Eigenwert ¢ und
ihre Elemente auer O heilen Eigenvektoren (EV) von ¢ bzw. von A zum Eigenwert c.

Erinnerung: Fiir beliebige K-VR V, W ist Homg(V,W) (also insbesondere Endg(V)) ein K-VR mit +, -
(skalare Multiplikation) definiert durch:

* (@+y)(x) = o)+ y(x)
* (A-9)(x):=21-0(x)
VYA €K, @,y € Homg(V,W).

(3.11) Bemerkung
@ €Endg(V),A€ K"™" c€K.
a) op(v)=cve o) —av=0< (p—c-idy)(v) =0 < veKern(p—c-idy)
—_———
€Endk (V)
Also ist V(c, @) = Kern(¢@ — c - idy) Unterraum von V.

b) Av=cveAv—cv=0< (A—CcE,)v=0
——
EKHXY!

Also ist V(c,A) = Lo(A — cE,) Unterraum von K".
¢) cEW von ¢ £ Def(@ —c-idy) > 0" S det(p — c-idy) = 0.
d) cEW von A (Q)Rg(A—c-E,,) <n "0 |A—c-E,| =0.
e) 1 EW von ¢ < es gibt O #V =V mit !LUCKE!!

f) 0EW von ¢ < Def ¢ > 0 < ¢ ist nicht injektiv.

(3.12) Beispiel (Spiegelung)
a) A= < (1) (1) ) eR>2 @4 : R? = R?

Paler) =e2, @ale2) =ei
@4 ist Spiegelung an < e + e >.
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GRAFIK

@4 hat die Eigenwerte 1, -1, wobei 1 auf der Spiegelachse festgelassen wird.

(PeEl’ldK(V)
P=

Eigenwert Eigenvektor (v£0)

Qaler+e) =ext+ep=e+exeV(1L,A)
Oaler+er)=ex—ey=—(e1+ex) =e—e eV(—1,A)
P = (e] —er,e1 + e7) ist Lu. = H’' ist Basis von R?, die aus Eigenvektoren besteht!

M7 (Cy) = < _(1) (1) )

ap! 7/ _1
My %@f‘PA(f«’lez):( 0 >=(61€2)

V(1,A) =<e+e > V(-1L,LA)=<e;—ep >

b) Sei dimxgV =K >2, ¢ € Endg(V),1# —1inK
¢ heil3t Spiegelung, falls gilt:
1,—1 sind Eigenwerte von ¢ und dimgV (1,¢) =n—1 (d.h. V(1, @) ist Hyperebene).
Sei ¢ Spiegelung, O #v; € V(—1,¢),dh ¢(v;) = —vy,(v2,...,v,) Basis von V(1, 9).
Vi €< va,...,vy >= A= (v1,...,Vy,) ist Basis von V.

1
Wir sagen: ¢ ist Spiegelung an V (1, ¢). AuBerhalb der Hauptdiagonalen der Diagonalmatrix befinden

sich nur Nullen.
(3.13) Definition (Diagonalmatrix)
A = (a;j) € K™ heilt Diagonalmatrix, falls a;; = 0Vi # j.

*

A=

(3.14) Definition (diagonalisierbar)
© € Endg(V),A € K™,
a) ¢ heiBt diagonalisierbar, falls Basis B von V existiert, so dass M” (¢) Diagonalmatrix ist.

b) A heiBt diagonalisierbar, falls T € GL,(K) (invertierbare Matrix) existiert, so dass 7~ 'AT Diagonalmatrix
ist.
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(3.15) Bemerkung
a) ¢ diagonalisierbar < V besitzt Basis aus Eigenvektoren von ¢.
b) Fiir jede Basis % von V gilt: ¢ diagonalisierbar < M% (@) diagonalisierbar

b’) ¢4 diagonalisierbar < A diagonalisierbar.

Beweis:
a) Sei # = (vi,...,v,) Basis von v.
C1
p 2
MZ (@) = ' & @(V))=cj-vj¥j=1,...,n(dh.v; EV von @)

Cn

b) (Satz (2.64)) oder (Folgerung (2.68b)): 7
M7 (9) =T"'"M?(¢)-T.mitT =%T%.
N——

Diagonalmatrix

=" Wihle T := 717"
<= Wihle &' mit ?T# =T.
(3.16) Definition (ahnlich)

A, B € K" heiBBen dhnlich, wenn T € GL,(K) existiert mit

B=T AT > TBT'=TT'ATT ' =A = (T 'B(T"") =4
T T

A € K" diagonalisierbar < A dhnlich zu Diagonalmatrix.

(3.17) Satz (paarweise verschiedene EW)
Sei ¢ € Endg(V),n=dimg(V).

a) Seien cy,...,c, € K paarweise verschiedene EW von ¢ (d.h. ¢; # c; fiiri # j). Istv; EV von ¢ zum EW ¢;,
dann ist (vq,...,v,) Lu.

b) Besitzt ¢, paarweise verschiedene EW, dann ist ¢ diagonalisierbar.

Beweis: b) folgt aus a) mit Bemerkung (3.15).

a) Induktion nach m:
Induktionsanfang (I.LA.) m = 1: klar. (v # O).
Induktionsschritt (I.S.) m > 1,
Induktionsvorraussetzung (LV.): (vq,...,vp—1) Lu.

Sei Y Aw;=0, A;€K
j=1
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zu zeigen: A} = ... =4, =0.

Esgilt: 0

= (¢ — ¢ - idy)(0)
—_——
€End(V)

m
= —Cpm - idy)( Z?ij

(9—ciidy ) (1) =p(v)—cv
MA@ —cm-idy) (v))
= Y Ai(e(vi) —cmv;)
= YA (cj—cm)vj
—_———

=0 falls j=m
= Zm I)L( —Cm)Vj
(VI""Q?])LM' Ai(cj—cm) =0 firj=1,....m—1
£0
= Ai=0 firj=1,....m—1.
= Ay Vin =0
—~—
40
= An=0 0O
(3.18) Beispiel
0 1 2%ty s . .
A= 10 € R“*“ ist nicht diagonalisierbar.
Beweis: Angenommen, es gibt T € GLy(K) mit T~!AT = < a 0 > ,a,beR
~—— 0 b

invertierbare 2 x 2-Matrix

2 _
S (C O orurrtar—rer=r.( 1Y)
0 b S~—— 1

=E
=T Y (~E)T=-T'T=-E= <

=ad=b=-1 (Widerspruch)

-1

0 —
N———
=A2

%)

a,beR

A= ( _01 (1) > ist Drehmatrix um 90° im UZS.

cos o

A sin o 06;% 0
—sin @ cos o -1 0

= A (Drehung) hat keine Eigenwerte.

§11 Der Polynomring

Sei K Korper.

)
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(3.19) Definition

Der formale Ausdruck f(x) = ap+ajx+ amxt+... = Yo oanX" mit a, € K heiit Polynom iiber K, wenn nur
endlich viele a,, # 0 sind. (sonst ,,Reihe*)

* ap,aj,as,... heiBen Koeffizienten
* ag heilit konstanter Koeffizient
* sind alle a, = 0, dann heifit f(x) das Nullpolynom, geschrieben f(x) =
* K[x] bezeichnet die Menge aller Polynome iiber K.
Polynome sind hier keine Abbildung. K = 7Z,
fx)=x*>—x,g(x)=0 f(x)#g(x), denn x> —x #0Vx € Z,
Sei f(x) = Yo ganx", g(x) = Yo obpx" € K[x]und A € K.

(1) f(x) =g(x) wenna, =b,Vn €Ny

(2) deg f(x) := { ;‘; (€ Nlay 40} ;8 ;8 }NOU{—oo} heiBt Grad von f(x).

(3) f(x) # 0und n = deg f(x), dann heit n hichster Koeffizient von f.

normiert = 1,n=deg f(x)
(4) f(x)heifit < konstant  falls deg (x) S
linear deg f(x) =

() (f+8&)(x) = f(x) +glx) 1= Lio (an+by) X"
(6) (f-8)(x) = f(x)-g(x) := Lo (cnx")mitcy = Lio aibn-.
(@) (A-£)(x) = A fx) == Ealo (Aan)x"

(5)+(6) = Ring
(5)+(7) = Vektorraum

(3.20) Bemerkung
a) K|x] ist bzgl. der Verkniipfung aus Def. (3.19) ein kommutativer Ring und ein K-Vektorraum. (Es ist
dimgK[x] = oo und {1,x,x%...} Basis von K[x]* = {ao|ap € K} = {f(x)| deg f(x) = 0}
N——

ap#0

b) Man schreibt oft f anstatt von f(x) und ldsst Summanden der Form 0-x" weg.

c) Fir 0 +# f,g € k[x]
deg(f-g)=deg(f)+deg(g) (anx"+an 1 X" ' +..) (byX" +bp_1X"V+...) = by X" + (anbp_1 +
anflbm)anrm*l 4+ ...+ (a1b0 + aobl)x—i— aobo)
deg (f +g) < max(deg f,degg), wenn deg (f) # deg (g), dann gilt "="
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Beispiel (Polynomdivision):
B2+ +x+1): (> —2x—1)=x+4
—(x* = 24* —x)

4x? +2x+1

— (4x? —8x —4)

10x+5 =>4 2% +x+1=(x+4)- (x> =2x—1)+(10x+5)
(3.21) Satz

frg €K, g#0
Existieren ¢, r € K[x], deg(r) < deg(g), mit f =¢q-g+r.
Beweis: Algorithmus der Polynomdivision.

(3.22) Definition

Sei f(x) =apx"+ ...+ aix+ap € K[x].

f(x) hat an der Stelle a € K den Wert f(a) := a,d" + ...+ aja+ aop.

,,a wird fiir x eingesetzt"

Einsetzen: K — K, a — f(a) ist i.A. nicht linear (auBer wenn deg(f) < 1) Klx] — K, f + f(x) linear?
Erinnerung:

* (K[x],+,-) ist Ring mit +, - aus Def.(3.19(5)+(6))
0 = Nullpolynom
1 = Konstantes Polynom mit ay = 1
,Polynomring*(iiber K)
» K[x] ist K-VR mit skalarer Multiplikation (3.19(7)).
* auch: K[x] ist K-Algebra dim;K[x] = oo
Basis: {x'|i > 0}

(3.23) Bemerkung (Einsetzungshomomorphismus)

Seien f,g € K[x],A,a € K

a) (f+8)(a) = f(a) +g(a)

b) (f-g)(a) = f(a)-g(a)

c) (A-f)(a)=24-f(a)

d) 1(@)=al 1=...40-x+1 1(a)=...40-a+1=1 (1 ist Name einer Funktion)

Zusammen: Fiir jedes a € K ist die Abbildung 7, : K[x] — K, f + f(a) linear und ein Ringhomomorphismus.
auch: 1, ist K-Algebrahomomorphismus. T, heilit Einsetzungshomomorphismus
a heiBt Nullstelle von f(x) € K[x], wenn f(a) = 0.
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(3.24) Satz
Sei f(x) € K|x].
a) a € K. Nullstelle von f(x) < es gibt g(x) € K[x] mit f(x) = g(x)-(x—a) (d.h.”x—a teilt f(x)”)

b) Seien ay,...,a; paarweise verschieden. aj,...,q; sind Nullstellen f(x) < es gibt g(x) € K[x] mit f(x) =
g(x)-(x—ay)- (x—ay). Insbesondere hat f(x) hochstens deg f viele verschiedene Nullstellen.

Beweis:

a) Es gibt g, r € K[x] mit f(x) = g(x)(x—a) +r(a) und def r(x) < 1

Also ist r(x) konstant, etwa r(x) = ro,rp € K.

Al - - _

so f(a) =q(a)a—a+r(a)—r(a)
=0
———
=0

Also: f(a) =0 r(a) =ro=0<r(x) =0.
b) Induktion nach [:

[=1:a)

[ > 1: Nach Induktionsvorraussetzung gibt es g’'(x) € K[x] mit

f)=gx)(x—ar)...(x—a1)
= fla) =g (@) (a—ar)...(aj—a;—1)
—_—— N——
£0 £0
£0

7”1 Klar.

»=": es gibt f(a;) =0, also g'(a;) = 0.
Nach a) gibt es g(x) € K[x] mit g’(x) = g(x)(x — a).
=fx)=g¢gx)(x—a1)...x—ai_1)(a—a;). O

(3.25) Bemerkung (Zerfall in Linearfaktoren)

a) Man sagt, f(x) zerfdllt iiber K vollstindig in Linearfaktoren wenn es 0 # a € K gibt und paarweise ver-
schieden ay,...,a; € K sowie ny,...,n; € N, so dass:

f(x) Za()C—al)m "‘(X—ak)"k

n; heilt Vielfachheit der Nullstelle a;

b) Fundamentalsatz der Algebra:
Uber C zerfillt jedes Polynom f(x) € C[x] vollstindig in Linearfaktoren:

zB. -1 = @-1DE*+1)
(x+1)(x—1)(x*+1) iiber R
= (x+1)x—1)(x+i)(x—1i) tiber C

Die Nullstellen sind also =1 und =i.
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§12 Das charakteristische Polynom
K Korper, VK-VR, dimgV =n<e @ € Endg(V),A € K"", c€K.
Motivation:

cEW von A P8 der(A—c-E,) =0 & det(c-Ep—A) =0
— Finde ¢ € K mitdet(c-E,—A) =0.

Idee: Setze ”x” fiir ¢ ein und berechne Leibnitz-Formel; das liefert ein Polynom in x iiber K.

(3.26) Bemerkung

Sei B Basis von V.

a) ¢ EW von ¢ < ¢ EW von M5(¢)

b) x5V (c,p) =V(c,M"(9))

Beweis:

Vie,p)={veV]p()=c-v}
V(e,MB(@)) = {v e K"|MB(¢)-v=cv}

o) =cv PE™ yuo(v) = xs(cv
& MB(Q)xe(v) =c xB(v)

Also: v € V(c,p) < x5(v) € V(c,MB(¢)) D.h. b)

W)
iy

zua) ¢ EW von ¢ XL Vie,0) # {0}
zub) yp Isom. & V(e,MB(p)) £ {0}
2 ¢CEW von MB (o).

(3.27) Definition + Bemerkung

a) Fir A € K" heiBt As (x) = det(xE, — A) € K|[x] charakteristisches Polynom von A.
——

ek [x]mxn

_ 01 nxn A — x -1 nxn
Z.B.A—<_1 O)EK xE,—A= 1 € K|x]

xa(x) = det(xE, —A) = x> +1 € K|n].
Bemerkung: Fiir 7 € GL,(K) gilt X147 = Xa-

b) Seit B Basis von V. Fiir ¢ € Endg (V) heilit x := X5 (@) charakteristisches Polynom von . (ist unabhingig

von der Wahl von B).
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Beweis:

Q) xpiar(x) =det(x E, —T~'AT)=det(T~(xE, —A)T) L7

T'E,T

det(xE, —A) = xa

b) (Folg. 2.68b): ME (¢) = T'MB(@)T = x,,m (9) = Xp(9)
(3.28) Beispiel

0 1

all *
an . .
b) A= ] obere Dreiecksmatrix
0 Qnn
X—day —%
X—dp .
= Xalx) = . =T (- ai)
0 X— Qny

Insbesondere zerfillt y4(x) vollstindig in Linearfaktoren.

(3.29) Bemerkung

A € L' = x4 (x) normiert und deg ya(x) =n

Beweis:
Sei xE, —A= (fl]) c K[x]nxn

s deg f — 1 falls i=j <1 (degfd o degfte— (deg f-dege)
CHI= 0 falls i£j [ “8 €g 8 = deg | +g=maxideg f,degg

Xa(x) = Xnes, s fr(i).1 - - - Jri(n) ,» (Bem. 3.20c)

deg<n
<n falls T#id
degfl'[(l)Ja s 7fl'I(n),n { —n falls II=id }

= deg xa(x) = n.

Der hochste Koeffizient von )4 (x) ist der von f, ... fu, also sym(id) = 1. Also ist x4 (x) normiert.

(3.30) Satz (EW ”22” Nullstelle)

a) ¢ EW von A < ¢ Nullstelle von x4

b) ¢ EW von ¢ < ¢ Nullstelle von y

Ist ¢ m-fache Nullstelle von x4 bzw. X, so nennen wir ¢ m-fachen Eigenwert.
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Beweis:
(3.11a)
a) CEWvonA & det(cE,—A)=0
- XA(C) =0
cEWvonog <& ¢ EW von M3 (¢)

& ¢ Nullstelle von x5 (¢) bef: Xo O
c EW von A < ¢4(c) = 0. ¢ diagonalisierbar < V besitzt Basis aus EV von ¢ (¢ € Endg(V))

(3.31) Beispiele

a) A= < _01 (1) > € R?*2 hat keine EW in R, denn x4 (x) = x> + 1 hat keine Nullstellen in R.

= A keine Eigenwerte liber R
= nicht diag.bar.

Aber: A hat iiber C die Eigenwerte +i (£+v/—1).

= A iihnlich zu ( 0 f)l. )

b) Ahnliche Matrizen haben die gleichen EW, denn j4 (x) = T ~'AT (x) (aber nicht die gleichen Eigenvektoren/-
riume).

¢) Ist A dhnlich zu einer oberen Dreiecksmatrix

al *
an
0 Aun
dann hat A die Eigenwerte aj1,a2,...,a,,, denn
X—dji] —k
X —dadn

n

2a(x) = . =T (x—ai)

0 X — Ay

(3.32) Beispiel (Bestimmung von EW, EV, ER und Diagonalmatrix)

2 11
A= 1 2 1 |eQ¥
1 -1 2

Bestimmen der Eigenwerte (durch Nullstellen des charakteristischen Polynoms):
x—2 -1 —1
xa(x) =det(x-E,—A)=| -1 x-2 -1
—1 1 x—2
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=(x—2P3—1+1—(x—2)— (x—2)+(x—2)

(x=2)> = (x~2)

= (x—2)((x—2)>—1) (Nicht ausmultiplizieren!)
(x—1)

Also sind 1,2,3 die EW von A. (Diese EW sind jeweils 1-fach.)

1 00
= A diag.bar und A dhnlichzu | 0 2 0
0 0 3

Bestimmen der Eigenvektoren (durch Einsetzen der Eigenwerte):
V(c,A)=? =Lo(A—c-E,) =Ly (c-E,—A)

1 1 1 | 11 1 0 1
c=lA-1-E,=[1 11 |& Wl o 1| o] Eswird—E, erginzt)
0 -2 0
1 -1 1 -1
1
V(1,A) =< 0 ]>
-1
0 1 1 0 1 1 0 1
c=2A-2E=[1 01 |%o -1 1|0 1] 1
1 -1 0 0 1 1 -1
1
=V(2,A) =< 1| >
-1
-1 ! Gaup [ 1 1 1\ Gauws [ 1 1 1
au. - - aul - -
c=3A-3-E,= 1 -1 1 W(O 0 2)«»—)(() 0 )
1 -1 -1
1 0|-—1
Spaltenvertauschung: x;«<>x3 1 -1 -1 GauB
> 0 1 0
0 1 0
-1
Spaltenvertauschung beriicksichtigen: -1 !
paltenvertauschung oberucksicntigen: xp <—x3 V(37A) — < _1 > :< 1 >
- 0 0
Eigenraum
Eigenvektor
1 1 1
B:=< o], 1 |,| 1 | >istlu(Satz3.17a), also Basis von Q* aus Eigenvektoren!
_1 _

1 0
0 0 | (Beachte die Reihenfolge der EW in der Matrix!)
0 3



Basiswechselsatz

Begriindung: T =¢T8%=  MB(¢, )ZB\Yng(‘PA)ETB

—— ~—~
1ooy o= T
020
0 03
1 0
z.B. die zweite Spalte: x(2- 1 )= 2
— 0

(3.33) Folgerung
A e K™ @ € Endg(v), n =dimgV
a) A bzw. @ haben hochstens n verschiedene EW.

b) Zerfillt y4(x) bzw. ¢ (x) vollstindig in paarweise verschiedene Liniearfaktoren, so ist ¢ diag.bar.

Beweis:

a) deg xa(x) =deg X¢(x) =n = Xa(x), Xo(x) haben hochstens n verschiedene Nullstellen
= A, @ haben hochstens n verschiedene EW

b) Xe(x) hat n verschiedene Nullstellen = ¢ hat n verschiedene EW AL ¢ diag.bar.

xa(x) hat n verschiedene Nullstellen (Mg = MP(¢9)) = @4 diag.bar < A diag.bar

:%(PA (X)

(3.34) Beispiel

A= < (1) } > € K**? ist nicht diag.bar (iiber jedem Korper K)

a 0

L—lar
Angenommen: 7~ 'AT = < 0 b

> ,a,be K, T € GL(K)
= a,b sind EW von T~!AT
= a,b sind EW von A

= a,b Nullstellen von Y4 (x) = (x—1)(x—1)

1 0

o —1 _
a=b=1 =T AT_<O 1

) =E,=A=TET ' =TT"! = E; = Widerspruch!
N~~~
T

(3.35) Definition (¢@-invariant)
¢ € Endg(v).
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U CV heiBt @-invariant, falls ¢(U)

EX]

13

IN 1N

In diesem Fall ist

oy : U — U,u— ¢(u) € Endg (u) und heiBt Einschrinkung von ¢ auf U.

(3.36) Beispiel
a) V und {0} sind ¢-invariant.

b) Alle Eigenrdume von ¢ sind ¢-invariant
veVic,p) = ov)=cv
= ¢(e(v) =9¢(cv) =c-o(v)
= ¢ eVico)

D.h. V(c, @) ist @-invariant.

(3.37) Bemerkung

Sie U CV @-invariant.

a) SeiA = (vi,...,v,) Basis von U.
Erginze A zu einer Basis B = (vi,...,Vim,Vimt1,y---,Vy) vOn V.

M.A
Dann gilt Mg = ( U

C .. . :
0 1D ) fiir geeignete Matrizen C, D.

b) Es gibt f(x) € K[x|mit)y(x) = f(x) - Xy, ().
"Xy (x) teilt xp (x)”.

Beweis:
.o B A
a) Definition von y, und x5 .

xE,, —Mq“;}] ‘ —C
-0  [xE,-m—D

a)
b) Zo(x) = 25 (x) = [xE, — ME| 2
Satz(:3.7h) ‘xE,n —M:;:/} . |xEn,m _D| D

\ I S —

=Xy (x) =f(x)

(3.38) Satz

A € K™, A ist dhnlich zu einer oberen Dreiecksmatrix <> x4 (x) zerfillt vollstindig in Linearfaktoren. Uber C

ist das immer der Fall (Fundamental-Satz).

Beweis:

”=" Beispiel (3.31c).



84

”<” Induktion nach n. Sei ya(x) =T (x —¢)).
n = 1: klar.
n > 1: Seiv; € K" EV von A zum EW c und B = (vy,...,v,) Basis von K".
< vy > ist @-invariant (wie oben)

C1 0
R ME=| |, | AundME sind ahnlich = M5
(3.37)

= 2alx) = —cr)(x—c2)--(x—cn) =" xys(@a) = (x—c1) - xp(x)
= (x—c)((x—c2)---(x—cn) = xp(x)) = O

deg=1 =deg=—o ==0 deg=—oco
= xp(x) = (x—c2)-(x—cn)
Ind Vorr.

=" es gilt S € GL,_1(K) mit S~ DS ist obere Dreiecksmatrix. Setze

=T €GL,(K), dannT '=

—1AaqB1 __
ST MeT=1 | s 0| D ol s || ol stips |

wobei S™!DS obere Dreiecksmatrix.
= A dhnlich zu obere Dreiecksmatrix. [

(3.39) Satz
Es zerfillt x, vollstindig in Linearfaktoren. Dann ist:

¢ diag’bar < fiir jeden Eigenwert von ¢ von ¢ gilt: dimV (¢, @) = Vielfachheit von c.

Beweis:
C1
&)
"= Sei A := Mg = . fiir ein geeignetes also Yy (x) = (x —c1) - (x —cy).
Cn
Sei ¢ m-facher EW von ¢, etwac=ci=c;=...=c¢y,c£c;firi >m dimV(c,¢) =dimLo(A—c-
E,)=n—Rg(A—cE,)=n—(n—m) =m.
0
O b b
A—cE, = , mQ’en, n—mc’s

Cm+1

Cn—c
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=" xo(x) =T, (x — c;)", c; paarweise verschieden

Sei (v’i,...,v;,i) Basis von V(c;, @), i=1,...,1I.

cote (ol 1.2 2 ! !
Man zeigt: (Vi, ...,V s Vyee s Vin o5 Vise ey V) LU

dann folgt wegen n; + ... +n; = deg X (x) = n folgt also die Behauptung mit Bem.(3.15)

Zusammenfassung
@ € Endi(V), n=dimV < o
1. Immer:

* ¢ hat hochstens n verschiedene EW (3.33a)
* ¢ m-facher EW = dimV (c,¢) <m

2. ¢ dhnlich zu oberer Dreieicksmatrix < X, (x) zerfillt vollstindig in Linearfaktoren

3. ¢ diagonalisierbar (3{:1)5) V besitzt Basis aus Eigenvektoren (3{:3>9 ) Xo(x) zerfillt vollstandig in Linearfak-
toren und dimV (¢, @) = Vielfachheit von ¢ (maxdim(c)) < Y.dimV (c,¢) =n, c EW von @)

4. Spezialfall: y(x) zerfillt in paarweise verschiedene Linearfaktoren (dann ist ¢ diagonalisierbar) bzw. ¢
hat n verschiedene Eigenwerte.

4)=3)=2)=1)

(3.40) Beispiel

0 1 0 x —1 0
a) A= 0 0 1 wmE) =] 0 x —1|=xX+x2-2x-2=(x*-2)(x+1)
2 2 -1 -2 -2 x+1

Uber Q zerfillt x4 (x) nicht vollstindig. (v/2 ¢ Q) = A nicht dhnlich zu oberer Dreiecksmatrix (und nicht
diagonalisierbar). Uber R hat ¢ 3 verschiedene EW. (/2 und — 1) = A diagonalisierbar iiber R.

b) A= < (1) i ) (3.34), K beliebig

x—1 -1

=1

‘ = (x—1)? = 1 ist 2-facher EW.

V(1,A) = L0(< 8 _01 )) = dimV (1,A) =1 < 2(Vielfachheitswert)

= A nicht diagonalisierbar (jedes K) (TAT~! = D)

0 -1
x—1 -1
0 x+1

c) A= < ! ! ) K beliebig

2a(x) =

‘ =(x+1)(x—1)= %1 sind EW.

= A diagonalisierbar, wenn 1 # —1 (z.b. fiir K = Q,R,C, Z, mit p # 2)

K =7Z,: 1ist einziger EW und 2-fach.

V(I,A):ILO(<8 D )):]LO(<8 01>):>dimV(I,A):1<2

= A nicht diagonalisierbar iiber Z;.
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(3.41) Definition + Bemerkung (Begleitmatrix)

Sei f(x) = x*+a, 1x"' +... +ajx+ap € K[x] normiert. Dann heiBt

die Begleitmatrix von f.

Bemerkung: xc, =/

0
1
0

1

0

0

_aO

—a;

—dp—2
—Aap—1

c Kn><n

”Jedes normierte Polynom ist charakteristisches Polynom einer geeigneten Matrix.”

Beweis: Induktion nach n.

n=1: XC(x+ap)

= X(—ap) = X+ a0l = x+ao.

X 0 ap
—1 aq
0 -1

n>1: Xc(r) =
. . *e *e (77
0 - v 0 —1 x+ap

LaPlace-Entwicklung nach der ersten Zeile:

x 0 ai
—1 a»
o
Xe(n) =
. .. .. .. an—2
0 oo oo 0 _1 X + an—1
xC(x’Hl+c1,171x”72+...+a1)

Ind. Vorr.

Einschub:

x-(x”fl+an_1x”*2+...+al)+ao = f(x).

O

= ’)CEn _C(f)’

(K", +,) ist Ring und K-VR. Endg (V) = Homg (V,V )= lineare Abbildung von V in sich selbst.
Mit den folgenden Verkniipfungen ¢ +y:V — V, vi— @(v) + y(v)

oy :V —=V,v—o(y(v))
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A-y:V—oVy—d-0©W)
ist (Endk(V),+,0) Ring und K-VR.

z.B. Distributivgesetz:

TODO

(3.42) Definition (Nullstelle)
Sei A € K"™". Sei f(x) =a,X"+...+a1x+ap € K[x]
fA)=a,A"+...4a1A+ay E, € K™"

-~

AO
=a, n idy € Endg(V
flo)=a [0) +...+a19+ag idy ndg (V)

po@o...0Q =¢°
——
A bzw. ¢ heillt Nullstelle von f, wenn f(A) = 0 bzw. f(¢) = 0.

(3.43) Beispiel
TODO

Bemerkung: Die Abbildungen 74 : K[x] — K", f + f(A) und 14 : K[x] — K", f — f(A) sind Ringho-
momorpismus und VR-Homomorphismus und heillen Einsetzungshomomorphismen.

zB. 7o(f8) = (f-8)(9) = f(9)og(@) = Tp(f) 0 Tp(8)

Ziel: x4(A)=0 Xo(@)=0

(3.44) Vorbetrachtung

¢ €Endg(V),n=dimgV <o.Sei0#v eV, (v,o(v),0*(v),...,0"(v)) La. (n+ 1 > dimg V)
Sei m € N minimal mit (v, @(v),...,¢"(v)) La.

Es folgt (v,@(v),...,@" 1(v)) Lu. und 9" (v) € (v,@(v),..., 0" ' (v)) = U

Insbesondere ist U @-invariant, dimg U = mund A := (v, @(v),...,@" 1(v)) ist

Basis von U.
0 0 - o A
1 0 :
A . 0 1 MXm s m milk i A
My, = oy : € K™ mit ¢ (v):;) i0'(v), i eK

0O 0 --- 0 I Au
i ] m—1 .
= Yoy (x) (3i0) XM(pU A (x) Begleimamx o ng A

m—1

> A () =9"— & Ai¢! € Endg(V)

m—1 .
= Xou (v) = @"(v) = L Xig'(v) =0.
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(3.45) Satz von Cayley-Hamilton

Sei ¢ € Endg(V),A € K™",dimV =n < co.
Es gilt xo(¢) =0und x4 (A4) =0.
”@ bzw. A ist Nullstelle seines charakteristischen Polynoms.”

Beweis:
Aussage fiir A folgt aus der fiir ¢ (wende M5 an auf x,(¢) = 0).
zu zeigen: Xo(@)(v) =0VveV.
v=0:ok.
Fiir v # O sei U :=< v,0(v), 9*(v),..., 0" 1(v) > wie in (3.44)

Erinnerung: U ist @-invariant (¥, (¢)(v) =0
Nach Bemerkung (3.37) gibt es ein

f(x) € K[x]mit xo (x) = f(x) - Xy (x) = Xo(@) = L(i@ “Xou (9) € Endg(V)
CEndg(V) cEndg(V)

{

= Xo(@)(v) = £(@) (Xo, (@) (v)) = O.
——

=0 nach (3.44)
Xo(9)=0. O

dies gilt fiir alle v
=

(3.46) Beispiel (Matrix-Inverses mit Cayley-Hamilton

_ 12 2x2
A—<3 4>€Q
x—1 =2

Xalx) = ( 3 y_4 ) =(x—1)(x—4)—6=x"—5-2

nach Cayley-Hamilton (3.45): ya(A) =A% —5A —2E, =0
= A2 - 5A=2F,
=A-3(A-5E) =E,
=A"1=1(A-5E).

Warum diagonalisieren wir?
— geometrische Anschauung (welches LGS steckt hinter Matrix)
— Potenzieren von Matrizen (effektiver)

Anwendung: “Rekursive Folgen”:

Folge (an)nen, in K definiert durch lineare Rekursionsgleichung:

a, ‘= C1ap—1 +C2ap—2+ ...+ CrQy—y



und Anfangsgliedern ay, ..., a;_1.

Ay ¢t € ot Cp—g dn—1
a, 1 0 - - 0 ay_»
An—k+1 o - 0 1 O an—k
=:CeKkxk
An+k—1 Aj—1
= : =C" : Was ist C" fiir grole n?
ap ao

Idee: Wenn C diagonalisierbar und diagonalisiert (Diagonalmatrix) fiir ein T: D = T~ !CT Diagonalmatrix.
= C'=C-....C=T(T'cT)(T~'C-....CT) T~ "2V T pn7—1 Jeicht zu berechnen:
— —_——T
n—mal D D---D

n

d

(3.47) Beispiel (Fibonacci)

ap=ap_1+ay,—2, qo=0,a;=1
al’l-’r] _ n 1 . _ 1 1
:>< a, >—C(0> mit C—(10>

1 1
xex)=x*—x—1 = EWsinchz:%g, EVsindv1:< _1+\/§>, v2:< —1—[5)

Lose LGS zur Berechnung:

. 1 1 . —1 % 0 n np—1
=T:= SRSV, RV SDi=T'AT=| 2 | 5 | =C"=TD'T
2
Wegen < aZH ) =C" ( (1) ) ist a,, der Eintrag von C" in Zeile 2 und Spalte 1 (also berechnen wir “nur”
n
diese):
145" e




Euklidische und unitare Vektorraume

§13 Euklidische Vektorraume

Im gesamten Kapitel ist K =R und V ein R — VR (aber nicht notwendigerweise endlichdimensional!).

(4.1) Definition

Eine Abbildung (x,*) : V xV — R heilt Skalarprodukt auf V wenn fiir alle A, € R und v,w € V gelten:

* (S1) (A -wi+u-wy) = A-(vywy) + - (v,wy) (Linearitit)
* (S2) (vyw) = (w,v) (Symmetrie)
* (S3) (v,v) > Ofiirallev # O (Positiv definiert)
Bemerkung:
* Wendet man (S2) auf (S1) an, so folgt auch (A -vi +u-va,w) = A-{vi,w) + - (va,w)
« (n,0) = (0,v) =0

Ist auf V eine Skalarprodukt definiert, so heiBt V Euklidischer Vektorraum und fiir v € V heifit ||v|| :=

R>q die Linge oder Norm von v.

(4.2) Beispiel
1. Standardskalarprodukt
aj b] n
V:Rn,< , >2: aib; €R
i=1
ay bn ——
>0
b
bzw. = ( a ... a, ) : , ist das Standardskalarprodukt
b

damit hei3t R” der n-dimensionale euklidische Raum.

ai ai by

. . o . . _ n 2

Es ist : = < : ) : > = i=14;
ap ap by

GRAFIK

| = y/a% + a3 = Linge nach Pythagoras

90

(v,v)
——

immer positiv (S3)

S



2. Stetige Funktionen
V={f:10,1] = R|,f stetig }ist R— VR
(f,g) := Jy f(t)g(t)dt € R ist Skalarprodukt auf V.

1 b (f stetig) .
(Beachte: [, f()"dt > 0fiir f# 0, also ist (S3) erfiillt)

3. Symmetrische Matrizen
V =R", A € K"" symmetrisch, also A = A’.
Ist (v,w):=V-A-w € R ein Skalarprodukt?
Esist (n,w) =v-A-w=(w-A"-v) (A symmetriseh)
Also ist (S2) erfiillt. Doch was ist mit (S3)?

. 4 =2 a
SelA—<_2 3 >,v—<b>.

wwy=(a b )-A-(Z)z---:(Za—b)2+2b2 > 0 fiir ( Z) > 0.

(S3) ist erfiillt, also definiert A ein Skalarprodukt.
. 4 =2 a
Se1A-< DR >,v—<b>.
a -2
<v,v>:(a b)~A-<b>:...:(0 1 )( 1 >=—1<0

(S3) ist nicht erfiillt, also definiert A kein Skalarprodukt.
Symmetrie ist also kein ausreichendes Kriterium.

w-A-v=(wmVv).

(4.3) Definition und Bemerkung

A € R™" heift positiv definiert, wenn A symmetrisch ist (A = A") und v/ -A-v > 0 fiirallev € R", v # 0.

Bemerkung: A ist positiv definiert < (v,w) :=V' - A - w ein Skalarprodukt ist.

(4.4) Eigenschaften des Skalarproduktes

Sei (%, ) ein Skalarprodukt auf V, dann gilt fiir alle vw € V; 4 € R:

a) Cauchy-Schwarzsche Ungleichung: |(v,w)| < |[v| - |lw||

(und [{v,w)| = [|v|| - |lw|| genau dann wenn v und w linear abhingig (parallel) sind).
b) |[v|| > Ound ||v|| = Onurwennv = O.
v, :
o) |Av|=A-|v|, I ist normiert.
v
~—
1

:>W-v
d) [[v+wl| <|v|]|+ |lw| (Dreiecksungleichung)
e) aus d folgt: [[|v[| — [lw][| < [|v —w]|

f) <vw>= %(||v—|—w||2 — |v|I* = |lw||*) (Polarisationsformel)
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Beweis:

a) w=0=<vw>=0=|y|-w|,(vw)la vV
Seiw # O. Setze A 1= — =22 c R

<ww>
(53) <v,w>(S2)
S1 — e

=0 < <v+Awv+Aw >(:)< VY > A <vw > FA< WY > HAZ <ww >

_ <v,w>2

<v,w>2 + <v,W>2
<w,w>

=<nv> —2 <w,w> <W,w>

—<wv>
S<yw>2<<r Y > - < ww >\:/$ [<vw>| <|y|-|w] OC.

d) [v+w||=<v+wyv+w>

sl
(D [<vy>F2<vw>+ <ww>| < |<vy > |2 |<vw >+ [<ww >|
—_—— ——— N———

=[vll [Iwll

(@)
<[vl-lwl
(gewohnliche Dreiecksungleichung fiir || )

~—~

Betrag

< (Ivl+1Iwih* O

(4.4) Definition
Eine Abbildung < *,* >: V x V — R heiBt Skalarprodukt auf V fiir alle A,y € V gelten:

(S1) <v,Awi+wy >=A-<wv,wp >+U-<v,w, > (Linearitit)

(S2) <v,w>=<w,v> (Symmetrie)

(S3) <v,v>>0Vv#0 (positiv definiert)

(Bemerkung: (S1), (S2) =< Avi +Uva,w >=A <vi,w> +U < vp,w >)

a) |[<v,w>|<|v||-|lw|| (Cauchy-Schwartzsche Ungleichung)
[<wvw>[ =[] [w] & (vw)la

b) [v|| >0und |v||=0<v=0

c) |[Av]|=I|A|-|v]l, [ ist normiert.

d) [[v+w| <|lv[|+|w|| (Dreiecksungleichung)
e) [l = l[wlll < {lv—wl

f) <vw>= %(HV—I—WHZ — W[ =w|*) Polynomformel

(4.5) Definition (Winkel)

VwMVmeeVth%u%%ﬁw%ﬁ%ngh—lgﬁ%ﬁgL
cos : [0,] — [—1, 1] ist bijektiv:

Das eindeutige o € [0, 7] mit cos o = =

Tl heiit Winkel zwischen v und w.

!!GRAPH DER SINUS-FUNKTION!!

v und w heillen orthogonal, geschrieben VLW, wenn < v,w >=0 (d.h. cosa = %).
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(4.6) Beispiel

a) SeiV:=C%[—m, 7)) = {f:[-m 7] — R|f stetig} und
< f,g>=[" f(x)g(x)dx. < sin,cos >= [”_sin(x)cos(x)dx = 0. d.h. sin und cos sind orthogonal.
—_—

=1 sin(2x)

b) Veukl. VR, v,we V.
(vw)la. < |<vyw>|=|v]-|w| < cosa=+1< ac{0,n} < v,w,parallel”

¢) V = R? euklidischer Raum. v = ( Z ) W= < (1) >

al+b-0 a /

<v,w>
= Ccos O = : =
([VII-fhwl

T Va1 T a2+ b2
1

'IGRAPH EINES VEKTORS MIT WINKEL UND LANGE!!
<v,w >:=V"Aw, A pos. def.

(4.7) Definition (Gram-Matrix)

V euklidischer Vektorraum mit B= (v ..., v,).

Dann heiBt GB(<,>) := (< v;,vj >)1<i j<n € R die Gram-Matrix von <,> beziiglich Bz.B.V =R" B=¢
a) <,> Standardskalarprodukt = GB(<,>) = E,,.

b) <v,w >a:=V'Aw (vgl. Bsp. (4.2¢)) = GB(<,>)a.

Bemerkung: IstA = G5(<,>) dann gilt Vv,w €V : < v,w >= xp(v)'Axp(w) folgt aus (S1).
Insbesondere ist G?(<,>) positiv definiert (wegen (S3)).

XYAx>0Vx#0

Umgekehrt definiert (*) fiir jede positiv-definierte Matrix A € R™*" ein Skalarprodukt <, > mit GZ(<,>) = A4,
d.h. <v;,v; >= (a;j), wobei A = (a;;). B beliebig, aber fest.

{Skalarprodukt auf V } G {A € K™ A pos. def } <,>— GB(<,>) <v,w>:= xp(v)'Axs(w)
—_—

A—

(4.8) Satz

Sei V euklidischer Vektorraum mit Basen B = (vy,...,v,) und B’ = (},...,V}). Dann gilt fir A = G5(<,>),
A =GB(<,>):A' =T"AT wobei T =BT

Beweis:
Sei T = (tij), d-h. v = Yy ijvi.
Sei A = (ajj), d.h. a;; =< vi,v; >
Sei A/ (d)). . df =< v, >
= a;j =< ket ThiVhs Y= H1jVol >

n
=Y i <vi, Y tejv >
=1
| S —
Yt < Vg, vy >
N———

R
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=Y autej = (k, j)-Eintrag von A - T = (i, j)-Eintrag von 7'ATO]

(4.9) Anwendung (Skalarprodukt von Suchvektoren)

Gegeben: n Dokumente, m Terme

Definiere zu Dokument j den Vektor d; = : € R™ wobei d;; = Héufigkeit des Terms im Dokument j.
dpj
Dabei wird d; normiert, d.h. ersetze d; durch |\dl| | dj.
J

Die Matrix D : (d;;) R"™*" ist eine ,,Term-dokumente-Matrix".
D ist im Allgemeinen ,,diinn besetzt“(d.h. viele Nullen). Aus einer Suchanfage nach den Termen iy,--- ,i

wird der Suchvektors= [ 0... 1 1 ....1 ...0| gebildet und normiert (s ~ - s).
—~ O~ sl
i i> il
Welche Spalte d; von D pallit am besten zu s?
Wihle als MaB das Standard-Skalarprodukt R™ : 0 <'< s,d; >'< [|s|| = ||d)||. < 5,d; >=1 & (s5,d)) la.
& s==xd; < s =d; <s,dj >= 0 < keiner der gesuchten Terme kommt in d; vor.

Antwort: gesucht das Dokument j fiir das < s,d; > maximal wird.

s D= (<s',dy > <5, dp >, <5 dy>)

(4.10) Definition

Sei V euklidischer Vektorraum. Eine Basis heilit Orthogonalbasis (ONB), wenn alle Vektoren aus B normiert

0 fall
und paarweise orthogonal sind, d.h. < v,w >= alls v 7 w YvwéeEB
1 fallsv=w

Bemerkung: Fir B = (vy,...,v,) gilt:
BONB < GP(<,>)=E,

Insbesondere ist dann fiir v,w € B mit

xi Vi
wmv)=| + |, mw=] :
Xn Yn

L <wvw>=xs(v) xs(w) = X1Y1 4 XYm

Standard Skalarp;gdukt—>< 18 (v),x5(x)

2. <vw>=yxp(v)e =x
Wir bezeichnen ONB in der Regel mit (cy,...,¢,)
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(4.11) Beispiel)
V = R? mit Standard-Skalarprodukt

1 ! 1 ! 1 !
DieMenge B=<¢ —=1| -1 |,— | 1 |, —1 ist ONB von R3
s V6 V2 3\ _
2 0 1
=.e] e Z
1 1
1 1
el =|l— 1 =|—" 1
|lez]| IIﬂ | \ﬂ! I : 1
1
=— - VI2+12402=1
2
< > <1 } ! 11 >
€2,63 >= |\ —= T~ -
2\ o) V3\
(=D (—1)) =0
V6
TODO zuende machen
(4.12) Satz)

(4.13) Schmidt’sche Orthonormalisierungsverfahren

Seim=n—1,also B= (ey,...,en—1,vy). (Der Rest folgt durch Induktion)
Setze €}, := v, — Z;’;ll < Vp,e;>e#£0

Fiir
1<j<n-—list <e,e;>
n—1
=<vp,ej>— Y <vpe><eje;>
i=1
=<v,e;>—<w,e><eje;>=0
Also sind (ey,...,e,—1,€,) paarw. orthogonal,
insbesondere auch linear unabhéngig nach a.
Setze e, := ﬁe’n =<ey,...,e, > ONB von V.

(4.14) Beispiel (Gram-Schmidt-Verfahren)

V = R eukl. Raum

[\
—
—
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e’zzzv2—<v2,el>elz 0 —<

44+4+1
lesll =/ = e =)

ey i=vi— <3 el >el—<vi,ehb>eh=| —1 | =0 —1lé) =

[u—

(4.15) Folgerung

Sei A € R™. Dann:

A positiv definiert (=1. symmetrisch; 2. xT A > 0Vx # 0)

& es gibtein S € GL,(R mit A = STS.

Beweis: "= A pos. def. =< v,w >:= v AW ist Skalarprodukt auf R” mit G¢(<,>) = A. (Bsp. 4.7b).
Sei B ONB bzgl. <,>4. (Satz 4.14c)

—
Dannist GB(<,>,) = E,. (Def 4.10). (Satz 4.8): A = GB(<,>4) = ST G#(<,>4) = E,S mit S =5T¢ € GL,(R)
Also A = STS.
=Sei A=STS, S € GL,(R).

o AT = (STS)T =ST(ST)T = STS = A (Symmetrie)
s VeR"\ {0}, VIAV = (VIST)(SV) = (SV)T(SV) =< 51,5, >> 0

(4.16) Definition + Bemerkung

Veukl. VR, U CV,dimV =n < =
Ut:={veV|<u,v>=0YuecU}={veV|uLlvVue U}theiBt Orthogonalraum von U.

e Ut <V (...ist Untervektorraum)
s UNU* = {0}

s U+U+=V

e dimU+ =n—dimU

- (UhHt=U

Beweis von c)
Sei (v1,-++,v,;s) ONB von U. Ergiinze Sie zu einer ONB (vy,---,v,) von V. Es folgt, dass vy, 1, ,v, € U™,
denn <v;,v; >=0Vi<m,j>m+1.
Alsovy,---,v, EUUU+ CU+U".
=V=<v, v, >XU+U- <V
=U+U)V.
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(4.17) Beispiel

V = R* eukl. Raum. Sei A € R*¥ Bc R,d € N.
Dann gilt SR(A)+ = Ly(AT)
Lo(B)* = SR(BT)

Bewelis: Seien s1, - - ,s; die Spalten von A. x € SR(A)*

&<nx>=0Vne SR(A)
S<nx>=0Vu=s1,--+,54
[< Si, X >:siTx]
sst=0Vi=1,---,d
SATx =0 xeLyAl).

§14 Orthogonale Endomorphismen

V euklid. VR, dimgpV =n < oo

(4.18) Definition + Beispiel
p € Endg(V),A € R™".

a) ¢ heiit orthogonal, wenn
<o), 0(w) >=<v,w>VvweV.

b) A heiBit orthogonal, wenn A’A = E,
z.B.:

e id,:vi—v
o —id, vy < —v—w>= (=12 <vw>S=<vw>
. ¢:R2—>R2,ell—>eg

(01 fa a2
A(l 0) AA=A"=E

Bemerkung:
¢ orthogonal =

s [[oW)|| = vl Vv €V (., erhdlt Lange*).
s a(p(v),p(w)) = a(V,W) Yv,w € V(,,Winkelerhaltend*)

e nur +1 kénnen EW von ¢ sein.

o) =cv=[o0)] = lle-vil =lef -Vl = lel =1

(4.19) Bemerkung

a) A orthogonal = A invertierbar und detA = +1
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b) Sei ¢ € Endx(V),BONB vonV.
¢ orthogonal < Mg orthogonal :)> ¢ bijektiv und det ¢ = £1
a

Beweis

a) Al=A
A"-A=E,= 1=det(E,) =det(A") -det(A) = det(A)* = det(A) = £1.

b) SeiA=MJBONB=G"(<,>)=E,asoVvwecV:

o <v,w>=Xp(v)' - Xp(w)

© <P(v), 9(w) >=Xp(d(v))" Xp(¢(w)) = (MgXp(v))' - (MgXp(w))
(AXp(v))" - (AXp(w)) = Xp(v)'A’AXp(w)

<vw>=< @(v),d(w) > etA’Ae; = (i, j) — Eintrag von A’A
. {1, falls i = j
eiej —
0, sonst
—A'A=E,

D.h. ¢ orthogonal < A orthogonal.

Erinnerung: (2.6.7): Isomorphismus von V < Basiswechsel von V.
hier (eukl. VR):

orthog. Homomorphismus von V < Wechsel zwischen ONB von V.
¢ orthog. Isom. = (B ONB von V = ¢(B) ONB von V)

(4.20) Satz

B ONB von V, ¢ € Endk (V) bijektiv (d.h. Homomorphismus).
B  Basis von V.

a) B ONBvonV &8 TB/ orthogonal.

b) ¢(B) ONB von V < ¢ orthogonal.

Beweis

/

a) G¥(<,>)=T'G(<,>)T mit T = BT"
Also B ONB < G? (<,>) =E,
& T'T=E,

< T orthogonal

b) folgt aus a).
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(4.20) Definition + Bemerkung

O(n):={A e R""A'A=E, CGL-N(R)}
heifit orthogonale Gruppe.
Bem.: O(n) ist Gruppe bzgl. Matrix-Mult.
zB.AB €0(n) = A-BeO(n)
A~'€0(n) } Ubung
E, € O(n)

(4.21) Beispiel

n=2 )
a
=(ed)
AtA:<a c>.<a b):(a2+62 ab+cd>
b d c d ab+cd b*+d?
AcOo(n) < 1. a+*=1
2. VP+d*=1
3. ab+cd=0

1. & a=cos o,c =sin a fiir ein @ € [0,27)
2. & b=ysinB,d = cos P firein B € [0,27)

1.42. . .
3. & cos a sind B+sina-cos B =0

=sin(o+) :‘:dd.theorem
sSo+p=k-nfekel.
Setze B =k-w— o einin 1.42. :

d=cos(k-Tt—o),b=sinlk-m— ).

1. Fall: k gerade:
=d=cos(—a) = cos o
b=sin(—a) = —sin a
Also: A = < cos @ —sina >
sin®  cos o
detA = cos® o+ sin*a = 1
xa(x) = x> —2cosox + 1
nicht diag.bar weil keine EW auBer bei a € {0,7}.

2. Fall: k ungerade
=d = cos(m—a) = —cos(—a) = —cos(&)
b=sin(r—a)=—sin(—a) = sina

Also A = (

detA = —1
Aa(x) = (x—1)(x+1)
Spiegelachse = V(1,A)

cosQ sin o
sin @ —cos o
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immer diag.bar, dhnlich zu ( 10 )

0 -1
A'A=E,
= det(A") -det(A) = det(E,)
S—— ——
det(A) =1
=detA =+1

(4.22) Bemerkung + Definition

eigentlich orthogonal oder Drehung

A € O(n) heilit { uneigentlich orthogonal (im R2Spiegelung)

AO(n) :={A € O(n)|detA =1}

hei3t spezielle orthogonale Gruppe.

Bem.: SO(n) < O(n) < GL,(R) sind Gruppen
die Spiegelungen bilden keine Gruppe!

Drehung o Drehung = Drehung
detl detl detl

.y 2. Drehung o Spiegelung = Spiegelung
" detl det — 1 det — 1

Spiegelung o Spiegelung = Drehung

det — 1 det — 1 det1
cosot  —sinot _ cosow  sina 1 0
sindt  coso sinoc —cosoxe 0 —1
Drehung Spiegelungen

Jede Drehung ist Produkt zweier Spiegelungen (im R?).

Wir verallgemeinern jetzt den Fall

cost

n=2:
1 —1 1 cosQ  —sino
(") (o) () (e
X X 0 mit & # 0,7
X
(4.23) Satz

Sei @ € Endg(v) othogonal. Dann gibt es eine ONB B von V, so dass

!

detA =1
detA = —1
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1 0
1
—1
B_
M(p =
—1
Ay
0 Ay
wobei A; = < cost - —sindy ) € 50(2)
sino;  cosoy;
mit o; € (0,27), o # 7.
+1
1
oder: Mg = 1
Ay
Ag

mit o; € (0,27)
(0 = m erlaubt)
hier ist det o = +1.

Beweis:

1. Einnerungen
U ¢-invariante UR v. V,
B=( Vi,---yVm sVm+1,---,Vy) Basis von V
N—_—— —_———

=B’ Basis von U B"

B
; M(PU 0
:>M(p: 0
~—~

m

Jetzt: V eukl. VR und (vy,...,v,) ONB von V!

a) B"=(vu+1,....,v,) Basis von U*.
zu zeigen: Ut =< vy 1,...,v, >
2> klar, weil (vy,...,v,) ONB
SO Seiv=Y" v, e UL

=0 = <wy;>=YuA <V, vi> =A;
N v V] i01 7™ LA ]
faj<m .
J 0 fiir i#j
11 fiir i=

= Ve Vytly...,Vp >
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b) U@-invariant = U~ @-invariant
Ub) = <u,v>=0fauclU
eU-) ={o()|[<uv faueU}
(porrzhog.
={o()| <o(u),p(v) >=0faucU}
={V| <V >=0f.ad € p(u)}

_ (p(U)J‘ U(p—invariant:,d.h. o(U)=U UL
M5B 0
a)+b) = MBE = 2%
’ ( 0 M¢|UL

Idee: Induktion nach dim V. Finde ¢-invar. UR U mit dim U = 1 oder 2 und verwende Induktionsvor-
raussetzung fiir U+,

dimU =1 :>M$‘/U = (£1) weil (der = £1)¢ orth.

. / cos o6 —Ssin o

dimU =2 = M‘E‘U sint  cos
2. a) feR[x],degf =m.

F(9)(r) =0,v £ 0

=<v,0(v),0*(v),....,@" ! (v) > ist @-invariant.

f=a+aix+....+aux",a, #0

= ¢"(v) = o1 L aig'(v) €<v.0(v),..., 9" (v) >

0=F(0)0V) Z e +ar9(s) + ...+ an " ()

=0
b) Sei xp(¥) = fi(x).. fo(X), fi € R]

m = max{degfi(x)|1 <i<I}

= es gibt @-invarianten UR U mit dimU < m

fir ] =2,d.h.xo(x) = f(x)g(x).

Seiv € V\ {0} beliebig

Cayley-Hamilton: x4 (¢) = 0.

0 = 2(@)(v)=(f-8)(9)v)

= = f(@)og(o)(v)

= f(o)(g(e )(
1. Fall: g(¢)(v)00,v # 0,deg g <m

8(

2. Fall: g()(v) #0.
H,_/

=/

= f(@)(v) =0,V #0,degf <m.
= es gibt ¢-invarianten UR U mit dimU < m.

¢) Fundamentalsatz der Algebra xo(x) = (x—a;)---(x—a,) (x —z1)(x —z1) -+ - (x — 2¢) (x — 25)

r realle Nullstellen s Paare von komplexen Nullstellen
fERX], f=ap+aix+....+ax"
z€C,f(z) =
= f(Q)=a,+arz+---+a,7"
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=aotaiz+....+an"
=f(2)=0
(Konjugiert komplex a + bi = a — bi)
(x—z)(x—z)=x*—z1+z1x+ 2171
S—— ~~
eR eR
z1 =a+bi

= Zgt+21

xa(x) zerfillt in vollstindige Linearfaktoren = A dhnlich zu:

Al 0
1
0 M
Ay 1 0
1 Jordan’sche Normalform
0 A
A1 0
1
0 Ar

A, ..., A, sind die EW von A. A,A% A3 ...

(4.24) Beispiel
n=3. A€ 0(3). Nach Satz (4.23) ist A dhnlich zu

a) eigentlich orthogonaler Fall:

1 0 0
0 cosa —sino | mit o € [0,2I0)
0 sinoe cosa

,Drehung um ¢ um die e;-Achse*

b) uneigentlich orthogonaler Fall:

—1 0 0 -1 0 0 1 0 0
0 cosa —sina = 0 cosa —sina |-| 0 cosx —sino
0 sina cosa 0 sina cosa 0 sina coso

,Spiegelung an der (e;,e3)-Ebene”.
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Folge aus Bemerkung (4.22), n = 2: Im Q3 ist
* jede Drehung Produkt von 2 Spiegelungen

* jeder uneigentlich orthogonale Endomophismus ist Produkt von 3 Spiegelungen

z.B.
1 2 -6 9
A= 1 6 =7 —6 |, @u=?
9 6 2
A'A = E3 = @y ist orthogonal
det A =1 = @4 Drehung
I 1\ " 0 1
V(1,A)=([ 0 |)=Drehachse (| O y=(l 1 |,| O |)=Drehachse
1 1 0 —1
NG 0 NG 1 0o 0
Beziiglichder ONB (| 1 |, 1 ], 1 |) hat @4 die Matrix [ 0 -7 6v2 |,
1 1
7 0 v 0 —6v2 -7

d.h. a = arccos(—{;) ~ 129.5.

§15 Symmetrische reelle Matrizen
Sei A € R

 Welche A lassen sich diagonalisieren durch ein 7 € O(n)? (d.h. T~'AT Diagonalmatrix)

* Gibt es Orthogonalbasen von R” aus EV von A?

(4.25) Bemerkung
T € O(n).
a) A symmetrisch = 7~ 'AT symmetrisch.

b) T~!'AT Diagonalmatrix = A symmetrisch.

Beweis:

a) (TT'AT) = T' A" (T™')' =T"AT.
~ L
T-1 A Tt

b) T-'AT = D Diagonalmatrix = A = TDT ! il A symmetrisch.

(4.26) Satz

A € R™" symmetrisch. x4 (x) zerfillt vollstindig in Linearfaktoren (3{%8) A dhnlich zu Dreiecksmatrix < A
diagonalisierbar durch 7 € O(n).
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Beweis (vgl. 3.38):  Sei ya(x) ,,vollstindig zerfallend“ = (x —cy) ... (x —¢p),c; € R.

,,<=": Kklar.
=" Sei v € R" normierter EV zu ¢; und B = (vy,...,v,) ONB von R". (Gram-Schmidt)
._eTB ~1 HEW (¢ | * \Bem42s ( c1 |0
Tl =°tT" € O(I’l) = Tl AT1 = <T‘7) = <O D > denn
1 1
1 0 0
T7AT | . | =T YA =T lepvi =T vy =¢ -
0 0

wie ’i@sg) xp(x)=(x—c2)...(x—cy) fndYorr oy S € O(n—1) : S~'DS Diagonalmatrix.

=TT ( (1) g ) €0(n) = T 'AT Diagonalmatrix. [J

(4.27) Spektralsatz

Sei A € R™" symmetrisch. Dann ist A diagonalisierbar durch T € O(n).

Beweis: Nach (4.26) ist zu zeigen: x4 (x) zerfillt vollstdndig in Linearfaktoren (iiber R)
oder: alle EV von A sind reell.

Seil e EWvonA,veVzuld,AeC,veC.

X1 )Tl
V= X eC, v= , xj:aj+bj,aj,bj€R
Xn Xn
1. LEW von A, vEV zu 1: Av = Av = (Av) = (Av) = A¥.
X1
2VV=(x1,..x,) | F | =X XjX; €Rund >0.(v#0)
_ ~~
Xn =a3+b3€R und >0

3. A(VY) = (W) = (Av)'v = (Av)'v =V AV =V AV

4. A (V'9) =V (A¥) =v'AV = 3.
~—
€R>

) ) T dh A eR. O

Anwendung: ax% + 2bx1xy + dx% =1,a,b,d € R mit Unbekannten xi,x;.

Als Matrixgleichung: (x; x2) ( Z Z > ( il > =1
2
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bzw. ¥Ax = 1 (*) mit A € R*>*? symmetrisch, x € R

MO

Spektralsatz: es gibt T € O(2) mit T~ AT = < 0 A
2

> ,2,1712 eR.
Setzt man x = Ix’ (Basiswechsel), dann
(x) &X' < 101 )?2 )x’ =1 & LxP+ 227 =1.

Dies ist Ellipsengleichung:

GRAFIK VON ELLIPSENGLEICHUNG

Satz von der Hauptachsentransformation = Spektralsatz.

Page Rank ,,Google-Algorithmus*

n Webseiten: Sy,...,S,
S; enthalten Links auf n; verschiedene andere Seiten. Definiere die ,Link-Matrix“ L = (l,-j) durch [;j :=

1 .
- s verlinkt auf S;
{ d falls sonst (inkl.i # j)

* L ist diinn besetzt
* die Spaltensummen sind 1: Y/ [;; =1V j.

Das Gewicht (Wichtigkeit) von S; ist x; = 27:1 lij.

Problem: ,unwichtige™ Seiten, die sich gegenseitig verlinken, werden ,,wichtig*.
Losung: Jede Seite hat nur so viele Stimmen wie ihrem Gewicht entspricht.

Also:
X1

xi:Z?:llijiji mit x = : €R": x=Lx,dh.xist EV zum EW 1.
Xn

Eine reelle Matrix mit Eintrigen > 0 und Spaltensummen = 1 heiit Markov-Matrix oder auch Stochastische
Matrix.

Satz: Eine Markov-Matrix hat immer den EW 1 und immer einen EV mit den Eintrégen > 0.

Trick zur Berechnung eines EV zum EW 1: Das Bilden der Folge x, Lx,L%x,L’x,... € R" durch Iteration
heillt Markov-Prozess.

(x € R" ist Anfangsvektor, zB.x=| : |)

Konvergiert er, z.B. Lix g vy, dann isty EV zum EW 1! (Ly =)
Der Grenzwert ist leicht auszurechnen, weil L diinn besetzt ist.
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Erlduterung: ,,Zufallssurfer*

) ist EV zum EW 1.

| =<t 2|2
~

T
—

on| ot || 2|2
o] = ===
| = 22| =

| =<t 2|2
N~

8

il

iL
~—
—laN—NO O
SO O —
—NO —=INO

S — O O
SN———

z.B. L

GRAFIK MIT SURFGRAPH



Index

¢-invariant, 83 normiert, 66
Aquivalenzumformungen, 20 obere/untere Dreiecksmatrix, 68
dhnlich, 73 diagonalisierbar, 72

) Diagonalmatrix, 72
Abbildung . Dimension, 44

allgemeine, 8 Drehmatrix, 74
Abbildungsmatrix, 57, 60
Adjunkte, 69 Eigenridume, 71
Adjunktenformel, 70 Eigenvektoren, 71
Auswertungshomomorphismus, 39 Eigenwert, 71
Basis, 42 m-fache?r, 7 .

geordnete, 42 ‘ p?arwelse verschieden, 73

Einheit, 17

Standard-, 42
Basisergénzung, 44
Basisergédnzungssatz, 43
Basiswechsel, 61
Basiswechselmatrix, 60

Einheitsmatrix, 33
Einheitsvektor, 42
Einschriankung, 83
Einsetzungshomomorphismus, 87

Basiswechselsatz, 82 Element s
Begleitmatrix, 86 mnvers,
neutral, 15

bijektiv, 50 - ol o
Bijektivitit, 9 ipsengleichung,

Endomorphismus, 38

Bild, 8, 39 ) i
Epimorphismus, 16, 38

Cauchy-Schwarzsche Ungleichung, 91 Erzeugendensystem, 42
Cayley-Hamilton, 88 minimal, 44

Matrix-Inverses, 88 Erzeugnis
Charakterisierung einer Basis, 43 von Untervektorraum, 37
Charakterisierung von linearen Abbildungen, 50 Euklidischer Vektorraum, 90
Code, 54

Hamming-, 56 Faser, 9
Codes, 54 Fehler, 55
Codewdorter, 54 Fibonacci, 89
Codierungstheorie, 54 Folge, 8

Fundamentalsatz der Algebra, 77, 83, 102
Darstellungsmatrix, 60

Defekt von ¢, 49 GauB-Algorithmus, 25
Determinante, 66 Generatormatrix, 55
alternierend, 66 Google-Algorithmus, 106
Endomorphismus, 70 Grad, 75
multilinear, 66 Gram-Matrix, 93

108



109

Gram-Schmidt-Verfahren, 95
Graph, 9
Gruppe, 15

abelsch, 15

linear, 34

symmetrisch, 15
Gruppenhomomorphismus, 16

Hamming-Code, 56
erweitert, 56

Homomorphismus, 38
Einsetzungs-, 76, 87
K-Algebra-, 76
Ring-, 76, 87
Vektorraum-, 87

Identitit, 8

Infinitesimalrechnung, 40

injektiv, 50

Injektivitit, 9

invariant, 83

Invertierbarkeit von Matrizen, 59
Invertierbarkeit-Orthogonalitét, 97
isomorph, 38

Isomorphismus, 16, 38

Jordan’sche Normalform, 103

Kistchensatz, 69
Korper, 13
F,, 14
Kern, 39
Koeffizient, 21, 75
hochster, 75
konstanter, 75
Koffizientenmatrix, 22
erweitert, 23
Kontrollmatrix, 55
Koordinaten
-vektor, 51
Kordinaten
-system, 51

Liange, 90
Laplace-Entwicklung, 69, 86
Leibnitz-Formel, 67
LGS
homogen, 22
inhomogen, 22

linear abhéngig (l.a.), 41
linear unabhéngig (1.u.), 41
Lineare Abbildung, 38
Lineare Abhingigkeit, 41
Lineare Gruppe, 34
Lineare Hiille, 37
Lineare Unabhingigkeit, 41
Linearer Code, 54
Lineares Gleichungssystem, 20
Linearfaktoren

zerfillt vollstdndig in, 77
Linearkombination, 37
LU/LR-Zerlegung, 62, 63

Markov
-Matrix, 106
-Prozess, 106
Matrix
dhnlich, 73
Abbildungs-, 57, 60
Basiswechsel-, 60
Begleit-, 86
Darstellungs-, 60
Diagonal-, 72
diagonalisierbar, 72
Generator-, 55
Gram-, 93
Inverse, 62, 88
komplementire, 69
Kontroll-, 55
Markov, 106
Stochastische, 106
symmetrische, 91
Matrixmultiplikation, 32
Monomorphismus, 16, 38
morphismus
Auswertungshomo-, 39
Endo-, 38
Epi-, 38
Homo-, 38
Iso-, 38
Mono-, 38

n-Tupel, 8
Norm, 90
Nullmatrix, 22
Nullpolynom, 75
Nullraum, 52



110

Nullstelle, 76, 87
Nullvektor, 35

orthogonal, 92, 97
Orthogonalbasis, 94

Orthogonale Endomorphismen, 97
orthogonale Gruppe, 99
Orthogonalraum, 96

Paar, 8

Page Rank, 106

Permutation, 19

Polynom, 75
charakteristisches, 78

Polynomring, 74

positiv definiert, 91

Produkt der Diagonalen, 68

Rang, 46

Rang einer linearen Abbildung, 49
Rang einer Matrix, 46

Rang von ¢, 49

Reihe, 75

Ring, 16

Ringhomomorphismus, 18

Signum, 19

Skalar, 35

Skalarprodukt, 90-92
Spaltenraum, 38
Spaltenvektor, 35
Spektralsatz, 105
spezielle orthogonale Gruppe, 100
Spiegelung, 72
Standardskalarprodukt, 90
surjektiv, 50

Surjektivitit, 9

Transposition, 19
Tripel, 8

Umkehrabbildung, 12
Unterraum, 36
Untervektorraum, 36
Urbild, 8

Vektor, 35
Einheits-, 42
Koordinaten-, 51

Normierung, 91
Vektorraum, 35
Euklidischer, 90
triviale, 35
Unter- (UVR), 36
Vielfachheit, 77

Winkel, 92

Zeilenraum, 38
Zeilentransformation
elementar, 24
Determinanteneinfluss, 66
Zeilenvektor, 35



	0  Grundlagen
	§ Abbildungen
	(0.1) Definition (Abbildung)
	(0.2) Beispiele
	(0.3) Bemerkung
	(0.4) Definition (Eigenschaften von Abbildungen)
	(0.5) Bemerkung
	(0.6) Beispiele
	(0.7) Definition (Umkehrabbildung)
	(0.8) Definition (Komposition)
	(0.9) Beispiel
	(0.10) Satz
	(0.11) Beispiele

	§ Körper
	(0.12) Definition (Körper)
	(0.13) Folgerungen
	(0.14) Bemerkung
	(0.15) Beispiele

	§ Gruppen und Ringe
	(0.16) Definition (Gruppe)
	(0.17) Bemerkung
	(0.18) Beispiele
	(0.19) Definition (Gruppenhomomorphismus)
	(0.20) Beispiel
	(0.21) Schreibweise
	(0.22) Definition (Ring)
	(0.23) Beispiele
	(0.24) Definition (Einheit)
	(0.25) Bemerkung
	(0.26) Definition (Ringhomomorphismus)
	(0.27) Beispiel

	§ Das Signum einer Permutation
	(0.28) Definition (Transposition)
	(0.29) Satz
	(0.30) Definition (Signum)
	(0.31) Satz


	1 Lineare Gleichungssysteme
	§ Lineare Gleichungssysteme und Matrizen
	(1.1) Definition (Lineares Gleichungssystem)
	(1.2) Beispiel
	(1.3) Beispiel
	(1.4) Bemerkung
	(1.5) Beispiel
	(1.6) Definition (Matrizen)
	(1.7) Beispiele
	(1.8) Definition (Koffizientenmatrix)
	(1.9) Beispiel

	§2 Der Gauß-Algorithmus
	(1.11) Definition (Zeilentransformationen)
	(1.12) Beispiel
	(1.13) Satz
	(1.14) Definition (Zeilenstufenform)
	(1.15) Gauß-Algorithmus (Teil I)
	(1.16) Beispiel
	(1.17) Anwendung
	(1.18) Beispiel
	(1.19) Bemerkung
	(1.20) Anwendung (Lösungsverfahren für inhomogenes LGS)
	(1.21) Beispiel
	(1.22) Bemerkung
	(1.23) Definition (Reduzierte Zeilenstufenform, Normalform)
	(1.24) Gauß-Algorithmus II
	(1.25) Beispiel

	§3 Matrix-Arithmetik
	(1.27) Definition (Matrix-Arithmetik)
	(1.28) Beispiele
	(1.29) Bemerkung
	(1.30) Beispiel und Schreibweise
	(1.31) Definition (Einheitsmatrix)
	(1.32) Satz
	(1.33) Folgerung
	(1.34) Bemerkung und Beispiele
	(1.35) Definition (Lineare Gruppe)
	(1.36) Bemerkung
	(1.37) Bemerkung


	2 Vektorräume und lineare Abbildungen
	§4 Vektorräume
	(2.1) Definition (Vektorraum)
	(2.2) Folgerungen
	(2.3) Beispiele
	(2.4) Definition und Bemerkung (Untervektorraum)
	(2.5) Beispiele
	(2.6) Definition (Linearkombination/Erzeugnis)
	(2.7) Beispiele
	(2.8) Satz
	(2.9) Beispiel und Definition (Spalten-/Zeilenraum)
	(2.10) Definition (lineare Abbildung/K-Homomorphismus
	(2.11) Beispiele
	(2.12) Definiton (Kern + Bild)
	(2.13) Bemerkung
	(2.14) Beispiele (u.a. Lösungsmengen bzgl. Kern/Bild)
	(2.15) Satz

	§5 Basis und Dimension
	(2.16) Definition (linear un-/abhängig)
	(2.17) Bemerkung
	(2.18) Beispiele (Überprüfung auf l.a. bzw. l.u.)
	(2.19) Satz (Erzeugnisse bzgl. l.a./l.u.)
	(2.20) Definition (Erzeugendensystem + Basis)
	(2.21) Beispiele
	(2.22) Satz (Charakterisierung einer Basis)
	(2.23) Bemerkung
	(2.24) Satz + Definition (Basisergänzungssatz + Dimension)
	(2.25) Folgerung
	(2.26) Bemerkung
	(2.27) Beispiele (Dimension)
	(2.28) Folgerung
	(2.29) Beispiel (Matrixdarstellung der komplexen Zahlen)
	(2.30) Definition und Bemerkung (Rang von Matrizen)
	(2.31) Anwendung (Lösung eines LGS mittels Normalform)
	(2.32) Beispiel
	(2.33) Bemerkung
	(2.34) Satz (Eindeutigkeit)
	(2.35) Beispiel
	(2.36) Bemerkung
	(2.37) Definition (Rang und Defekt von )
	(2.38) Beispiel (Abbildung linear?)
	(2.39) Folgerung
	(2.40) Satz (Isomorphie + Dimension)
	(2.41) Definition + Bemerkung (Koordinatensystem + -vektor)
	(2.42) Beispiele

	§6 Unterräume des Kn
	(2.43) Bemerkung
	(2.44) Bemerkung
	(2.45) Anwendung (Bestimmung von Basis/Dimension von SR, ZR und L0
	(2.46) Beispiel
	(2.47) Bemerkung
	(2.48) Satz
	(2.49) Hilfsatz
	(2.50) Folgerung
	(2.51) Bemerkung
	Anwendung Codierungstheorie
	(2.52) Definition (Codewörter, Generator- und Kontrollmatrix)
	(2.53) Bemerkung (Fehler)
	(2.54) Satz (Fehler)
	(2.55) Beispiel (Konstruktion von Codes (Hamming-Code))

	§7 Lineare Abbildungen und Matrizen
	(2.56) Definition (Abbildungsmatrix)
	(2.57) Beispiele
	(2.58) Satz
	(2.59) Beispiel
	(2.60) Satz (TODO)
	(2.61) Folgerung (TODO)
	(2.62) Folgerung
	(2.63) Definiton + Bemerkung (Basiswechselmatrix)
	(2.64) Satz (Basiswechselsatz)
	(2.65) Bemerkung
	(2.66) Beispiel
	(2.67) Bemerkung (Basiswechsel entsprechen Isomorphismen)
	(2.68) Folgerung
	(2.69) Beispiel 

	§8 Matrix-Inversion und LU-Zerlegung
	(2.70) Beispiel
	(2.71) Satz
	(2.72) Algorithmus (LU/LR-Zerlegung)
	(2.73) Beispiel
	(2.74) Bemerkung
	(2.75) Satz
	(2.76) Beispiel


	3 Determinanten und Eigenvektoren
	§9 Determinanten
	(3.1) Definition
	(3.2) Beispiel
	(3.3) Bemerkung (Determinanteneinfluss auf Spaltentranformationen)
	(3.4) Satz (Leibnitz Formel)
	(3.5) Beispiel
	(3.6) Folgerung (det = 0 / det =0)
	(3.7) Eigenschaften (Fortsetzung von Bem. (3.3))
	(3.8) Beispiel (Adjunkte und Adjunktenformel)
	(3.9) Definition + Bemerkung

	§10 Eigenwerte und Eigenvektoren
	(3.10) Definition (Eigenwert, -raum, -vektor)
	(3.11) Bemerkung
	(3.12) Beispiel (Spiegelung)
	(3.13) Definition (Diagonalmatrix)
	(3.14) Definition (diagonalisierbar)
	(3.15) Bemerkung
	(3.16) Definition (ähnlich)
	(3.17) Satz (paarweise verschiedene EW)
	(3.18) Beispiel

	§11 Der Polynomring
	(3.19) Definition
	(3.20) Bemerkung
	(3.21) Satz
	(3.22) Definition
	(3.23) Bemerkung (Einsetzungshomomorphismus)
	(3.24) Satz
	(3.25) Bemerkung (Zerfall in Linearfaktoren)

	§12 Das charakteristische Polynom
	(3.26) Bemerkung
	(3.27) Definition + Bemerkung
	(3.28) Beispiel
	(3.29) Bemerkung
	(3.30) Satz (EW ''.5-.5.5-.5.5-.5.5-.5'' Nullstelle)
	(3.31) Beispiele
	(3.32) Beispiel (Bestimmung von EW, EV, ER und Diagonalmatrix)
	(3.33) Folgerung
	(3.34) Beispiel
	(3.35) Definition (-invariant)
	(3.36) Beispiel
	(3.37) Bemerkung
	(3.38) Satz
	(3.39) Satz
	Zusammenfassung
	(3.40) Beispiel
	(3.41) Definition + Bemerkung (Begleitmatrix)
	(3.42) Definition (Nullstelle)
	(3.43) Beispiel
	(3.44) Vorbetrachtung
	(3.45) Satz von Cayley-Hamilton
	(3.46) Beispiel (Matrix-Inverses mit Cayley-Hamilton
	(3.47) Beispiel (Fibonacci)


	4 Euklidische und unitäre Vektorräume
	§13 Euklidische Vektorräume
	(4.1) Definition
	(4.2) Beispiel
	(4.3) Definition und Bemerkung
	(4.4) Eigenschaften des Skalarproduktes
	(4.4) Definition
	(4.5) Definition (Winkel)
	(4.6) Beispiel
	(4.7) Definition (Gram-Matrix)
	(4.8) Satz
	(4.9) Anwendung (Skalarprodukt von Suchvektoren)
	(4.10) Definition
	(4.11) Beispiel)
	(4.12) Satz)
	(4.13) Schmidt'sche Orthonormalisierungsverfahren
	(4.14) Beispiel (Gram-Schmidt-Verfahren)
	(4.15) Folgerung
	(4.16) Definition + Bemerkung
	(4.17) Beispiel

	§14 Orthogonale Endomorphismen
	(4.18) Definition + Beispiel
	(4.19) Bemerkung
	(4.20) Satz
	(4.20) Definition + Bemerkung
	(4.21) Beispiel
	(4.22) Bemerkung + Definition
	(4.23) Satz
	(4.24) Beispiel

	§15 Symmetrische reelle Matrizen
	(4.25) Bemerkung
	(4.26) Satz
	(4.27) Spektralsatz
	Page Rank „Google-Algorithmus“



