17.07.2007 (1. Termin), Gruppe A.
Klausur zu “Lineare Algebra I fiir Informatiker”, SS 07

B.Sc-Modulpriifung / Diplom-Vorpriifung / Scheinklausur in Lineare Algebra I
Dr. Timo Hanke, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 1. (Typ MC, 3 Punkte)

Es seien V' und W zwei endlich-dimensionale K-Vektorrdume {iiber einem beliebigen Korper K.
Sei B eine Basis von V. In welchen der folgenden Fiélle ist die lineare Abbildung ¢ : V. — W
notwendigerweise injektiv?

a) wenn () eine Basis von W ist X Ja O Nein
b) wenn der Rang einer Abbildungsmatrix von ¢ gleich dim V' ist X Ja [ Nein
c¢) wenn der Rang einer Abbildungsmatrix von ¢ gleich dim W ist [JJa X Nein

Aufgabe 2. (Typ MC, 3 Punkte)

Ist die angegebene Teilmenge des Z2 ein Unterraum?

a){<i1 )|x1,x2€Z3,2x1+x2:x1} X Ja O Nein
2
b){(il)|x1,x2623,x%+x2=wl} O Ja X Nein
2
c){(il)\xl,xQGZg,xi’—l—xQ:xl} X Ja O Nein
2
Aufgabe 3. (Typ E, 12 Punkte)
-1 2 2
Es sei ¢ : R? — R3 definiert durch p(z) = Az, wobei A= 0 0 1
0 -2 3

a) Berechnen Sie die Eigenwerte ¢;,co, c3 von ¢ so, dal ¢; < ¢y < ¢3 gilt, und finden
Sie dann zu jedem der ¢; einen Eigenvektor v; mit ganzzahligen Eintréagen.

1 2 2
cp=| -1 co=| 1 c3=| 2 vp=| 0 Vg = 1 vg = 1 (7 Punkte)
o | >
cg 0 0
b) Geben Sie eine invertierbare Matrix 7" mit T—'AT = 0 c O an und berechnen Sie
0 0 c3

mit Hilfe von T' den oberen linken Eintrag von A%?. Geben Sie als Zwischenergebnis zumindest
diejenigen Eintrige von T—! an, die Sie bei Ihrer Rechnung benétigt haben.

1 2 2 1 -2 0 -1 * *

T=| o | 1|1 | T'=| o] 2|1 | A= = | = | (5 Punkte)




Aufgabe 4. (Typ E, 12 Punkte)

1
Fiir a € R sei die lineare Abbildung ¢, : R* — R? definiert durch p,(z) .= 1 3 5 |z
1

a) Bestimmen Sie a € R so, daf§ ¢, nicht bijektiv ist. Berechnen Sie dann fiir diesen
speziellen Wert a eine Matrix B so, daf} die lineare Abbildung 1 : R® — R3, 2 +— Bx
als Kern genau Im ¢, hat. Es reicht, wenn Sie eine nicht-Null-Zeile von B angeben.

a=| -7 | (3 Punkte)) B=| ¢4

3 1 (4 Punkte)

b) Sei a € R wie oben bestimmt. Kreuzen Sie nun denjenigen Vektor fiir v an, der in
Im ¢, liegt, und berechnen Sie fiir dieses v alle Losungen von ¢,(x) = v.

2 2 2 2
v=0[ -2 Ol 2 O| —4 X 4 (2 Punkte)
4 —4 4 —4
—2 4
o) = {{ 2 |+ -3 )} (3 Punkte)
0 1

Aufgabe 5. (Typ S, 12 Punkte)

Es sei ¢ : R? — R? der Endomorphismus mit ¢ : ( 1 ) — ( _71/55 ) und < _11 ) s ( :Zg )

a) Bestimmen Sie die Determinante von ¢. (4 Punkte)
b) Geben Sie die Abbildungsmatrix von ¢ bzgl. der Standardbasis an. (4 Punkte)
c) Zeigen Sie, da} ¢ orthogonal ist. (1 Punkte)

d) Je nachdem ob ¢ eine Drehung oder eine Spiegelung ist, bestimmen Sie entweder (3 Punkte)
den Kosinus des Drehwinkels oder bestimmen Sie die Spiegelachse.

Aufgabe 6. (Typ S, 12 Punkte)

Sei K ein Kérper und A € K™*™.

a) Ist jeder Eigenvektor von A auch Eigenvektor von A*? Geben Sie einen Beweis oder (4 Punkte)

ein Gegenbeispiel an.
b) Zeigen Sie: Ist A invertierbar, dann sind alle Eigenwerte ungleich 0. (4 Punkte)

c) A heifit schiefsymmetrisch wenn A = —A gilt. Zeigen Sie: Ist A € K°*° schief- (4 Punkte)
symmetrisch, dann ist 0 ein Eigenwert von A.

Bonus-Aufgabe. (Typ S, 6 Punkte)

Sei K ein Korper und V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Zeigen Sie, dafl (6 Punkte)
jedes ¢ € Endg (V) mit p? = ¢ diagonalisierbar ist.
Tip: Bringen Sie Ker ¢ und Im ¢ mit den Eigenrdumen von ¢ in Zusammenhang.

Viel Erfolg!
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Name:

Aufgabe 1. (Typ MC, 3 Punkte)

Matrikelnummer:

Es seien V' und W zwei endlich-dimensionale K-Vektorrdume {iiber einem beliebigen Korper K.
Sei B eine Basis von V. In welchen der folgenden Fiélle ist die lineare Abbildung ¢ : V. — W

notwendigerweise injektiv?

a) wenn der Rang einer Abbildungsmatrix von ¢ gleich dim W ist

b) wenn der Rang einer Abbildungsmatrix von ¢ gleich dim V' ist

c¢) wenn ¢(B) eine Basis von W ist

Aufgabe 2. (Typ MC, 3 Punkte)

Ist die angegebene Teilmenge des Z2 ein Unterraum?

xT
a){< 1)|$1,$2€Z3,25L’1—!L’2:I1}
b){( )|£L‘1,ZE2€Z3,[E1+I2:I'1}

c) {( 1 )\xl,xg € Z3, 13 + 1o = 11}

Aufgabe 3. (Typ E, 12 Punkte)

1
Es sei ¢ : R? — R3 definiert durch p(z) = Ax, wobei A= | 0
0

O Ja
X Ja
X Ja

X Ja

X Ja

O Ja

a) Berechnen Sie die Eigenwerte ¢, co, c3 von ¢ so, dal ¢; < ¢y < ¢3 gilt, und finden
Sie dann zu jedem der ¢; einen Eigenvektor v; mit ganzzahligen Eintréagen.

2

cp=| -2 cr =1 -1 c3=| 1 v1=| _1

2

Vo =

b) Geben Sie eine invertierbare Matrix 7" mit T—'AT =

mit Hilfe von T' den oberen linken Eintrag von A%%.

2 2 1 0 1 1

T=| 1|10 | T'=| o | 2|1

2

-1

1

C1 0
0 Co

0 0

0
0
C3

X Nein
(] Nein
(] Nein

] Nein
] Nein

X Nein

(7 Punkte)

an und berechnen Sie

Geben Sie als Zwischenergebnis zumindest
diejenigen Eintrige von T—! an, die Sie bei Ihrer Rechnung benétigt haben.

4999 —

1 * *
* * *
* * *

(5 Punkte)



Aufgabe 4. (Typ E, 12 Punkte)

1 2

3 5 |z
—1

Fiir a € R sei die lineare Abbildung ¢, : R* — R? definiert durch ¢, () :=

—_ N =

a) Bestimmen Sie a € R so, daB ¢, nicht bijektiv ist. Berechnen Sie dann fiir diesen
speziellen Wert a eine Matrix B so, daf} die lineare Abbildung 1 : R® — R3, 2 +— Bx
als Kern genau Im ¢, hat. Es reicht, wenn Sie eine nicht-Null-Zeile von B angeben.

a=| 0 (3 Punkte), B=| 5

) 1 (4 Punkte)

b) Sei a € R wie oben bestimmt. Kreuzen Sie nun denjenigen Vektor fiir v an, der in
Im ¢, liegt, und berechnen Sie fiir dieses v alle Losungen von ¢,(x) = v.

—1 —1 —1 —1
v="01 1 o1 —1 X[ -1 d 1 (2 Punkte)
3 3 -3 -3
—2 1
o) = {| 1 +(1 1 )} (3 Punkte)
0 -1

Aufgabe 5. (Typ S, 12 Punkte)

Es sei ¢ : R? — R? der Endomorphismus mit ¢ : ( 1 ) — ( _71/55 ) und < _11 ) s ( :Zg )

a) Bestimmen Sie die Determinante von ¢. (4 Punkte)
b) Geben Sie die Abbildungsmatrix von ¢ bzgl. der Standardbasis an. (4 Punkte)
c) Zeigen Sie, da} ¢ orthogonal ist. (1 Punkte)

d) Je nachdem ob ¢ eine Drehung oder eine Spiegelung ist, bestimmen Sie entweder (3 Punkte)
den Kosinus des Drehwinkels oder bestimmen Sie die Spiegelachse.

Aufgabe 6. (Typ S, 12 Punkte)

Sei K ein Kérper und A € K™*™.

a) Ist jeder Eigenvektor von A auch Eigenvektor von A*? Geben Sie einen Beweis oder (4 Punkte)

ein Gegenbeispiel an.
b) Zeigen Sie: Ist A invertierbar, dann sind alle Eigenwerte ungleich 0. (4 Punkte)

c) A heifit schiefsymmetrisch wenn A = —A gilt. Zeigen Sie: Ist A € K°*° schief- (4 Punkte)
symmetrisch, dann ist 0 ein Eigenwert von A.

Bonus-Aufgabe. (Typ S, 6 Punkte)

Sei K ein Korper und V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Zeigen Sie, dafl (6 Punkte)
jedes ¢ € Endg (V) mit p? = ¢ diagonalisierbar ist.
Tip: Bringen Sie Ker ¢ und Im ¢ mit den Eigenrdumen von ¢ in Zusammenhang.

Viel Erfolg!



