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Zusammenfassung

Dieses ,Miniskript® ist als Nebenprodukt einer Wiederholung und Durcharbeitung des
Skriptes Lineare Algeba I von Prof. Dr. Wilhelm Plesken entstanden. Es enthélt - ohne
Beweise - alle wichtigen Sétze, Formeln und Verfahren und kann daher beim Wiederholen
des Vorlesungsstoffes hilfreich sein. Ich kann aber weder fiir Vollstdndigkeit noch Korrekt-
heit garantieren. Wer ein paar inhaltliche Fehler gefunden hat kann sie gerne mir ueber
clemens.adolphs@rwth-aachen.de mitteilen.

Inhaltsverzeichnis

1

Steinitz und seine Anwendungen
1.1 Dimensionsformeln . . . . . . . .. ...
1.2 Rang, Basis und Zassenhaus . . . . . .. .. ... ... oo o

Die Matrix einer linearen Abbildung
2.1 Koordinatenspalten und Abbildungsmatrizen . . . . . ... ... .. ... ...,
2.2 Kernund Kokern . . . . . . . . . . e

Endomorphismen

3.1 Das Minimalpolynom . . . . . . . . .. ... L
3.2 Eigenwerte . . . . . ... e
3.3 Projektionen und Zerlegung von Vektorrdumen . . . . . .. . ... ... ... ..
3.4 Minimalpolynom und Eigenvektorbasis . . . . . . .. .. ... oL

Euklidische Vektorriaume

4.1 Inneres Produkt . . . . . . . . . . . ...
4.2 GrammatriX . . . . . . .. e
4.3 Orthogonalitdt . . . . . . . . . . e

Reelle Spektraltheorie

5.1 Adjungierte Abbildung . . . . . .. ...
5.2 Selbstadjungierte Abbildungen . . . . ... ... ... o oL
5.3 Spektralsatz und Hauptachsentransformation . . . . . ... ... ... ... ...

Linearformen

6.1 Der Annihilator . . . . . .. L
6.2 Transponierte lineare Abbildung . . . . . . ... ... ... .o oo,
6.3 Bilineare Paarung . . . . . . . . ..o

12
12
12
13

15
15
16
16



1

1.1

Steinitz und seine Anwendungen

Dimensionsformeln

Hauptséchlich liefert Steinitz eine menge Dimensionsformeln, die immer wieder niitzlich sind:

1.2

Hat man einen endlich erzeugten Vektorraum V und einen Isomorphismus von V nach W,
dann gilt dimV = dimW.

Ein linear unabhéngiges Tupel von Vektoren kann immer zu einer Basis des Vektorraumes
ergdnzt werden

Ist V ein Vektorraum und 7 ein Teilraum davon, dann ist auf jeden Fall dim7 < dimV.
Gilt namlich dim7 = dimV, dann gilt bereits 7 = V. Tip: Um zu beweisen, dass zwei
Vektorrdume gleich sind ist eine Moglichkeit zu zeigen, dass der eine Teilraum des anderen
ist, aber beide die gleiche Dimension haben.

Ergénzt man die Basis eines Teilraumes 7 von V zu einer Basis von ganz V, so bilden die
ergénzten Vektoren - als Restklassen von V/7 eine Basis von V/7T. Wichtig:

|dimV/7 = dimV — dimT |

Ist V endlich erzeugter K-Vektorraum, so gilt fiir eine lineare Abbildung «:

’ Dim Bild(«) + Dim Kern(«) = DimV ‘

Ganz wichtig, unbedingt merken!

Hier noch die sog. Grassmannidentitiat. Seien 77,75 Teilrdume von V), endlich erzeugt.
Dann gilt:

’Dim(’]’l +73) + Dim(7; N 73) = Dim 77 + Dim 75

Rang, Basis und Zassenhaus

Zunichst Definition und ein paar Eigenschaften vom Rang:

Das Erzeugnis der Spalten einer Matrix A nennt man Spaltenraum von A und schreibt
S(A). Gleiches gilt fiir den Zeilenraum.

Gauss andert Zeilen- und Spaltenraum der Matrix nicht.
Die Dimension von S(A) nennt man Spaltenrang, von Z(A) Zeilenrang

Zeilen- und Spaltenrang sind gleich. Darum darf man auch einfach nur vom Rang der
Matrix sprechen.

Sei A € K™*™ Dann ist Kern(A) der Losungsraum von Az = 0. Es gilt:

’ Dim(Loesungsraum) = n — Rg(A). ‘

Hat man einen Vektorraum durch ein Erzeugendensystem gegeben, so kann man eine Basis des
Vektorraumes herstellen, indem man die erzeugenden Vektoren als Matrix schreibt und Gauss
anwendet. Es gilt:

Jeder k-dimensionale Teilraum von K'*™ hat eine eindeutige Standardbasis, bei der die
Matrix, die aus den Basisvektoren entsteht in strikter Stufengestalt ist.



Der Zassenhausalgorithmus dient dazu, eine Basis fiir Schnitt und Summe zweier Teilrdume
zu bestimmen, wenn man die Erzeugendensysteme hat. Hier die Schritt-fiir-Schritt-Erklarung:
Gegeben: Erzeugendensysteme X7, ..., Xj fiir den Teilraum 77 und Y7, ..., Y] fiir den Teilraum
1.

Gesucht: Eine Basis fiir 77 + 75 und 77 N75

Der hier angegebene Algorithmus funkioniert, wenn die Erzeugendenvektoren als Zeilen vor-
liegen. Was man mit Spaltenvektoren macht erklére ich nachher.

Dazu stellen wir folgene Matrix auf:

(51+)

Darauf wenden wir dann den Gaussalgorithmus an und bekommen irgendwann eine Matrix die
so aussieht;:

Blx
0
00

Nun ist B eine Basis von 77 + 75 und C eine Basis von 7; N 7.
Liegen die Erzeugendensysteme als Spaltenvektoren vor, so hat man zwei Mdoglichkeiten:

1. Man wendet Spaltengauss auf die Matrix

(+17)

an. Mathematisch korrekt, aber grofe Gefahr, sich zu verrechnen, da man den Zeilengauss
mehr in Fleisch und Blut hat

2. Besser: Man transponiert seine Spaltenvektoren und hat jetzt Zeilenvektoren. Damit geht
man um wie oben beschrieben und transponiert am Ende zuriick.

2 Die Matrix einer linearen Abbildung

Im original Skript ist hier viel Theorie. Die ist zwar an sich wichtig, doch hier eine extrem
gekiirzte und anwendungsbezogene Zusammenfassung...

2.1 Koordinatenspalten und Abbildungsmatrizen

Koordinatenspalte: Jeder Vektor kann als Linearkombination der Basisvektoren geschrie-
ben werden. Schreibt man nun die Koeffizienten der Basisvektoren in eine Spalte, so erhélt man
die sog. Koordinatenspalte.

Beispiel: Wir schauen uns Polynome an. Sei (1, ,2?) eine Basis des K[z]grqa<2. Dann hat
das Polynom 2z — 32 + 1 die Koordinatenspalte

1
-3
2

Wiire die Basis statt dessen (1,22, 3x) hiitten wir die Koordinatenspalte

1
2
-1



Abbildungsmatrix: Jede lineare Abbildung ¢ kann man durch eine Matrix ausdriicken. Die
Matrix héngt von der Basis ab, denn ihre Spalten bestehen aus den Bildern der Basisvektoren.
Es gilt

C(p(V)) =C P PV

Also: Die Koordinatenspalte vom Bild erhélt man durch ranmultiplizieren der Koordinatenspal-
te an die Abbildungsmatrix.

Basistransformation: Bei den Abbildungsmatrix steht der Buchstabe rechts oben fiir die
Ausgangsbasis und der Buchstabe links oben fiir die Basis des Bildes. Mdchte man nun zwischen
den Koordinatespalten verschiedener Basen umrechnen, so kann man dies durch die Matrix
1 d{f tun: Der Vektor bleibt der gleiche, die Basis dndert sich.

Eine solche Matrix kann man aufstellen indem man untersucht, wie sich die Basisvektoren von
B durch die Basisvektoren von C ausdriicken lassen.

Wo kommt nun B und wo C hin? Oft verwirrend, ist aber ganz einfach: Die Matrix 21 dg sagt
mir, wie die Basisvektoren von C' in Koordinaten von B aussehen wiirden.

Hier noch zwei mehr oder weniger interessante Sitze:

e Der Rang einer Matrix dndert sich weder durch Links- noch durch Rechtsmultiplikation
mit Matrizen der generellen linearen Gruppe.

e Hat man eine Matrix A € K™*" und eine lineare Abbildung ¢ : V «— W mit dimV =
n,dimW = m dann kann man geeignete Basen B von V und C von W finden, so dass gilt
A =% ¢B wenn Rg(A) = Dim Bild(¢). Man kann sich also eine ,schéne® Abbildungsma-
trix aussuchen und dann Basen dazu finden.

2.2 Kern und Kokern
Kokern: Ist  : V «— W eine lineare Abbildung von K-Vektorrdumen, dann nenn wir

W/Bild(«) den Kokern von o

Bestimmen von Kern und Kokern: Mdchte man den Kern einer linearen Abbildung o
bestimmen, so braucht man lediglich Gauss auf folgende Matrix anzuwenden:

(Ca”]0)
Man erhélt dann eine Parametrisieung des Kerns.
Fiir den Kokern gibt es zwei Moglichkeiten:

1. Man bestimmt die Bildtestmatrix von €. Dazu wendet man Gauss an auf

(“a”|1)

und nimmt als Parametrisierung des Kokerns die Matrix auf der rechten Seite, wo links
Nullzeilen sind.

2. Spaltengauss mit “a? liefert eine Basis von Bild(«). Durch Ergéinzen zu einer Basis von
W erhalten wir die Basis von Kokern(a).

3 Endomorphismen

Ist V ein K-Vektorraum, so nennen wir eine lineare Abbildung von V nach V einen Endomor-
phismus von V. Hier ein paar Sitze dazu:

e Die Endomorphismen bilden einen (nicht kommutativen!) Ring mit der Addition und
Hintereinanderausfithrung von Abbildungen.



e Wir nennen GL(V) := {«& € End(V)|ainvertierbar} die volle oder generelle lineare Gruppe
von V. Sie besteht also aus allen invertierbaren Endomorphismen.

e Wendet man einen invertierbaren Endomorphismus auf ein Tupel von Vektoren an, so
dndern sich die linearen Abhéngigkeiten nicht.

Weiter geht es mit den Besonderheiten der Basistransformation bei Endomorphismen:

e Die Matrix eines Endomorphismus gibt man fiir gew6hnlich zu ein und der selben Basis
an, also in der Form Za®.

e Sind B und C Basen von V, dann gilt:
Caf =Y 1a5BaPBId§; =C 1d5PaP(Cr1df)~?
e Zwei Matrizen A, B € K™*" heifen dhnlich falls es eine invertierbare Matrix g gibt so
dass gilt gAg—' = B.
o Ahnliche Matrizen haben den gleichen Rang
e Die Spur einer Matrix ist die Summe ihrer Diagonalelemente.

e Auch die Spur ist bei &hnlichen Matrizen gleich. Wichtig: Trotzdem sind Matrizen mit
gleicher Spur nicht zwangslaufig dhnlich!

e Spur(AB) = Spur(BA)
e Spur(A"") = Spur(A)

e Die Spur eines Endomorphismus ist definiert als Spur irgend einer Abbildungsmatrix die-
ses Endomorphismus. Die Definition ist wohldefiniert, da die Abbildungsmatrizen dhnlich
sind, also selbe Spur haben!

3.1 Das Minimalpolynom

Sehr viele schone Anwendungen hat das Minimalpolynom. Ganz allgemein: Sei X irgend
etwas. Das Minimalpolynom von X ist dann das kleinste normierte Polynom p mit p(X) = 0.
Dabei konnte X eine reelle Zahl sein (das Minimalpolynom von 3 ist z.B.  — 3 ) oder aber -
und das interessiert uns hier - eine Matrix oder eine lineare Abbildung. Dazu ein paar Sétze:

e Der Grad des Minimalpolynoms einer Matrix A ist die kleinste Zahl d fiir die
(In, A, A%, A7)
linear abhingig wird.

o Ahnliche Matrizen haben das gleiche Minimalpolynom. Auch hier gilt die Umkerung nicht
zwangsliufig: Selbes Minimalpolynom bedeutet noch lange keine Ahnlichkeit.

e Abbildung und Abbildungsmatrix haben das selbe Minimalpolynom.

e Jedes andere Polynom ¢ mit ¢(A4) = 0 ist Vielfaches vom Minialpolynom von A.

Begleitmatrix Gegeben sei ein normiertes Polynom p der Form p = 2% +ag_12% '+ - - +aq.
Dann gibt es eine eindeutigte Matrix M, € K%< die wie folgt aufgebaut ist: In den Spalten 1
bis d — 1 steht eine um eine Zeile nach unten verschobene Einheitsmatrix, in der letzten Spalte
die negativen Koeffizienten des Minimalpolynoms:

0 0 0 —ao
1 0 0 —-a
0 0 1 —ag—1



Beispiel: Die Begleitmatrix von z* + 223 — 22 + 5z — 4 ist

00 0 4
1 0 0 =5
010 1
00 1 -2

Wichtig: Die Begleitmatrix des Polynoms p hat als Minimalpolynom p. Schén fiir Multiple-
Choice-Teile, da man es sofort ablesen kann...

Das Minmalpolynom bestimmen Hat man eine Matrix oder eine Abbildung gegeben und
mdchte man das Minimalpolynom dazu bestimmen geht man am besten wie folgt vor:

Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum und A € K™*" eine Matrix. Gesucht ist das Mini-
malpolynom von A.

1.

Wir suchen uns einen Vektor X € V aus. Am besten einen einfachen, also einen Vektor
der Standardbasis. Diesen multiplizieren wir an die Matrix heran und erhalten so AX.
Was dort heraus kommt multiplizieren wir noch einmal an A heran, das liefert uns A2X.
Und immer so weiter, bis die Vektoren (X, AX, A%2X---  A?X) linear abhingig sind.

. Wir stellen A?X als Linearkombination der ,Vorgénger* dar und bilden mit den Koeffizi-

enten ein Polynom, das wir x4 nennen.

. Kann man mit den Vektoren (X,---, A9X) den ganzen Vektorraum ) erzeugen? Wenn

ja, dann sind wir fertig und p ist unser gesuchtes Minimalpolynom. Wenn nicht;:

. Wir nennen W das Erzeugnis der Vektoren (X,---A971X). Nun suchen wir uns - #hn-

lich wie in Schritt 1 - einen Vektor aus V, der aber nicht in W ist. Mit diesem Vektor
wiederholen wir Schritt 1 und 2 und bekommen ein Polynom .

. Wir nennen nun g den kgV vom alten g und po. Den kgV zweier Polynome kann man

auf zwei Arten ausrechnen, mal ist die eine, mal die andere schneller:
p-q
ggT(p.q)

(b) Man faktorisiert p und g so weit es geht und nimmt fiir den kgV gerade die Faktoren,
die man braucht, damit sowohl p als auch ¢ darin ,enthalten“ sind.

(a) Es gilt fiir zwei Polynome p, q: kgV(p,q) =

. Erzeugen nun W und das Erzeugnis der so eben berechneten Vektoren den ganzen Raum

V, sind wir fertig und haben unser Polynom. Andernfalls wiederholen wir die Schritte
solange, bis wir endlich fertig sind.

Beispiel: Bestimme das Minimalpolynom von

01 1
A= 1 0 1
1 1 0
Wir wéhlen:
1 0 1 1 1 0
X=10],AX = 1 0 1 10 =11
0 1 1 0 0 1

Die beiden sind offensichtlich noch linear unabhéngig. Weiter gehts:

01 1 0 2
A2°X =1 0 1 1]l=11
110 1 1



Hier sieht man:

2 0 1 0
1]-11]1-2-1{0)=1]0
1 1 0 0

Das ist offensichtlich eine lineare Abhéngigkeit. Also setzen wir
p=a2—x—2

Hat man ein paar kompliziertere Vektoren, so dass man die Abhangigkeit nicht sofort sieht
bleibt einem nur ein lineares Gleichungssystem, also

A2X —aAX —bX =0

Nun miissen wir priifen, ob die bisher erzeugten Vektoren den ganzen Raum erzeugen. Aber
da wir im dreidimensionalen Raum sind reichen 2 linear unabhéngige Vektoren nicht aus. Also
suchen wir uns einen weiteren Vektor:

0 0 1 1 0 1
X=11]|,4X = 1 0 1 1] =10
0 1 10 0 1
0 1 1 1 1
A2X=| 10 1 ]|-lo]=]2
1 10 1 1
Auch hier sieht man sofort die Linearkombination, die uns den 0-Vektor liefert:
1 1 0
21 —-(10)]—-2-11]=0
1 1 0

Also haben wir s = 22 — x — 2. Wegen us = u brauchen wir den kgV nicht erst kompliziert

auszurechnen, es ist kgV (u, p2) = p.

1 0 0
Erzeugen wir nun den ganzen Raum? Ja, dennmit [ O | , | 1 | und [ 1 | haben wir drei linear
0 1 0

unabhiingige Vektoren, also eine Basis von V. Das Minimalpolynom von A ist also 2% — z — 2.
Ein paar praktische Anmerkungen noch:

e 1y = p'f. Also: Matrix und transponierte Matrix haben selbes Minimalpolynom

e FEHLER: Friiher hatte ich hier geschrieben: pap = kgV (14, pg). Das stimmt natiirlicht
nicht und es ist sogar sehr leicht, Gegenbeispiele zu finden.

® [IDiag(A1,Ag, o An) = kgV (A, phay,+  pa,,)

e Das Minimalpolynom der Einschrinkung einer Abbildung teilt das Minimalpolynom der
Abbildung

Der erste Satz wird im Skript nicht erwdhnt, ist aber sehr leicht zu beweisen wenn man die
Linearitit des Transponierens ausnutzt.
Wofiir ist das Minimalpolynom gut? Fiir Eigenwerte, unserem néchsten Kapitel:

3.2 Eigenwerte

Wenn es einen Vektor gibt, der von einer linearen Abbildung auf ein Vielfaches von sich selbst
abgebildet wird, nennt man diesen Vektore Eigenvektor und den Faktor Eigenwert. Der
Vektor darf allerdings nicht der Nullvektor sein, denn 0 wird auf jedes beliebige Vielfache von
0 abgebildet.

Gibt es eine Basis aus Eigenvektoren sagt man dazu Eigenvektorbasis.

Das schéne an einer Eigenvektorbasis E zu einer Abbildung « ist, dass dann o Diagonalgestalt
hat.

Ist a ein Eigenwert von «, so nennen wir FE,(a) := Kern(aldy — a) den Eigenraum zum
Eigenwert von a zu o.



Wichtig: a ist genau dann Eigenwert einer Abbildung a, wenn a eine Nullstelle des Mini-
malpolynoms ist. Das Minimalpolynom hilft also dabei, alle Eigenwerte einer Abbildung oder
Matrix zu bestimmen. Ausserdem erkennt man dann ohne grofen Beweis, dass eine Abbildung
a € End(V) hochstens dimV Eigenwerte haben kann.

3.3 Projektionen und Zerlegung von Vektorrdumen

Direkte Summe Einen K-Vektorraum V nennt man innere direkte Summe der TeilrGume
U, Uy, wenn man jeden Vektor aus V eindeutig als Summe aus Elementen der Teilrdume
schreiben kann.

Erklirendes Beispiel:  Wir betrachten den R®. Er hat als Standardbasis

1 0 0
ol,(1],]0
0 0 1

. Jeder Vektor aus R? kann eindeutig als Linearkombination dieser Vektoren dargestellt werden,
also ist z.B.

BIRR(G)

Es ist aber genau so

1 0 0
v_< ol,[1 >@< 0 >
0 0 1

Auch hier kann jeder Vektor aus V als eindeutige Summe von Elementen aus dem ersten und
dem zweiten Teilraum dargestellt werden.

Zerlegung der Identitdt Hat man ein Tupel von Endomorphismen 7 € (End(V))™ und gilt:
T O Ty Z(Sijﬂ'i Idy=m +m+---+m,

dann spricht man von einer Zerlegung der Identitéit. Das J;; ist dabei eine abkiirzende
Schreibweise, damit man nicht immer die Fallunterscheidungsklammer braucht. Hier die ausge-
schriebene Version:

0 A
5”_{1 i=j

Also liest sich die Bedingung so:
m;om; =0, fallsiund j nicht gleich sind
m;om; = m;, fallsiund j gleich sind

Beispiel: ~ Wir bleiben beim R®. Was wire eine mogliche Zerlegung der Identitit? Ganz
einfach:

a a a 0 a 0
m:|lb]l—~10 m: | b]l— 10 m3:| b | — |0
c 0 c 0 c c

Man sieht, dass alle Bedingungen erfiillt sind: Wendet man z.B. erst 71 und dann 73 an erhilt
man den Nullvektor. Fiihrt man eine der Projektionen ein zweites mal aus dndert sich das
Ergebnis nicht mehr und addiert man alle drei Projektionen, so erhélt man die Identitétsabbil-
dung.

Auch hier ist eine andere Moglichkeit der Zerlegung gegeben durch

a a a 0
m:|lb]l—~10 m: | bl — 10
c c c 0



Assoziierte Zerlegung: Man sieht an den beiden vorangehenden Beispielen, dass Zerlegung
der Identitét und direkte Summe in engem Zusammenhang stehen. Zu jeder direkten Summe
gibt es eine passende Zerlegung der Identitdt, namlich die Projektionen auf die einzelnen Teil-
rdume. Zu jeder Zerlegung der Identitit gibt es eine direkte Summe, nidmlich die Bilder der
Projektionen.

Vertrégliche Abbildung Hat man eine direkte Summenzerlegung und eine dazu passende
Identitétszerlegung, so nennt man eine lineare Abbildung « vertriglich mit der Zerlegung, wenn:

QoM =T 0o
oder dquivalent dazu

gilt. Das erste bedeutet, dass es egal ist ob man erst mit o abbildet und dann projeziert oder
umgekehrt. Das zweite bedeutet, dass das Bild eines Teilraumes unter  immernoch in dem
Teilraum liegt.

Nimmt man nun von jedem Teilraum der Zerlegung eine Basis und setzt sie zu einer Basis des
ganzen Raumes zusammen, bekommt man fiir a eine Blockdiagonalmatrix.

Hier nun ein sehr wichtiger Satz, besonders fiir Multiplechoice-Teile...

3.4 Minimalpolynom und Eigenvektorbasis

Zu einer Abbildung o mit Minimalpolynom p,, gibt es genau dann eine Eigenvektorbasis, wenn
la genau d verschiedene Nullstellen hat, wobei d der Grad von p, ist. Die Abbildungsmatrix
ist dann eine Diagonalmatrix, in deren Diagonale jeweils die Eigenwerte stehen. Wie findet
man die Eigenvektoren? Entweder sieht man sie sofort bei besonders einfachen Matrizen, oder
man berechnet die Eigenrdume und nimmt deren Basen, siehe weiter oben die Definition des
Eigenraumes.

Zerfallt das Minimalpolynom ,nur in irreduzible Faktoren, die alle teilerfremd zueinander sind,
dann gibt es immerhin eine Zerlegung in Teilrdume, so dass es zu jedem Faktor einen Teilraum
gibt, der diesen Faktor als Minimalpolynom hat. Das bedeutet nichts anderes, als dass es eine
angepasste Basis gibt, die Blockdiagonalgestalt hat.

Hier ein wichtiges Lemma, das uns beim Bilden so einer Basis hilft: Haben wir einen Vektorraum
V), eine Abbildung « und das Minimalpolynom p, vom Grad d = dimV irreduzibel, dann
bekommt man eine Basis von V, indem man einen Vektor V d — 1 mal in « einsetzt. Die
Abbildungsmatrix von « ist beziiglich dieser Basis die Begleitmatriz des Minimalpolynoms.
Beispiel: Sei V = R? und beziiglich der Basis B sei

B B _ 0 1

“=(40)
Wegen

B By2_ (-1 0

(0‘)_<0 —1)

ist das Minimalpolynom g, = 2% + 1. Dies ist irreduzibel in R, also bekommen wir eine Basis
von R?, wenn wir irgend einen Vektor in « einsetzen, z.B. ist

((0)(5)

eine Basis des R2. Die Abbildungsmatrix hat beziiglich so einer Basis C' die Form

“ _<1 0

ndmlich die Begleitmatrix zu 22 + 1.



Grofies Beispiel Wenn man nun eine Abbildung gegeben hat, wie findet man dazu die Basis,
die die ,schonste Abbildungsmatrix liefert, ndmlich Diagonal- oder Blockdiagonalgestalt?
Gegeben: Vektorraum V mit lin. Abbildung a.

1.

2.

Rechne das Minimalpolynom der Abbildung « aus

Zerlege das Minimalpolynom so weit es geht in Faktoren

. Zertdllt es in verschiedene Linearfaktoren, so kann man eine Eigenvektorbasis erzeugen,

wie oben beschrieben.

. Zerfdllt es in paarweise teilerfremde Faktoren, bilde fiir jeden Faktor das Produkt aller

iibrigen Faktoren. Also wenn p = p; - po - p3 bilde die Faktoren q; = paps3, g2 = p1ps, g3 =
Pp1p2.

. Setze in ¢i(a), -+, gn() einen Vektor aus V ein. Sollte 0 herauskommen, setze einen

anderen Vektor ein.

. Wende auf jeden dieser Vektoren so oft « an, wie der Grad des zugehorigen Faktors

betrégt. Man erhilt so eine Basis fiir jeden Teilraum

. Fasse die Teilraumbasen zu einer Basis des ganzen Raumes zusammen, so dass die Reihen-

folge der Teilraumbasen mit der Reihenfolge der Blockdiagonaleintrage der Abbildungs-
matrix iibereinstimmt.

Ein Beispiel: Gegeben sei im |[F§ die Abbildung o mit

2 2 2 9
s | 1001
“ o101

001 1

Gesucht: Eine Basis C, so dass “a® Blockdiagonalgestalt hat.
Also bestimmen wir erst das Minimalpolynom:

1
Setze X = 8.Dann ist
0
2 2 2 2 1 2
100 1 0 1
aX)=| 4 1 ¢ 1 o]l 1o
00 1 1 0 0
2 2 2 2 2 0
oo | 10 01 1] |2
X)=191 01 o]l = |1
00 1 1 0 0
2 2 2 2 0 0
100 1 2 0
3/v\ _
X)) =191 01 172
0011 0 1
2 2 2 2 0 0
for | 1001 o] |1
a(X)=1¢9 1 ¢ 1 2|7 |1
0011 1 0

10



Nun haben wir

+2-

O~ R O
O~ N O
SO =N
o O O
o O OO

Also p = x* + 222 + 2+ 1. Wenn man nun 0, 1 und 2 einsetzt wird man sehen, dass 2 die einzige
Nullstelle im F3 ist. Wir teilen also durch z — 2 oder - das ist im F'3 das gleiche, durch = + 1:

1120 1|
1 1]a3
2 2 2
00 (0
11 1

Also ist 2% + 222 + 2+ 1 = (2 +1)(23 + 222 + 1). Weiter kann man das Polynom nicht zerlegen!
Bereits jetzt weifs man, wie die Blockdiagonalmatrix aussehen wird, wenn man die richtige Basis
findet:

OO O N
O = O O
_ o O O
_ o N O

Links oben steht die Begleitmatrix zu « + 1. Man beachte, dass 2 = —1 im F3 gilt! (Warum
ist das so? Weil die Differenz von 2 und -1 genau 3 ist. Also sind auch -2 und 1 sowie 0 und 3
gleich!).

Rechts unten steht die Begleitmatrix zu 2 + 222 4+ 1. Was uns jetzt noch fehlt ist die Basis, die
uns diese schone Matrix liefert!

Fiir den ersten Basisvektor - der zu z+1 gehért - setzen wir irgend einen Vektor in a®+2a2+1dy

ein, am besten einen schon einfachen Vektor. Wichtig: Bei der Bestimmung des Minimalpolyoms
1

haben wir eh schon a® und so weiter ausgerechnet, und zwar fiir V = so dass wir sofort

o O O

sagen konnen:

B, = + 2

— N OO
O = N O
OO O
— e e

Fiir die Basis, die zum Teilraum von 2% + 222 + 1 gehort setzen wir zunéichst einen Vektor in
x + 1 ein. Wieder nehmen wir den schénen Vektor vom Minimalpolynom:

By =

OO =N
OO O
oo = O

Wegen Grad(z3 + 222 + 1) = 3 brauchen wir noch zwei weitere Vektoren, die wir dadurch
erhalten, dass wir Bs in o und o2 einsetzen:

Bs =

OO =N
O = O N
— o o N
— = =N
o O = O
O = O N
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2 2 2 2 2 0
1 0 0 1 0 2
Bi=1 o1 0 1 1l o
0 0 1 1 0 1
Damit sind wir komplett und es ist
10 2 0
Brc | 1 1 0 2
Idy = 1 01 0
1 0 0 1

4 Euklidische Vektorraume

4.1 Inneres Produkt
Ein inneres Produkt ist eine Abbildung mit folgenden Eigenschaften:
1. 2:VxV—R
2. B(V. W) = &(W, V)
3. D(aVy + bV, W) = a®(Vy, W) + bD(Vo, W)
4. o(V,V)>0VV #£0

Hat man also eine Abbildung gegeben und soll entscheiden, ob es sich um ein inneres Produkt
handelt, so muss man einfach diese Eigenschaften nachrechnen.

Haben wir einen Vektorraum mit endlicher Dimension und ein inneres Produkt auf diesem
Vektorraum, dann sprechen wir von einem euklidischen Vektorraum.

4.2 Grammatrix

So, wie man eine lineare Abbildung durch eine Matrix darstellen kann kann man auch eine
symmetrische Bilinearform durch eine Matrix darstellen: Haben wir eine symmetrische Biline-
arform ® und eine Basis B, dann nennen wir 5®” die Grammatrix von ®. Dabei steht in
der i-ten Zeile und der j-ten Spalte das Ergebnis der Bilinearform von i-tem und j-tem Basis-
vektor: (p®P);; = ®(B;, Bj). Daran sieht man auch sofort, dass so eine Grammatrix immer
symmetrisch ist.

Wie rechnet man also so eine Grammatrix aus? Man rechnet einfach das innere Produkt zwi-
schen je zwei Basisvektoren aus und schreibt die Ergebnisse in die Matrix.

Wie rechnet man - wenn man die Grammatrix hat - mit ihrer Hilfe das innere Produkt aus?

V,W)=Vg-p@2 . PW
Dabei steht V3 fiir (BV)*.

Beispiel:  Gegeben sei die Grammatrix

(2 1
(1)

Handelt es sich um ein inneres Produkt des R??
Da die Matrix symmetrisch ist handelt es sich auf jeden Fall um eine Biliearform. Es bleibt zu
priifen, ob sie auch positiv definit ist. Dazu rechnen wir nach, ob ®(V, V) stets > 0 ist:

(a,0) -5 @ - <Z) = (ab)- (Za++22> =

2a% + ab + ab + 2b* = 2a” 4 2ab + 2b* = (a® + 2ab + b*) + a® +b* = (a + b)? + a® +b?

Man sieht ein, dass dieser Term immer positiv ist (nur Quadrate!) und genau dann Null, wenn
a =b =0 gilt. Also ist die Matrix positiv definit und es handelt sich um ein inneres Produkt!
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Basistransformation beim inneren Prodult: Der Basiswechsel bei linearen Abbildun-
gen geht {iber Transformationsmatrix und Inverse davon. Beim inneren Produkt geht es iiber
Transformationsmatrix und Transponierte davon:

c®“ = (P1d5)ge” P 1dg;

4.3 Orthogonalitit

Sei (V,®) ein Euklidischer Vektorraum. Zwei Vektoren (A, B) heifflen orthogonal, falls ihr
inneres Produkt 0 ist, also ®(A, B) = 0. Wichtig: Je nach innerem Produkt stehen die Vektoren
nicht im ,normalen* geometrischen Sinn senkrecht aufeinander!

Haben wir eine Basis, deren Vektoren paarweise orthogonal zueinander sind, dann sprechen wir
von einer Orthogonalbasis. Klar ist, dass dann die Grammatrix eine Diagonalmatrix wird,
denn das innere Produkt von zwei verschiedenen Basisvektoren ist dann 0.

Ist zusédtzlich noch ®(B;, B;) = 1 fiir alle Basisvektoren, dann sprechen wir von einer Or-
thonormalbasis. Dann ist die Grammatrix gleich der Einheitsmatrix!

Fourierkoeffizienten: Das schéne an einer Orthonormalbasis ist, dass man die Koeffizienten
fiir die Linearkombination eines Vektors sofort ausrechnen kann, ohne ein miihsames LGS zu
16sen:

V= (I)(Bl, V)Bl -+ @(BQ, V)BQ + -+ @(Bn, V)Bn

Das ist auch niitzlich, um Projektionen auszurechnen. Wollen wir die Projektion von V' auf den
Teilraum, der von By, B3, By erzeugt wird berechnen, dann miissen wir einfach

®(B1,V),®(Bs, V), ®(By, V)

ausrechnen!

Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren Wenn die orthonormale Basis so toll ist
wollen wir sie auch irgendwie ausrechnen. Hier ein Algorithmus dazu:

Gegeben ist eine Basis B € V". Gesucht ist eine Orthonormalbasis. Wir konstruieren zuerst
nur eine Orthogonalbasis B’.

1. Setze B} = By

2. Setze B] = a1 B + a2 Bj + - - - + B;. Wichtig: Der letzte Vektor dieser Linerakombination
kommt noch von der alten Basis und bekommt keinen Vorfaktor.

3. Die ay, - ,a;_1 bestimmt man durch
—@(B},BZ-)
4 = ——=—
CI)(BJ’.,Bé)

4. Als letzten Schritt muss man noch normieren, also jeden Basisvektor B] durch \/®(B;, B})
teilen.

Choleskyzerlegung Alternativ zum Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren kann man
auch eine Choleskyzerlegung mit der Grammatrix durchfithren und bekommt so seine Basi-
stransformation! Dabei finden wir eine obere Dreiecksmatrix X mit A = X" X

Wie geht das? Wieder machen wir uns das Leben leichter und rechnen fiir Orthogonalbasen.
Dann miissen wir uns aber noch die Vorfaktoren w merken.

Am besten geht das ganze am Beispiel. Sei

2 1 1
=11 2 1
11 2
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Der Algorithmus zur Zerlegung geht nun so:
Die erste Zeile von X ist gleich der ersten Zeile von A, also

2 1 1
X = * ok
* ok

Der erste Vorfaktor ist dann w; = 1

5- Dann rechnen wir w; SX X 1 aus:

1 (2 2 1 1
|1 2 1 1)=|(1 & 1
5 ( ) 3

1 1z 1

Das ziehen wir von der Ausgangsmatrix ab und erhalten

0 0 O
o 3 1
0 13

2 2

Die zweite Zeile von X ist nun gleich der zweiten Zeile dieser neuen Matrix, also

2 1 1
X=10 % %
x %

2

Und natiirlich ist wy = %. Wieder berechnen wir:

g-
0
2
5%(0%%):
2
0 0 O
o0 3 1
o 11
2 6

Diese Matrix ziehen wir von der vorhergehenden Matrix ab und erhalten schlieflich

00 0
00 0
4
00 %

Die letzte Zeile von X ist schlieRlich die letzte Zeile dieser Matrix und ws = %. Somit gilt:

2 0 0 1.0 0 2 1 1 2 11
1%0 0 20 0%%:121
1 5 3% 00 3 00 3 11 2

Betrachten wir die mittlere diagonale Matrix als Grammatrix zur Basis C, dann ist die linke
Matrix ZI dg, also die Transformationsmatrix. Man miisste jetzt das innere Produkt dieser
Basisvektoren ausrechnen und sie entsprechend normieren, damit aus der Orthogonal- eine
Orthonormalbasis wird.

Ein paar niitzliche Sitze

e Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung:
OV, V) - ®(W, W) < &(V,W)?

e Abstraker Lingenbegriff: |V| ist die Lange des Vektors V. Es gilt:

V= Ve, V)
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e Der abstrakte Winkelbegrift:

cos(£(V, W) = i

Damit kann man auch den Winkel zwischen zwei Matrizen ausrechnen, was immer das
bringen soll...

o Die Dreiecksungleichung: |[V4+W/| < |V|+|W|. Wenn man die mal vergisst: Dreieck malen,
dann wird es klar!

Der Orthogonalraum Hat man eine Teilmenge M C V eines euklidischen Vektorraumes V,
dann nennt man

Mt = {X cV|®(X,Y)=0VY € M}

den Orthogonalraum von M beziiglich ®. Mit anderen Worten: Im Orthogonalraum sind all
die Vektoren, die zu jeden Vektor von M orthogonal sind.

o Ist (V,®) ein Euklidischer Vektorraum und U ein Teilraum von V dann gilt

V=UsU*

Also ist der ganze Raum direkte Summe von Teilraum und Orthogonalraum.
e Dim(U) + Dim(U*) = Dim(V).
e Die Projektionen m, und m,1 nennt man Orthogonalprojektionen.
e Der Abstand von einem Vektor X und dem Teilraum U ist gleich |m,. (X)|
e Die beste Approximation von X an U ist my(X).

e Eine Basis von &+ erhilt man, indem man eine ON-Basis von I zu einer ON-Basis von
ganz )V erganzt.

e Muss man Projektionen ausrechnen, dann sollte man die Projektion auf den kleineren
Teilraum ausrechnen, das geht schneller. Zieht man diese Projektion vom Vektor ab,
erhilt man die andere Projektion

e Projektionen rechnet man durch die Fourierkoeffizienten aus, siehe dort!

Wichtig: Aus der Schule kennt man so Sachen wie Abstand Gerade-Ebene oder beste Annéhe-
rung eines Vektors an eine Ebene. Hier kann man auch abstraktere Sachen berechnen. Ist z.B.
ein LGS nicht 16sbar kann man die beste Ndherungslosung angeben.

5 Reelle Spektraltheorie

Hier geht es um Abbildungen, die auf bestimmte Weise ,yertraglich mit dem inneren Produkt
sind. Sei nun (V, ®) ein Euklidischer Vektorraum mit Dimension n.

5.1 Adjungierte Abbildung

Zu jedem Endomorphismus a € End()) gibt es einen eindeutigen Endomorphismus, den wir
a® nennen, fiir den gilt:

o(V,a(W)) = @(a™(V), W)

Also so eine Art Quasivertauschbarkeit: Entweder o mit dem einen oder a®* mit dem anderen
Vektor liefert selbes Skalarprodukt.
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Man nennt a?? die zu o adjungierte Abbildung. Wie rechnet man die aus? Es ist beziiglich
einer Basis B:

B(aad)B _ (B(I)B)_l(BOzB)g(I)B

Hier sieht man auch, warum ON-Basen so schon sind. Bei denen ist ja g®Z = I,,, also gilt in
diesem Fall

B(aad)B _

(BaB)tr

5.2 Selbstadjungierte Abbildungen

Ist a® = o, dann spricht man von einer selbstadjungierten oder symmetrischen Abbildung.
Wichtig: Das heifft noch lange nicht, dass auch die Abbildungsmatrix symmetrisch ist. Das
héngt immer mit Basis und Skalarprodukt zusammen! Unter anderem fiir ON-Basen hat eine
selbstadjungierte Abbildung eine symmetrische Abbildungsmatrix.

e Selbstadjungiert bedeutet kurz und biindig: ®(a(V), W) = &(V, a(W))

Die selbstadjungierten Endomorphismen von V bilden einen n’4n_dimensionalen Teilraum

2
von End(V).

Ist a irgend ein Endomorphismus, so ist 3 (a + a®?) selbstadjungiert!

Jede Orthogonalprojektion ist selbstadjungiert

Jede selbstadjungierte Projektion ist orthogonal

Selbstadjungierte Abbildungen und Bilinearformen: Hat man eine selbstadjungierte
Abbildung, so kann man eine symmetrische Bilinearform bilden durch

Do (V, W) = &(V,a(W))

Aufserdem kann jede symmetrische Bilinearform WU als ein ®,, fiir ein eindeutiges selbstadjun-
giertes a dargestellt werden. Es ist

B(DaB =B q)B B OéB

Auch hier liefern die ON-Basen etwas einfacher p®2 =5 o5,

Sucht man jetzt eine Basis, fiir die sowohl « als auch &, eine ,schéne” Abbildungsmatrix
haben muss man beachten, dass man ja die Basen bei Bilinearformen und Abbildungen anders
transformiert!

Orthogonale Matrizen Eine Matrix heifft Orthogonal, wenn ihr Inverses gleich ihrem Trans-
ponierten ist. Wichtig: Die Basistransformationsmatrix zwischen zwei ON-Basen ist orthogonal.

5.3 Spektralsatz und Hauptachsentransformation

Ist « selbstadjungiert, dann gibt es eine ON-Basis aus Eigenvektoren. Was ist fiir eine Haupt-
achsentransformation also zu tun?

1. Priifen, ob « selbstadjungiert ist.
2. Minimalpolynom ausrechnen. Es wird komplett in Linearfaktoren zerfallen!
3. Durch das Minimalpolynom bekommen wir die Eigenwerte.

4. Nun rechnen wir die Eigenrdume aus. Diese miissen ja nicht zwangsldufig eindimensional
sein.

5. Dann bildet man fiir jeden Eigenraum eine ON-Basis und erhilt so eine Basis fiir ganz V.
Diese ist automatisch schon eine ON-Basis!
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Hier noch zwei schéne Sachen:

e Sind «a, f Endomorphismen von V und gilt o § = o a dann ist jeder Eigenraum von «
invariant unter 5 (und umgekehrt). Es gilt also

B(Ea(a)) C Ea(a)

e Man nennt eine Abbildung « positiv definit, wenn alle ihre Eigenwerte positiv sind.

e Zu einer positiv definiten Abbildung « gibt es genau eine positiv definite Abbildung ~
mit 42 = . Man kann also aus positiv definiten Matrizen die Wurzel ziehen. Dies geht,
indem man « diagonalisiert, aus jedem Diagonaleintrag die Wurzel zieht und dann die
Basistransformation wieder riickgéngig macht.

Nun ein paar Definitionen:

e Ist oo = aoa® dann nennt man « normal

e Ist o o = Idy nennt man a orthogonal. Die orthogonalen Abbildungen bezeichnet
man auch mit O(V, ®) und nennt sie orthogonale Gruppe von V.

o Ist *® = — nennt man a schiefsymmetrisch

Wichtig auch hier: Diese Eigenschaften miissen nicht zwangsldufig auch auf die Abbildungs-
matrizen zutreffen. In der Regel ist es nur beim Standardskalarprodukt oder Vielfachen davon
so!

Aufserdem wichtig: Alle selbstadjungierten, orthogonalen und schiefsymmetrischen Abbildungen
sind gleichzeitig auch normal.

Noch etwas:

e Jede Abbildung kann eindeutig als Summe einer symmetrischen und schiefsymmetrischen
Abbildung dargestellt werden: & = sym + Qschies

o agym = 3(a+a?)
_1 d

® Oschief = §(Oé —a“ )

e « ist genau dann normal, falls

Qsym © Aschief = Uschief © Olsym

e « ist genau dann orthogonal, wenn
(a(V),a(W)) = 2(V, W)
Es reicht, diese Bedingung fiir alle Basisvektoren zu priifen. Also:

(BaB)rgBBLB = B

e Bei der Anwendung von orthogonalen Abbildungen &ndert sich die Lange eines Vektors
nicht!

e Wendet man eine orthogonale Abbildung auf zwei Vektoren an, &dndert sich der Winkel
zwischen diesen Vektoren nicht!
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Die orthogonalen Transformationen im 2-dimensionalen Raum Es gibt im R? genau
zwei verschiedene orthogonale Transformationen. Wir betrachten sie beziiglich einer ON-Basis
B:

1. Die Drehung. Sie hat eine Abbildungsmatrix der Form

B B _ ( cos(v) —sin(v) )

sin(v)  cos(v)
Dabei ist v der Drehwinkel

2. Die Spiegelung. Sie hat eine Abbildungsmatrix der Form

ByB _ < cos(v)  sin(v) )

sin(v) —cos(v)

Dabei ist v der doppelte Winkel der Spiegelungsgeraden. Bei einer Spiegelung im R? ist
die Spur der Abbildungsmatrix immer Null!

Jeder andere normale Abbildung mit irreduziblem Minimalpolynom lasst sich im R2 eindeutig
als positives Vielfaches einer orthogonalen Drehung schreiben!

Die Normalform fiir normale Abbildungen: Zwar bekommt man bei normalen Endo-
morphismen keine Eigenvektorbasis, doch auch hier gibt es eine Normalform. Zuvor:

Jede normale Projektion ist bereits selbstadjungiert!

Nun zur Normalform:

Ist a € End(V) normal. Dann ist das Minimalpolynom i, (x) von « vielfachheitenfrei. Im R?
sind die Faktoren also entweder vom Grad 1 oder 2. Dann ist

pa(X) =[] —¢) [J((x — a)® + b))
j 1

Dann gibt es eine ONBasis B von V, so dass Za®

blocken ¢; € R und

ap —bl
bl aj

Wie kann man am Minimalpolynom noch etwas mehr ablesen?

eine Blockdiagonalmatrix ist mit Diagonal-

e Hat man keine Faktoren von Grad 2, ist « selbstadjungiert...

e Sind alle Diagonalblécke von der Form < 0 b

b 0 ), also alle ¢; = 0,a; = 0, so ist o
l

schiefsymmetrisch

e Wenn alle ¢; = 1 und alle aj + b7 = 1 sind dann ist a orthogonal.

Beispiel: Im ganzen Skript gibt es kein Beispiel dazu und auch in den Ubungsblittern nicht.
Also hier mal ein Beispiel, wie man mit einer normalen Abbildung umgeht!

Sei B eine ON-Basis des Euklidischen Vektorraumes. Unser Skalarprodukt sei das Standards-
kalarprodukt. Gegeben ist die Abbildung a durch

2 1 -1
BaB=| =1 2 0
1 0 2

Aufgabe: Bestimme die Normalform fiir diese Abbildung. Dass a normal ist kénnen wir anneh-
men, denn wir haben eine ON-Basis und das Standardskalarprodukt und die Matrix hat einen
schiefsymmetrischen Anteil, aber die Diagonale ist nicht 0.
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. Zuerst bestimmen wir das Minimalpolynom von «. Wie das geht wurde ausfiihrlich be-
schrieben, deswegen iiberspringe ich diesen Schritt...

o =23 — 622 + 147 — 12
. Eine Nullstelle davon ist 2, was man durch Ausprobieren der Teiler von 12 herausfindet.

. Eine Polynomdivision liefert s, = (z—2)(2?+4—x+6). Den quadratischen Term bringen
wir durch quadratische Erginzung auf die folgende Form p, = (z — 2)((x — 2)? + 2).

. Damit kénnen wir schon sagen, wie unsere Abbildungsmatrix aussehen wird, fiir eine
geeignete Basis:

2 0 0
Caf = 0 2 =2
0 vV2 2

. Wir bestimmen zunéchst den Eigenraum von 2, also Kern(a — 21d,):

0 1 —1]0 10 010 0
10 0]0]|=>[01 -1]0 | =E.2)=]0ua
1 0 010 00 1]|a a

Also ganz normales Losen eines LGS. Als ersten Basisvektor nehmen wir also C; =
0

1
\/; , denn wir wollen ja eine ON-Basis.
1

2

. Als niichstes bestimmen wir einen Vektor fiir ((z —2)? 4 2) und setzen dazu einen Vektor
in (z —2) ein:
0

)= -1
1

a(( 0 ]) - 21dy(

OO =
o O =

0
Normiert ergibt das Cy = % -1
1

. Als néchstes miissen wir einen dazu senkrechten Vektor bestimmen der aus < Cs, a(C3)
stammt. Dazu berechnen wir zunichst

0 -2
all -1 )= -2
1 2

Dann stellen wir die Bedingung fiir die Orthogonalitét auf:
Cg :CLCQ-FOZ(CQ), CI)(CQ,Cg) =0
Mit dem schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren erhalten wir (siche oben!)

_ T2 a%)) _ 4

= -2
O(Cy, Cy) 2
Also

-2

C3 = —-20C5 + Oé(CQ) = 0

0
1
Den normalisieren wir noch und erhalten C3 = | 0
0
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9. Man muss nur noch schauen, ob das Vorzeichen von Cs zu unserer Abbildungsmatrix
passt. Dazu stellen wir fest, dass nach unserer Abbildungsmatrix gilt:

0 1 2
a(Cs) = =20, +2C5 = —V2 | 7 | +2[0] = 1
% 0 ~1

Das passt aber nicht zu der Version der Abbildungsmatrix Za? also ersetzen wir Cs durch

—Cy
10. Nun ist unsere Basis komplett, es ist
L [0 0 —V2

By C
145 = — -
V21 1 o

—_
—_
o

Die Inverse davon ist - da es sich ja um ON-Basen handelt, deren Transformationsmatrizen ja
orthogonal sind - gleichzeitig auch die Transponierte!

Polarzerlegung Als letztes noch ein kleiner Satz: Ist 5 ein invertierbarer Endomorphismus
auf V, dann gibt es eine eindeutige positiv definite Abbildung v € O(V, ®) und ein eindeutiges
symmetrisches positiv definites € End(V) mit § = a0 7.

Hort sich kompliziert an, sagt im Grunde nur aus, dass man eine Abbildung zerlegen kann in
eine orthogonale und eine symmetrische Transformation. Wie zerlegt man so eine Abbildung?

1. Sei 232 =: B. Dann ist B = Ag mit A symmetrisch positiv definit und g orthogonal.

2. Dann ist BB = (Ag)(Ag)"" = Agg'" A" = Agg—' A = A2. Dabei nutzen wir aus, dass A
symmetrisch ist und g orthogonal!

3. Wir miissen also die eindeutige positiv definite Wurzel aus BB'" ziehen und erhalten dann
A. Wie das geht wurde weiter oben erklért!

4. Kennen wir A, kénnen wir wegen B = Ag <= A~'B = g auch g bestimmen

6 Linearformen

Im Grunde ist eine Linearform nichts anderes als eine lineare Abbildung, deren Wertebereich
der Grundkérper ist, also z.B. vom R**® in den R.

Auch lineare Abbildungen kann man als Vektoren betrachten. Den Vektorraum der Linearfor-
men auf V bezeichnet man mit V* und nennt ihn den Dualraum von V.

e Denkt man sich die Vektoren des V' als Spalten mit n Zeilen, dann kann man sich alle
Linearformen von V), also die Elemente von V* als Zeilen mit n Spalten denken.

e Es gilt Dim(V*) = Dim(V)

e Man kann eine Basis B* des Dualraumes bilden, die die Eigenschaft hat, dass B} (B;) = d;;
gilt. Man nennt sie Dualbasis zu B.

e Mit hilfe der Dualbasis kann man die Koeffizienzen der Linearkombination eines beliebigen
Vektors ausrechnen:

X:alBl+ang+—|—aan:Bi‘(X)Bl++B*

n

(X)Bn)

e Man kann umgekehrt auch zu jeder Basis D des Dualraumes eine Basis B des Vektorrau-
mes finden, so dass D die Dualbasis zu B ist.
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e Steht nicht im Skript, wurde aber in der Diskussion schon verwendet: Ist ¢ € V*, dann
gilt:

@ = p(B1)B] + ¢(B2)B3 + --- + @(B,)B,,

Man kann also auch die Koeffizienten einer Linearform ausrechnen, wenn man ihre Werte
fiir die Basisvektoren kennt.

e Allgemein: Bilden die Spalten von A € K"*" eine Basis B von K"*! - also eine Basis
eines n-dimensionalen Vektorraumes - dann sind die Zeilen der Inversen Matrix A1 die
Dualbasis von B

Das Bestimmen einer Dualbasis ist also nichts anderes als das Bestimmen einer inversen Matrix,
wie man im nichsten Abschnitt sieht:

Basistransformation bei Linearformen
e O 1dE = (Brd$)t
o 1ag = ((P1ag)n)

e Ab und zu ganz praktisch: Fir A € GL(n, K) - also A als n x n Matrix, die invertierbar
ist - gilt:

(Afl)tr —_ (Atr)fl

Transponieren und Invertieren ist also vertauschbar!

6.1 Der Annihilator
Definition: Ist U/ ein Teilraum des Vektorraumes V), dann sei:
Ut = {p eV p(X)=0vX cU}

Man nennt &+ den Annihilator von /. In Worten ist der Annihilator die Menge aller Line-
arformen auf V, welche jeden Vektor aus dem Teilraum U/ auf 0 abbildet. Der Annihilator von
{0} z.B. ist der ganze V*, weil jede lineare Abbildung den Nullvektor auf 0 abbildet.

e Der Annihilator eines Teilraumes von V ist ein Teilraum von V*
e Die Abbildung *, die jedem Teilraum von I/ ihren Annihilator A+ zuordnet ist bijektiv

e Sind U/ und 7 Teilriume von V dann gilt: Y C 7 <= 7+ C U*. Eine Abbildung, die
diesen und den vorherigen Punkt erfiillt nennt man auch Galoiskorrespondenz

e Da L also bijektiv ist existiert eine inverse Abbildung, die wir mit T bezeichnen:

Ist U Teilraum von V* (diesmal also ein Teilraum der Linearformen!) so sei
UT = {X eVp(X)=0VpeclU

Also die Menge aller Vektoren von V, die im Kern jeder Linearform aus U liegen!
e Firt <V: Dim(U)+ Dim(U*) = Dim(V)
o UF =V Yt
e Fiirt/ <V*: DimU)+ DimU ") = Dim(V)
e U+T)Y =UrNTH
e UNT)r =U++T+

Wie rechnet man den Annihilator aus? Man benutzt die Beziehung U* = V/Z/{L:
Gegeben: Teilraum U von V. Gesucht: Basis von *.
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1. Bilde eine Basis By,...,Bg von U
2. Erginze die Basis mit Bgy1,..., B, zu einer Basis von V.
3. Bilde die Dualbasis B* zu dieser Basis.
4. Die Bj ..., B}, bilden eine Basis von u+t
Umgekehrt kann man zu einem Teilraum ¢/ von V* nun U | ausrechnen:
1. Bild eine Basis BY,..., B} von U
2. Ergénze sie mit B, ,,..., B}, zu einer Basis von V*
3. Finde die Basis B, so dass B* dual dazu ist.
4. Die Byyq, ..., B, bilden die Basis von ur

6.2 Transponierte lineare Abbildung
Fiir a: V — W linear heifit
QW SV s doa
die zu « transponierte lineare Abbildung.
e o!" ist linear
e Sind B € V" und C € W™ Basen von V bzw. W so gilt:
B" (ot")C" = (CaB)tr

(67

e Sehr wichtig:

(Kern(a))* = Bild(a!") (Bild(a))* = Kern(a'")

o Auch wichtig:

Kokern(a'") 2 (Kern(a))* Kern(a'") = Kokern(a))*

Es gelten ein paar Dualitéten:
e o'" ist injektiv genau dann, wenn « surjektiv ist.
e o'" ist surjektiv genau dann, wenn « injektiv ist.

° (ﬂoa)tr — atr OﬂtT

6.3 Bilineare Paarung

Sei IT : W x V «— K eine bilineare Abbildung. Man nennt IT Paarung falls die folgenden zwei
Bedingungen gelten:

V= {X e WII(X,Y) =0VY € V} = {0}

WT={Y e VII(X,Y) =0V X € W} = {0}

Also: Nur der Nullvektor darf bei jedem anderem Vektor zusammen mit II Null ergeben. Ein
Beispiel hierfiir ist das Skalarprodukt eines Euklidischen Vektorraumes!
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Die Standardpaarung: Die gepaarten Ridume koénnen auch Raum und Dualraum sein. Man
nennt

Mg : V" xV = K : (¢, X) — ¢(X)

die Standardpaarung. Klar: Die Abbildung, die jedes X € V auf 0 abbildet ist die Nullabbildung
und der einzige Vektor € V, die von jeder Abbildung € V* auf 0 abgebildet wird ist der
Nullvektor, also liegt eine Paarung vor.

Zusatzbemerkungen dazu: Ist « eine lineare Abbildung von W nach V*, dann kann man
die Standardpaarung erweitern durch die Definition

Hsta := WXV = K: (W, V) = (a(W))(V) = (a«(W),V)

Dabei liefert a(W) eine Abbildung, die einen Vektor aus W auf eine Linearform auf V abbildet!
Man darf sich nicht davon verwirren lassen dass hier eine Abbildung als Ergebnis wieder eine
Abbildung liefert...
Die Zuordnung « — Il o ist bijektiv und linear. Sie ordnet einer Abbildung, die einen Vektor
aus W auf eine Linearform auf V abbildet eine Bilinearform auf W und V zu!
Auch so einer Bilinearform kann man eine Grammatrix zuordnen, « ®Z. Dabei stehen auch hier
in den Eintrégen der Matrix ®;; die Werte von ®(C;, B;).
Es gilt

CHﬁ,a _ (B*aC)tr
Hat man nun so eine Grammatrix «®” gegeben und soll entscheiden, ob dadurch eine Paarung
beschrieben wird, so rechnet man Kern(c®?) und Kern((c®?)*") aus. Sind beide Kerne {0},
so liegt eine bilineare Paarung vor.
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