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1 Es seienK ein Körper,V undW endlich-erzeugte VektorräumeüberK undϕ : V → W eineK-
lineare Abbildung. In dieser Aufgabe steht das Wort

”
Basis“ immer f̈ur

”
geordnete Basis“. Welche

der folgenden Aussagen sind richtig?

Wenn f̈ur jede Basis(b1, . . . , bn) von V gilt, dass(ϕ(b1), . . . , ϕ(bn)) eine
Basis vonW ist, dann istϕ ein Isomorphismus.

© Ja /© Nein

Ist (b1, b2, b3) eine Basis von V und ϕ surjektiv, dann ist
(ϕ(b1), ϕ(b2), ϕ(b3)) eine Basis vonW .

© Ja /© Nein

Sindb1 undb2 in V und ist(ϕ(b1), ϕ(b2)) linear unabḧangig, dann ist(b1, b2)
linear unabḧangig.

© Ja /© Nein

Sindb1 undb2 in V und ist(b1, b2) linear unabḧangig undϕ injektiv, dann
ist (ϕ(b1), ϕ(b2)) linear unabḧangig.

© Ja /© Nein

Wennϕ injektiv ist, dann istdimV ≤ dimW . © Ja /© Nein

2 Sind die folgenden Teilmengen der angegebenenR-Vektorr̈aume linear unabḧangig?

{1, π} ⊆ R © Ja /© Nein

{g} ∪ {fi | i ∈ N} ⊆ RN, wobeig(n) = 1 für allen ∈ N, fi(i) = 1 für
i ∈ N undfi(n) = 0 für i, n ∈ N, i 6= n.

© Ja /© Nein

{(−1, 0, 0)} ⊆ R1×3 © Ja /© Nein

{(2, 2, 2), (1, 1, 0), (0, 0, 3)} ⊆ R1×3 © Ja /© Nein

{x 7→ sin(3x), x 7→ sin(5x), x 7→ sin(7x)} ⊆ C∞(R) © Ja /© Nein

3 Es seienK ein Körper undϕ : V → W undψ : W → V lineare Abbildungen zwischen den
K-Vektorr̈aumenV undW . Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

Kern (ψ ◦ ϕ) ⊆ Kernψ © Ja /© Nein

Bild ϕ ⊆ Bild (ψ ◦ ϕ) © Ja /© Nein

Kern (ψ ◦ ϕ) = Bild (ϕ ◦ ψ) © Ja /© Nein

Bild ψ ⊆ Bild (ψ ◦ ϕ) © Ja /© Nein

Kernϕ ⊆ Kern (ψ ◦ ϕ) © Ja /© Nein

4 SeiV ein endlich-erzeugter Vektorraum undX ⊆ Y ⊆ V . Dann gilt:

WennX eine Basis von〈X〉 ist, so gibt es eine TeilmengeY ′ ⊆ Y mit
X ⊆ Y ′, die eine Basis von〈Y 〉 ist.

© Ja /© Nein

IstX linear unabḧangig, so ist auchY linear unabḧangig. © Ja /© Nein

IstX ein Erzeugendensystem vonV , so ist auchY ein Erzeugendensystem
vonV .

© Ja /© Nein

IstX eine Basis vonV , so ist auchY eine Basis vonV . © Ja /© Nein

IstX linear abḧangig, so ist auchY linear abḧangig. © Ja /© Nein

Die folgenden Aufgaben sind schriftlich zu bearbeiten.



5 Es seiK ein Körper undV ein endlich-erzeugterK-Vektorraum.

(i) Zeigen Sie, dass jedes endliche Erzeugendensystem{v1, v2, . . . , vn} ⊆ V von V eine Teil-
menge besitzt, die eine Basis vonV ist.

(ii) Geben Sie ein Verfahren (Algorithmus) an, mit dem explizit aus einemn-Tupel von Zeilen
ausK1×m eine Basis des Raums gewählt werden kann, der von den Zeilen aufgespannt wird.

(iii) Sei nunK = Q. Wählen Sie aus der Menge

M := {(1, 0, 3, 2, 1), (3, 2,−1,−2, 1), (1, 2,−7,−6,−1), (2, 2, 2, 2, 2)} ⊆ Q1×5

eine Teilmenge aus, die eine Basis von〈M〉 ist.

6 Es seiK ein Körper undV ein endlich-erzeugterK-Vektorraum. Weiter seienU undW Unter-
vektorr̈aume vonV . Zeigen Sie:

(i) Es gilt U ∩ W = {0} und U + W = V genau dann, wenn für jede geordne-
te Basis(u1, . . . , uk) von U und jede geordnete Basis(w1, . . . , wm) von W das Tupel
(u1, . . . , uk, w1, . . . , wm) eine geordnete Basis vonV ist.

(ii) Es gilt:
dimK(U +W ) = dimK U + dimKW − dimK(U ∩W ).

Hinweis: Zählen Sie Vektoren in geeigneten Basen.

Abgabe bis sp̈atestens am Freitag, dem 14. Dezember 2001, um 12 Uhr im Zettelkasten am Lehrstuhl D für
Mathematik.


