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1 Entscheiden Sie jeweils, ob die angegebene Abbildung zwischen denK-Vektorr̈aumenV undW
linear ist.

K := R, V := RR,W := RR, ϕ : f 7→ f − f © Ja /© Nein

K := Q, V := Q,W := Q, ϕ : x 7→ 3x © Ja /© Nein

K := F2, V := F2,W := F2, ϕ : x 7→ x2 © Ja /© Nein

K := R, V := R1×2,W := R, ϕ : (x1, x2) 7→ x1 + x2 © Ja /© Nein

K := R, V := K2×3,W := K1×3, ϕ : M 7→ (1, 2) ·M © Ja /© Nein

2 Welche der folgenden Aussagenüber lineare Abbildungen sind wahr?

Es gibt eine Abbildungϕ : F2 → F2, die keinF2-Homomorphismus ist. © Ja /© Nein

Ist die Verkettung zweier Abbildungen zwischenK-Vektorr̈aumen linear,
dann ist mindestens eine der beiden Abbildungen linear.

© Ja /© Nein

JederR-Homomorphismus vonR nachR2 ist injektiv. © Ja /© Nein

Es gibt zwei lineare Abbildungen, deren Verkettung zwar definiert aber
nicht linear ist.

© Ja /© Nein

Die Umkehrabbildung einer bijektiven linearen Abbildung ist linear. © Ja /© Nein

3 Es seienA undB Matrizenüber einem K̈orperK, so dassA ·B definiert ist. Welche der folgenden
Aussagen sind wahr?

Die Zeilen vonA ·B sind Linearkombinationen der Zeilen vonB. © Ja /© Nein

Es giltA ·Bt = (B · At)t, falls die rechte Seite definiert ist. © Ja /© Nein

SindA undB in GLn(K), dann giltA · (At ·Bt) · (A−1 ·B−1)t = A. © Ja /© Nein

Jede Zeile vonA ·B liegt im Zeilenraum vonB. © Ja /© Nein

Die Spalten vonA ·B sind Linearkombinationen der Spalten vonA. © Ja /© Nein

4 Welche der folgenden Mengen sind Untervektorräume in den jeweils angegebenenR-
Vektorr̈aumen?

U := {A ∈ Rn×n | A = At} ⊆ Rn×n © Ja /© Nein

U :=
{
f ∈ RR | f ist beschr̈ankt

}
⊆ RR © Ja /© Nein

U := {(aij) ∈ R3×4 | a11 + a12 = 0} ⊆ R3×4 © Ja /© Nein

U := {(aij) ∈ R4×3 | a11 · a22 = 0} ⊆ R4×3 © Ja /© Nein

U :=
{
f ∈ RR | f ist monoton

}
⊆ RR © Ja /© Nein

Die folgenden Aufgaben sind schriftlich zu bearbeiten.

5 Es seienK ein Körper undM undN zwei Matrizen ausKm×n. Zeigen Sie:

(i) WennN ausM durch elementare Zeilenumformungen hervorgeht, dann ist der Zeilenraum
vonM gleich dem Zeilenraum vonN .

(ii) WennM in Zeilenstufenform ist undN ausM hervorgeht, indem eine Zeile, in der nicht
nur Nullen stehen, mit0 multipliziert wird, dann ist der Zeilenraum vonM verschieden vom
Zeilenraum vonN .



6 SeiK ein Körper. Wir betrachten die MengeKN0 der Abbildungen vonN0 nachK. Fürf, g ∈ KN0

unda ∈ K definieren wir:

f + g : N0 −→ K, n 7→ f(n) + g(n)

a · f : N0 −→ K, n 7→ af(n)

Wir bezeichnen mitK(N0) die Teilmenge der Abbildungenf ∈ KN0, für die es nur endlich viele
n ∈ N0 mit f(n) 6= 0 gibt.
Schließlich definieren wir f̈ur f, g ∈ K(N0) die Verkn̈upfungf ? g ∈ K(N0), so dass f̈ur n ∈ N0 gilt
(f ? g)(n) =

∑
a,b∈N0,a+b=n f(a)g(b).

(i) Zeigen Sie, dassKN0 bez̈uglich der oben angegebenen Addition und Skalarmultiplikation
einK-Vektorraum ist.

(ii) Zeigen Sie, dassK(N0) ein Untervektorraum vonKN0 ist, der nicht von endlich vielen Ele-
menten erzeugt wird.

(iii) Zeigen Sie, dass? tats̈achlich eine Verkn̈upfung aufK(N0) definiert. F̈ur welches Element,
das wir mitX0 bezeichnen wollen, giltX0 ? f = f für allef ∈ K(N0)?

(iv) SeiX : N0 −→ K die Abbildung mit1 7→ 1 undn 7→ 0 für n 6= 1. Beginnend mit dem
ElementX0 aus Teil (iii) definieren wirX i ∈ K(N0) rekursiv alsX i−1 ?X für i > 0. Zeigen
Sie, dass jedesf ∈ K(N0) eine eindeutige Linearkombination von(X0, X1, . . . , Xn) für ein
geeignetesn ∈ N0 ist.

(v) Zeigen Sie, dass(K(N0),+, ?) ein Ring ist.

Anmerkung: Der RingK(N0) wird oft mit K[X] bezeichnet und heißtPolynomringüberK.

Abgabe bis sp̈atestens am Freitag, dem 7. Dezember 2001, um 12 Uhr im Zettelkasten am Lehrstuhl D für
Mathematik.


