Ubungsblatt Nr. 14, Lineare Algebra I, WS 2001, Prof. Dr. G. HiR

Fur Matrikelnummer: 100000

1 | Es seiK ein Korper undA € K™*™ eine Matrix. Mit Polynomen sind in dieser Aufgabe immer
Polynomeliber K gemeint. Sind die folgenden Aussagen wahr?

Das Minimalpolynom einer Matrix zeiflt in Linearfaktoren. (OJda/l O Nein

Jedes normierte Polynom vom Grad@er oder gleich ist Minimalpoly- | (O Ja/ () Nein
nom einer Matrix.

Das Minimalpolynom der Einheitsmatrix isf — 1. (OJa/l O Nein
Das Minimalpolynom der Nullmatrix ist das konstante Polynom (OJal O Nein
Ist X? — X das Minimalpolynom vom, dann istA diagonalisierbar. (OJda/l (O Nein

2 | Es seiK ein Korper undA € K™ eine Matrix. Mit Polynomen sind in dieser Aufgabe immer
Polynomelber K gemeint. Sind die folgenden Aussagen wahr?

Ist K = C und A* = E,,, dann istA diagonalisierbar. (OJa/l (O Nein
Falls A und A? linear abkingig sind, dann isti diagonalisierbar. (OJal O Nein
Das charakteristische Polynom vdrist ein Teiler des Minimalpolynoms| (O Ja/ () Nein
Ist A2 = A, dann istA diagonalisierbar. (OJda/l O Nein
Jedes Polynom ist charakteristisches Polynom einer Matrix. (OJda/ O Nein

3 | Beantworten Sie die folgenden Frag#ver Bilinearformen.

Eine Bilinearform(-, -) : R™ x R" — R heif3tnicht ausgeartetfalls es zu| () Ja/ () Nein
jedem0 # v € R" einw € R" gibt mit (v,w) # 0. Gibtes firn = 2
nicht ausgeartete Bilinearformen, so dassjédesy € R? die Gleichung

(v,v) = 0 gilt?

Bilden die Sesquilinearformen aGf* einenC-Vektoraum der Dimension () Ja/ () Nein
2n?.

Gibt es injektive Bilinearformen? (OJal O Nein
Ist fur v € C" die AbbildungC" — C, w — (w, v) linear? (OJa/ O Nein

Besteht das Bild des Standard-Skalarproduktes< R* — R genau aus () Ja/ () Nein
den nicht-negativen reellen Zahlen?

4 | Tragen Sie die gefragten Zahlen in die vorgesehenen Felder ein.

Wieviele MatrizenM € F}>* haben ein Minimalpolynom vom Grad 1?
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SeiM = € Q**4, Teilen Sie das charakteri
—32 8 18 4

48 —12 —-24 —4
stische Polynom vod/ durch das Minimalpolynom vo/ und geben sie
eine Nullstelle des Ergebnisses an.

1 2 3
SeiM =] 4 5 6 | €R¥*3. Wievielea € R gibt es, so dass der Rang

789
vonaFEs — M kleiner als drei ist?

Wieviele Matrizen)M ¢ F2*? haben genau zwei Eigenwertelig?




1 2/3 -1
SeiM =] 2 -2 1/2 | € Q*3. Setzen Sig@ € Q in das charakteri

1 1 1
stische Polynom voi/ ein und geben Sie das (gekte) Ergebnis an.

Die folgenden Aufgaben sind schriftlich zu bearbeiten.

5 | Es seiK ein Korper,n € Nund A € K™*" eine Matrix. Mitx4 € K[X]| sei das charakteristische
Polynom vonA bezeichnet. Zeigen Sie:

(i) Wenna € K istund die Dimension dim(V (a, A)) = m fur einm € N mitm > 1ist, dann
gilt (X —a)™ | xa.

(i) Die Matrix A ist genau dann diagonalisierbar, wegpn in Linearfaktoren ze#llt und fur

alle Nullstellena von x 4 gilt, dass die Dimension diga(V (a, A)) gleich der Vielfachheit
von a als Nullstelle vony 4 ist.

6 | EsseiK = RoderK = CundV ein K-Vektorraum. Weiter sef : V xV — K ein Skalarprodukt
aufV. Zeigen Sie:

() EsqitG(v+ v v +0)+ v —2v,v—=2")=2-(B(v,v) + (v, 0)) fur allev,v" € V.
(i) Ist K =R, so giltf(v,v') = 5 (B(v + v, v+ ) — B(v,v) — B(v/,0)) fur allev,v’ € V.

3
(iii) Ist K = C, soqiltB(v,v') =1 > i*- B (v+i* v/, v+ i) furallev,v’ € V.
k=0

(iv) Ist (vy,...,v,) eine Basis voiv, fur die3(v;, vy) = d; (Kronecker-Delta)ifir1 < j. k <n
gilt, dann gilt:

n

v = Zﬂ(v,vk) - Vg furalle veV.
k=1

Bemerkung: Die Formel in (i) wird Parallelogrammidentitat und die Formeln in (ii) und (iii)
werdenPolarisationsidentitat genannt.

Was hat die Formel in (i) mit Parallelogrammen zu tun?

Abgabe bis satestens am Freitag, dem 8. Februar 2002, um 12 Uhr im Zettelkasten am Lehrsiiuh

Mathematik.
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