Lineare Algebra

Zusammenfassung fur die Vordiplomsklausur WS 01 / 02

§ 2 Abbildungen

1.2 Definition

Seien M, N Mengen,
eine Abbildung f von M nach N ist eine Vorschrift, die jedem x € M genau ein
Element f(x) € N zuordnet.

M heil3t Definitionsbereich von f
N heil3t Wertebereich (Bildbereich) von f

1.5 Definition
f: M — N Abbildung

Fiar X < M sei

fX):={f(x) | x e X}={y e N|9x e Xmity =f(x)} =N heil3t das Bild von X
FirY < N sei

1Y) :={x e M|f(x) e Y} =M heiltt das Urbild von Y

Die Mengen f~'({y}) =M, y e N heiRen die Fasern von f

f heil’t surjektiv, falls f(M) = N
[falls zu jedem y € N ein xe M existiert mit f(x) = y]

f heildt injektiv, falls gilt: sind x, X’ € M mit f(x) = f(x’) dannist x = X’
[falls gilt: sind x,x’e M mit x # X', dann ist f(x) = f(x’) ]

f heildt bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist

1.7 Definition

Seien f: M - N und g: L - M Abbildungen
Dann heif3t die Abbildung f° g : L — M, x— f° g(x) := f(g(x)) heil3t die Komposition
von f mit g.

f bijektiv < f besitzt eine Umkehrabbildung, d. h. es existiert
g:N—>Mmitg°f=idyundf°g=idy

Ist f bijektiv und g Umkehrabbildung von f, dann ist g durch f eindeutig bestimmt und
wird mit f~' bezeichnet.
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1.14 Definition
Eine Menge K heil3t Kérper (field) wenn zwei Abbildungen definiert sind:
+: KxK->K,(a,b)>a+b
«:KxK—>K,(a,b)>a-b
so dass gilt:
(1) (a+b)+c = a+(b+c) 8 a,b,c € K
(2)90 e Kmita+0=0+a,8aekK
(3)8a € Kexistiert—-ae Kmita+(-a)=0=-a+a
4)a+b=b+a88abekK
(5) (@*b)rc=a*(bec) 8a,b,ce K
6)91eK, 120mit1+a=a*1=a, 8aekK
(7)8aecK a209a'eKmitara'=1=a""*a
(8)a*b=bea, 8a,b eK
(9) a* (b+c) =ab + acund (atb)c =ac + bc 8 a,b,c € K

1.29 Bemerkung
(a) Ein homogenes LGS hat immer eine Losung (mind. eine), namlich |: | e K", diese

heifl3t auch die triviale Losung.

(b) Hat ein homogenes LGS weniger Gleichungen als Unbekannte (m < n), dann hat
es eine nichttriviale Losung.

§ 5 Aquivalenzrelationen
M Menge

1.33 Definition

(a) Eine Relation R auf M ist eine Teilmenge Rc M x M
Schreibweise: x Ry i< (x,y) € R
(b) Eine Relation R < M x M heilft
(R) reflexiv, falls (x,x) e R8 x e M
(S) symmetrisch, falls gilt: (x,y) e R=(y,x) e R
(A) antisymmetrisch, falls gilt: (x,y) e Rund (y,x) e R=>x=y
(T) transitiv, falls gilt: (x,y) e Rund (y,z) e R= (x,2) e R
(c) Eine Relation, die (R), (S), (T) erflllt heil3t Aquivalenzrelation
(d) Eine Relation, die (R), (A), (T) erfullt heil3t (Halb-) Ordnung.

1.35 Definition

Sei R eine Aquivalenzrelation auf M.
Firx € M hieBt C, :={y € M | x Ry } eine Aquivalenzklasse von R.

M / R := Menge der Aquivalenzklassen von R
(M/Rc Pot(M), M/R = ,M mod R%)
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1.37 Definition

Eine Partition von M ist eine Menge P von nichtleeren Teilmengen von M, die Teile
von P mit (P < Pot(M) ):

@M= JC (={xecM|esexistiert C c Pmitx < C})

CeP
(b) Sind C1, Cz e P mit C1 * Cz, dann ist C1 M C2 =3

1.38 Bemerkung

(a) Sei R eine Aquivalenzrelation auf M, dann gilt:
M / R ist eine Partition von M.

(b) (Umkehrung von (a)) Sei P eine Partition von M, dann existiert eine
Aquivalenzrelation Rauf M mitM /R = P.

1.40 Definition und Bemerkung

Sei R eine Aquivalenzrelation auf M

n:M—->M/R, x—>Cx

heil3t die zu R gehodrige kanonische (naturliche) Abbildung.

n ist surjektiv und ihre Fasern sind gerade die Aquivalenzklassen von R,

1.41 Bemerkung

Sei N eine Menge und f: M — N eine Abbildung.
Sei Rf Aquivalenzrelation, R x Ri X' < f(x) = f(x'),  Cx = ({f(x)})
und n: M— M/ R¢ die zugehorige kanonische Abbildung.

Dann existiert injektive Abbildung ,f: M/ Rf— Nmitf= f°n

Kapitel Il — Vektorraume und lineare Abbildungen

Eine Verkniipfung auf einer Menge M ist eine Abbildung M xM — M (z. B. +)
Eine algebraische Struktur, ist eine Menge M, auf der eine (oder mehrere)
Verknupfung(en) definiert ist (sind).

2.1 Definition

Eine Menge G heil3t Gruppe, wenn eine Verknipfung *: G x G — G, (x,y)—>Xx*y,
definiert ist, so dass gilt:

M (x*y)*z=x*(y*z) 8x,y,zeG

(2) Es existierte e Gmite *x=x*e =x 8xeG

(3) Fur alle x € G existiertxX’ e Gmitx*x' =e=x"*x

Gilt zusatzlich

4)x*y=y*x 8 X,y € G, dann heilt G abelsch (kommutativ)
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2.2 Bemerkung

Sei (G,*) eine Gruppe.

(@) Das Element e aus 2.1 (2) heil3t das neutrale Element von G (es ist eindeutig
bestimmt.)

(b) Seix e G. Das Element x’ aus 2.1 (3) ist durch x eindeutig bestimmt. Es heil3t
das zu x inverse Element.

(c) Ist G abelsch, dann schreiben wir oft + fur *, O fur e und —x fur X’

(d)  Oft schreiben wir G multiplikativ, d.h. « fiir * (oder nichts), 1 fiir e und x " fiir x’

2.4 Definition

Seien G, H Gruppen.
Eine Abbildung >: G — H heil3t (Gruppen-)Homomorphismus, wenn gilt:
5 (xy) =3(x) > (y)faralle x,y € G

Vejknijpfung Verknupfung
in G in H

Eine Homomorphismus > : G — H heil3t
Monomorphismus, wenn er injektiv ist,
Epimorphismus, wenn er surjektiv ist und
Isomorphismus, wenn er bijektiv ist

G und H heil3en isomorph, falls ein Isomorphismus > : G —» H existiert.
Schreibweise: Gz H

2.6 Definition

Sei (G,*) eine Gruppe, U c G
U heil’3t Untergruppe von G, geschrieben U e G, falls U beztiglich der Verknipfung *
von G selbst eine Gruppe ist.
(praziser: falls gilt: uv € U, uyvelU
Damit erhalten wir VerknUpfung auf (U,*): Ux U —» U, (u,v)>u-v
Verknupfung auf G—4
U soll bzgl. dieser Verknupfung eine Gruppe sein.)

2.8 Konvention

Sei (A,+) eine abelsche Gruppe,a € A, U,V c A
Dann schreiben wir:

atU:={atu|ueUlcA

U+V:i={u+v|ue U,veV}cA

2.9 Definition

Fur x,y € Z schreiben wir:
x=y(modn):&

xmodn=ymodn

Klar: = (mod n) ist Aquivalenzrelation

Fur x,y e Z qilt:
x+tnZ)+(ytnZ)=(x+ty)+nZ

Lineare Algebra, Zusammenfassung Vordiplomsklausur, WS 2001/2002
tobias.rick@diamond-productions.de www.diamond-productions.de




Bemerkung
Z InZ mit der VerknUpfung + aus 2.8 ist abelsche Gruppe mit genau n Elementen.

Die Abbildung I Z—>ZInZ,x—> xistein surjektiver Gruppenhomomorphismus.
(Z InZ ,+) heildt die Restklassengruppe modulo n

2.11 Definition

Eine Menge R heil’t Ring, wenn auf R zwei VerknUpfungen
+:RxR —> Rund *:RxR->R
definiert sind, so dass gilt:
(1)  (R,+)ist abelsche Gruppe
(2) (x*y)ez=x¢+(y*2) 8x,y,zeR
(83) Esexistiert1 e Rmit1ex=x*1=x 8 xe R
(4) Distributivgesetzte:
X(y+z)=xy+xz und (x+y)z =xz +yz, 8x,y,zeR
Gilt zusatzlich:
(5) xey=yx 8xyeR dann heil3t R kommutativ

2.12 Beispiele

(@) (Z, +, ) ist ein kommutativer Ring
(b)  Korper sind kommutative Ringe

2.13 Definition

Sei R ein Ring

(@) Ein Element x € R heil3t invertierbar (oder Einheit), wenn ein X’ € R existiert
mitxex =1=x*x
Ist1x € Rinvertierbar, dann ist x’ durch x eindeutig bestimmt und wir schreiben:
X =X,
R* := Menge der Einheiten von R

(b)  Sei S einRingund >: R — S Abbildung.
> heiRt Ringhomomorphismus, wenn gilt:

(1) > ist Gruppenhomomorphismus (R,+) —> (S,+)
(2()19) (X31/) =>(x) o(y)8xy eR
3 =

EinheiteninZ /n Z :
fir x e Z qilt:

X e (ZInZ ) < ggT(x,n)=1 (xund n sind teilerfremd)

2.16 Korollar
Sein+2
Z | nZ ist Korper < n ist Primzahl

Sei p eine Primzahl
®,, := Z In Z bezeichnet den endlichen Korper mit p Elementen
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2.18 Definition (Matrix — Arithmetik)

Sei R kommutativer Ring.

(@) FirA=(a) e R"*"sei A':= (g;) € R"*™ l1ejen,1eiem
A' heilt die Transponierte von A

(b) FirA=(aj)) e R"™*"undreRseirrA:=(rra))c R"*",1ejen,1eiem
(skalare Multiplikation von A mitr)

(c) FirA=(aj) e R"*"und B = (bj) e R"*"sei A +B := (g; + bj) € R™*"
die Summe von A und B

(d) FirA=(a)) e R"*™und B = (bj) e R"*"sei C = (c;) € R'*" definiert durch:

m
c.,=zaikbkj deiel, 1ejen
k=1

C =: A+ B =: A B heif3¢t das Produkt von A und B

AB ist nur definiert, falls die Anzahl der Spalten von A gleich der Anzahl der
Zeilen von B ist.

2.20 Definition

Sei R kommutativer Ring.

a

E) )e R™*" bezeichnet die Nullmatrix
dh.0=(a)) e R""*"mitaj=0 81eiem, 1ejen
(b)

Firn e NseiE,=(5;) e R"*", 1eijen

) 1 fallsi=j
mit &; = {0 sonst

En heil’t die n-reihige Einheitsmatrix

2.21 Satz

Sei R kommutativer Ring.

(a) Fir alle A, B, C e R™*" gilt:
(1) (A+B)+C=A+ (B+C)
(2)0+A=A=A+0, 0 e R™"
B)A+(-1HA=0=(-1)A+A 0 e R™"
(

4AA+B=B+A
(b)
(1) (A*B)*C=A+B+C), firalle Ae R*™ B e R"" C e R"*P
(2)EnA=A=AE, firalle A e R™*"
(3) (A+B)C =AC + BC, firalle ABe R*™ C e R™*"
AB+C)=AB+AC firalle A e R*™ B,C e R"*"
(4) r(s*A) = (rs)A furaller,s e R,A e R™*"
r(AB) = (rA)B = A(rB) fiiraller e R, A ¢ R"*™ B ¢ R™*"
(c)
(1) (AY)' = A, fiir alle A e R™*"
(2) (A+ ) A'+ B!, fir alle AB e R™*"
(3) (A+B)'=B'« Al fiiralle A € R™*™ B ¢ R™*"
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2.22 Korollar

Sein € N, R kommutativer Ring.
= R"*"ist ein Ring (bzgl. Matrix Addition und Multiplikation).
Die neutralen Elemente sind 0 (bzgl. +) und E, (bzgl. *)

2.23 Definition

Sei R kommutativer Ring, n € N

GLy(R) :={ A € R"*" | Ainvertierbar } = (R"*")*
GL,(R) ist Gruppe, die volle lineare Gruppe iiber R.
Es gilt:

A € GLy(R) = A' € GL,(R)und (AY ™' =(A7")!

§ 2 Vektorraume
Sei K ein Korper

2.25 Definition

Ein (K-) Vektorraum ( Vektorraum Uber K) ist eine abelsche Gruppe (V,+)
zusammen mit einer skalaren Multiplikation K x V — V, (a,v)— av, so dass gilt:
(V1) (atb)v=av+bv 8abeK, veV

(V2) a(v+tv)=avtav 8aekK, vv eV

(V3) a(bv)=(ab)v 8abekK, veV

(V4) 1v=v 8veV

Die Elemente eines K —VR’s heil3en Vektoren.

2.26 Bemerkungen

Sei V ein K-VR, dann gilt:

(@ 0O0-v=0 8veV (Nullvektor)

(b) a-<0=0 8aekK

() ~v=(T)v

(d)y (-a)v=-(av) 8aekK, veV

(e) Fireina e Kundv e Vgilt av=0<a=0o0derv=0

2.28 Definition

Sei Vein K-VRund W c V.

W heil’t K-Untervektorraum ( UVR) von V, geschrieben W o V, falls gilt:
(1)  Wist Untergruppe von (V,+)

2) aweW B8aeK weW

2.29 Bemerkung - Untervektorraumkriterium

Sei V ein K-VR, W c V. Dann gilt:

WeV o

(UVIYW =3

(UV2)w+w e W 8ww eW (W istabgeschlossen bzgl. +)
(UV3) aw e W 8aeK weW

(W ist abgeschlossen bzgl. der skalaren Multiplikation)
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2.31 Definition

Sei V ein K-VR.
(a)

Sei (v1,...,vn) €in n-Tupel von Vektoren aus V (d.h. vi € V, 1ejen).
Eine Linearkombination (L.K.) von (vi,...,vy) ist ein Element v € V der Form

V= Zaivi mit a; € K
i=1
(b)

Sei 3 #M c V. Wir setzen

<M>:={v € V| es existieren vy,...,v, € M, so dass v eine L.K. von (v,...,vp) ist }
Menge aller Linearkombinationen von n-Tupeln aus M (n beliebig).

Ist M = 3, dann setzen wir <M> := {0}

<M> heil’t das Erzeugnis von M in V

2.32 Satz

Sei V ein K-VR, M c V. Dann gilt:

(a) <M> eV

(b) IstWeV mitMcW, dann ist <M> e W
(<M> ist der kleinste UVR von V, der M enthalt)

2.33 Beispiele

(b)

Sei A = (aj) € K" mit
Zeilen z1,...,.zm € K'*" und
Spalten s;,...,sp € K™

Sind Xi,...,xn € K, dann ist
X, X &
A |: |eine L.K.von (s1,...,sn), namlich Al : =insi
i1

X X

n n

Sind y1,...,ym € K, dannist (y1,...,ym)*A eine L.K. von (z4,...,Zm),

namlich (y1,...,ym)*A = Zyizi .
i=l1

<{z1,...,zZm} >  K'*" heilkt der Zeilenraum von A
< {s1,...,Sn} > ¢ K" heilt der Spaltenraum von A
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2.34 Definition

Seien V, W K-VR, 5> : VW

(1) > heil3t lineare Abbildung (K-Homomorphismus), falls gilt:
@o>(v+Vv)=s(v)+>(V)8v,V eV

(b)>(av)=as(v) 8aekK veV

Homk(V,W) := {y :V>W | v linear }

(2) Fur W =V und > linear, heif’t > ein Endomorphismus.
Endk(V) := Homk(V,V)

(3) Sei > linear. Dann heil3t > ein
Monomorphismus, falls > injektiv,
Epimorphismus, falls > surjektiv,
Isomorphismus, falls > bijektiv

V und W heilden isomorph, geschrieben V = W, falls ein Isomorphismus vy : V>W
existiert.

2.36 Definition

Seien V, W K-VR, > € Homg(V,W)
(a) Kern>:={v e V|>(x) =0}, der Kern von >
(b) Bild > := {5 (v) | v € V}, das Bild von >

2.37 Bemerkung

Vorraussetzungen wie in 2.36, dann gilt:
(@)Kerns> eV
(b) Bild > ¢ W
(c) > injektiv < Kern > = {0}
(d) > surjektiv < Bild > =W
(e)SeiveVundw=5(v)=>"({w}) =v+Kermn>

(Faser von > zu w) A

2.38 Beispiele

(b) Sei A € K"*" b e K™. Dann gilt:
(1)  Kernsa={c € K"| As ¢ = 0} ist die Losungsmenge des homogenen LGS Ax=0
(2) Seic e K" eine Losung des LGS Ax=b.
Dann ist die Losungsmenge dieses LGS gleich c+ Kern >4
(3) Losbarkeitskriterium:
Die folgenden Aussagen sind aquivalent:
(i) Ax = b ist I6sbar
(i) b e Bild 55
(i) b e Spaltenraum von A
(iv)  Spaltenraum von A = Spaltenraum von (A,b)
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§ 3 Basis und Dimension
Sei K ein Korper, V ein K-VR

2.39 Definition !!!
(a)

Ein n-Tupel (v4,...,vn) mit vi € V heildt linear abhédngig (l.a.), wenn ay,...,ap € K

existieren mit (as,...,an) =0 € K'*" und Zaivi =0
i=1

Andernfalls heif3t (v4,...,vn) linear unabhéangig (l.u.)

(b)
M c V heil’t linear abh&ngig, wenn ein l.a. n-Tupel (v1,...,vn) existiert mit v; = v; fur
izjundvie M leien.

Andernfalls heil3t M linear unabhéngig.
Insbesondere ist 3 < V. u.

Schreibweise: <vq,...,vp>:= <{Vv1,...,vn}> = {Zaivi | mita; e K}
i=1

2.40 Bemerkung
Sei vq,...,vh e Vund seienM c Mc V
(@)

(1) O0eM=Mistla.
(2) M={VImitV=0= Mistl.u.
(8) Mla.= Mistl.a.
4) Mlu. = Mistlu.

(b (v4,...,vn) ist L.u. genau dann wenn gilt:

Sind as,....an € K mit Y, @;V; =0, dann ist a;=a,=...=a,=0.
i=1
(Der Nullvektor lasst sich nur auf die triviale Weise aus vy, ...,v, linear kombinieren)

(c) Die folgenden Aussagen sind aquivalent:
(1) (v1,...,vn) La
(2) Ex existiertig, 1 @ ip ® n mit vig € <v1,...,Vio-1,Vio+1,.-.,Vn>
(3) Es existiert ip, 1 ® ig @ n mit <v4,...,vy> = <V4,...,Vio-1,Vio+1,---,Vn™>

2.41 Definition
A e K™*"hat Spaltenstufenform, wenn A' Zeilenstufenform hat.
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2.42 Beispiele

(b) M

Sei A € K"*" eine Matrix in Zeilenstufenform, und seien zy, ...,z die von 0
verschiedenen Zeilen von A.

Dann ist (z4,...,z) l.u.

analog:
Die von 0 verschiedenen Spalten einer Matrix in Spaltenstufenform sind l.u.

Insbesondere sind die Zeilen und Spalten von Ej I.u.

2.43 Definition

SeiMc V,vyq,...vh e V
(a) M heil3t Erzeugendensystem von V, wenn V = <M> ist
(b) V heildt endlich erzeugt (e.e.), wenn V ein endliches Erzeugendensystem
besitzt.
(c) M heildt Basis von V, wenn M ein l.u. Erzeugendensystem von V ist.

(v1,...,vn) heil’t geordnete Basis von V, wenn v; = v; fur i # j und wenn {v1,...,vn}
eine Basis ist.

2.45 Satz (Charakterisierung von Basen)

Fur M c V sind folgende Aussagen aquivalent:
(1) M ist Basis von V
(2) M ist eine maximale |. u. Teilmenge von V
(d.h.Mistlu.undistM & M’ cV,dannistM’I. a.)

(3) M ist ein minimales Erzeugendensystem von V
(d.h. <M> =V und <M’> = V fir alle M’ & M)

2.46 Bemerkung
Sei (v1,...,vn) eine geordnete Basis von V. Dann gilt:

Zu jedem v € V existieren eindeutig bestimmte aq,...,an € Kmitv = Za,-v[
i=1

2.47 Satz

Sei (v1,...,vm) €ine geordnete Basis von V und seien wy,...,w, € V. Dann gilt:
n>m= (Wq,...,Wy) ist l.a.
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2.48 Satz !

Sei V endlich erzeugt. Dann gilt:
(a) V besitzt eine endliche Basis
(b) Sind M4, M, Basen von V,
dann sind M4 und M endlich und es gilt: [M4| = |My|
(c) (Basisergédnzungssatz): Sei M’ c V L.u.
Dann existiert Basis M von V mit M’ = M

2.49 Definition !

Sei V endlich erzeugt, M eine Basis von V.
dim V = dimk V := [M| heil3t die Dimension von V.
(Anzahl der Elemente einer Basis von V)

2.50 Beispiele
(@)dim K" =n
(b) dim K™*" = men

2.51 Korollar (zu 2.48)

Sei dimk V =n, v4,...,Vn,Vn+1 € V. Dann gilt:
(@) (v1,...,vn) Lu. = (v4,...,vy) ist geordnete Basis
(b) V = <vy4,...,vp> = (V4,...,Vn) ist geornete Basis
(c) (v1,..-,Vn+1) La.

2.52 Korollar (zu 2.48)

Seien V und W e.e. K-VR. Dann gilt:
VW o dimgV =dimg W

Ab jetzt: Basis ist immer als geordnete Basis zu verstehen.

2.53 Satz
Sei V e.d. (endlich-dimensionaler) K-VR, U = V. Dann gilt:
dimk U <dimg V
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2.54 Beispiele (Version der komplexen Zahlen)
SeiV=R?*? E:=E,= (1 Oje Vund | := (0 _lJe Y

0 1 1 0
C=<E I><V

ENtu:aE+bl=0= ¢ ?12[° %% a=b=0
b oa) o 0

= E, | R-Basis von C
Insbesondere hat jedes C € L eine eindeutige Darstellung als C = xE+yl, mit x,y € R.

~1
Esistl2=( 0j=-E
0 -1

— C ist kommutativer Ring mit neutralem Element E bzgl. e (ein Teilring von R??).

Ist C = xE+yl = 0 (d.h. x2 + y2 = 0), dann ist C- (xE—-yl))=E,d.h. Cist

X2+ y?
invertierbar.

= C ist Korper, der Korper der komplexen Zahlen.
{xE|x e Rc Cistinzu R isomorpher Teilkorper von C }

Ende des Stoffs fiir die Scheinklausur Nr. 1

2.55 Definition (elementare Matrizen)

Fir m e N defninieren wir Matrizen aus K™* ™.
(1)  Fur1<i=]j<mseiT,;die Matrix, die aus En, durch Vertauschen der Zeilen i
und j ensteht.
(2) Fir1<izj<mundc € KseiAjj(c) :=En + cEj
(3) FurOz#ceKund1<i<mseiMc):=En+ (c-1)E;;

2.56 Bemerkung

Sei A e K"*"
(a) Tij, Ay(c), Mi(c) e K™*™ sind invertierbar
(b)  Ensteht A’ aus A durch eine elementare Zeilentransformation vom Typ
(1) tjoder
(2) aj (c)voder
(3) mi(c), dann gilt in den jeweiligen Fallen:

(A =T;A
(2) A = Aij (C) A
3)A =M (c) A

(c) Analog werden elementare Spaltentransformationen von A durch Multiplikation
von rechts mit elementaren Matrizen aus K"*" bewirkt

(d) Ensteht B aus A durch eine Folge elementarer Zeilen- und Spaltenoperationen,
dann exisitert S € GL(K)und T € GL,(K) mit B=S AT
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2.57 Bemerkung
Sei A e K"" S e GLn(K), T € GL(K)
(@) o¢s:K" = K" v>Sv, und
v KPS K v VT
sind K-VR-Isomorphismen
(b) Zeilenraum von A = Zeilenraum S-A und
Spaltenraum von A = Spaltenraum von A-T
(c) Zeilenraum von A = Zeilenraum von A-T
Spaltenraum von A = Spaltenraum von S-A

2.58 Definition und Bemerkunge

Sei Ae K™*"
(a) A kann durch elementare Zeilen- und Spaltentransformationen in eine Matrix
der Form

E| O
{ 0’ Oj e K™*" mit 0 <r < min {m, n} Gberflihrt werden.
(b) Es existieren Se GLny(K) und Te GLy(K) mit

E| 0
SAT= [F”—ijitOSrSmin {m, n}

(c) dimg (Zeilenraum von A ) = dimg (Spaltenraum von A) = r mit r wie in (a) oder

(b)

(d) rang A := dimg (Zeilenraum von A) heil3t der Rang von A

2.59 Bemerkung (Charakterisierung von Rang)

Sei A € K™*". Dann gilt:
rang A = Maximalzahl l.u. Zeilen von A = Maximalzahl l.u. Spalten von A

2.60 Bemerkung
Bringe A durch elementare Spaltentransformationen auf Spaltenstufenform A’:
0O 10
x| 0... 0
*
A= : 0
H_J
r Spalten

Seien s¢',...,s/ die von 0 verschiedenen Spalten von A’. Dann gilt:
(@)rangA=r
(b) (s1',...,sr) ist Basis vom Spaltenraum von A
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2.62 Bemerkung (Verallgemeingerung)

Sei V m-dim. K-VR mit Basis (v1,...,Vm).

sei y : V= K™ der Isomorphismus aus dem Beweis von 2.52
a

A (V):={: |eK fallsv= > ay,

i=1
a

seien wy,...,w, € B

gesucht: Basis von <wy,...,wp> = W < V.

Methode: Berechne Basis (uy,...,u;) von y (W) < K™
= (% (u1),...,x (u;) ) ist Basis von W.

2.64 Satz

Sei A e K"*"und L, < K" die Losungsmenge des homogenen LGS Ax = 0.
Dann gilt:
dimg Lo =n-rang A

2.65 Satz

Sei A e K"*" mit Spalten s1,...,s, € K" und Zeilen z,...,z, € K'*"
Dann sind folgende Aussagen aquivalent:

(a) A invertierbar

(b) Es existiert B e K"*" mit AB = E,

(c) Es existiert C € K™*" mit C A = E,

(d) Das homogene LGS Ax = 0 hat nur die triviale Losung

(e) Fir jedes b € K" hat das LGS Ax = b genau eine Losung

(f) rangA=n

(9) (z1,-.-,zn) ist LLu.

(h) (s1,...,8n) ist L.u.

2.66 Korollar

Sei A € GL,(K), b € K". Dann gilt:
Die Lésung von Ax = b (eindeutig nach 2.65) ist gegeben durch A™'b

2.67 Satz

Sei A e K", Lo < K" die Losungsmenge von Ax = 0. Dann gilt:
(1) Lo ist UVR von K" mit dimg(Lo) = n —rang A
(2) Die Anzahl der abhangigen Variablen ist gleich rang A
(3) Sei b € K". Dann gilt:
Ax = b l6sbar < rang A = rang (A,b)
(4) Seib e K"und ¢ € K" mit Ac = b, d.h. ce L := Lésungsmenge des LGS Ax =b
Danngilt: L=c+ Lo
(5) Sei m = n. Dann sind aquivalent:
(a) Es existiert b € K", so dass Ax = b eindeutig l6sbar ist.
(b) Fir jedes b € K" ist Ax = b eindeutig lésbar
(c) Aist invertierbar
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A invertierbar < (A | E,) € K"*?"kann durch elementare Zeilentransformationen in

(En | B) Uberfluhrt werden.
In diesem FallistB=A".

§ 4 Matrizen und lineare Abbildungen

2.70 Erinnerung und Definition
Sei V K-VR mit Basis @ =(v1,..., Vn).

a, )
Definiere ys(v) = |: |e K", fallsv= "> av,

i=1
a

xs (V) heil3t der Koordinatenvektor von V bzgl. 3.
v ist ein Isomorphismus V— K",

2.71 Beispiele
(@)V=K'"*" @=(eq,...,e5) die Standardbasis von V
a

= xs(a1,...,an) =

wv=ro= (L]
BRGCHEN
o3

2.72 Definition (Abbildungsmatrix)

V, W K-VR, @ Basis von V, 8 = (v4,...,Vn), C =(wy,...,Wp) Basis von W.

¢ € Homg (V,W)
Definiere aj € K, 1<i<m, 1 <j<ndurch
o (V)= D a; W,

i=1

Dann heiBt M/ (¢ ):=(aj) € K"*", 1<i<m,1<j<n
die (Abbildungs-)Matrix von ¢ bzgl. 8 und C
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2.74 Satz
V, W seien K-VR, dimg V =n, dimx W =m
B, C seien Basen von V bzw. W.
Dann qilt fur ¢ € Homg(V,W):
(@) xc(e (V) = MZ(0) xs(v) , firalle v e V
(b) Sei A= M/ () und pa: K= K™, v—Av, dann gilt:
Kern ¢ = 55" (Kern a)
Bild ¢ = 3¢ '(Bild ¢a)
(c) dimk V= dimg(Kern ¢ ) + dimk(Bild ¢ )

2.76 Satz

Seien U, V, W K-VR mit Basen 2, 8, bzw. ¢ und sei
¢ € Homg (U, V), v € Homg (V, W). Dann gilt:
MI(yeo)=MI(y) M, (o)

2.77 Korollar

Seien A € K'*X™ B € K™*", Ce K"*P. Dann gilt:
(A-B)-C=A. (B-C)

2.78 Bemerkung

Seien V, W n-dimensionale K-VR mit Basen @ bzw, C und sei ¢ € Homgk (V, W).
Dann gilt:
¢ Isomorphismus < M/ (¢) invertierbar

In diesem Fall MZ(¢) " =MZ(p ™)

2.79 Bezeichnungen

Seien V, W e. d. K-VR mit Basen @ = (v4,...,vy) und 8= (v¢,...,vy’) von V bzw.
C=(W1,...,Wmn) und C’= (W¢’,...,Wn’) von W.

Sei ¢ € Homg (V, W).

Frage: Wie hangen M’ (¢ ) und M/ (¢ ) zusammen?

2.80 Definition

Bezeichnungen wie in 2.79. Dann heil3t
M} (idy) e K"*" Basiswechselmatrix.

(Die Spalten von M} (id) sind die Koeffizientenvektoren der vj, 1 <j<n, bzgl 3)

2.81 Bemerkung

Bezeichnungen wie in 2.79. Dann gilt:

(a) M2 (id,) ist invertierbar und M 7 (idy) " = M5 (id,)

(b) Ist T € GLn(K), dann existiert Basis @ von V mit M} (id,) =T

2.82 Satz (Basiswechselmatrix)
Bezeichnungen wie in 2.79. Dann gilt:
ME(9) = ME(idw) ME (o) M (idy) = ME (idw) ™" ME (@) M (idy)
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2.83 Korollar (Basiswechselsatz fiir Endomorphismen)
Sei V K-VR mit Basen 8 und & und sei ¢ € Endk(V) = Homg(V, V).
Setze A:= M (¢), A := ME (), T:= MZ(idy)

Danngilt: A =T AT

(Transformationsformel)

Kapitel lll — Determinanten

Die Determinante ist eine Abbildung
det: K"*" > K
mit ,schénen“ Eigenschaften, z. B.

- det(A) # 0 < Ainvertierbar

- det(A-B) = det(A) - det(B)

§ 1 Das Signum einer Permutation
SeineN

Erinnerung (vgl 2.3)
Sh={mn:n—n|mristbijektiv}, n={1,...,n}
Elemente aus S, heillen Permutationen. S, ist Gruppe mit ° als Verknupfung, die

symmetrische Gruppe auf n Ziffern.
| Sn|=n!

3.1 Definition

Sein>2.

T € S, heildt Transposition (Vertauschung), wenn gilt:

Es existieren k = | € n mit t(k) =1, t(l) = k und =(i)=i, flr alle i = |,k
1 vertauscht die Ziffern k und .

Wir schreiben (k I) fur t .

3.2 Bemerkung
Ist t € Sy, Transposition, dann ist t # 1 (=id,) und =1,

3.3 Satz

(a) Sei t € Sy, Transposition
= t ist Produkt einger ungeraden Anzahl von Transposition benachbarter
Ziffern (d. h. von der Form (i i+1)).

(b) Sein e Sy, w1
= 7 ist Produkt von Transposition benachbarter Ziffern

3.4 Definition

Seirn e S,.
(@) EinPaar (i, j), 1 <i<j<n heildt Fehlstandspaar (FSP), wenn gilt:
n(i) > n(j)
(b)  sgn(n):= (-1)!FSPvonml ¢ Z heit das Signum von 7.
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3.5 Beispiele
(@) ==1hatkeine FSP’s: = sgn(1) =1
(b) = (ii+1) (miti<n) hat genau 1 FSP, namlich (i, i+1) = sgn(t) = -1

3.6 Satz (Multiplikationsformel)

Seien ©, 6 € S,. Dann gilt:
sgn(n-c) = sgn(n) -sgn(o)
(Mit anderen Worten: sgn: S,—>{1, -1} = Z* ist ein Gruppenhomomorphismus)

3.7 Korollar

Sei 1 € S, Transposition
= sgn(t) = -1

§ 2 Determinanten

R kommutativer Ring (z. B. Z oder R als Korper)

neN

A e R"*" fassen wir als n-Tupel der Spalten s;,...,s, von A auf, d. h. wir schreiben:
A =(sq,...,8,) mits; e R"

3.8 Definition

Eine Abbildung D: R"*" — R heil3t Determinante, wenn gilt:

(1) D ist multilinear, d. h.
D(S1,...,Sj-1, as,-+bs,-’, Sj+1,.-,Sn ) =
a- D(s1,...,Sj1, Sj, Sj+1,..,5n ) + b- D(S1,...,Sj-1, S}, Sj+1,...,Sn )
firalle1<j<nundfurallea,b € R, s4,...,8n,8] € R"

(2) D ist alternierend, d. h.
D(s1,...,sn) = 0, falls s; = s; fur zwei i# j

(3) D ist normiert, d. h.
D(ey,...,en) =1 mitE, = (€4,...,€n)

3.9 Beispiele
(@) n=1:D:R"™" 5 R (a) - a ist Determinante

(b)n=2:D: R**2 5 R, (“

b
]—) ad — bc ist Determinante
C

3.10 Lemma

Sei D: R"*" — R eine Determinante und sei & € S,.

Dann gilt fur alle sy,...,sn € R™

D(Sn(1), Sn(2)s- -5 Sn(n) ) = sgn(n) : D(S1,...,Sn)

Insbesondere ist D(Sx(1), Sx(2),---, Sxn) ) = - D(S1,...,8n) falls = Transposition
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3.11 Satz
Existenz und Eindeutigkeit der Determinante
(a) Es existiert genau eine Determinante D: R"*" - R
4,
IstA=(aj) e R"*" alsosj=|: |eR" dannist

a,

D(S1,...,Sn) = Z sgn(n)- Ar(1),1 * Ar(2),2) * --- * An(n),n (*)
res,

(n! Summanden, jeder davon mit n Faktoren (- Vorzeichen))

(b) Seir e Rund D;: R"*" — R eine Abbildung die 3.8 (1),(2) erfiillt und
Di(e1,...,en) =Tr
= Dy =r- D mit D wie in (*)

3.12 Schreibweisen

Sei A= (aij) e R™",
Wir schreiben det(A) fur die nach 3.11 eindeutig bestimmte Determinante von A, und
auch | A | := det A, oder auch

a, .. a,

.= det (A).

a a

nl nn

§ 3 Rechenregeln und Anwendungen fur Determinanten
R kommutativer Ring, n ¢ N

3.14 Bemerkung

Die Abbildung S,— Sn, n—n " ist bijektiv,
fiir © e Sy, gilt: sgn(r) = sgn(x ")

3.15 Satz

Sei A e R"*"
— det(A") = det (A)

3.16 Schreibweise

Sei A= (ajj) e R"*", sein>2und seien i, j € n. Dann schreiben wir:
Aij = (@K 1<k <n ke, 1<1<n, 1] € RODX O
Aj ensteht aus A durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte.

3.17 Lemma

Sei A = (s1,...,sn) € R™", (also s; € R") und seien i,j € n (n > 2)
det(s1,...,sj-1,ei, Sj+1,...,Sn) = (-1 )I+J det (Aij)

- ~ _/
Ensteht aus A durch Ersetzen der j-ten Spalte s; durch die i-te Spalte e; von E,.
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3.18 Satz (Laplace-Entwicklung)
Sei A = (a;j) € R"*". Dann gilt:
(a) Entwicklung nach der j-ten Spalte (1<j <n):
det (A)= Y (1) a det (A)
i=1
(b) Entwicklung nach der i-ten Zeile (1< i< n):
det (A)= Y (1) a det (A)

i=1

3.20 Korollar

Sei A € R"*" eine obere Dreiecksmatrix, d. h.
a, *

A= “ (unterhalb der Diagonalen nur Nullen)
0 a

nn

Dann ist det (A) = [ ] 4,
i=1

3.21 Satz (Kédstchensatz fiir Determinanten)
Seien A' e R"*" 1 <i<m. Dann gilt:
A, *

AZ

det = [ [ det(4,)
i=1

0

m

3.22 Satz (Multiplikationssatz fiir Determinanten)

Sei A, B € R"*". Dann ist
det (A- B) = det(A) - det(B)

3.23 Korollar
Seien A, T € R"*", T invertierbar. Dann gilt:
(a) det(T) , det(T™") e R*
und det(T ") = det (T)
(b) det (TT A T) = det (A)

3.24 Definition
Sei A e R"*".
A= (1) det(Aj)) e R™"  mit1<i,j<n

heil3t die zu A komplementéare Matrix (oder die Adjunkte von A).
(A;iist wie in 3.16 definiert; beachte die vertauschten Indizes)

Lineare Algebra, Zusammenfassung Vordiplomsklausur, WS 2001/2002
tobias.rick@diamond-productions.de www.diamond-productions.de




22

3.25 Beispiel
Az (a b]’ ) {d —bj
c d -c a
Ad = (ad_bc 0 j=det(A)-E2
0 ad —bc
3.26 Satz

Sei A € R"*", dann gilt:
A A4 =det(A) -E,=4-A

3.27 Korollar

Sei A € R"*". Dann gilt :
(a) A invertierbar < det(A) invertierbar
(b) ist R ein Korper, dann gilt:
A invertierbar < det(A) = 0

3.28 Satz (Cramersche Regel)
Sei K ein Korper, A = (a;j) € K"*" mit det(A) = 0. Nach 3.27 ist A invertierbar.

bl
Seib=|: |e K"
bn
¢
Nach 2.67(5) hat das LGS Ax = b genau eine Lésung:
cn
Hierfur qilt:
ap a ;i b, a i a,
_ I |9 a i b, a, J+l a,,
7 det(A) :
a, a,; b, a, a,,

(Ersetze j-te Spalte von A durch b)

Kapitel IV - Eigenwerte und Eigenvektoren

§ 1 Der Polynomring
K Korper

Z aX' ,<formale” Linearkombination, X: Unbestimmte
i=0
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4.1 Definition

(a) Ein K-VR V heil3t K-Algebra, falls eine Verknupfung - :V x V — V definiert ist,
so dass gilt:
(1) (V,+, -) ist Ring
(2)a(vv)=(av)v =v(av)furalleae K, vVv eV
(b) Seien V, W K-Algebren.
Ein Homo- (Epi-, Mono-, Iso-)morphismus ¢ : V—> W heil3t K-Algebren-Homo-
(Epi-, Mono-, Iso-)morphismus, falls gilt:
o(1)=1
o(v-v') = (V) - (V') fur alle v,v' € V

4.2 Beispiel
K"*" ist K-Algebra (mit Matrixmultiplikation).

4.3 Definition

Ein Paar (P, X) heil3t Polynomring in der Unbestimmten X Uber K, falls gilt:
(a) P ist K-Algebra
(b) {1 =: X% X =X, X2=XX, X3,... }ist K-Basis von P und unendlich.

4.4 Bemerkung
Sei (P, X) Polynomring Uber K.
(a) Jedes f € P besitzt eine eindeutige Darstellung als L.K.

f=> aXmtaeK,a=0 (¥
i=0
(b) Seienf=> aX,g=> bX eP,dannist
i=0 i=0

n+m

f~g= Z CkkaitCk= Zk: a|bk_|

k=0 1=0

4.5 Bemerkung

Bis auf K-Algebra-lsomorphismen existiert genau ein Polynomring Gber K in der
Unbestimmten X. Dieser wird mit K[X] bezeichnet.

4.6 Definition
Seif=Y aX eK[X],f=0,an=0.
i=0
deg (f) := m heil3t der Grad von f.
am, ao heillen héchster bzw. konstanter Koeffizient von f.
f normiert, falls a,, = 1
f konstant, fallsf=ap - 1, d. h. falls deg (f) =0
f linear, falls deg (f) = 1

(Auch das Null-Polynom heif3t konstant, f = 0 hat keinen Grad).
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4.7 Bemerkung
Seien 0 = f, g € K[X].
(a)f+g+#0=deg (f + g) < max { deg(f), deg(g) }
deg(f) = deg (g) = deg (f + g) = max { deg(f), deg(g) }

(b) deg (f- g) = deg (f) + deg(g)
Insbesondere istf- g =0

4.8 Bemerkung
KIXI=K*={aeK|a=0}

4.9 Satz (Division mit Rest in K[X])

Seienf, g € K[X],g#0
Dann existieren eindeutig bestimmte q, r € K[X] mit
f=q-g+rundr=0 oderdeg(r) <deg (9)

4.10 Definition
Seien f,g € K[X]
(a) g teilt f, geschrieben g | f, falls h € K[X] existiert mitf=g- h
(b) Seienf,g=0
f, g teilerfremd, falls qilt:
Isth e KIX]mith|fundh|g,dannisth € K
(c) f heildt irreduzibel, falls gilt:
f#0,deg(f)>1undistf=g- hmitg, h e K[X],
dann ist deg(g) = 0 oder deg (h) =0

4.11 Satz

Seien 0 = f, g € K[X]. Dann gilt:
f, g teilerfremd < es existieren h, k € KIX]mit1=f h+g-k

4.12 Korollar
Sei p € K[X] irreduzibel, f, g € K[X] mit p| f-g = p |f oder p| g

4.13 Satz !

Sei 0 = f e K[X], deg(f) # 0 mit héchsten Koeffizienten a € K.
Dann existieren irreduzible, normierte p4,...,pt € K[X] mit f = a-p4,... pt
Die p1,...,pt sind eindeutig (bis auf ihre Reihenfolge) durch f bestimmt.

4.14 Bemerkung und Definition

Sei V K-Algebra, v € V.

Dann existiert genau ein K-Algebren-Homomorphismus
Ty - K[X] = V mit t(X) = v

v heilt Einsetzungshomomorphismus

Fir f € K[X] schreiben wir f(v) := 1, (f)
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4.15 Beispiele

=3 ax
r

1

(@ V=K(z K'*"),aeK
fla)=Y a-a cK(@=1cK)

i=0
(b) V=K"™" AeKX"
f(A)=> aA' e K"*" (A’ =E,)
i=0

[f=x?+x+1=fA)=A’+A+E,]

4.16 Definition

Seif e K[X], a € K.
a Nullistelle von f, falls f(a) = 0

4.17 Bemerkung

Sei f € K[X], a € K Nullstelle von f.
= es existiert g € K[X] =mitf=(X-a)q

4.18 Definition und Bemerkung

Sei 0 = f € K[X], a € K Nullstelle von f.

= Es existiert eindeutig bestimmtes m € N, und g € K[X] mit
f=(X-a)"-gundg(a)=0

m heil’t die Vielfachheit von a als Nullstelle von f.

4.19 Definition

K heil’t algebraisch abgeschlossen, falls jedes f € K[X], f ¢ K, eine Nullstelle in K
besitzt.

4.20 Satz
C ist algebraisch abgeschlossen.

4.21 Bemerkung

Sei K algebraisch abgeschlossen, und f € K[X] irreduzibel und normiert
=of=X-aflireinaeK
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§ 2 Eigenwerte und Eigenvektoren
K Korper, V e. d. K-VR, Endk (V)

4.22 Definition

Sei ¢ € Endk(V), A € K"*"
(1) a € K heil3t Eigenwert (EW) von ¢ (bzw. A), fallsein 0 #v € V (bzw. 0= v €
K") existiert mit
o(v)=a-v (bzw. Av=av)
[Erinnerung: pa: K">K", v > Av ]
(2)0=v eV (bzw. 0 # v € K") heilt Eigenvektor (EV) von ¢ (bzw. A) zum
Eigenwert a € K, falls
o(v) = av (bzw. Av = av) ist.
(3) Fira € K sei
V(a, ) :={veV]|opv)=av}
={veV|(aidy - ¢)v) =0}
= Kern (a- idy - ¢)
V(a,A):={veK'|Av=av}=V(a, ga)
Ist V(a, ¢) = {0} (bz.w V(a, A) = {0}), dann heil3t V(a, ¢) (bzw. V(a, A)) der Eigenraum
von ¢ (bzw. von A) zum Eigenwert a.

4.23 Bemerkung

Bezeichnungen wie in 4.22
(a)a e KEW von ¢ < V(a, ¢) # {0}
(b) V(a,p) # {0} = jedes 0 = v € V(a, o) ist ein Eigenvektor zum EW a
(c) V(0, 9) = Kern(o)
0 ist EW von ¢ < Kern(o) # {0}
< ¢ nicht injektiv
< ¢ nicht bijektiv

Schreibweise

Sei @ geordnete Basis von V, ¢ € Endk(V).
Ms (@) = My (@) € K™*"

4.25 Definition
A = (aj) € K"*" heilt Diagonalmatrix, falls aj; = O fiir alle i = j

4.26 Definition

Sei ¢ € Endk(V), A € K"*".
(a) ¢ heil’t diagonalisierbar, falls Basis @ von V existiert, so dass Mg (o) eine
Diagonalmatrix ist.
(b) A heillt diagonalisierbar, falls T € GLy(K) existiert, mit T'A T eine
Diagonalmatrix ist.
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4.27 Bemerkung

Bezeichnungen wie in 4.26.
(a) ¢ diagonalisierbar < V besitzt Basis aus EV von ¢
(b) A diagonalisierbar < @a diagonalisierbar

4.28 Definition
A, B € K"*" heiRen dhnlich, falls T € GLq(K) existiert mit B =T 'AT.

Nach 2.83: ahnliche Matrizen beschreiben den gleichen Endomorphismus, nur bzgl.
verschiedener Basen.

A e K"*" diagonalisierbar < A ahnlich zu einer Diagonalmatrix

4.29 Satz

Sei ¢ € Endk(V), dimk(V) =n
(a) Seien ay,...,am € KEW von ¢ mit aj= a; fur i # .
Seivie VEVvon o zum EW g, 1 <j<m = (v4,...,Vm) |. U.

(b) Besitzt ¢ n paarweise verschiedene EW, dann ist ¢ diagonalisierbar.

§ 3 Das charakteristische Polynom
K Korper

4.31 Definition und Bemerkung
(a) Sei A e K™*"
(1) (X En—A) e K[X]"*" heilt die charakteristische Matrix von A.
(2) xa :=det (X E, — A) € K[X] heil3t das charakteristische Polynom von A.
(3) Sei T € GLy(K), dann gilt:
X = XA

rlar
(b) Sei V ein n-dim. K-VR, ¢ € Endk(V), @ Basis von V, A:= Mg(p) € K" *".
Dann heif3t

Yo = xa das charakteristische Polynom von g.
Dies ist unabhangig von der gewahlten Basis 3.

4.32 Beispiele
0 1
(@) A= ( je R2x2
-1 0
XE—A=|" M a=[" Tlexeen
2 Lox )T«
ay *
by A= 2 obere Dreiecksmatrix.
0 ann
= XA = H(X_aii)
i=1
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4.33 Bemerkung
Seien R, S Ringe, ¢ : R > S Ringhomomorphismus.
[o(1) =15 @(r+ 1) =o(r) + o(r); o(r- ') = o(r) - o(r') ]
A= (ai)) e R ¢ (A) = (p(aij) ) € S"*"
Dann ist

det (p(A) ) = ¢ (det (A))

4.34 Korollar

Sei A € K"*" a e K. Dann gilt:
xa(a) = det (a- E, — A)

4.35 Satz

Sei A € K"*", V n-dim. K-VR, ¢ € Endk(V), a € K. Dann gilt:
a EW von A (bzw. von ¢) < ya(@) =0 (bzw. y,(a) = 0)

aEWvonA < esex.0v e K"mit Av=av
< esex.0zv e K" mit (aE,-A)lv =0
< aE, —A nicht invertierbar
< det (aE,—A) =0 (d. h. ya(a) = 0)

4.36 Beispiele
0
(a)A= [ i

1
OJ e R?*2 hat keine Eigenwerte in R, denn

AA = X2 +1
Uber C hat A die EW v-1,-+/-1
(b) Ahnliche Matrizen haben die gleichen EW.

4.37 Definition

Sei R kommutati er Ring, A = (a;j) e R"*".

Sp (A):= D" aj € R heilt die Spur von A.
i=l

4.38 Bemerkung

Sei R kommutativer Ring, A, B € R"*", T € GL,(R). Dann gilt:
(a) Sp(A- B) = Sp(B- A)
(b) Sp(T™ A T) =Sp (A)

4.39 Bemerkung

Sei A € K"*". Dann gilt:
va = X" = Sp(A) X" + cra X2+ ...+ cix +(-1)" - det (A)
mit geeigneten cq,...,.Ch2 € K

4.40 Korollar

Sei Ac K"*", bzw. ¢ € Endk(V) fir einen n-dim. K-VR V.
Dann hat A (bzw. ¢) héchstens n EW (inklusive Vielfachheiten).
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4.41 Definition
Sei f = X" + an1X""+...+a;X+ ap € K[X] normiert. Dann heilt

0 0 0 -a,
1 0 0 -q
0 1 : : . . , . .
C(f):= 0 0 die Begleitmatrix von f (companion matrix).
1 0 —-a,_,
0 .. 01 —a

n—1

n=1:f=X+ag: C(f) = (-ap) € K"

4.42 Bemerkung

Sei f= X"+ ap X" +...+a:X+ay e K[X].
Dann ist y s = f.

§ 4 Das Minimalpolynom
K Korper, V n-dim. K-VR, ¢ € Endk(V)

4.43 Definition

(a) U <V heildt ¢ -invariant, falls ¢(U) < U ist.
(b) Sei U <V ¢ -invariant.
Dann sei gy : U > U, u—>op(u), u € U.
ou € Endk(U) ist die Einschrdnkung von ¢ auf U.

4.44 Bemerkung

Sei U <V ¢ -invariant.
(a) Sei ¢ = (v4,...,vm) Basis von U
Erganze (C zu einer Basis @ = (V1,...,Vm,Vm+1,-..,Vn) VON V. Dann gilt:

_ M. (p,)| C
o [

fur geeignete Matrizen C und D.

(b) %o ;| %o

4.45 Beispiel

Seivi € VEV von o zum EW a € K= U := <vy>ist ¢ -invariant.
Ist (v1,v2,...,vn) Basis von V, dann ist

Ma (@) = p | fureinD e KMDx D
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4.46 Satz
Sei A € K"*" mit

n

=] X-a),

i=1
d. h. das charakteristische Polynom von A zerfallt in Linearfaktoren.
= Aist dhnlich zu einer oberen Dreiecksmatrix

4.47 Bemerkung
(@) Endk(V) ist K-VR mit
+ : Endk(V) x Endk(V) — Endk(V)
(@ +y )(v) = o(v) + y(v), ¢, y € Endk(V), v eV
- Kx Endk(V) - Endk(V)
(@ o)(v) :=aop(v), aekK, ¢peEndk(V),veV
(b) Endk(V) wird K-Algebra mit (a) und
- Endk(V) x Endk(V) — Endk(V)
(@, y)—>0°y
(c) Ist B eine Basis von V, dann ist
Mg : Endk(V) = K", o—>Ms (@)
eine K-Algebren-lsomorphismus

4.48 Bemerkung
Sei0=veV
Die Folge (v, ¢(V), 9*(v) = o(p(V)), ..., ¢" (v) ) ist|. a.

4.49 Satz (Cayley-Hamilton)

Sei ¢ € Endk(V), bzw. A € K"*". Dann gilt:
Xo (@) = 0 bzw. xa(A) =0

4.50 Beispiel

1 2 X-1 -2
A= e @*? XEy;—A=

3 4 -3 X-4
A= (X-1) (X-4) —6 = x* —5x — 2
va(A) = A2 -5A — 2E,

1 2)(1 2\ (7 10 2.0
= , A°—5A= = 2E;
3 4)(3 4) 15 22 0 2

A(A-5E2)=2E2:>A'1=%(A—SEZ)
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4.51 Bemerkung und Definition !!
Sei A € K"*", ¢ € Endk(V), wobei V n-dim. K-VR sei.
(a) Es existiert pa € K[X], deg(pa ) 2 1 (bzw. p, € K[X], deg(i, ) = 1), mit
(1) pa (bzw. g ) ist normiert.
(2) pa(A)=0 (bzw. u, (¢) = 0)
(3) pa | f (bzw. p, | f) far alle f € K[X] mit f(A) = 0 (bzw. f(¢) = 0)
Durch (1) — (3) ist pa (bzw. p, ) eindeutig festgelegt. Es heildt das
Minimalpolynom von A (bzw. von g).
(b) Ist B eine Basis von V, dann ist p, - K (o)

(c) Ist B € K"*"&hnlich zu A, dann ist pa = ps.

4.52 Beispiele
(@)
1 0
0 1 1 0
0 0 1
Sei A= 1 e K8*®
0 0
0
0 0

ya = X2 (X-1)* pa = X (X-1)°

(b)
a 1 0
a 1
Seiae Kund A= .o e K"
1
0 a

= %A= pa = (X-a)"
(c) SeifeK[X],feK, fnormiert. = yn=pmn="f

(d)
a, 0
a,
Sei A= ) eine Diagonalmatrix,
0 a,
und sei {ai,..., an} = {b1,...,bn} Mit b; = b; fur i = j.
—V H (X — bi)

i=1
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4.53 Lemma

Sei 0 = f e K[X] mit f(p) = 0.

Seien g, h € K[X] teilerfremd mitf=g - h
Setze U := Kern (g(o)), W:= Kern (h(op) ).

Dann sind U und W ¢ -invariant und es gilt:
V=U&W,d h V=U+WundUnW={0}

4.54 Satz !

Sei A € K"*". Dann gilt:

A diagonalisierbar < pa zerfallt in ein Produkt von paarweise verschiedenen
Linearfaktoren.

Kapitel IV — Euklidische und Unitare Raume
Zusatzliche Struktur fur reele oder komplexe VR: Skalarprodukt.
K=R oderC
C={a+ib|abeR, iecCmiti’=-1}
(1,i) . u. Gber R
Rc C

":C—>C,atib_>a-ib (Komplexe Konjugation)
| c| = Ve ¢ e Rsg heiltt (komplexer) Absolutbetrag von ¢  C
A=(a)eC*" A:=(a

§ 1 Skalarprodukte
K =R oder C, V K-VR (nicht notwendig e. e.)

5.1 Definition und Bemerkung

(a) Eine Abbildung B : V x V — K heil3t Bilinearform (im Fall K = R ) bzw.
Seqsui-Linearform (im Fall K = C), fall gilt:
(@) B (v1+ vz, w)=p(vq, W) + B (v2, W) und
B (av, w) =a B(v, w)
faralle v, vi,vo,w e V,a e K
(b) B(v, witwy) = B(v, wq) + B(v, wz) und

B(v, aw) = a B(v, w)
fur alle v,w, wq, wo € V,a € K

(Beachte: fur K= R ist a = a)
(b) Sei B Bilinearform (bzw. Sesqui-Linearform) auf V.
B symmetrisch (bzw. hermite’sch), falls qilt:
B (v,w) = (w,v)farallev,w eV
(bzw. B(v,w) =B (w, v) fur alle v,w € V)

Ist B hermite’sch (also K = C), dannist B (v,v) € Rfurallev € V.

Sei p symmetrisch (bzw. hermite’nsch). Dann heildt g ein Skalarprodukt auf V,
falls p positiv definit ist, d. h. falls gilt:
B(v,v)>0furalleveV,v=0

Lineare Algebra, Zusammenfassung Vordiplomsklausur, WS 2001/2002
tobias.rick@diamond-productions.de www.diamond-productions.de




33

5.2 Beispiele
(1)V=K", (R" oder C")
<,>:VxV->K
a, \ (b, )
<|: ||: >:=Za/5,~eK
a, )\ b, =

ist ein Skalarprodukt auf V, das Standardskalarprodukt.

5.3 Satz (Cauchy — Schwarz’sche Ungleichung)

Sei (, ) ein Skalarprodukt auf V.

Dann qilt far alle vq, v2 € V:

| (V1, V2) P < (v1, V1) (V2, Vo), SOWie

| (v1, V2) |2 = (V1, V1) (V2, V2) < vq, V2 sind |. a.

5.4 Beispiele
Seiena;, bje C,1<j<n

[ZRr 3]

= Zajz_,-
j=1
a b,
mit Gleichheit genau dannwenn |: |und|: | I. a. sind.
al’l bn

5.5 Defintion und Bemerkung

Sei V e. d. und B eine Bilinearform (bzw. eine Sesqui-Linearform) auf V.
Sei @ eine Basis von V, 8 = (vy,...,Vn)
(a) Dann heif3t
Gs(B) :== (B(vi, v)) ) € K" "mit 1<i,j<n
die Gram-Matrix von 3 bzgl B.
(b) Sei A := G (B). Dann gilt fir alle v, w € V
B (v, W)= Na(V)AN, (W)
B symmetrisch < A symmetrisch, d. h. A = A'
B hermite’sch <> A hermite’sch, d. h. A = A'

B(v, w) = V' A wfiir alle v,w € K"

5.6 Bemerkung

Sei A e KM",
(@) Ba:K"xK" > K
Ba(v, w) :=V'A w, v,w e K"
ist Bilinearform (bzw. Sesqui-Linearform) auf K"-
(b) Ba ist symmetrisch < A symmetrisch (K = R)
Ba ist hermite’sch < A hermite’sch (K = C)
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5.7 Definition
(@) A e R"*"heilt positiv definit,
wenn A = Alist und
viAv>0firalle0=v e R"
(b) A € C"*"heilt positiv definit,
wenn A = Alist und

viIAv>0firalle0=veC"

5.8 Satz !

Sei V n-dim. K-VR und B eine Bilinearfrom (bzw. Seqgsui-Linearform) auf V.
Seien B = (v4,...,vp) und & = (v4,...,Vy’) Basen von V und

T= M} (idy) die Basiswechselmatrix.
Setze A:= Gg () und A’ := Gg(B).
Danngilt: A =T'AT

§ 2 Langen, Winkel, Orthogonalitat
K=R,C V K-VR mit Skalarprodukt ( , )

5.9 Definition
(@) Im Fall K = R [bzw. K = C] heil3t (V, (, ) ) euklidischer [bzw. unitdrer] Raum.
Die Abbildung || . || V= R ,v— /(v,v) € R>( heillt die euklidische [bzw.

unitédre] Norm auf V.
(b) (R", <, >) [bzw. (C" ,<, >) ] heilt der n-dim. euklidische [bzw. unitéire]
Raum R’ [bzw. C].

5.10 Beispiel

Im n-dim. euklidischen Raum R" ist ||v|| die ,Lange" des Ortsvektors 0.

Allgemein
vl n n
vl <vve = yal, V[ = J<v,v> = ,(Zaf
J= =
v

n

5.11 Bemerkung (Eigenschaften von || || )
(1) 1] || ist Norm auf V, d. h.
@]lv]|=0flralleve Vund|v||[=0<v=0
(b)llav]l=lal-|lv|]|furallev e V,aeK
() |Iv1 + vo|| < |[vall * |[v2|| fUr alle vi,v2 € V
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(2) Polarisationsformeln:
(a) Fur K =R gilt:

(v, w) = %(Hv + Wl - [IVII? - [Iw]]?), fir alle v,w € V
(b) Fir K = C qilt:
(v,w) = %(||v+w||2- [[v-w]||? + i|[v+iw][? - i-|[v- iw|[?), fiir alle v,we V
(3) Fur0 = v, 0= w e V gilt:

(v, w)

RLLANES
V-1

5.12 Definition und Bemerkung
(a) ve V heilt normiert, falls ||v|| = 1

(b) Ist0 v € V, dann ist Y normiert.

M

5.13 Definition

Sei V ein euklidischer VR. Fiur0 #v,w € Vseia € R, 0 < a < rnt definiert durch:
(v, w)
vl 1w

a heil’t der Winkel zwischen v und w.

Cos a =

5.14 Bemerkung

Bezeichnungen wie in 5.13. Dann gilt:
v,wl a. < (v, W) = (v,v) (w,w)
< |(v.w)| = [[vI[ [Iwl]
& cosae{l, -1}
< a=0odera=mn
wobei o den Winkel zwischen v und w bezeichnet.
Sind v und w normiert, dann gilt:
a=0sv=w
A=TESV=-W

5.16 Satz (Schmidt’sches Orthogonalisierungsverfahren)

Seien v4,...,vh € V1. u.und sei 0 <m < n mit

(vi, vj) =& ;jfur1<i,j<m (Kronecker-Delta)

(keine Bedingung fur m = 0)

Dann existieren wy,...,wn € V. mit w; = v; fur 1 <j <m, und

/

Wi = Y a,; v, mit geeigneten aj; € K, aj; = 0, und
j=1

(wj, wy) =ik fir 1< j,k < n.
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5.18 Definition
(a) Sei V e. d., Eine Basis (v1,...,vn) von V heil3t Orthonormalbasis (ONB) von
V, falls gilt:
(Vi,Vj)=61j 1<i,j<n
(b) SeiU <V
U ={veV|(uv)=0firalle u e U} heillt der Orthogonalraum zu U.

5.19 Korollar
Sei dimg(V) =n
(a) V besitzt ONB
(b) Ist A e K"*" positiv definiert, dann exisitert S € GL,(K) mit A=S'=S
(c)IstU<V,dannistV=U®U" (d.h.V=U+U" undU nU"={0})
Insbesondere ist dim V = dim U + dim U".

5.20 Definition

(a) ¢ € Endk(V) heildt orthogonal, falls K = R ist [bzw. unitér, falls K = C ist] und
es gilt:
(@(v), (W) ) = (v,w) fur alle v,w € V

(b) A € R"*" heilkt orthogonal, falls A' A = E,
A e C"*" heilt unitér, falls A' A = E,
O(n) :={A € R"*" | A orthogonal} orthogonale Gruppe
U(n) :={A € C"*" | A unitar} unitidre Gruppe

5.21 Bemerkung
(a) Sei V n-dim. und @ eine ONB von V. Sei ¢ € Endk(V) und A = Mg (o).
Dann gilt:
A orthogonal (bzw. unitar) < ¢ orthogonal (bzw. unitar)
(b) Sei A € K"*". Dann gilt:
A orthogonal (bzw. unitér) < Spalten von A bilden ONB von K" bzgl. <,>
(c) O(n) < GLy(R), U(n) < GL,(C).

5.22 Definition

SeiA e C"".
A" := (4)' heilt die zu A adjungierte Matrix.

Zusammenfassung
(a)A e C"™
A hermite’sch < A" = A
A unitdr < A invertierbar und A7 = A
(b) A e R"™*™;
A symmetrisch < A' = A
A orthogonal < A invertierbar und A" = A' (A'A = E,,)

+

¢ € Endk(V) orthogonal (unitar) < ( ¢(v), ¢(w) )= (v,w) fur alle v,w € V
® ONB von V, A = M3 (¢). ¢ orthogonal < A orthogonal
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5.23 Definition

Ein ¢ € Endk(V) heil’t selbstadjungiert, falls gilt:
(@(v), W) = (v, o(w) ) fur alle v,w € V.
analog zu 5.21 gilt:

5.24 Bemerkung
Sei V n-dim. und @ eine ONB von V. Sei ¢ € Endk(V), A:= Mg (¢). Dann gilt:
o selbstadjungiert < 4'=A

§ 3 Der Spektralsatz

K=R,C (V, (,) ) ein n-dim. euklid. oder unitarer Raum

5.25 Lemma

Sei A € R"*" symmetrisch.
Dann existiert a € R mit ya(a) = 0 (A besitzt einen reellen EW)

5.26 Satz (Spektralsatz) !!
Sei ¢ € Endk(V) selbstadjungiert.

Sei A € K" "mit 4'= A (d. h. A symmetrisch oder hermite’sch)

(a) Es existiert ONB von V, die aus EV von ¢ besteht.

(b)K=R
Es existiert S € O(n), so dass S' A S eine Diagonalmatrix ist, deren
Diagonaleintrage die EW von A sind.

(c)K=C
Es existiert S € U(n), so dass S A S eine Diagonalmatrix ist, deren
Diagonaleintrage die EW von A sind.

5.27 Korollar

Sei A € K"*". Dann gilt:
A'= A (d. h. A symmetrisch oder hermite’sche) = A ist diagonalisierbar.

5.28 Beispiel
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§ 4 Orthogonale Endomorphismen
K=R, (V,(,))n-dim. euklidischer Raum

5.29 Bemerkung
Sei A € O(2)
Dann exisitiert o €¢ R, 0 < o £ 2 = mit

(1)
A= (cosa —sina} oder

sina cosa

A= (c?sa sina ]

SIma —CoSa
Im Fall (1) ist pa : R>> R? eine Drehung um den Winkel o, und
xa=X?—2-cos(o ) X + 1

a
COS —

Im Fall (2) ist pa eine Spiegelung an der Geraden durch (0] 2

. a
Sin —
L -1 0
und A ist ahnlich ZU(O J.

5.30 Bemerkung

Sei f € R[X] irreduzibel.
=degf<2

5.31 Bemerkung
Sei ¢ € Endg (V) orthogonal.

(a) Ist W <V g-invariant, dann ist auch W~ e-invariant und es gilt:

V=Wow"
(b) Es existiert W <V ¢-invariant mit dimg W < 2
5.32 Satz !!
Sei ¢ € Endgr(V) orthogonal. Dann existiert ONB von V mit
4, 0
A2
Ms (@) =
0 A,

mit Aj= (1) € R"*", oder A = (-1) ¢ R™’

cosa, —sina,
oderA,-=[ g 7 le R®*?fireinoy e Rmit0 <oy <27

sinaj cosa,

Lineare Algebra, Zusammenfassung Vordiplomsklausur, WS 2001/2002

38

tobias.rick@diamond-productions.de www.diamond-productions.de




