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Vorwort

Dieses Skript basiert auf meiner Mitschrift der Vorlesung Lineare Algebra I im WS 2001/02 an
der RWTH Aachen (Dozent: Prof. Dr. G. Hiß). Es handelt sich nicht um eine offizielle Veröf-
fentlichung des Lehrstuhls D für Mathematik.

Ich übernehme keine Gewähr für die Fehlerfreiheit und Vollständigkeit des Skripts. Korrekturen
können anpost@mark-wiesemann.degeschickt werden.

Die in diesem Skript verwendeten Grafiken wurden mir vonJens Liebchenzur Verfügung ge-
stellt.

Mark Wiesemann, 9. April 2002
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Fun

Der Lehrstuhl hat nach der ersten Scheinklausur einige lustige Zitate veröffentlicht:

• ϕ hat offensichtlich eine lineare Beziehung zum Ursprung. Anders gesagt: Abbildung und
Ursprung gleichen sich.

• Wir müssen von einem Ring-Gruppen-Homomorphismus sprechen.

• Es gilt: A+At = 0, daAt auch als(−A)−1 geschrieben werden kann.

• Jeder Ring ist ein Körper.

• linear überflüssig

• Wir sehen, dass die Abbildung nicht linear abhängig ist, also ist sie linear unabhängig.

• ϕ(v1) = ϕ(v2), d.h.ϕ ist nicht injektiv und nicht bijektiv; vielleicht surjektiv.

• . . . sonst wäreϕ injektiv und somit keine lineare Abbildung mehr.

• Da ϕ linear ist, liegen die Bilder vonv1 undv2 also auch im KörperK, genauer: im Vek-
torraumW.

• die Löslichkeit des LGS

• Aufg. 11: Da für ϕ : V → W keine Abbildungsvorschrift vorliegt, kannϕ frei gewählt
werden.

• Jeder Wert läuft aufgrund der Def. wieder gegen sich.

• E ist Standardbasis vonQ2×2.

• Seien

(
a b
c d

)
und

(
1 2
3 4

)
zwei beliebige Matrizen . . .

•
(

1 0
0 1

)
6=

(
0 1
1
3 0

)(
0 3
1 0

)
, da 1

3 6∈Q.

• Da inF2 lediglich eine Addition und eine Multiplikation definiert sind, ist ein Vorgehen
nach dem Gauß-Algorithmus hier schwierig.
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1 Motivation und Grundlagen

§ 1 Mengen

Definition (Cantor)

Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung von bestimmten, wohlunterschiedenen
Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen.

¤

Probleme

• Zusammenfassung zu einem Ganzen?

• Führt zu Widersprüchen. ¤

Russel-Paradoxon

SeiM die Menge aller derjenigen Mengen, die sich nicht selbst als Objekt enthalten.
Frage: Ist M als Objekt inM enthalten?
Lösung: Jede Antwort führt zu einem Widerspruch.
Auflösung der Widersprüche: Axiomatische Mengenlehre (vgl. Logik-Vorlesungen). ¤

Unser Standpunkt

• Naive Mengenlehre (Cantors Definition, aber vorsichtig verwendet).

• Nur als Sprechweise verwendet. ¤

Arbeitsbasis

Eine Menge ist gebildet (existiert), wenn feststeht (klar ist), welche Objekte dazugehören.
Die Objekte, die in einer MengeM liegen, heißenELEMENTE vonM. Wir schreibenx∈M, falls
x Element vonM ist.
SindM undM′ Mengen, dann gilt:
M = M′⇔ jedes Element vonM ist auch Element vonM′ und umgekehrt.

¤
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1 Motivation und Grundlagen

Schreibweisen

• AUFZÄHLUNG

{1,3,17}= {3,1,17}= {1,3,17,3,1}
• BESCHREIBUNG

N := Menge der natürlichen Zahlen= {1,2,3, . . .},0 6∈N
Z := Menge der ganzen Zahlen= {. . . ,−2,−1,0,1,2, . . .}
Q := Menge der rationalen Zahlen

R := Menge der reellen Zahlen

(→ Zahlbereichserweiterungen)

• AUSSONDERN

M sei eine Menge,ε sei eine Eigenschaft (die einx ausM hat oder nicht). Dann ist auch
{x∈M |︸︷︷︸

„für die gilt“

x hat die Eigenschaftε} eine Menge.

Z.B.: {x∈ Z | x ist gerade}= Menge der geraden ganzen Zahlen. ¤

(1.1) Definition

SeienM,N Mengen.

(a) N⊆M :⇔ [für allex∈ N gilt: x∈M]

N ist TEILMENGE vonM.

Es gilt: M = N⇔ [N⊆M∧M ⊆ N].

�����
�����
�����

�����
�����
�����

N

M

Abbildung 1.1:TeilmengeN⊆M

(b) M∩N := {x∈M | x∈ N}= {x∈ N | x∈M}
DURCHSCHNITTvonM undN
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§ 1 Mengen

���
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���

���
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���

M N

Abbildung 1.2:DurchschnittM∩N

(c) M∪N := {x | x∈M∨x∈ N}
VEREINIGUNG vonM undN

�����������
�����������
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�����������
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M N

Abbildung 1.3:VereinigungM∪N

(d) M×N := {(x,y) | x∈M∧y∈ N}
KARTESISCHESPRODUKT vonM undN

(x,y) ist GEORDNETESPAAR, d.h.(x,y) = (x′,y′)⇔ [x = x′∧y = y′]

R

R

������������ �
�
��

Abbildung 1.4:Kartesisches ProduktM×N

(e) Pot(M) := {X | X ⊆M}
POTENZMENGEvonM

Z.B. M = {1,2}: Pot(M) = { /0,{1},{2},{1,2}}
Allgemein gilt: HatM n Elemente (n∈N0 :=N∪{0}), dann hatPot(M) 2n Elemente.

(f) /0 : LEERE MENGE (die Menge ohne Elemente)

/0 ∈M für alle MengenM. ¤
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1 Motivation und Grundlagen

Eine MengeM heißtENDLICH, wennM nur endlich viele Elemente hat.
Wir schreiben in diesem Fall:
|M |:= Anzahl der Elemente vonM.

Vollständige Induktion

Beweismethode, beruht auf:
(I) SeiA⊆N. Dann gilt: Ist1∈A und ist für jedes Elementn∈A auchn+1∈A, dann istA=N.
Behauptungen der Form „Für allen∈N gilt A(n).“ lassen sich nach folgendem Schema bewei-
sen:
Induktionsanfang:
Zeige:A(1) ist richtig.
Induktionsschritt:
Annahme:A(n) ist richtig.
Zeige unter dieser Annahme:A(n+1) ist richtig.
Dann giltA(n) für allen∈N, denn die MengeA := {n∈N | A(n) ist richtig} erfüllt die Voraus-
setzungen von (I) und ist somit gleichN. ¤

Beispiele

(a) Behauptung:Seix∈R,x >−1. Für allen∈N gilt: (1+x)n≥ 1+n·x.

Beweis:Induktion übern

Induktionsanfang:

n = 1: 1+x≥ 1+x ist richtig.

Induktionsschritt:

n→ n+1: Es gelte:(1+x)n≥ 1+n·x.

⇒ (1+x)n+1 = (1+x) · (1+x)n≥ (1+x) · (1+n·x).
[Begründung:(1+x)n≥ 1+n·x und1+x≥ 0]

= 1+x+n·x+n·x2≥ 1+x+n·x (weil: n·x2≥ 0)

= 1+(n+1) ·x.

(b) Behauptung:Für allen∈N gilt:
n
∑

i=1
i = (n+ 1

2)2

2 .

Beweis:Induktion übern

Induktionsschritt:

n→ n+1:
n+1
∑

i=1
i =

(
n
∑

i=1
i

)
+n+1 =

Induktionsannahme

(n+ 1
2)2

2 +n+1= n2+n+ 1
4+2n+2
2 = n2+3n+ 9

4
2 = ((n+1)+ 1

2)2

2 .

Fehler:Induktionsanfang fehlt, Formel ist fürn = 1 falsch! ¤
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§ 2 Abbildungen

§ 2 Abbildungen

(1.2) Definition

SeienM,N Mengen.
EineABBILDUNG f von M nachN ist eineVORSCHRIFT, die jedemx∈M genau ein Element
f (x) ∈ N zuordnet. Schreibweise:
f : M → N,x 7→ f (x)
M heißtDEFINITIONSBEREICHvon f , N heißtWERTEBEREICHvon f . x∈M heißt einURBILD

von f (x) ∈ N, f (x) ∈ N heißt dasBILD vonx∈M. ¤

(1.3) Beispiele

(a) f :N→R, i 7→ i2

Oft benutzen wir fürFOLGEN (d.h. Abbildungen mit DefinitionsbereichN) die Schreibwei-
se a1,a2,a3, . . . , ai︸︷︷︸

f (i)

, . . ., so dass unsere obige Abbildung geschrieben werden könnte als

1,4,9,16, . . .

(b) Die Addition inZ ist Abbildung.

Z×Z→ Z,(x,y) 7→ x+y

(c) M Menge:

idM : M →M,x 7→ x heißt dieIDENTITÄT aufM. ¤

(1.4) Definition und Beispiele

SeiM eine Menge (z.B.M =R).

(a) Für n∈N sein := {1,2, . . . ,n}, z.B.3 := {1,2,3}.
(b) Ein n-TUPEL mit Werten inM ist eine Abbildungt : n→M.

Wie bei Folgen verwenden wir fürn-Tupel t die Schreibweiset1, t2, . . . , tn, meist mit Klam-
mern(t1, t2, . . . , tn), wobei wir ti := t(i), i = 1, . . . ,n gesetzt haben.

Z.B.: t : 3→R, t(1) = 0, t(2) =
√

3, t(3) =−1
2 wird geschrieben als(0,

√
3,−1

2). ¤

(1.5) Definition

Sei f : M → N eine Abbildung.

(1) Für X ⊆M heißt f (X) := { f (x) | x∈ X}= {y∈ N | es existiert einx∈ X mit y = f (x)} das
BILD vonX.

5



1 Motivation und Grundlagen

(2) FürY ⊆ N heißt f−1(Y) := {x∈M | f (x) ∈Y} dasURBILD vonY.

[ f−1 hat nichts mit der Umkehrabbildung zu tun.]

Die Mengenf−1({y})⊆M,y∈ N heißen dieFASERN von f .

(3) (a) f heißtSURJEKTIV, falls f (M) = N.

M N

Abbildung 1.5:surjektive Abbildung

(b) f heißtINJEKTIV, falls gilt:

Sindx,x′ ∈M mit f (x) = f (x′), dann istx = x′.

M N

Abbildung 1.6:injektive Abbildung

(c) f heißtBIJEKTIV, falls f injektiv und surjektiv ist.

M N

Abbildung 1.7:bijektive Abbildung

¤
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§ 2 Abbildungen

(1.6) Beispiele

(a) f :R→R,x 7→ 2x ist bijektiv.

-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

-10 -5 0 5 10

Abbildung 1.8:Abbildungx 7→ 2x

(b) f :R→R,x 7→ x2 (vgl. Abbildung1.9) ist weder injektiv noch surjektiv.

f ist nicht injektiv, weil−√y und
√

y zwei verschiedene Urbilder sind.

f ist nicht surjektiv, weil die Bildmenge ungleich der Wertemenge ist:

f (R) =R≥0 := {x∈R | x≥ 0}.
f1 :R→R≥0 ist daher surjektiv (aber auch nicht injektiv).

Fasern vonf1: f−1
1 ({y}) = {−√y,

√
y},y∈R≥0.

(c) f : Z→ Z,x 7→ 2x ist injektiv, aber nicht surjektiv, weil z.B.3 kein Urbild hat.

(d) f :N→{0,1},x 7→ Rest vonx bei Division durch 2

f−1({0}) = {x∈N | x ist gerade}
f−1({1}) = {x∈N | x ist ungerade}
f hat genau zwei Fasern.
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1 Motivation und Grundlagen
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Abbildung 1.9:Abbildungx 7→ x2

(e) f :R×R→R,(x,y) 7→ 2x+y (vgl. Abbildung1.10)

Für a∈R gilt:

f−1({a}) = {(x,y)∈R×R | 2x+y= a}= {(x,y)∈R×R | y =−2x+a︸ ︷︷ ︸
Gerade durchy=a mit der Steigung−2

}

¤

(1.7) Definition

Seienf : M → N undg : L→M Abbildungen.
Dann heißt die Abbildungf ◦g : L → N,x 7→ f ◦g := f (g(x)) die KOMPOSITION von f mit g
(vgl. Abbildung1.11). ¤

(1.8) Bemerkung

Sei f : M → N. Dann gilt:
f bijektiv ⇔ f besitzt eineUMKEHRABBILDUNG , d.h. es existiertg : N → M mit g◦ f = idM

und f ◦g = idN.
Ist f bijektiv undg eine Umkehrabbildung vonf wie oben, dann istg durch f eindeutig bestimmt
und wird mit f−1 bezeichnet. ¤
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§ 2 Abbildungen

-4
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-1
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-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Abbildung 1.10:Abbildungenf−1({0}) und f−1({1})

f  g

f  g

g(x)

f(x)

L M

N

g

f
(x)

Abbildung 1.11:Komposition vonf mit g

Konvention

(1) Zu jeder MengeM existiert genau eineAbbildung, die die leere Menge aufM abbildet
( /0→M).

(2) Ist M 6= /0 eine Menge, dann existiertkeineAbbildung vonM in die leere Menge (M → /0).

[ /0→M ist injektiv; fallsM = /0, dann auch surjektiv.] ¤

Ergänzung zu Definition (1.5)(3)

f : M → N

(1) f ist SURJEKTIV, falls zu jedemy∈ N einx∈M existiert mit f (x) = y.

9



1 Motivation und Grundlagen

(2) f ist INJEKTIV, falls gilt:

Sindx,x′ ∈M mit x 6= x′, dann istf (x) 6= f (x′).

(3) f ist BIJEKTIV, falls f injektiv und surjektiv ist. ¤

(1.9) Beispiele

(a) f :R→R,x 7→ 2x ist bijektiv.

f−1 :R→R,x 7→ 1
2x ist die Umkehrabbildung.

(b) f :R≥0→R≥0,x 7→ x2 ist bijektiv.

f−1 :R≥0→R≥0,x 7→
√

x ist die Umkehrabbildung.

¤

§ 3 Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

(1.10) Definition

Ein lineares Gleichungssystem (überR), kurz LGS, hat die Form:

a11x1 +a12x2 + . . .+a1nxn = b1

a21x1 +a22x2 + . . .+a2nxn = b2

...

am1x1 +am2x2+ . . .+amnxn= bm

mit ai j ,bi ∈R,1≤ i ≤m,1≤ j ≤ n.
Die ai j heißen dieKOEFFIZIENTENdes LGS,x1, . . . ,xn sind „UNBEKANNTE“.
Gegeben:ai j undbi .
Gesucht:Alle Lösungen des LGS.
Eine Lösung ist eine „Liste“s1, . . . ,sn mit sj ∈ R,1≤ j ≤ n (später als Spalte von Zahlen ge-
schrieben), so dass allem Gleichungen des LGS richtig werden (erfüllt sind), wennx j = sj

gesetzt wird (1≤ j ≤ n). ¤

(1.11) Bemerkung

Die Menge der Lösungen ändert sich nicht, wenn:

(a) zwei Gleichungen vertauscht werden,

(b) dasc-fache (c∈R) einer Gleichung zu einer anderen Gleichung addiert wird,

(c) eine Gleichung mit einemc∈R,c 6= 0, multipliziert wird. ¤

10



§ 3 Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

Beweis

(a) Klar.

Seiens1, . . . ,sn ∈R.

(b) Linke Seiten der beiden Gleichungen nach Einsetzen vons1, . . . ,sn:

vor der Operation: nach der Operation:
a1 a1

a2 a2 +c·a1

Rechte Seiten der bei beiden Gleichungen:

vor der Operation: nach der Operation:
b1 b1

b2 b2 +c·b1

Zu zeigen:a1 = b1∧a2 = b2⇔ a1 = b1∧a2 +c·a1 = b2 +c·b1.

„⇒“: a1 = b1⇒ c·a1 = c·b1 ⇒︸︷︷︸
a2=b2

a2 +c·a1 = b2 +c·b1

„⇐“: a2 +c·a1 = b2 +c·b1∧c·a1 = c·b2⇒ a2 = b2 (Subtraktion vonc·a1 = c·b2)

(c) Linke Seiten:

vor der Operation: nach der Operation:
a c·a

Rechte Seiten:
vor der Operation: nach der Operation:

b c·b
Dies ist richtig, weilc 6= 0 ist. ¤

(1.12) Beispiele

(a)

x1+2x2 + x4 = 1

x1+2x2+2x3+3x4 = 5

2x1+4x2 +3x4 = 5 (∗)
3x3+2x4 = 3

Addiere das(−1)-fache der1. Gleichung zur2. Gleichung, addiere das(−2)-fache der1.
Gleichung zur3. Gleichung:

x1+2x2 + x4 = 1

2x3+2x4 = 4

x4 = 3

3x3+2x4 = 3

11



1 Motivation und Grundlagen

Multipliziere die2. Gleichung mit1
2, addiere das(−3)-fache der2. Gleichung zur4. Glei-

chung:

x1+2x2 + x4 = 1

x3+ x4 = 2

x4 = 3

−x4 =−3

Addiere die3. Gleichung zur4. Gleichung, addiere das(−1)-fache der3. Gleichung zur2.
Gleichung, addiere das(−1)-fache der3. Gleichung zur1. Gleichung:

x1+2x2 =−2

x3 =−1

x4 = 3 (∗∗)
0 = 0

Nach Bemerkung(1.11)haben die LGS(∗) und(∗∗) die gleichen Lösungen.

s1, . . . ,s4 ist Lösung von(∗∗)⇔s1 =−2−2a

s2 = a,a∈R beliebig

s3 =−1

s4 = 3

Insbesondere hat(∗) unendliche viele Lösungen.

(b)

x1− x2 = 1

2x1+3x2 = 0

Addiere das2-fache der1. Gleichung zur2. Gleichung:

x1− x2 = 1

5x2 =−2

x1−x2 = 1

x2 =−2
5

x1 =
3
5

x2 =−2
5

Es gibt genau eine Lösung:3
5,−2

5.
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§ 3 Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

(c)

x1− x2 = 1

−2x1+2x2 = 0

Addiere das2-fache der1. Gleichung zur2. Gleichung:

x1−x2 = 1

0 = 2 �

Es gibt keine Lösung. ¤

Fazit

Ein LGS (mitm= n) kann alsounendlich viele, genau eineodergar keineLösung haben. ¤

Fragen

(1) Wie sieht man den Koeffizienten eines LGS an, ob es unendlich viele, gar keine oder genau
eine Lösung hat?

(2) Mathematisch Präzisierung des Begriffs „Lösung“?

(3) Hat die Menge der Lösungen eine „Struktur“? ¤

(1.13) Beispiel (aus der Elektrotechnik)

R 2

I 2
I1

R
4

I4

I 5

R
3

I3

1
R

I

R 5

Abbildung 1.12:Netzwerk aus elektrischen Leitern und Widerständen

I ∈R : Strom des ein- und ausfließenden, gerichteten Stromes (inA).
Rj ∈R,1≤ j ≤ 5 : bekannte Widerstände (inΩ).
I j ∈R,1≤ j ≤ 5 : gesuchte Stromstärken (inA).
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1 Motivation und Grundlagen

K IRCHHOFF’ SCHEGESETZE:

(a) Summe der Ströme in jedem Knoten ist0.

(b) Summe der Spannungen in jeder Schleife ist0.

=⇒ LGS:

I1+ I2 = I

I2− I3− I4 = 0

I1 + I3 − I5 = 0

I4+ I5 = I

−R1I1+R2I2+ R3I3 = 0

−R3I3+R4I4−R5I5 = 0

¤

(1.14) Definition

Eine MengeK heißtKÖRPER(field), wenn zwei Abbildungen definiert sind:
+ : K×K → K,(a,b) 7→ a+b
· : K×K → K,(a,b) 7→ a·b

so dass gilt:

(1) (a+b)+c = a+(b+c) für allea,b∈ K.

(2) Es existiert0∈ K mit a+0 = 0+a = a für allea∈ K.

(3) Für allea∈ K existiert−a∈ K mit a+(−a) = 0 =−a+a.

(4) a+b = b+a für allea,b∈ K.

(5) (a·b) ·c = a· (b·c) für allea,b,c∈ K.

(6) Es existiert1∈ K,1 6= 0, mit 1·a = a·1 = a für allea∈ K.

(7) Für allea∈ K,a 6= 0, existierta−1 ∈ K mit a·a−1 = 1 = a−1 ·a.

(8) a·b = b·a für allea,b∈ K.

(9) a· (b+c) = a·b+a·c und(a+b) ·c = a·c+b·c für allea,b,c∈ K. ¤

(1.15) Bemerkung

SeiK ein Körper.

(a) Für a+(−b),a,b∈ K, schreiben wira−b.

(b) Für a·b,a,b∈ K, schreiben wirab. ¤
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§ 3 Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

(1.16) Beispiele

(a) R undQ sind Körper.Z ist kein Körper.

(b) Q(
√

3) := {a+ b
√

3 | a,b ∈ Q} ⊆ R ist ein Körper (mit+ und · ausR), Elemente des
Körpers sind z.B.1 (1 = 1+0

√
3), 13

11

√
3,−17+

√
3. Beweis:

0,1 ∈ R liegen inQ(
√

3); mit a+ b
√

3 ∈ Q(
√

3) ist auch−(a+ b
√

3) = −a− b
√

3 ∈
Q(
√

3).

⇒ (1.14)(1)-(6),(8),(9) sind erfüllt fürQ(
√

3).

Was ist mit(a+b
√

3)−1 für a+b
√

3 6= 0?

a+b
√

3 6= 0⇒ a2−3b2 6= 0 (dies liegt an der eindeutigen Primfaktorzerlegung inZ).

⇒ a
a2−3b2 − b

a2−3b2

√
3∈Q(

√
3) und es gilt:

1
a2−3b2(a−b

√
3)(a+b

√
3) = 1

a2−3b2(a2−3b2) = 1.

Also istQ(
√

3) ein Körper. [(1.14)(7) gilt ebenfalls.]

(c) Wir definieren auf der Menge{0,1} eine neue Addition und eine neue Multiplikation (die
wir auch mit+ und· bezeichnen) mit Hilfe der beiden folgenden Tafeln:

+ 0 1 · 0 1
0 0 1 0 0 0
1 1 0 1 0 1

Dann ist{0,1} zusammen mit diesen neuen Verknüpfungen ein Körper, den wir mitF2

bezeichnen. (F steht für „field“, Index2 für zwei Elemente.) ¤

(1.17) Definition

SeiK ein Körper,m,n∈N.

(a) Eine(m×n)-Matrix A überK ist ein rechteckiges „Schema“ vonm·n Elementenai j ∈K der
Form:

A =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
.. .

...
am1 am2 · · · amn


 =: (ai j )1≤i≤m

1≤ j≤n
.

Die ai j ∈ K,1≤ i ≤m,1≤ j ≤ n, heißen dieEINTRÄGE (oderKOEFFIZIENTEN) vonA.

(b) Km×n := Menge der(m×n)-Matrizen überK.

(c) SeiA = (ai j ) ∈ Km×n.

Die (1×n)-Matrix zi :=
(
ai1 ai2 · · · ain

)
heißt diei-te ZEILE (row) vonA.
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1 Motivation und Grundlagen

Wir schreiben auch:A =




z1

z2
...

zm


.

Die (m×1)-Matrix sj :=




a1 j

a2 j
...

am j


 heißt diej-te SPALTE (column) vonA.

Wir schreiben auch:A = (s1,s2, . . . ,sn). ¤

(1.18) Beispiel

A =




0 1 −2 3
5
4 1 0 0
1 2 3 4


 ∈Q3×4

Zeilen von A:
z1 =

(
0 1 −2 3

)

z2 =
(

5
4 1 0 0

)

z3 =
(

1 2 3 4
)

Spalten von A:

s1 =




0
5
4
1


, s2 =




1
1
2


, s3 =



−2
0
3


, s4 =




3
0
4


 ¤

Bemerkung

Mathematisch präzise Definition von Matrizen überK (K Körper):
Eine(m×n)-Matrix A überK ist eine Abbildung
A : m︸︷︷︸

{1,2,...,m}∈N
×n→ K, (i, j)︸︷︷︸

Position

7→ ai j︸︷︷︸
Eintrag der MatrixA an der Positionai j

¤

Konventionen

(a) Eine(1×n)-Matrix oder eine(n×1)-Matrix überK nennen wir auchn-Tupel (vgl.(1.4)(b)).

(b) Kn := Kn×1 = Menge derSPALTEN-n-TUPEL überK.

R2 =
{(

x
y

)
| x,y∈R

}
¤
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§ 3 Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

(1.19) Definition

(a) Gegeben sei das LGS überK:

a11x1 +a12x2 + . . .+a1nxn = b1

a21x1 +a22x2 + . . .+a2nxn = b2

...

am1x1 +am2x2+ . . .+amnxn= bm

mit ai j ,bi ∈ K,1≤ i ≤m,1≤ j ≤ n.

Die Matrix A = (ai j )1≤i≤m
1≤ j≤n

∈ Km×n heißt dieKOEFFIZIENTEN-MATRIX des LGS.

b :=




b1
...

bm


 ∈ Km heißtRECHTE SEITE des LGS. Istb :=




0
...
0


, dann heißt das LGSHO-

MOGEN, andernfallsINHOMOGEN.

Die Matrix (A,b) ∈ Km×(n+1), d.h.(A,b) =




a11 · · · a1n b1

a21 · · · a2n b2
...

am1 · · · amn bm


, heißt dieERWEITERTE

KOEFFIZIENTEN-MATRIX .

EineLÖSUNGdes LGS ist ein Element




s1
...
sn


∈Kn (also ein Spalten-n-Tupel) mit

n
∑
j=1

ai j sj =

bi für alle1≤ i ≤m.

Die LÖSUNGSMENGEL des LGS ist die Menge aller Lösungen; beachte:L⊆ Kn.

(b) Eine Matrix(A,b) ∈ Km×(n+1) mit A∈ Km×n,b ∈ Kn bestimmt umgekehrt ein LGS, dessen
erweiterte Koeffizentenmatrix sie ist. ¤

(1.20) Beispiele

(a) Das LGS aus(1.13)hat folgende erweiterte Matrix:


1 1 0 0 0 I
0 1 −1 −1 0 0
1 0 1 0 −1 0
0 0 0 1 1 I
−R1 R2 R3 0 0 0

0 0 −R3 R4 −R5 0



∈R6×6.

(b) Die Lösungsmengen aus(1.12)sind:
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1 Motivation und Grundlagen

für (a): L =








−2−2a
a
−1
3


 | a∈R




⊆R4

für (b): L =
{( 3

5
−2

5

)}
⊆R2

für (c): L = /0⊆ R2︸︷︷︸
LGS mit 2 Unbekannten

(c) Betrachte das LGS überR:

2x1 +x2 = 3,m= 1,n = 2

Definiere dazu eine Abbildung:

ϕ :R2→R2,

(
x1

x2

)
7→ 2x1 +x2

Dann gilt für die Lösungsmenge L:

L =





(
s1

s2

)
| 2s1 +s2 = 3︸ ︷︷ ︸

ϕ((x1
x2))





= ϕ−1({3}), d.h.L ist eine Faser vonϕ.

(d) Allgemein: SeiK ein Körper,A = (ai j ) ∈ Km×n die Matrix eines LGS mit rechter Seite
b∈ Km.

Definiere:ϕA : Kn→ Km,




x1
...

xn


 7→




y1
...

ym


 mit yi :=

n
∑
j=1

ai j x j ,1≤ i ≤m.

Dann istL := ϕ−1
A ({b}) die Lösungsmenge des LGS. ¤

§ 4 Gauß-Algorithmus

SeiK ein Körper, z.B.R oderQ.

(1.21) Definition

SeiA∈ Km×n.
Jede der folgenden drei Umformungen vonA heißtELEMENTARE ZEILENTRANSFORMATION:

(a) ti j (1≤ i 6= j ≤m) :

Vertausche die Zeileni und j.
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§ 4 Gauß-Algorithmus

(b) ai j (c) (1≤ i 6= j ≤m,c∈ K) :

Addiere dasc-fache von Zeilej zur Zeilei.

(c) mi(c) (1≤ i ≤m,c∈ K,c 6= 0) :

Multipliziere Zeile i mit c. ¤

(1.22) Beispiel

K =Q,m= 3,n = 4


1 2 3 4
0 0 1 1
−1 −1 5 6


−→

t12




0 0 1 1
1 2 3 4
−1 −1 5 6


 −→

a23(2)



0 0 1 1
−1 0 13 16
−1 −1 5 6


 −→

m3(−1)




0 0 1 1
−1 0 13 16
1 1 −5 −6


 ¤

(1.23) Bemerkung

Sei(A,b) ∈ Km×(n+1) und sei(A′,b′) aus(A,b) durch eine Folge elementarer Zeilentransforma-
tionen entstanden. Dann haben die beiden LGS, deren erweiterte Matrix(A,b) bzw. (A′,b′) ist
(vgl. (1.19)(b)), die gleichen Lösungsmengen.

Beweis

Folgt aus(1.11). ¤

(1.24) Definition

Eine Matrix (überK) hatZEILENSTUFENFORM, wenn sie die folgende Gestalt hat:


0

¥ ∗ · · · · · · ∗
0 ¥ ∗ · · · ∗
...

...
. .. .. .

...
0 · · · 0 ¥ ∗

0 0




¥ : ein Eintrag6= 0.
∗ : irgendein Eintrag.
Links und unterhalb von¥ stehen nur Nullen. ¤

(1.25) Bemerkung (Gauß-Algorithmus mit Zeilentransformationen)

Jede Matrix überK kann durch eine endliche Folge elementarer Zeilentransformationen der Form
(1.21)(a),(b) in eine Matrix in Zeilenstufenform überführt werden.
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1 Motivation und Grundlagen

Beweis

A habem Zeilen (m∈N). Wir beweisen die Behauptung durch Induktion überm.
m= 1 : X
m−1→m : Sei j1 die Nummer der ersten Spalte vonA, in der ein Eintrag6= 0 vorkommt, sagen
wir in Zeile i1.
Durch Vertauschen von Zeilen (Zeile 1 mit Zeilei1) erhalten wir:


¥ ∗ · · · ∗
∗

0
... B
∗




Durch „Ausräumen“ der Spaltej1 mit elementaren Zeilentransformationen der Formai1(c) mit
geeignetenci ∈ K erhalten wir:


¥ ∗ · · · ∗
0

0
... C
0




C hat(m−1) Zeilen.
Weitere Beweisschritte für die übrigen Zeilen analog. ¤

(1.26) Beispiel

A =




1 −2 3 4 2
−1 2 −1 −3 −6
1 −2 5 4 1
2 −4 4 8 5


 ∈Q4×5




1 −2 3 4 2
0 0 2 1 −4
0 0 2 0 −1
0 0 −2 0 1


 (a21(1),a31(−1),a41(−2))




1 −2 3 4 2
0 0 2 1 −4
0 0 0 −1 3
0 0 0 1 −3


 (a32(−1),a42(1))




1 −2 3 4 2
0 0 2 1 −4
0 0 0 −1 3
0 0 0 0 0


 ¤

(1.27) Algorithmus (Gauß’sches Verfahren zum Lösen eines homogenen LGS)

Gegeben:A∈ Km×n, interpretiert als Koeffizienten-Matrix eines homogenen LGS.
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§ 4 Gauß-Algorithmus

Gesucht:LösungsmengeL
Der Algorithmus besteht aus zwei Schritten:

(a) VORWÄRTSELIMINATION:

BringeA mit Gauß-Algorithmus (vgl.(1.25)) auf ZeilenstufenformA′, etwa:

A′ =




0

¥ ∗ · · · · · · ∗
0 ¥ ∗ · · · ∗
...

...
. . . .. .

...
0 · · · 0 ¥ ∗

0 0




(b) RÜCKWÄRTSSUBSTITUTION:

Die r Unbekannten an den¥-Spalten heißenABHÄNGIGE VARIABLEN , die anderenn− r
heißenFREIE VARIABLEN .

(1) Bringe die freien Variablen auf die rechte Seite des LGS und ersetze diese der Reihe
nach durcha1, . . . ,an−r ∈ K (beliebige Zahlen).

(2) Löse, von unten nach oben, nach den abhängigen Variablen auf. (Nach jedem dieser
Schritte steht in der jeweils nächsten zu lösenden Gleichung genau eine abhängige Va-
riable.) ¤

(1.28) Beispiel (vgl. (1.26))

A′ =




1 −2 3 4 2
0 0 2 1 −4
0 0 0 −1 3
0 0 0 0


 ∈Q4×5

x2,x5 sind freie Variablen.
x1,x3,x4 sind abhängige Variablen.

x1−2x2+3x3+ 4x4+2x5 = 0

2x3+ x4−4x5 = 0

−x4+3x5 = 0

(b)(1)−→

x1+3x3+ 4x4 = 2a1−2a2

2x3+ x4 = 4a2

−x4 = −3a2
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1 Motivation und Grundlagen

(b)(2)−→

x4 = 3a2

x3 =
1
2

a2

x1 = 2a1−31
2

a2

x2 = a1

x5 = a2

L =








2a1− 31
2 a2

a1
1
2a2

3a2

a2



| a1,a2 ∈ K





. ¤

(1.29) Bemerkung

(a) Ein homogenes LGS hat immer (mindestens) eine Lösung, nämlich




0
...
0


 ∈ Kn, diese Lö-

sung heißt auch dieTRIVALE LÖSUNG.

(b) Hat ein homogenes LGS weniger Gleichungen als Unbekannte (m < n), dann hat es eine
NICHT-TRIVALE LÖSUNG.

Beweis

(a) X

(b) Die Anzahl der abhängigen Variablen (in der Zeilenstufenform des LGS) ist höchstensm, da
in jeder Zeile höchstens ein¥ steht.

Anzahl der Unbekannten= n > m≥ Anzahl der abhängigen Variablen.

⇒ Es existieren freie Variablen. ¤

(1.30) Beispiel

Betrachte die chemische ReaktionPbN6 +CrMn2O8→ Pb3O4 +Cr2O3 +MnO2 +NO.
PbN6 : Bleiazid(x1)
CrMn2O8 : Chrompermanganat(x2)
Pb3O4 : Bleioxid (x3)
Cr2O3 : Chromoxid(x4)
MnO2 : Manganoxid(x5)
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§ 4 Gauß-Algorithmus

NO : Stickoxid(x6).
Gesucht:

Anzahl der Moleküle jeder Sorte, so dass jedes Atom auf beiden Seiten der Reaktion gleich oft
vorkommt.

xi : Anzahl des Molekülsi.

Für jedes der 5 vorkommenden Atome erhalten wir eine Gleichung.

x1 x2 x3 x4 x5 x6

Pb 1 0 −3 0 0 0
N 6 0 0 0 0 −1
Cr 0 1 0 −2 0 0
Mn 0 2 0 0 −1 0
O 0 8 −4 −3 −2 −1

(Z.B. 1. Gleichung fürPb: x1 = 3x3 oderx1−3x3 = 0.)

Gauß-Algorithmus:


1 0 −3 0 0 0
0 0 18 0 0 −1
0 1 0 −2 0 0
0 0 0 4 −1 0
0 0 −4 13 −2 −1



−→




1 0 −3 0 0 0
0 1 0 −2 0 0
0 0 −4 13 −2 −1
0 0 0 4 −1 0
0 0 0 117

2 −9 −11
2



−→




1 0 −3 0 0 0
0 1 0 −2 0 0
0 0 −4 13 −2 −1
0 0 0 4 −1 0
0 0 0 0 45 −44




Lösungsmenge:

L =








1
6a
22
45a
1
18a
11
45a
44
45a
a



| a∈R





Welche Lösungen sind chemisch sinnvoll?

Alle xi ∈N.

Kleinste solche Lösung füra = 90:


15
44
5
22
88
90




, d.h.15·PbN6 +44·CrMn2O8→ 5·Pb3O4 +22·Cr2O3 +88·MnO2 +90·NO. ¤

23



1 Motivation und Grundlagen

(1.31) Algorithmus (Gauß’sches Verfahren zum Lösen eines inhomogenen
LGS)

Gegeben:A∈ Km×n, b∈ Km, wobei(A,b) ∈ Km×(n+1) als erweiterte Matrix eines inhomogenen

LGS interpretiert wird (wobei wirb 6=




0
...
0


 voraussetzen).

Gesucht:LösungsmengeL
Der Algorithmus besteht aus drei Schritten:

(a) VORWÄRTSELIMINATION:

Bringe(A,b) mit Gauß-Algorithmus (vgl.(1.25)) auf Zeilenstufenform(A′,b′), etwa:



¥ ∗ · · · · · · ∗ b′1
0 ¥ ∗ · · · ∗ b′2

0
...

...
... .. .

...
...

0 · · · 0 ¥ ∗ b′r
b′r+1

0 0
...

b′m




(b) LÖSBARKEITSENTSCHEIDUNG:

Das LGS ist genau dann unlösbar, falls eine der Zahlenb′r+1, . . . ,b
′
m ungleich 0 ist (in diesem

Fall ist L = /0).

Ist z.B.b′r+1 6= 0, was wir nach Vertauschen von Zeilen annehmen können, dann liefert die
(r+1)-te Gleichung den Widerspruch:0 = 0·x1 +0·x2 + . . .+0·xn = b′r+1 6= 0 �.

(c) RÜCKWÄRTSSUBSTITUTION:

[Nur, falls b′r+1 = b′r+2 = . . . = b′m = 0.]

Abhängige und freie Variablen sind wie im homogenen Fall definiert.

(1) Ersetze alle freien Variablen durch0 und löse nach den abhängigen Variablen auf (von
unten nach oben).

→ Erhalte spezielle Lösungs=




s1

s2
...
sn


.

(2) Bestimmte die LösungsmengeL0 des homogenen LGS mit MatrixA′.
Dann gilt:L = {s+u | u∈ L0} ⊆ Kn.

Dabei haben wir zur Abkürzung gesetzt:
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§ 4 Gauß-Algorithmus

s+u :=




s1 +u1

s2 +u2
...

sn +un


 für u =




u1

u2
...

un


 ∈ Kn. ¤

(1.32) Beispiel

A =




1 −2 3 4
−1 2 −1 −3
1 −2 5 4
2 4 4 8


 ∈Q4×4,b =




2
−6
1
5


 ∈Q4.

(A,b) ∈Q4×5 ist die MatrixA aus Beispiel(1.26).

⇒




1 −2 3 4 2
0 0 2 1 −4
0 0 0 −1 3
0 0 0 0 0


 (m= 4,n = 4)

⇒ Das LGS ist lösbar.
Freie Variable:x2. Abhängige Variablen:x1,x3,x4. Spezielle Lösung:x2 = 0.

x1+3x3+ 4x4 = 2

2x3+ x4 =−4

−x4 = 3

⇒ x4 =−3

x3 =−1
2

x2 = 0

x1 =
31
2

⇒ s=




31
2
0
−1

2
−3


 ist eine spezielle Lösung.

Lösungsmenge des homogenen LGS:
Ersetzex2 durcha∈Q:

x1+3x3+ 4x4 = 2a

2x3+ x4 = 0

−x4 = 0
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1 Motivation und Grundlagen

⇒ x4 = 0

x3 = 0

x2 = a

x1 = 2a

⇒ L0 =








2a
a
0
0


 | a∈Q





ist eine spezielle Lösung.

⇒ L =








2a+ 31
2

a
−1

2
−3


 | a∈Q




⊆Q4. ¤

Einige Fragen

(1) Inwieweit sind die freien bzw. abhängigen Variablen durch das LGS bestimmt?

• Zeilenstufenform, auf dieA ∈ Km×n transformiert werden kann, ist nicht eindeutig
durch A bestimmt.

• Vertauschen von Unbekannten liefert ein äquivalentes LGS, aber andere Menge von
freien Variablen.

(2) Ist die Anzahl der freien Variablen eindeutig bestimmt? Wenn ja, warum?

(3) Lösungskriterium (für inhomogene LGS)?

Kriterium für die eindeutige Lösung?

(4) Kurze, kompakte Beschreibung der Lösungsmenge:L = s+ L0 := {s+ u | u∈ L0}, L0 Lö-
sungsmenge des zugehörigen homogenen LGS (vgl.(1.31)(c2)).

L0 : u,v∈ L0⇒ u+v∈ L0 ¤

§ 5 Äquivalenzrelationen

SeiM Menge.

(1.33) Definition

(a) EineRELATION R aufM ist eine TeilmengeR⊆M×M.

Schreibweise:xRy:⇔ (x,y) ∈ R.
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§ 5 Äquivalenzrelationen

(b) Eine RelationR⊆M×M heißt:

(R) REFLEXIV, falls (x,x) ∈ R für allex∈M

(S) SYMMETRISCH, falls gilt:

(x,y) ∈ R⇒ (y,x) ∈ R

(A) ANTISYMMETRISCH, falls gilt:

(x,y) ∈ R und(y,x) ∈ R⇒ x = y

(T) TRANSITIV, falls gilt:

(x,y) ∈ R und(y,z) ∈ R⇒ (x,z) ∈ R

(c) Eine Relation, die (R), (S) und (T) erfüllt, heißtÄQUIVALENZRELATION .

(d) Eine Relation, die (R), (A) und (T) erfüllt, heißt(HALB -)ORDNUNG. ¤

(1.34) Beispiele

(a) Aus der Mathematik:

(1) M =N,R=„<“ (x < y :⇔ y−x∈N)
„<“ nicht reflexiv, nicht symmetrisch

„<“ transitiv

(2) M =N,R=„≤“ (x≤ y :⇔ x < y oderx = y)
„≤“ ist (R), (A), (T)

(3) M = Pot(N) für eine MengeN

R= „⊆“ ist (R), (A) und (T)

(„⊆“ ist keineTOTAL-ORDNUNG, d.h. nicht alle Elemente ausM sind vergleichbar bzgl.
„⊆“, z.B. {1},{2} ∈ Pot({1,2}), aber{1}* {2} und{2}* {1}.)

(4) SeiN Menge, f : M → N.

Rf definiert durchxRf x′ :⇔ f (x) = f (x′) ist Äquivalenzrelation aufM.

(5) „=“ ist Äquivalenzrelation aufM (zuR= {(x,x) | x∈M}).
(6) M = Z, „≡3“ definiert durchx≡3 y :⇔ 3 | x−y ist Äquivalenzrelation aufZ.

[(T): 3 | x−y und3 | y−z⇒ 3 | x−y+y−z= x−z]

(b) Aus dem täglichen Leben:

(1) M = Menge der hier Anwesenden

xEy:⇔ x hat die gleichen Eltern (das gleiche Elternpaar) wiey

xGy:⇔ x hat das gleiche Geburtsdatum (Tag / Monat) wiey
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1 Motivation und Grundlagen

(2) M = Menge der Stichwörter in einem Lexikon

xAy:⇔ x hat den gleichen Anfangsbuchstaben (Großschreibung ignoriert) wiey

(3) M = Menge von farbigen Glasperlen in einer Dose

xFy :⇔ x hat die gleiche Farbe wiey

E,G,A,F sind Äquivalenzrelationen. ¤

(1.35) Definition

SeiR eine Äquivalenzrelation aufM.
Für x∈M heißtCx := {y∈M | xRy} eineÄQUIVALENZKLASSE vonR.
M/R := MENGE DERÄQUIVALENZKLASSEN vonR (M/R⊆ Pot(M)). ¤

(1.36) Beispiele

(a) Rf wie in (1.34)(a)(4), f : M → N.

xRf x′⇔ f (x′) = f (x)

x∈M : Cx = {x′ ∈M | f (x′) = f (x)}= f−1({ f (x)})︸ ︷︷ ︸
Faser

M/Rf : Menge der nicht-leeren Fasern

(b) R= „=“, x∈M : Cx = {x}
M/R= {{x} | x∈M}

(c) M = Z,R= „≡3“

x≡3 y :⇔ 3 | x−y

C0 = {y∈ Z | 3 | y}
C1 = {y∈ Z | 3 | y−1}= {y∈ Z | y = 3x+1 für einx∈ Z}
C2 = {y∈ Z | y = 3x+2 für einx∈ Z}
Das sind alle Äquivalenzklassen bzgl. „≡3“.

(d) M : Menge der Anwesenden

R= E (gleiches Elternpaar)

Äquivalenzklasse: Geschwisterklasse

R= G (gleiches Geburtsdatum)

CHiß = {a | a hat am 27.7. Geburtstag}
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§ 5 Äquivalenzrelationen

(e) M : Stichwörter in einem Lexikon

R= A (gleicher Anfangsbuchstabe)

Cx = { Wörter, die mitx oder mitX beginnen}
(f) M : farbige Perlen

Äquivalenzklasse besteht aus einer Menge von Perlen gleicher Farbe. ¤

(1.37) Definition

EinePARTITION vonM ist eine MengeP von nicht-leeren Teilmengen vonM, dieTEILE vonP,
mit:

(a) M =
S

C∈P
C mit C = {x∈M | es existiertC∈ P mit x∈C}

(b) SindC1,C2 ∈ P mit C1 6= C2, dann istC1∩C2 = /0.

[P⊆ Pot(M)] ¤

C
C

C
C

2
3

4
1

Abbildung 1.13:PartitionP = {C1,C2,C3,C4}

(1.38) Bemerkung

(a) SeiR eine Äquivalenzrelation aufM. Dann gilt:M/R ist eine Partition vonM.

(b) (Umkehrung von (a))

SeiP eine Partition vonM. Dann existiert eine ÄquivalenzrelationR aufM mit M/R= P.

Beweis

(a) Für x∈M ist x∈Cx (weil xRxgilt), also istCx 6= /0.

Weiter gilt:M =
S

x∈M
Cx.

Seienx,y∈M mit Cx∩Cy 6= /0.

Zu zeigen:Cx = Cy.
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1 Motivation und Grundlagen

Beweis:

Seiz∈Cx∩Cy.

⇒ xRzundyRz

⇒ xRzundzRy(wegen Symmetrie)

⇒ xRy(wegen Transitivität)

Sei nunu∈Cx beliebig.

⇒ xRyundyRu(wegen Symmetrie)

⇒ xRu(wegen Transitivität)

⇒ u∈Cx

Weil u beliebig war, folgt:Cy⊆Cx.

Analog:Cx⊆Cy.

⇒Cx = Cy.

(b) SeiP gegeben. DefiniereR⊆M×M wie folgt:

(x,y) ∈ R :⇔ es existiertC∈ P mit x∈C undy∈C.

Dann istR eine Äquivalenzrelation aufM:

(R) Seix∈M. Wegen(1.37)(a) existiertC∈ P mit x∈C.⇒ (x,x) ∈ R.

(S) (x,y) ∈ R⇒ (y,x) ∈ R

(T) Seienx,y,z∈M mit (x,y) ∈ R und(y,x) ∈ R.

⇒ Es existierenC1,C2 ∈ P mit (x∈C1 undy∈C1) und(y∈C2 undz∈C2).
y∈C1∩C2 ⇒

(1.37)(b)
C1 = C2⇒ (x,z) ∈ R.

Die Äquivalenzklassen vonR sind die Teile vonP, d.h.M/R= P. Dazu zeige ich: Istx∈M
undC∈ P mit x∈C, dann istC = C1. Dies ist aber klar. ¤

(1.39) Beispiele

(a) SeiN Menge undf : M → N eine Abbildung.

Die zu R= Rf gehörige Partition ist die MengeM/Rf der nicht-leeren Fasern vonf (vgl.
Abbildung1.14).

(b) M : Menge der Anwesenden

Die Partition zur ÄquivalenzrelationG aus(1.34)(b)(1) ergibt sich aus der AbbildungM →
31×12,x 7→ Geburtsdatum vonx.

Die Teile der Partition bestehen aus der Teilmenge von Personen, die am gleichen Tag Ge-
burtstag haben.
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§ 5 Äquivalenzrelationen

M N

Abbildung 1.14:M/Rf

(c) M : Menge von farbigen Perlen

Die Partition zur ÄquivalenzrelationF aus(1.34)(b)(3) ergibt sich auch aus der Abbildung
M →{Farben},x 7→ Farbe(x).

Teile der Partition: Menge von Perlen gleicher Farbe. ¤

(1.40) Definition und Bemerkung

SeiR eine Äquivalenzrelation aufM. Die Abbildungπ : M →M/R,x 7→Cx heißt die zuR zuge-
hörigeKANONISCHE (NATÜRLICHE) ABBILDUNG. π ist surjektiv und ihre Fasern sind gerade
die Äquivalenzklassen vonR. ¤

(1.41) Bemerkung

SeiN Menge undf : M → N eine Abbildung.
Rf sei die Äquivalenzrelation aus(1.34)(a)(4) undπ : M → M/Rf die zugehörige kanonische
Abbildung (vgl.(1.40)). Dann existiert die injektive Abbildungf : M/Rf → N mit f = f ◦π.

�

��� � �

� �

� ��

Abbildung 1.15:Abbildung f : M/Rf → N mit f = f ◦π

Beweis

Definiere f : M/Rf → N durch f−1({y}) 7→ y für y∈ f (M).
Beachte:M/Rf = { f−1({y}) | y∈ f (M)}.
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1 Motivation und Grundlagen

Dann gilt: f = f ◦π:
Seix∈M.
π(x) = Cx = f−1({ f (x)})⇒ f ◦π(x) = f (π(x)), d.h. f (x) = f ◦π(x) für alle x∈ M und damit
ist f = f ◦π.
f ist injektiv:
SeienCx,Cx′ ∈M/Rf mit f (Cx) = f (Cx′).
⇒ f (x) = f (x′), daCx = π(x),Cx′ = π(x′)
⇒Cx = f−1({ f (x)}) = f−1({ f (x′)}) = Cx. ¤

(1.42) Beispiel

M : Menge von farbigen Perlen
N : Menge von Farben
f : M → N,x 7→ Farbe(x)
Nicht-leere Fasern vonf (Äquivalenzklassen vonRf ):
Mengen von Perlen gleicher Farbe (Häufchen)
π : Jeder Perle wird ihr Farbhäufchen zugeordnet.
f : Jedem Häufchen wird „seine“ Farbe zugeordnet. ¤

b
g

r

r

b
g

r

b
g

s

r: rot
b: blau
g: gelb
s: sonstige FarbeFarbhäufchen

� �

�
��� � �

�

Abbildung 1.16:Perlen-Beispiel
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2 Vektorräume und lineare Abbildungen

§ 1 Einige algebraische Strukturen

Eine VERKNÜPFUNG auf einer MengeM ist eine AbbildungM×M → M (z.B. +, ·). Eine
ALGEBRAISCHE STRUKTUR ist eine MengeM, auf der eine (oder mehrere Verknüpfung(en)
definiert ist (sind).

(2.1) Definition

Eine MengeG heißtGRUPPE, wenn eine Verknüpfung∗ : G×G→G, (x,y) 7→ x∗y definiert ist,
so dass gilt:

(1) (x∗y)∗z= x∗ (y∗z) für allex,y,z∈G.

(2) Es existierte∈G mit e∗x = x∗e= x für allex∈G.

(3) Für allex∈G existiertx′ ∈G mit x∗x′ = e= x′ ∗x.

Gilt zusätzlich:

(4) x∗y = y∗x für allex,y∈G, dann heißtG ABELSCH (KOMMUTATIV ). ¤

(2.2) Bemerkungen

Sei(G,∗) eine Gruppe.

(a) Das Elemente aus(2.1)(2) heißtdas NEUTRALE ELEMENT von G (es ist eindeutig be-
stimmt).

(b) Seix∈G. Das Elementx′ aus(2.1)(3) ist durchx eindeutig bestimmt. Es heißtdasINVERSE

ELEMENT.

(c) Ist G abelsch, dann schreiben wir oft+ für ∗, 0 für eund−x für x′ („ ADDITIV “).

(d) Oft schreiben wirG „ MULTIPLIKATIV “, d.h. · für ∗ (oder nichts),1 für eundx−1 für x′. ¤
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2 Vektorräume und lineare Abbildungen

(2.3) Beispiele

(a) (Z,+) ist abelsche Gruppe.

(b) SeiK ein Körper. Dann gilt:

• (K,+) ist abelsche Gruppe, dieADDITIVE GRUPPEvonK.

• (K∗, ·) ist abelsche Gruppe, dieMULTIPLIKATIVE GRUPPEvon K (hierbei istK∗ =
{a∈ K | a 6= 0}).

(c) SeiM Menge.

SM := { f : M → N | f ist bijektiv}
SM ist Gruppe mit der Verknüpfung „◦“:
Klar: ( f ◦g)◦h = f ◦ (g◦h) für alle f , g, h∈ SM.

Klar: f ◦g∈ SM für f , g∈ SM.

idM ist das neutrale Elemente bzgl. „◦“.
Für f ∈ SM ist f−1 ∈ M (hier ist f−1 die Umkehrabbildung aus(1.8)) das zu f inverse
Element bzgl. „◦“.

(d) Spezialfall von (c): SeiM := n = {1,2, . . . ,n}, Sn := Sn heißt dieSYMMETRISCHEGRUPPE

auf n Ziffern. Ein Element ausSn heißt ausPERMUTATION. Für π ∈ Sn schreiben wir oft:


1 2 3 . . . n

π(1) π(2) π(3) . . . π(n)




Es gilt: | Sn |= n! = 1·2·3· · ·n. Weiter gilt:Sn abelsch⇔ n 6= 2.

Beweis

(d) „⇐“: n≤ 2⇒| Sn |∈ {1,2}⇒ Sn abelsch.

„⇒“: Sei n≥ 3. Betrachte:

ψ1 =




1 2 3 4 . . . n

2 1 3 4 . . . n


, ψ2 =




1 2 3 4 . . . n

1 3 2 4 . . . n




ψ1◦ψ2 =




1 2 3 4 . . . n

2 3 1 4 . . . n


, ψ2◦ψ1 =




1 2 3 4 . . . n

3 1 2 4 . . . n




⇒ ψ1◦ψ2 6= ψ2◦ψ1 ¤
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§ 1 Einige algebraische Strukturen

(2.4) Definition

SeienG undH Gruppen.
Eine Abbildungϕ : G→ H heißt(GRUPPEN-)HOMOMORPHISMUS, wenn gilt:
ϕ(x ·︸︷︷︸

·∈G

y) = ϕ(x) ·︸︷︷︸
·∈H

ϕ(y) für allex,y∈G.

Ein Homomorphismusϕ : G→ H heißt:

• MONOMORPHISMUS, wenn erinjektiv ist,

• EPIMORPHISMUS, wenn ersurjektivist,

• ISOMORPHISMUS, wenn erbijektiv ist.

G undH heißenISOMORPH, falls ein Isomorphismusϕ : G→ H existiert; schreibeG∼= H. ¤

(2.5) Beispiele

(a) (Z,+)→ (R,+),x 7→ x ist ein Monomorphismus.

(b) exp :(R,+)→ (R>0, ·),x 7→ exp(x) = ex ist ein Isomorphismus.

[expist bijektiv,ex+y = ex ·ey,x,y∈R] ¤

(2.6) Definition

Sei(G, ·) eine Gruppe,U ⊆G.
U heißtUNTERGRUPPEvonG, geschriebenU ≤G, fallsU bzgl. der Verknüpfung· vonG selbst
eine Gruppe ist.
Präziser:Falls gilt: u·v∈U für alleu,v∈U .
Damit erhalten wir Verknüpfung aufU : · : U×V →U,(u,v) 7→ u ·︸︷︷︸

·∈G

v.

U soll bzgl. dieser Verknüpfung eine Gruppe sein.
¤

(2.7) Beispiele

(a) Für n∈N0 seinZ := {nz| z∈ Z}.
Dann istnZ eine Untergruppe von(Z,+) (nZ≤ (Z,+)).

Jede Untergruppe von(Z,+) ist von der FormnZ für einn∈N0.

[Konvention:0Z= {0},1Z= Z]

(b) Sein∈N,G = Sn,{π | n→ n,π bijektiv}.
U = {π ∈G | π(n) = n} ≤G.

Es existiert ein IsomorphismusSn−1→U , d.h.Sn−1
∼= U (falls n≥ 2). ¤
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2 Vektorräume und lineare Abbildungen

(2.8) Konvention

Sei(A,+) eine abelsche Gruppe,a∈ A, U , V ⊆ A.
Dann schreiben wir:
a+U := {a+u | u∈U} ⊆ A
U +V := {u+v | u∈U,v∈V} ⊆ A
Beispiel:
A = Z,1+7Z= {1+7·z | z∈ Z}= {. . . ,−13,−6,1,8,15, . . .} ¤

(2.9) Beispiele

Sein∈N.

(a) Division durchn mit Rest:

Zu x∈Z existieren eindeutig bestimmteq∈Z undr ∈Nmit 0≤ r ≤ n−1 undx = q·n+ r.

Schreibweise:xmod n := r (der nicht-negative Rest vonx bei Division durchn).

Z.B. n = 7:

21mod 7= 0,−3mod 7= 4,17mod 7= 3.

(b) Definition:

Für x,y∈ Z schreiben wir:

x≡ y (mod n) :⇔ xmod n = ymod n.

Klar: ≡ (mod n) ist Äquivalenzrelation.

Z.B. n = 7:

−3≡ 32 (mod 7),8≡ 1 (mod 7).

(c) Bemerkung:(vgl. (1.34)(a)(6))

Für x,y∈ Z gilt: x≡ y (mod n)⇔ n | x−y︸ ︷︷ ︸
n ist Teiler vonx−y

.

(d) Bemerkung:(vgl. (1.36)(c))

Seix∈ Z undCx die Äquivalenzklasse vonx bzgl.≡ (mod n). Dann gilt:

Cx = x+nZ (vgl. Konvention(2.8))

Beweis:
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Seiy∈ Z. Dann gilt:

y∈Cx⇔ x≡ y(mod n) (vgl. (b), (1.35))

⇔ n | x−y (vgl. (c))

⇔ es existiertq∈ Z mit x−y = q·n
⇔ es existiertz∈ Z mit y = x+n·z
⇔ y∈ x+nZ (vgl. Konvention(2.8))

(e) Bemerkung:

(1) Seix∈ Z undr = x mod n. Dann istx+nZ= r +nZ.

(2) { nZ︸︷︷︸
=0+nZ

,1+nZ, . . . ,(n−1)+nZ} ist die Menge der Äquivalenzklassen bzgl.≡ (mod n).

Sindr, r ′ ∈ {0,1, . . . ,n−1}, r 6= r ′, dann istr +nZ 6= r ′+nZ.

Beweis:

(1) Nach Definition vonr gilt:

n | x− r ⇔ x≡ r (mod n)⇒
(d)

x+nZ= r +nZ.

(f) Schreibweise:

x := x+nZ für x∈ Z.

Z/nZ := {0,1, . . . ,n−1}= Menge der Äquivalenzklassen bzgl.≡ (mod n). Diese Äquiva-
lenzklassen heißen auchRESTKLASSENmod n.

(g) Beispiele:

(1) n = 2 :

0 = 2Z: Menge der geraden ganzen Zahlen

1 = 1+2Z: Menge der ungeraden ganzen Zahlen

(2) n = 7 :

0: 7-er Reihe

1: Menge derjenigen ganzen Zahlen, die bei Division durch 7 den Rest 1 haben

Z/7Z= {0,1,2, . . . ,6}

(h) Bemerkung:

Für x,y∈ Zgilt:

(x+nZ) +︸︷︷︸
Konvention(2.8)

(y+nZ) = (x+y)+nZ.
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Beweis:

„⊆“: Für z1,z2 ∈ Z ist (x+nz1)+(y+nz2) = (x+y)+n(z1 +z2) ∈ (x+y)+nZ.

„⊇“: (x+y)+nZ= (x+0z)+(y+nz) ∈ (x+nZ)+(y+nZ).

Mit obiger Schreibweise (d.h.x = x+nZ) gilt also:x+y = x+y.

(i) Bemerkung:

Z/nZ mit der Verknüpfung+ aus(2.8) ist abelsche Gruppe mit genaun Elementen.

Die (kanonische) Abbildung:Z→Z/nZ,x 7→ x ist ein surjektiver Gruppenhomorphismus.

Beweis:

Nach (h) gilt:x+y = x+y∈ Z/nZ für x,y∈ Z/nZ, d.h.+ ist eine Verknüpfung aufZ/nZ.

Die Gruppeneigenschaften werden mit Hilfe von (h) aus denjenigen fürZ gefolgert:

Z.B. Assoziativgesetz:

(x+y)+z= x+y+z= (x+y)+z= x+(y+z) = x+y+z= x+(y+z).

0 ist das neutrale Element,(−x) ist das zux inverse Element inZ/nZ.

: Z→ Z/nZ ist Homomorphismus nach (h) und surjektiv.

(Z/nZ,+) heißt dieRESTKLASSENGRUPPE MODULOn.

(j) Rechnen inZ/nZ:

Z.B. für n = 7:

6+5 = 6+5 = 11= 4 (oder:6+5 =−1+5 = 4)

3−5 = 3+(−5) = 3+−5 = 3−5 =−2 = 5 ¤

(2.10) (entfällt)

(2.11) Definition

Eine MengeR heißtRING, wenn aufR zwei Verknüpfungen+ : R×R→ R und · : R×R→ R
definiert sind, so dass gilt:

(1) (R,+) ist abelsche Gruppe.

(2) (x ·y) ·z= x · (y·z) für allex,y,z∈ R.

(3) Es existiert1∈ R mit 1·x = x ·1 = x für allex∈ R.

(4) Distributivgesetze:

(1) x · (y+z) = x ·y+x ·z für allex,y,z∈ R.

(2) (x+y) ·z= x ·z+y·z für allex,y,z∈ R.
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Gilt zusätzlich:

(5) x ·y = y·x für allex,y∈ R, dann heißtR KOMMUTATIV . ¤

(2.12) Beispiele

(a) (Z,+, ·) ist ein kommutativer Ring.

(b) Körper sind kommutative Ringe. ¤

(2.13) Definition

SeiR ein Ring.

(a) Ein Elementx∈RheißtINVERTIERBAR (oderEINHEIT), wenn einx′ ∈Rexistiert mitx·x′ =
1 = x′ ·x.

Ist x∈ R invertierbar, dann istx′ durchx eindeutig bestimmt und wir schreibenx−1 = x′.

R∗ := Menge der Einheiten vonR.

(b) SeiSein Ring undϕ : R→ Seine Abbildung.

ϕ heißtRINGHOMOMORPHISMUS, wenn gilt:

(1) ϕ ist Gruppenhomomorphismus:(R,+)→ (S,+).

(2) ϕ(x ·y) = ϕ(x) ·ϕ(y) für allex,y∈ Rundϕ(1) = 1. ¤

(2.14) Bemerkung und Beispiele

SeiR ein Ring.

(a) (R∗, ·) ist eine Gruppe.

(b) SeiR kommutativ. Dann gilt:

R Körper⇔ R∗ = {x∈ R | x 6= 0} undR∗ 6= /0.

(c) Z∗ = {1,−1}.

Beweis

(a) Zu zeigen ist nur:x1,x2 ∈ R∗, dann auchx1,x2.

Dies gilt wegen(x1 ·x2) · (x−1
2 ·x−1

1 ) = 1 = (x−1
2 ·x−1

1 ) · (x1 ·x2). ¤
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(2.15) Beispiel (Fortsetzung von (2.9))

Sein∈N.

(a) Seienx,x′,y,y′ ∈ Z mit x = x′ undy = y′ (x = x+nZ), dann gilt:x ·y = x′ ·y′.
Z.B. n = 7:

x = 3,x′ =−4,y = 1,y′ = 8 :

x ·y = 3,x′ ·y′ =−32= 7· (−5)+3

(b) Definiere· : Z/nZ×Z/nZ→ Z/nZ durchx ·y := x ·y.

Wegen (a) ist dies „wohldefiniert“, d.h. hängt nicht ab von der Repräsentantenx′ ∈ x bzw.
y′ ∈ y.

Zusammen mit+ aus(2.9) istZ/nZ ein kommutativer Ring mit Einselement1 und : Z→
Z/nZ ist ein surjektiver Ringhomomorphismus.

(c) Einheiten inZ/nZ:

Bemerkung:

Für x∈ Z gilt: x∈ (Z/nZ)∗⇔ ggT(x,n) = 1 (x undn sind teilerfremd).

Beweis:

„⇒“: (indirekt)

Angenommen, es existiertd 6= 1,d ∈N mit d | n undd | x.

⇒ Sein = d ·b für einb∈N.

⇒ 0 < b < m, d.h.b 6= 0.

Ausn | b folgt: x ·b = x ·b = 0.

x∈ (Z/nZ)∗⇒ es existiertx′ ∈ Z mit x′ ·x = 1⇒ 0 = x′ ·0 = x′ ·x ·b = 1·b = b. �
„⇐“: Betrachtelx : Z/nZ→ Z/nZ,y 7→ x ·y.

Zeige:lx ist injektiv.

Dazu: Seieny1 undy2 ∈ Z/nZ mit x ·y1 = x ·y2.

⇒ x · (y1−y2) ∈ nZ⇒ y1−y2 ∈ nZ (weil ggT(x,n) = 1) ⇒ y1 = y2.

lx ist injektiv undZ/nZ ist endlich.

⇒ lx ist bijektiv und damit surjektiv.

⇒ es existierty∈ Z mit x ·y = 1

⇒ y·x = 1, also isty = (x)−1, d.h.x∈ Z/nZ. ¤

(2.16) Korollar

Sein≥ 2.
Z/nZ ist Körper⇔ n ist Primzahl.
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Beweis

Z/nZ ist Körper.
⇔

(2.14)(b)
(Z/nZ)∗ = {1, . . . ,n−1}

⇔
(2.15)(c)

ggT( j,n) = 1 für alle1≤ j ≤ n−1

⇔ n ist Primzahl. ¤

Bezeichnung

Sei p eine Primzahl.
Fp = Z/pZ bezeichnet den endlichen Körper mitp Elementen. ¤

Bemerkung (Wie rechnen wir in Z/nZ?)

r +s= r +s= (r +s)mod n
r ·s= r ·s= (r ·s)mod n
Z.B. n = 7:
6·5 = 30= 2 oder:6·5 = (−1) ·5 =−5 = 2

6
1000000=−1

1000000= 1
1000000= 1 ¤

(2.17) Beispiel (RSA-Kryptosystem / Public-Key-Verfahren)

Alice
geheime−→
Nachricht

Bob

(1) Einrichten des Kryptosystems:

• Bob wählt (kauft) Primzahlenp,q, p 6= q, groß.

• Bob setztn := p·g.

• Bob wählta,b∈N mit 1≤ a,b≤ n−1 mit a·bmod ϕ(n) = 1.
EULERSCHEϕ-FUNKTION:
ϕ(n) =| (Z/nZ)∗ |= Anzahl der Zahlenj, 1≤ j ≤ n−1 mit ggT( j,n) = 1.

Hier: ϕ(n) = ϕ(p·q) = (p−1) · (q−1).
Mit anderen Worten:

a+ϕ(n)Z undb+ϕ(n)Z sind zueinander invers inZ/nZ.

• Bob publiziertn unda.

• Bob behältb für sich.

(2) Verschlüsseln:

• Verschlüsselt werden Zahlen aus{0,1, . . . ,n−1}.
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• Verschlüsselung:

en,a :{ 0, 1, . . . , n - 1 }→{ 0, 1, . . . , n - 1 },x 7→ xamod n

[Beachte:xamod n = xa = xa in Z/nZ.]

(3) Entschlüsseln:

• dn,b : {0,1, . . . ,n−1}→ {0,1, . . . ,n−1},y 7→ ybmod n

• Es gilt: dn,b(en,a(x)) = x.

[Denn:(xamod n)bmod n = x.]

Z.B. p = 3,q = 11:
[In Anwendungen:p,q ca. 100-stellig.]
n = p·q = 33,ϕ(n) = (p−1) · (q−1) = 2·10= 20
a = 3,b = 7;a·b = 21,21mod 20= 1
Klartext:x = 13
Geheimtext:xamod 33= 133mod 33
132 = 169≡ 4(mod 33)
133≡ 132 ·13≡ 4·13≡ 52≡ 19(mod 33)
⇒ 133mod 33= 19
197mod 33:
19≡−14(mod 33)
142 = 196≡−2(mod 33)
⇒ 197 = (−14) · (−2)3≡ 14·8≡ 112≡ 13(mod 33)
[197 = 893871739] ¤

Ab jetzt betrachten wir Matrizen über beliebigen kommutativen RingenR.
Rm×n: Menge der Matrizen(ai j )1≤i≤m

1≤ j≤n
mit ai j ∈ R.

(2.18) Definition (Matrix-Arithmetik)

SeiR kommutativer Ring.

(a) Für A = (ai j ) ∈ Rm×n seiAt := (a ji )1≤ j≤n
1≤i≤m

∈ Rn×m.

At heißt dieTRANSPONIERTEvonA.

(b) SKALARE MULTIPLIKATION vonA mit r:

Für A = (ai j ) ∈ Rm×n undr ∈ R seir ·A := (r ·a ji )1≤i≤m
1≤ j≤n

∈ Rm×m.

42



§ 1 Einige algebraische Strukturen

(c) FürA= (ai j )∈Rm×n undB= (bi j )∈Rm×n seiA+B := (ai j +bi j )1≤i≤m
1≤ j≤n

∈Rm×n dieSUMME

vonA undB.

(d) Für A = (ai j ) ∈ Rl×m undB = (bi j ) ∈ Rm×n seiC := (ci j ) ∈ Rl×n definiert durch:

ci j :=
m
∑

k=1
aikbb j,1≤ i ≤ l ,1≤ j ≤ n.

C =: A·B =: ABheißt dasPRODUKT vonA undB.

[AB ist nur definiert, falls die Anzahl der Spalten vonA gleich der Anzahl der Zeilen vonB
ist.] ¤

(2.19) Beispiele

(a) A =




0 1 −2 3
5
4 1 0 0
1 2 3 4


 ∈Q3×4,B =




0 1 2 3
4 5 6 7
8 9 10 11


 ∈Q3×4

(1) At =




0 5
4 1

1 1 2
−2 0 3

3 0 4




(2) 4A =




0 4 −8 12
5 4 0 0
4 8 12 16




(3) A+B =




0 2 0 6
21
4 6 6 7
9 11 13 15




(b) A =




0 1 2 3
−1 0 0 1

1 1 0 0


 ∈Q3×4,B =




1 4
2 3
3 2
4 1


 ∈Q4×2

(1) AB=




20 10
3 −3
3 7




(2) BA ist nicht definiert

(3) [(l ×m)-Matrix] · [(m×1)-Matrix]→ [(l ×1)-Matrix]

A wie oben,B′ =




1
2
3
4


⇒ A·B′ =




20
3
3


 [=̂ 1. Spalte von AB]
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(4) [(1×m)-Matrix] · [(m×n)-Matrix]→ [(1×n)-Matrix]

A′ =
( −1 0 0 1

)
, B wie oben⇒ A′ ·B =

(
3 −3

)
[=̂ 2. Zeile von AB]

(c) (1×m)-Matrix: (a11,a12, . . . ,a1m)

(m×1)-Matrix:




b11

b21
...

bm1




Skalarprodukt:(a11,a12, . . . ,a1m) ·




b11

b21
...

bm1


 =

m
∑

k=1
a1kbk1 ∈ R1×1.

(d) SeiA =




z1
...
zl


 mit zi ∈ R1×m, d.h.A∈ Rl×m, B = (s1,s2, . . . ,sn) mit sj ∈ Rm = Rm×1, d.h.

B∈ Rm×n (vgl. (1.17)(c)), dann istAB= (zi ·sj)1≤i≤m
1≤ j≤n

.

(e) SeiA = (ai j ) ∈ Rm×n,x =




x1
...

xn


 ∈ Rn×1.

⇒ Ax=




n
∑
j=1

a1 jx j

n
∑
j=1

a2 jx j

...
n
∑
j=1

am jx j




∈ Rm×1

Deshalb schreiben wir ab jetzt ein LGS über einem KörperK mit Matrix A = (ai j ) ∈ Km×n

und rechter Seiteb =




b1
...

bm


 ∈ Km formal als MatrixgleichungAx= b (∗) mit der Spalte

x =




x1
...

xn


 der Unbekannten. Eine Lösung von(∗) ist ein Elements∈ Kn mit As= b. ¤
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§ 1 Einige algebraische Strukturen

(2.20) Definition

SeiR kommutativer Ring.

(a) 0∈ Rm×n bezeichnet dieNULLMATRIX , d.h.0 = (ai j ) ∈ Rm×n mit ai j = 0 für alle 1≤ i ≤
m,1≤ j ≤ n.

(b) Für n∈N seiEn = (δi j )1≤i, j≤n ∈ Rn×n mit δi j =

{
1 , falls i = j

0 , sonst
.

En heißt dien-reihigeEINHEITSMATRIX .

Beispiele:

(a) (1) 0 =
(

0 0 0
0 0 0

)
∈ R2×3

(2) 0 =




0
0
0


 ∈ R3

(b) (1) E3 =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 ∈ R3×3

(2) E1 =
(

1
) ∈ R1×1 ¤

(2.21) Satz

SeiR kommutativer Ring.

(a) Für alleA,B,C∈ Rm×n gilt:

(1) (A+B)+C = A+(B+C)

(2) 0+A = A = A+0 (0∈ Rm×n)

(3) A+(−1)A = 0 = (−1)A+A (0∈ Rm×n)

(4) A+B = B+A

(b) (1) (AB)C = A(BC) für alleA∈ Rl×m,B∈ Rm×n,C∈ Rn×p

(2) EmA = A = AEn für alleA∈ Rm×n

(3) • (A+B)C = AC+BC für alleA,B∈ Rl×m,C∈ Rm×n

• A(B+C) = AB+AC für alleA∈ Rl×m,B,C∈ Rm×n

(4) • r(sA) = (rs)A für alle r,s∈ R,A∈ Rm×n

• r(AB) = (rA)B für alle r ∈ R,A∈ Rl×m,B∈ Rm×n
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2 Vektorräume und lineare Abbildungen

(c) (1) (At)t = A für alleA∈ Rm×n

(2) (A+B)t = At +Bt für alleA,B∈ Rm×n

(3) (AB)t = BtAt für alleA∈ Rl×m,B∈ Rm×n

Beweis

(a) Klar.

(b) (1) Beweis später.

(2) Die i-te Zeile vonEm ist zi =
(

0 0 · · · 0 1︸︷︷︸
Positioni

0 · · · 0
)
∈ Rm×n.

Ist A = (ai j ), dann ist diej-te Spalte vonA gleichsj =




a1 j

a2 j
...

am j




Offensichtlich gilt:zi ·sj = (ai j ) ∈ Rm×n.

⇒
(2.19)(d)

EmA = A. Analog:AEn = A.

(3) SeiA = (ai j ),B = (bi j ),C = (ci j ).
SeiD = A+B = (ai j +bi j )1≤i≤l

1≤ j≤m
.

⇒ Der Eintrag an Position(i, j) von (A+ B)C = DC ist
m
∑

k=1
(aikbik)︸ ︷︷ ︸

Eintrag an Pos.(i,k) vonD

ck j =

m
∑

k=1
aikck j + bikck j = Eintrag an Position(i, j) von AC + Eintrag an Position(i, j) von

BC = Eintrag an Position(i, j) vonAC+BC.

(2. Aussage analog.)

(4) Selbst überlegen.

(c) (1) Klar.

(2) Klar.

(3) SeiA = (ai j ),B = (bi j ).
⇒ A∗ = (a′i j ) mit a′i j = ai j ,B∗ = (b′i j ) mit b′i j = bi j

Eintrag an Position(i, j) von (AB)∗ = Eintrag an Position(i, j) von AB =
m
∑

k=1
a jkbki =

m
∑

k=1
bkia jk =

m
∑

k=1
b′ika′k j = Eintrag an Position(i, j) vonB∗ ·A∗. ¤
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§ 2 Vektorräume

(2.22) Korollar

Sein∈N, R kommutativer Ring.
⇒ Rn×n ist ein Ring (bzgl. Matrix-Addition und -Multiplikation).
Die neutralen Elemente sind0 (bzgl.+) undEn (bzgl. ·). ¤

(2.23) Definition

SeiR kommutativer Ring,n∈N.
GLn(R) := {A∈ Rn×n | A invertierbar}= (Rn×n)∗ (vgl. (2.13)(a)).
GLn(R) ist Gruppe, die volle lineare Gruppe überR. ¤

(2.24) Bemerkung

R,n wie in (2.23). Dann gilt:
A∈GLn(R)⇒ A∗ ∈GLn(R) und(A∗)−1 = (A−1)∗.

Beweis

A∗(A−1)∗ = (A−1 ·A∗)∗ = (En)∗ = En und(A−1)∗ = (A·A−1)∗ = (En)∗ = En⇒ Behauptung¤

§ 2 Vektorräume

SeiK ein Körper.

(2.25) Definition

Ein K-VEKTORRAUM (Vektorraum überK) ist eineabelsche Gruppe(V,+) zusammen mit einer
skalaren MultiplikationK×V →V, (a,v) 7→ a·v, so dass gilt:
(V1) (a+b) ·v = a·v+b·v für allea,b∈ K,v∈V
(V2) a· (v+v′) = a·v+a·v′ für allea∈ K,v,v′ ∈V
(V3) a· (b·v) = (a·b) ·v für allea,b∈ K,v∈V
(V4) 1·v = v für allev∈V

Die Elemente einesK-Vektorraums heißenVEKTOREN. ¤

(2.26) Bemerkung

SeiV einK-VR. Dann gilt:

(a) 0︸︷︷︸
0∈(K,+)

·V = 0︸︷︷︸
0∈(V,+)

für allev∈V (0: NULLVEKTOR)

(b) a· 0︸︷︷︸
Null-

= 0︸︷︷︸
vektor

für allea∈ K
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2 Vektorräume und lineare Abbildungen

(c) −v︸︷︷︸
Inverse zuv in (V,+)

= (−1)︸︷︷︸
Inverse zu1

·v für allev∈V

(d) (−a) ·v =−(a·v) für allea∈ K,v∈V

(e) Für a∈ K undv∈V gilt:

a·v = 0⇔ a = 0 oderv = 0

Beweis

Ähnlich wie die analogen Aussagen für Körper. ¤

(2.27) Beispiele

(a) V = {0} ist K-VR, derTRIVIALE K-VEKTORRAUM.

(b) (K,+) ist K-VR mit der skalaren MultiplikationK×K → K,(a,b) 7→ a·b.

(c) [aus LA] Km×n ist K-VR (folgt aus(2.21)).

(d) [aus Analysis]RR := { f ∈R→R} istR-VR.

(Mit der üblichen Summef +g und den üblichen skalaren Vielfachenr · f von Funktionen.)

C(R) := { f ∈RR | f stetig} istR-VR.

C∞(R) := { f ∈RR | f ist beliebig oft differenzierbar} istR-VR.

(e) [aus Physik] Wellenfunktion



ψ :R4→C | R
R3
| ψ(~x, t) |2︸ ︷︷ ︸

komplexer
Absolutbetrag

d~x = 1





istC-VR.

C: Körper der komplexen Zahlen

(~x, t) :

(x1
x2
x3
t

)
∈R4

~x :=
(x1

x2
x3

)
Ortskoordinate

t: Zeitkoordinate

R4: „4“-dim.-Raum-Zeit-Kontinuum (R-VR)

ψ(~x, t): Wellenfunktion eines Teilchens

| ψ(~x, t) |: Wahrscheinlichkeitsdichte
R
Q
| ψ(~x, t) |2 d~x (q⊆R3, Quader): Wahrscheinlichkeit, dass sich das Teilchen zur Zeitt im

QuaderQ befindet.
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§ 2 Vektorräume

(f) [aus Informatik] Suchmaschine speichern (Term-Dokumente-Matrix)

Zeilen=̂ Terme= Suchbegriffe, Spalten̂= Dokumente (z.B. Web-Seiten)

Eintrag in der Zeile vonTi (Term Nr.i) und der Spalte zuD j (Dokument Nr.j) = Häufigkeit,
mit derTi in D j vorkmmt.

Suchanfrage: Folge von TermenTi1, . . . ,Tin ⇒ Suchvektor:

Spaltes∈Rm (m: Anzahl der zulässigen Terme) mitsj =

{
1 , j ∈ {i1, . . . , in}
0 , sonst

.

Gesucht wird nach Spalten der Term-Dokumente-Matrix, die „am Besten“ mits überein-
stimmt. ¤

(2.28) Definition

SeiV einK-VR, W ⊆V.
W heißt(K)-UNTERVEKTORRAUM (UVR) vonV, geschriebenW ≤V, falls gilt:

(1) W ist Untergruppe von(V,+)

(2) a·w∈W für allea∈ K,w∈W ¤

(2.29) Bemerkung

SeiV einK-VR, W ⊆V. Dann gilt:
W ≤V ⇐⇒
(UV1) W 6= /0
(UV2) w+w′ ∈W für allew,w′ ∈W

(W ist abgeschlossen bzgl.+)
(UV3) a·w∈W für allea∈ K,w∈W

(W ist abgeschlossen bzgl. der skalaren Multiplikation)

Beweis

„⇒“: Klar.
„⇐“: Zu zeigen:W ist Untergruppe von(V,+).
Wegen (UV2) ist+ : W×W→W,(w,w′) 7→ w+w′︸ ︷︷ ︸

Addition in V

eine Verknüpfung aufW. Diese ist asso-

ziativ.
Seiw∈W (existiert nach (UV1)).
⇒−w = (−1) ·w∈W ((UV3), (2.26)(c))
⇒ 0 =−w+w∈W (nach (UV2))
⇒W ist Untergruppe von(V,+). ¤
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2 Vektorräume und lineare Abbildungen

(2.30) Beispiele

(a) SeiV einK-VR.

⇒{0} ≤V, V ≤V.

(b) SeiW := {(a1, . . . ,an) ∈ K1×n |
n
∑

i=1
ai = 0}.

⇒W ≤ K1×n (verwende(2.29)).

(c) C∞(R)≤C(R)≤RR (verwende(2.29)).

(d) V =R2 (EUKLIDISCHE EBENE)

Geraden durch
(

0
0

)
sind UVR vonV.

Geraden, die nicht durch
(

0
0

)
gehen, sind keine UVR:

(
0
0

)
liegt in jedem UVR (trivialer UVR).

Eine Gerade durch
(

0
0

)
hat die Gleichungy = a·x für eina∈R.

Sie ist also gleich{( x
a·x) | x∈R} ≤R2.

(e) SeiV K-VR, W1, W2≤V.

⇒W1 +W2≤V(= {w1 +w2 | wi ∈Wi}, Konvention(2.8)), außerdem gilt:W1∩W2≤V. ¤

(2.31) Definition

SeiV einK-VR.

(a) Sei(v1, . . . ,vn) einn-Tupel von Vektoren ausV, d.h.vi ∈V, 1≤ i ≤ n.

EineL INEARKOMBINATION (LK) von (v1, . . . ,vn) ist ein Elementv∈V der Formv=
n
∑

i=1
aivi

mit ai ∈ K.

(b) Sei /0 6= M ⊆V. Wir setzen:

< M >:= {v∈V | es existierenv1, . . . ,vn ∈M, so dassv eine LK von(v1, . . . ,vn) ist}
Menge aller Linearkombinationen vonn-Tupeln ausM (n beliebig).

Ist M = /0, dann setzen wir< M >:= {0} (NULLVEKTORRAUM ).

< M > heißt dasERZEUGNISvonM in V. ¤
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§ 2 Vektorräume

(2.32) Satz

SeiV einK-VR undM ⊆V. Dann gilt:

(a) < M >≤V

(b) Ist W ≤V mit M ⊆W, dann ist< M >≤W.

(< M > ist der kleinste UVR vonV, derM enthält.)

Beweis

(a) Wir überprüfen (UV1)-(UV3):

O.B.d.A. seiM 6= 0 (sonst ist (a) klar).

(UV1) M 6= 0⇒ 0∈< M > (als LK von(v1),v1 ∈M)

(UV2) Seienw,w′ ∈< M >, etwaw =
m
∑

i=1
aivi ,w′ =

n
∑

i=1
a′iv

′
i mit ai ,a′i ∈ K,vi ,v′i ∈M.

⇒ w+w′ =
m
∑

i=1
aivi +

n
∑

i=1
a′iv

′
i ist LK von (v1, . . . ,vm,v′1, . . . ,v

′
n).

(UV3) Seiw∈< M >,a∈ K.

w =
m
∑

i=1
aivi mit ai ∈ K,vi ∈M.

⇒ a·w =
m
∑

i=1
(a·ai) ·vi ist LK von (v1, . . . ,vm).

(b) SeiW ≤V mit M ⊆W.

Ist M = /0, dann ist< M >= {0} ≤W. (wahr)

Sei alsoM 6= /0 undw =
m
∑

i=1
aivi ∈< M > mit ai ∈ K,vi ∈M.

⇒
M⊆W

vi ∈W für alle1≤ i ≤m.

⇒
(UV3),(UV2)

w =
m
∑

i=1
aivi ∈W.

⇒< M >≤W. ¤

(2.33) Beispiele

(a) V =R3,v1 =




1
−1

0


 ,v2 =



−1
−1

2




⇒ v1−2·v2 =




3
1

−4


 ist LK von (v1,v2) undv1 +2·v2 =




0
−2

2


 ist LK von (v1,v2).
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2 Vektorräume und lineare Abbildungen

< {v1,v2}>=








a1

a2

a3


 | ai ∈R,

3
∑

i=1
ai = 0



≤R3.

(b) SeiA = (ai j ) ∈ Km×n mit Zeilenz1, . . . ,zm∈ K1×n und Spaltens1, . . . ,sn ∈ Km.

Sindx1, . . . ,xn ∈ K, dann istA·




x1
...

xn


 eine LK von(s1, . . . ,sn), nämlich:

A·




x1
...

xn


 =

n
∑

i=1
xisi .

Sindy1, . . . ,ym∈ K, dann ist(y1, . . . ,ym) ·A eine LK von(z1, . . . ,zn), nämlich:

(y1, . . . ,ym) ·A =
m
∑

i=1
yizi .

< {z1, . . . ,zm}>≤ K1×n heißt derZEILENRAUM vonA.

< {s1, . . . ,sn}>≤ Km heißt derSPALTENRAUM vonA.

Z.B.: A =




−1 0 1
0 1 2
3 4 5
1 −2 3


 ∈R4×3

(1) A ·



1
0
−1


 = 1·




−1
0
3
1


+0·




0
1
4
−2


−1·




1
2
5
3


 =




−2
−2
−2
−2




(2) (1,1,1,1) ·A = 1· (−1,0,1)+1· (0,1,2)+1· (3,4,5)+1· (1,−2,3) = (3,3,11)

(c) K =R,V = C∞(R),v1 = idR,v2 = sin.

< {v1,v2}>= {a· idR+b·sin | a,b∈R}
a· idR+b·sin :R→R,x 7→ a·x+b·sin(x) ¤

(2.34) ! Definition

SeienV,W K-VR, ϕ : V →W.

(1) ϕ heißtLINEARE ABBILDUNG (K-HOMOMORPHIMUS), falls gilt:

(a) ϕ( v+v′︸ ︷︷ ︸
Addition aufV

) = ϕ(v)+ϕ(v′)︸ ︷︷ ︸
Addition aufW

für allev,v′ ∈V.
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§ 2 Vektorräume

(b) ϕ(a·v) = a·ϕ(v) für allea∈ K,v∈V.

HomK(V,W) := {ψ : V →W | ψ linear}.
(2) FürW = V undϕ linear heißtϕ ein ENDOMORPHISMUS.

EndK(V) := HomK(V,V).

(3) Seiϕ linear. Dann heißtϕ ein (vgl. (2.4)):

• MONOMORPHISMUS, falls ϕ injektiv ist

• EPIMORPHISMUS, falls ϕ surjektivist

• ISOMORPHISMUS, falls ϕ bijektiv ist

V undW heißenISOMORPH, geschriebenV ∼= W, falls ein Isomorphismusψ : V →W exis-
tiert. ¤

(2.35) Beispiele

(a) K =R,V =R3,W =R2.

ϕ1 : V →W,




a
b
c


 7→

(
a
b

)
ist linear.

ϕ2 : V →W,




a
b
c


 7→

(
1+a

b

)
ist nicht linear.

ϕ3 : V →W,




a
b
c


 7→

(
a
b2

)
ist nicht linear.

(b) ϕ : Km×n→ Kn×m,A 7→ At ist ein Isomorphimus.

(c) K =R,V =RR, r ∈R.

εr : V →R, f 7→ f (r) istR-linear (AUSWERTUNGSHOMOMORPHISMUS).

εr( f +g) : ( f +g)(r) = f (r)+g(r) = εr( f )+εr(g), εr(a· f ) : (a· f )(r) = a· f (r) = a·εr( f )
für alle f ,g∈RR,a∈R.

(d) ! SeiA∈ Km×n.

ϕA : Kn→ Km,ϕA(x) := A ·x ist linear (vgl.(2.21)).

(e) K =R,V = C∞(R).

ϕ : V →W, f 7→ f ′ (Ableitung) ist linear (Ableitungregel). ¤
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2 Vektorräume und lineare Abbildungen

(2.36) Definition

SeiV,W K-VR, ϕ ∈ HomK(V,W).

(a) Kern(ϕ) := {v∈V | ϕ(v) = 0}, derKERN von ϕ.

(b) Bild(ϕ) := {ϕ(v) | v∈V}, dasBILD von ϕ.

Kern(ϕ)⊆V,Bild(ϕ)⊆W. ¤

(2.37) Bemerkung

(a) Kern(ϕ)≤V

(b) Bild(ϕ)≤W

(c) ϕ injektiv ⇔ Kern(ϕ) = {0}
(d) ϕ surjektiv⇔ Bild(ϕ) = W

(e) Seiv∈V undw = ϕ(v).

⇒ ϕ−1({w})︸ ︷︷ ︸
eine Faser vonϕ zuw

= v+Kern(ϕ)︸ ︷︷ ︸
Konvention(2.8):{v+v′|v′∈Kern(ϕ)}

Beweis

(a) (UV1) ϕ(0) = ϕ(0·v) = 0·ϕ(v) = 0⇒ 0∈ Kern(ϕ).

(UV2) Seienv,v′ ∈ Kern(ϕ).⇒ ϕ(v+v′) = ϕ(v)+ϕ(v′) = 0+0 = 0⇒ v+v′ ∈ Kern(ϕ).

(UV3) Seiena∈ K,v∈ Kern(ϕ).⇒ ϕ(a·v) = a·ϕ(v) = a·0 = 0⇒ a·v∈ Kern(ϕ).

Aus (2.29)folgt: Kern(ϕ)≤V.

(b) (UV1) 0 = ϕ(0)⇒ 0∈ Bild(ϕ).

(UV2) Seienw,w′ ∈ Bild(ϕ), etwaw = ϕ(v) undw′ = ϕ(v′) für v,v′ ∈V.

⇒ w+w′ = ϕ(v)+ϕ(v′) = ϕ(v+v′)⇒ w+w′ ∈ Bild(ϕ).

(UV3) Seiena∈ K,w∈ Bild(ϕ), etwaw = ϕ(v) für einv∈V.

⇒ a·w = a·ϕ(v) = ϕ(a·v) ∈ Bild(ϕ).

Aus (2.29)folgt: Bild(ϕ)≤W.

(c) „⇒“: Seiv∈ Kern(ϕ).⇒ ϕ(v) = 0 = ϕ(0)⇒ v = 0, daϕ injektiv.

„⇐“: SeiKern(ϕ) = {0} und seienv,v′ ∈V mit ϕ(v) = ϕ(v′).

⇒ 0 = ϕ(v)−ϕ(v′) = ϕ(v−v′)⇒ v−v′ ∈ Kern(ϕ) = {0}⇒ v = v′.

(d) Klar.
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§ 2 Vektorräume

(e) Zu zeigen:ϕ−1({w}) = v+Kern(ϕ) (mit v∈V).

„⊇“: Seiu = v+v′ mit v′ ∈ Kern(ϕ).

⇒ ϕ(u) = ϕ(v)+ϕ(v′) = w+0 = w

⇒ u∈ ϕ−1({w}).
„⊆“: Seiu∈ ϕ−1({w}). Zu zeigen:u = v+v′ mit einemv′ ∈ Kern(ϕ).

Setzev′ = u−v.⇒ ϕ(v′) = ϕ(u−v) = ϕ(u)−ϕ(v) = w−w = 0

⇒ v′ ∈ Kern(ϕ), d.h.u = v+v′ ∈ v+Kern(ϕ). ¤

(2.38) Beispiele

(a) K =R, V = C∞(R)

ϕ : V →V, f 7→ f ′

ϕ ist surjektiv (Hauptsatz der Infinitesimalrechnung).

Kern(ϕ) = { f ∈C∞(R) | f ist konstant} ∼=R.

(b) ! SeiA∈ Km×n, b∈ Km. Dann gilt:

(1) Kern(ϕA) = {c∈ Kn | A·c = 0} ist die Lösungsmenge des homogenen LGSAx= 0.

(2) Seic∈ Kn die Lösung des LGSAx= b. Dann ist die Lösungsmenge dieses LGS gleich
c+Kern(ϕA) (vgl. (1.31)(c)(2)).

(3) LÖSBARKEITSKRITERIUM: Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

(i) Ax= b ist lösbar

(ii) b∈ Bild(ϕA)
(iii) b∈ Spaltenraum vonA

(iv) Spaltenraum vonA = Spaltenraum von(A,b)

Beweis

(a) s. Analysis

(b) (1) Klar.

(2) Die Lösungsmenge des LGSAx= b ist:

{c′ ∈ Kn | ϕA(c′) = b}= ϕ−1
A ({b}) = c+Kern(ϕA) (nach(2.37)(e)).

(3) Seiens1, . . . ,sn ∈ Km die Spalten vonA.

(i) ⇒ (ii): Trivial nach Definition vonϕA.

(ii) ⇒ (iii): b∈ Bild(ϕA)⇒ es existiertc∈ Kn mit Ac= b.
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Seic =




c1
...

cn


 mit ci ∈ K. ⇒

(2.33)(b)
A ·c =

n
∑

i=1
cisi , d.h.b∈ Spaltenraum vonA.

(iii) ⇒ (iv): b ist LK von (s1, . . . ,sn)⇒ Jede LK von(s1, . . . ,sn) (d.h. der Spalten von
(A,b)) ist auch LK von(s1, . . . ,sn).⇒ Behauptung.

(iv) ⇒ (i): b∈ Spaltenraum von(A,b) = Spaltenraum vonA

⇒ es existierenc1, . . . ,cn ∈ K mit b =
n
∑

i=1
cibi

⇒
(2.33)(b)

A·




c1
...

cn


 = b, d.h. das LGS ist lösbar. ¤

§ 3 Basis und Dimension

SeiK ein Körper,V einK-VR.

(2.39) ! Definition

(a) Ein n-Tupel (v1, . . . ,vn) mit vi ∈ V heißt LINEAR ABHÄNGIG (l.a.), wenna1, . . . ,an ∈ K

existieren mit(a1, . . . ,an) 6= 0∈ K1×n und
n
∑

i=1
aivi = 0.

Andernfalls heißt(v1, . . . ,vn) LINEAR UNABHÄNGIG (l.u.).

(b) M⊆V heißtLINEAR ABHÄNGIG (l.a.), wenn ein l.a.n-Tupel(v1, . . . ,vn) existiert mitvi 6= v j

für i 6= j undvi ∈M, 1≤ i ≤m.

Andernfalls heißtM LINEAR UNABHÄNGIG (l.u.).

Konvention:Insbesondere ist/0⊆V l.u. ¤

Schreibweise

< v1, . . . ,vn >:=< {v1, . . . ,vn}>=
n
∑

i=1
aivi mit ai ∈ K. ¤

(2.40) Bemerkung

Seiv1, . . . ,vn ∈V und seiM′ ⊆M ⊆V.

(a) (1) 0∈M ⇒M ist l.a.

(2) M = {v} mit v 6= 0⇒M ist l.u.

(3) M′ l.a.⇒M l.a.

(4) M l.u.⇒M′ l.u.
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(b) ! (v1, . . . ,vn) ist l.u. genau dann, wenn gilt:

Sinda1, . . . ,an ∈ K mit
n
∑

i=1
aivi = 0, dann ista1 = a2 = . . . = an = 0.

[Der Nullvektor lässt sich also nur auf die triviale Weise ausv1, . . . ,vn linear kombinieren.]

(c) Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

(1) (v1, . . . ,vn) l.a.

(2) Es existierti0, 1≤ i0≤ n mit vi0 ∈< v1, . . . ,vi0−1,vi0+1, . . . ,vn >.

(3) Es existierti0, 1≤ i0≤ n mit < v1, . . . ,vn > = < v1, . . . ,vi0−1,vi0+1, . . . ,vn >.

Beweis

(a) (1) Das1-Tupel(0) ist l.a.

(2) Folgt aus(2.26)(e).

(3) EnthältM′ ein l.a.n-Tupel von paarweise verschiedenen Vektoren, dann auchM.

(4) Ist die Umkehrung von (3).

(b) Ist die Negation von „(v1, . . . ,vn) ist l.a.“.

(c) (1)⇒ (2): (v1, . . . ,vn) l.a.⇒ es existierta1, . . . ,an ∈ K mit (a1, . . . ,an) 6= 0 und
n
∑

i=1
aivi = 0.

Sei i0 so, dassai0 = 0 ist.

⇒ vi0 =−
n
∑

i=1
i 6=i0

a−1
i0
·ai ·vi ∈< v1, . . . ,vi0−1,vi0+1, . . . ,vn >.

(2)⇒ (3): vi0 ∈< v1, . . . ,vi0−1,vi0+1, . . . ,vn >, dann gilt:

< v1, . . . ,vn >=< v1, . . . ,vi0−1,vi0+1, . . . ,vn >.

(3)⇒ (1): vi0 ∈< v1, . . . ,vn >=< v1, . . . ,vi0−1,vi0+1, . . . ,vn >

⇒ es existierta1, . . . ,ai0−1,ai0+1, . . . ,an∈K mit
n
∑

i=1
i 6=i0

aivi = vi0, d.h.
n
∑

i=1
aivi = 0 mit ai0 =−1.

(a1, . . . ,ai0−1,−1,ai0+1, . . . ,an) 6= 0⇒ (v1, . . . ,vn) ist l.a. ¤

(2.41) Definition

A∈ Km×n hatSPALTENSTUFENFORM, wennAt Zeilenstufenform hat. ¤
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(2.42) Beispiele

(a) V =Q2

(1)

((
1
2

)
,

(
3
4

))
ist l.u., denn:

Seiena1,a2 ∈Q mit a1 ·
(

1
2

)
+a2 ·

(
3
4

)
=

(
0
0

)
, also:

(
1 3
2 4

)
·
(

a1

a2

)
=

(
0
0

)
.

(
1 3
2 4

)
→

(
1 3
0 −2

)
hat Zeilenstufenform.

⇒ Das homogene LGS mit Matrix

(
1 3
2 4

)
hat nur die triviale Lösung.

⇒ a1 = a2 = 0.

(2)

((
1
2

)
,

(
3
4

)
,

(
5
6

))
ist l.a., denn:

−
(

1
2

)
+

(
3
4

)
−

(
5
6

)
=

(
0
0

)

(b) ! SeiA∈ Km×n eine Matrix in Zeilenstufenform und seienz1, . . . ,zr die von0 verschiedenen
Zeilen vonA. Dann ist(z1, . . . ,zr) l.u.

Analog:Die von0 verschiedenen Spalten einer Matrix in Spaltenstufenform sind l.u.

Insbesondere:Die Zeilen und Spalten vonEn sind l.u.

Beweis:Seizi = (ai1, . . . ,ain), 1≤ i ≤ r.

Für 1≤ i ≤ r seiai, j i der erste von0 verschiedene Eintrag inzi .⇒ j1 < j2 < .. . < jr .

Seiena1, . . . ,ar ∈ K mit
r
∑

i=1
aizi = 0.

⇒ a1 ·a1, j1 = 0, d.h.ai, j i = 0 für i = 1.

⇒ a1 = 0, daa1, j1 6= 0

⇒
r
∑

i=2
aizi = 0

⇒ ai = 0 für alle2≤ i ≤ r (per Induktion)

Die zweite Aussage folgt aus der ersten durch Transponieren.

(c) V = C∞(R), K =R⇒ (sin,cos) ist l.u.

Beweis:Seiena,b∈R mit a·sin+b·cos= 0.

⇒ 0 = a·sin(0)+b·cos(0) = b und0 = a·sin(π
2)+b·cos(π

2) = a. ¤
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(2.43) Definition

SeiM ⊆V,v1, . . . ,vn ∈V.

(a) M heißtERZEUGENDENSYSTEMvonV, wennV =< M > ist.

(b) V heißtENDLICH ERZEUGT(e.e.), wennV ein endliches Erzeugendensystem besitzt.

(c) ! M heißtBASIS vonV, wennM ein l.u. Erzeugendensystem ist.

(v1, . . . ,vn) heißtGEORDNETEBASIS vonV, wennvi 6= v j für i 6= j und wenn{v1, . . . ,vn}
eine Basis ist. ¤

(2.44) Beispiele

(a) /0 ist Basis von{0}. (Konvention)

(b) V = Km. Für1≤ i ≤mseiei :=




0
...
0
1
0
...
0




← Positioni.

⇒ (e1, . . . ,em) ist geordnete Basis vonM, dieSTANDARDBASIS.

(c) V = Km×n. Für1≤ i ≤m, 1≤ j ≤ n seiEi, j ∈Km×n die Matrix mit Eintragi an Position(i, j) und Nullen sonst,
z.B.:(

1 0 0
0 0 0

)
,

(
0 1 0
0 0 0

)
,

(
0 0 1
0 0 0

)
,

(
0 0 0
1 0 0

)
,

(
0 0 0
0 1 0

)
,

(
0 0 0
0 0 1

)

⇒ (E1,1, . . . ,E1,n,E2,1, . . . ,E2,n,E3,1, . . . ,Em,n) ist eine geordnete Basis vonKm×n. ¤

(2.45) ! Satz (Charakterisierung von Basen)

Für M ⊆V sind folgende Aussagen äquivalent:

(1) M ist Basis vonV.

(2) M ist eine maximale l.u. Teilmenge vonV.

(D.h.:M ist l.u. und istM $M′ ⊆V, dann istM′ l.a.)

(3) M ist ein minimales Erzeugendensystem vonV.

(D.h.:< M >= V und< M′ >6= V für alleM′ $M.)
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Beweis

(1)⇒ (2): M ist l.u., da Basis.
SeiM′ ⊆V mit M $M′ und seiv∈M, v 6∈M′.
v∈V =< M >⇒ es existierenv1, . . . ,vn ∈M mit vi 6= v j für i 6= j undv∈< v1, . . . ,vn >.
⇒

(2.40)(c)
< v1, . . . ,vn,v > ist l.a.

⇒M′ ist l.a., dav1, . . . ,vn,v paarweise verschiedene Elemente vonM′ sind.
(2)⇒ (3): zu zeigen: (a)< M >= V, (b) IstM′ $M, dann ist< M′ >6= V.
zu (a):Seiv∈V, v 6∈M. SetzeM′′ := M∪{v}.
⇒M $M′′ ≤V ⇒M′′ ist l.a.
⇒ es existierenv1, . . . ,vn ∈M′′ mit vi 6= v j für i 6= j und(v1, . . . ,vn) ist l.a.

⇒ es existierena1, . . . ,an ∈ K mit (a1, . . . ,an) 6= 0 und
n
∑

i=1
aivi = 0

⇒
M l.u.

v∈ {v1, . . . ,vn}, sagen wirv = vi0, und es gilt:ai0 6= 0.

⇒ v∈< v1, . . . ,vi0−1,vi0+1, . . . ,vn >⊆< M >.
zu (b):SeiM′ $M. Angenommen:< M′ >= V.
⇒M′ ist Basis vonV (vgl. (2.40)(a)(4))
⇒M ist l.a. ((1)⇒ (2)) �
(3)⇒ (1): zu zeigen:M ist l.u. Angenommen:M ist l.a.
⇒ es existierenv1, . . . ,vn ∈M mit vi 6= v j für i 6= j und(v1, . . . ,vn) ist l.a.
⇒

(2.40)(c)
es existierti0, 1≤ i0≤ n mit vi0 ∈< v1, . . . ,vi0−1,vi0+1, . . . ,vn >.

SetzeM′ := {v∈M | v 6= vi0}.
⇒M′ $M und< M′ >=< M >. � ¤

(2.46) Bemerkung

Sei(v1, . . . ,vn) eine geordnete Basis vonV. Dann gilt:

Zu jedemv∈V existieren eindeutig bestimmte Koeffizientena1, . . . ,an ∈ K mit v =
n
∑

i=1
aivi .

Beweis

Existenz:Klar wegenV =< v1, . . . ,vn >.

Eindeutigkeit:Sei
n
∑

i=1
aivi = v =

n
∑

i=1
a′ivi .

⇒ 0 =
n
∑

i=1
(ai−a′i) ·vi ⇒

(v1,...,vn) ist l.u.
ai−a′i = 0 für alle1≤ i ≤ n. ¤

(2.47) Satz

Sei(v1, . . . ,vm) eine geordnete Basis vonV und seienw1, . . . ,wn ∈V. Dann gilt:
n > m⇒ (w1, . . . ,wn) ist l.a.
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§ 3 Basis und Dimension

Beweis

Für 1≤ j ≤ n seienai j ∈ K, 1≤ i ≤mdefiniert durchw j =
m
∑

i=1
ai j vi (vgl. (2.46)).

SeiA = (ai j )1≤i≤m
1≤ j≤n

∈ Km×n.

Sei




c1
...

cn


 6= 0 eine Lösung des homogenen LGSAx= 0 (existiert wegenn > m nach(1.29)).

⇒
n
∑
j=1

c jw j =
n
∑
j=1

c j ·
m
∑

i=1
ai j vi =

m
∑

i=1

(
n

∑
j=1

c jai j

)

︸ ︷︷ ︸
=0 für alle i wegenA·




c1
...
cn


=0

·vi = 0

⇒ (w1, . . . ,wn) ist l.u. ¤

(2.48) ! Satz

SeiV endlich erzeugt. Dann gilt:

(a) V besitzt eine endliche Basis.

(b) SindM1,M2 Basen vonV, dann sindM1 undM2 endlich und es gilt:|M1 |=|M2 |.
(c) (BASISERGÄNZUNGSSATZ) SeiM′ ⊆V l.u. Dann existiert BasisM vonV mit M′ ⊆M.

Beweis

(a) Ist V = {0}, dann okay.

SeiV 6= {0} undn∈N minimal, so dassv1, . . . ,vn existieren mitV =< v1, . . . ,vn >.

⇒{v1, . . . ,vn} ist ein minimales Erzeugendensystem.

⇒
(2.45)

{v1, . . . ,vn} ist Basis.

(b) Sei(v1, . . . ,vn) geordnete Basis vonV (existiert nach (a)) und seienw1, . . . ,wm∈M1, so dass
(w1, . . . ,wm) l.u. ist.

⇒
l.u.

m≤ n. Insbesondere istM1 endlich und|M1 |≤ n.

⇒
(2.47)

n≤|M1 |, also|M1 |= n. (Analog fürM2.)

(c) V besitze eine Basis mit genaun Elementen. SeiM ⊆V mit maximaler Elementanzahl unter
allen MengenM′′⊆V mit M′⊆M′′ undM′′ ist l.u. (nach(2.47)hat jedes solcheM′′ maximal
n Elemente).
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⇒M ist maximale l.u. Teilmenge vonV.

⇒
(2.45)(2)

M ist Basis. ¤

(2.49) ! Definition

SeiV endlich erzeugt,M eine Basis vonV.
dim(V) := dimK(V) :=|M | heißt dieDIMENSION vonV.
(Anzahl der Elemente einer Basis vonV.) ¤

(2.50) Beispiele

(a) dim(Kn) = n

(b) dim(Km×n) = m·n

(c)

{(
1
2

)
,

(
3
4

)}
⊆Q2 ist Basis vonQ2, denndimQ(Q2) = 2 und

((
1
2

)
,

(
3
4

))
ist

l.u. nach(2.42)(a).

⇒
{(

1
2

)
,

(
3
4

)}
ist maximale l.u. Teilmenge. ¤

Ist V nicht endlich erzeugt, dann setzen wirdimK(V) := ∞.
Im Folgenden:„endlich erzeugt“ gleichwertig mit „endlich dimensional“.

(2.51) Korollar (zu (2.48))

SeidimK(V) = n,v1, . . . ,vn,vn+1 ∈V. Dann gilt:

(a) (v1, . . . ,vn) l.u.⇒ (v1, . . . ,vn) ist geordnete Basis.

(b) V =< v1, . . . ,vn >⇒ (v1, . . . ,vn) ist geordnete Basis.

(c) (v1, . . . ,vn+1) l.a.

Beweis

(a) Folgt aus(2.48)(c),(b).

(b) Folgt aus(2.48)(b) und(2.45)(3).

(c) Folgt aus(2.48)(a),(b) und(2.47). ¤
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(2.52) Korollar (zu (2.48))

SeienV undW e.e.K-VR. Dann gilt:
V ∼= W⇔ dimK(V) = dimK(W).

Beweis

„⇒“: Sei ϕ : V →W ein Isomorphismus und sei(v1, . . . ,vn) eine geordnete Basis vonV.
⇒ (ϕ(v1), . . . ,ϕ(vn)) ist geordnete Basis vonW.
⇒ dimK(V) = dimK(W).
„⇐“: Sei (v1, . . . ,vn) eine geordnete Basis vonV. Definiereκ : V → Kn durch:

v 7→ κ(v) :=




a1
...

an


 ∈ Kn, falls v =

m
∑

i=1
aivi (vgl. (2.46)).

Leicht zu sehen:κ ist K-linear und bijektiv, d.h.κ ist ein Isomorphismus.⇒V ∼= Kn.
Analog:W ∼= Kn (dadimK(W) = dimK(V) = n).
⇒V ∼= W. ¤

Ab jetzt: „Basis“ bei e.e.K-VR heißt immer „geordnete Basis“.

(2.53) Satz

SeiV e.d.K-VR undU $V. Dann gilt:
dimK(U)≤ dimK(V).

Beweis

Seienu1, . . . ,um∈U mit m maximal, so dass(u1, . . . ,um) l.u. ist (fallsU 6= {0}).
Seiu∈U . ⇒

m max.
(u1, . . . ,um,u) ist l.a.

⇒
(2.40)(c)

u∈< u1, . . . ,um >

⇒U =< u1, . . . ,um >, d.h.(u1, . . . ,um) ist Basis vonU .
Ist dimK(V) = u, dann istm≤ n (nach(2.47)).
Wärem= n, dann wäreV =

(2.51)(a)
< u1, . . . ,um >= u. � ¤

(2.54) Beispiel (Version der komplexen Zahlen)

SeiV =R2×2, E := E2 =
(

1 0
0 1

)
∈V, I :=

(
0 −1
1 0

)
∈V,C=< E, I >≤V.

(E, I) l.u.⇒ (E, I) R-Basis vonC.
Insbesondere hat jedesC∈C eine eindeutige Darstellung alsC = x ·E +y· I mit x,y∈R.
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Es istI2 =
( −1 0

0 −1

)
=−E.

⇒C ist kommutativer Ring mit neutralem ElementE bzgl. · (ein Teilring vonR2×2).
IstC= x·E+y· I 6= 0 (d.h.x2+y2 6= 0), dann istC· 1

x2+y2 ·(x·E+y· I) = E, d.h.C ist invertierbar.
⇒C ist Körper, der Körper der komplexen Zahlen.
{x ·E | x∈R} ist ein zuR isomorpher Teilkörper vonC. ¤

(2.55) Definition (elementare Matrizen)

Für m∈N definieren wir Matrizen ausKm×n:

(1) Für 1 ≤ i ≤ j ≤ m sei Ti, j die Matrix, die ausEm durch Vertauschen der Zeileni und j
entsteht.

Z.B. n = 3: T1,3 =




0 0 1
0 1 0
1 0 0


.

(2) Für 1≤ i ≤ j ≤m undc∈ K seiAi, j(c) := Em+c·Ei, j (vgl. (2.44)(c)).

(3) Für 0 6= c∈ K und1≤ i ≤ j ≤m seiMi(c) := Em+(c−1) ·Ei, j . ¤

(2.56) Bemerkung

SeiA∈ Km×n.

(a) Ti, j , Ai, j(c) undMi(c) ∈ Km×n sind invertierbar.

(b) EntstehtA′ ausa durch eine elementare Zeilentransformation (vgl.(1.21)) vom Typ (1)ti, j
oder (2)ai, j(c) oder (3)mi(c), dann gilt in den jeweiligen Fällen: (1)A′ = Ti, j ·A, (2) A′ =
Ai, j(c) ·A, (3) A′ = Mi(c) ·A.

(c) Analog werden elementare Spaltentransformationen vonA durch Multiplikation von rechts
mit elementaren Matrizen ausKn×m definiert.

(d) EntstehtB ausA durch eine Folge elementarer Zeilen- und Spaltenoperationen, dann existiert
S∈GLm(K) undT ∈GLn(K) mit B = S·A ·T.

Beweis

(a) T−1
i, j = Ti, j , Ai, j(c)−1 = Ai, j(−c), Mi(c)−1 = Mi(c−1)

(b) Folgt sofort z.B. aus(2.33)(b).
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(c) A′′ entstehe ausa durch elementare Spaltentransformationen.

⇒ A′′ = (A′)t , wobeiA′ eine Matrix ist, die ausAt durch eine elementare Zeilentransforma-
tion entstanden ist.

⇒
(b)

A′′ = (E ·At)t = (At)t ·Et = A·Et , wobeiE eine elementare Matrix ist. MitE ist Et auch

elementar.

(d) Nach (b) und (c) istB = Sk ·Sk−1 · · ·S1 ·A ·T1 ·T2 · · ·Tl mit elementaren MatrizenSi , Tj , Si ∈
GLm(K) undTj ∈GLn(K). Weil GLm(K) undGLn(K) Gruppen sind, sindS:= Sk ·Sk−1 ·S1

undT := T1 ·T2 · · ·Tl invertierbar undB = S·A·T. ¤

Beispiel



1 0 0
−2 1 0

0 0 1







1 −1 2 3
2 2 2 2
3 1 0 0


 =




1 −1 2 3
0 4 −2 −4
3 1 0 0







1 0 0
0 1 0

−3 0 1







1 −1 2 3
0 4 −2 −4
3 1 0 0


 =




1 −1 2 3
0 4 −2 −4
0 4 −6 −9







1 0 0
−2 1 0
−3 0 1







1 −1 2 3
2 2 2 2
3 1 0 0


 =




1 −1 2 3
0 4 −2 −4
0 4 −6 −9


 ¤

(2.57) Bemerkung

SeiA∈ Km×n, S∈GLm(K), T ∈GLn(K).

(a) ϕS : Km→ Km, v 7→ S·v und

ψT : K1×n→ K1×n, v 7→ v·T sindK-VR-Isomorphismen (also linear und bijektiv).

(b) Zeilenraum vonA = Zeilenraum vonS·A und Spaltenraum vonA = Spaltenraum vonA·T.

(c) Zeilenraum vonA∼= Zeilenraum vonA·T und Spaltenraum vonA∼= Spaltenraum vonS·A.

Beweis

(a) ϕS, ψT sindK-linear, sie sind bijektiv mit UmkehrabbildungϕS−1 bzw.ψT−1 (siehe(1.21)).

(b) Zeilenraum vonA = Zeilenraum vonS−1 · (S·A) ⊆
(2.33)(b)

Zeilenraum vonS·A ⊆
(2.33)(b)

Zei-

lenraum vonA.

2. Aussage analog durch Transponieren.
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(c) Seienz1, . . . ,zm die Zeilen vonA.

⇒
(2.33)(b)

z1 ·T = ψT(z1), . . . ,zm ·T = ψT(zm) sind die Zeilen vonA·T.

ψT : K1×n→ K1×n ist Isomorphimus.

⇒ ψT |U : U → ψT(U), u 7→ ψT(u) = u·T ist Isomorphismus für alleU ≤ K1×n.

U =< z1, . . . ,zm >= Zeilenraum vonA.

⇒ ψT(U) =< ψT(z1), . . . ,ψT(zm) >= Zeilenraum vonA ·T
⇒ Behauptung

2. Ausssage analog. ¤

(2.58) Definition und Bemerkung

SeiA∈ Km×n.

(a) A kann durch elementare Zeilen- und Spaltentransformationen in eine Matrix der Form(
Er 0
0 0

)
∈ Km×n mit 0≤ r ≤min{m,n} übergeführt werden.

(b) Es existierenS∈GLm(K) undT ∈GLn(K) undS·A·T =
(

Er 0
0 0

)
mit 0≤ r ≤min{m,n}.

(c) dimK(Zeilenraum vonA) = dimK(Spaltenraum vonA) = r mit 0≤ r ≤min{m,n}.

(d) rang(A) := dimK(Zeilenraum vonA) heißtder RANG vonA.

Beweis

(a) Durch elementare Zeilentransformationen folgt Zeilenstufenform wie folgt:


1 ∗ · · · ∗
0 0 · · · 0 1 ∗ · · · ∗

.. .
0 · · · 0 1 ∗ ∗

0 0




Vertauschen−→
von Zeilen




1 ∗ · · · ∗
0 1 ∗ · · · ∗

.. .
0 · · · 0 1 ∗ · · · ∗

0




Ausräumen−→
von Zeilen




1
... 0

1
0 0




(b) Folgt aus (a) und(2.56)(a).
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(c) Aus (b) und(2.57)(c) folgt:

dimK(Zeilenraum vonA) = dimK(Spaltenraum vonS·A) = dimK(Zeilenraum von(S·A) ·
T) =

(2.42)(b)
r =

genauso
dimK(Spaltenraum vonA). ¤

(2.59) Bemerkung (Charakterisierung von „Rang“)

SeiA∈ Km×n. Dann gilt:
rang(A) = Maximalzahl l.u. Zeilen vonA = Maximalzahl l.u. Spalten vonA
[„Maximalzahl l.u. Zeilen vonA“ heißt: größtesr ∈ N0, so dasszi1, . . . ,zir ∈ {z1, . . . ,zm} exis-
tieren, so dass(zi1, . . . ,zir ) l.u. ist. Hierbei ist{z1, . . . ,zm} die Menge der Zeilen vonA.]

Beweis

Notation von oben.
⇒< zi1, . . . ,zir >=< z1, . . . ,zm >= Zeilenraum vonA
⇒ r = dimK(Zeilenraum vonA) = rang(A)
Analog für Spaltenraum. ¤

(2.60) Beispiel

SeiA∈ Km×n.
BringeA durch elementare Spaltentransformationen auf SpaltenstufenformA′ (vgl. (2.41)).

A′ =




0 0
¤ 0 · · · 0
∗ ¤
...

. .. 0
∗ · · · ∗ ¤




Seiens′1, . . . ,s
′
r die von0 verschiedenen Spalten vonA′. Dann gilt:

(a) rang(A) = r

(b) (s′1, . . . ,s
′
r) ist Basis vom Spaltenraum vonA.

Beweis

(a) Folgt aus (b).

(b) Spaltenraum vonA =
(2.57)(b)

Spaltenraum vonA′ =< s′1, . . .s
′
r >.

Nach(2.42)(b) ist (s′1, . . .s
′
r) l.u., also eine Basis.

Analoge Aussage gilt für den Zeilenraum. ¤
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(2.61) Beispiel

V =<




1
1
1
1


 ,




4
3
2
1


 ,




1
2
3
4


 >≤R4. Gesucht: Basis vonV.




1 4 1
1 3 2
1 2 2
1 1 4


→




1 0 0
1 −1 1
1 −2 2
1 −3 3


→




1 0 0
1 −1 0
1 −2 0
1 −3 0




⇒ dimRV = 2.

⇒







1
1
1
1


 ,




0
−1
−2
−3





 ist Basis vonV.

¤

(2.62) Satz

SeiV einm-dimensionalerK-VR mit Basis(v1, . . . ,vm). Seiκ : V → Km der Isomorphismus aus

dem Beweis von(2.52)(κ(v) :=




a1
...

am


 ∈ Km, falls v =

m
∑

i=1
aivi).

Seienw1, . . . ,wn ∈V.
Gesucht: Basis von< w1, . . . ,wn >=: W ≤V.
Methode: Berechne eine Basis(u1, . . . ,ur) von κ(W)︸ ︷︷ ︸

=<κ(w1),...,κ(wn)>

≤ Km.

⇒ (κ−1(u1), . . . ,κ−1(ur)) ist Basis vonW.

Beweis

κ |W: W→ κ(W), w 7→ κ(w) ist ein Isomorphismus, der die Basen überträgt. ¤

(2.63) ! Beispiel

V =R3×2, Basis:(E1,1,E1,2,E2,1,E2,2,E3,1,E3,2) (vgl. (2.44)(c)).

w1 =




1 2
0 2
3 2


, w2 =




0 1
−1 0

0 −1


, w3 =



−1 0
−1 0
−1 0


, w4 =




0 1
0 0
0 0


.
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


1 0 −1 0
2 1 0 1
0 −1 −1 0
2 0 0 0
3 0 −1 0
2 −1 0 0



→




1 0 0 0
2 1 2 1
0 −1 −1 0
2 0 2 0
3 0 2 0
2 −1 2 0



→




1 0 0 0
2 1 0 0
0 0 −1 −1
2 0 0 2
3 0 0 2
2 0 −1 2



→




1 0 0 0
2 1 0 0
0 0 −1 0
2 0 0 2
3 0 0 2
2 0 −1 3




⇒
κ−1







1 2
0 2
3 2


 ,




0 1
0 0
0 0


 ,




0 0
−1 0

0 −1


 ,




0 0
0 2
2 3







ist Basis vonW =< w1,w2,w3,w4 >≤R3×2. ¤

(2.64) Satz

SeiA∈ Km×n undL0≤ Kn die Lösungsmenge des homogenen LGSAx= 0. Dann gilt:
dimK L0 = n− rang(A).

Beweis

A′ sei ausA durch eine Folge elementarer Zeilentransformationen entstanden undA′ hat Zeilen-
stufenform.
⇒ L0 ist die Lösungsmenge des homogenen LGSA′x = 0 (vgl. (1.23)).
Weiter gilt: rang(A) =

(2.57)(b)
rang(A′).

rang(A′) = Anzahl der Zeilen vonA′, die 6= 0 sind= Anzahl der abhängigen Variablen.
Aus (1.27)folgt: dimK L0 =

(2.60)
Anzahl der freien Variablen= n− rang(A′) = n− rang(A) ¤

(2.65) Satz

SeiA∈ Kn×n mit Spaltens1, . . . ,sn ∈ Kn und Zeilenz1, . . . ,zn ∈ K1×n. Dann sind folgende Aus-
sagen äquivalent:

(a) A invertierbar.

(b) Es existiertB∈ Kn×n mit A ·B = En.

(c) Es existiertC∈ Kn×n mit C ·A = En.

(d) Das homogene LGSAx= 0 hat nur die triviale Lösung.

(e) Für jedesb∈ Kn hat das LGS genau eine Lösung.

(f) rang(A) = n

(g) (z1, . . . ,zn) l.u.

(h) (s1, . . . ,sn) l.u.
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Beweis

(g)⇒ (f) ⇒ (h): Nach(2.59).
(a)⇒ (c): X(Definition der Invertierbarkeit)
(c)⇒ (d): Seic∈ Kn mit Ac= 0.⇒ 0 = C · (A·c) = (C ·A) ·c = En ·c = c.
(d)⇒ (f): Der LösungsraumL0 des homogenen LGSAx= 0 hat die Dimension0.
⇒

(2.64)
rang(A) = n.

(f) ⇒ (e): rang(A) = n ⇒
(2.59),(2.47)

rang(A,b) = n.

(A,b) ∈ Kn×(n+1): erweiterte Matrix des LGSAx= b.⇒ Spaltenraum vonA= Spaltenraum von
(A,b) ⇒

(2.38)(3)
Das LGSAx= b ist lösbar.

Aus (2.38)undL0 =
(2.64)

{0} folgt: Ax= b hat genau eine Lösung.

(e)⇒ (h): Seiene1, . . . ,en ∈ Kn die Spalten vonEn.
Seibi ∈ Kn die Lösung vonAx= ei , 1≤ i ≤ n, d.h.A·bi = ei , 1≤ i ≤ n.
SeiB = (b1, . . .bn) ∈ K1×n.⇒ A ·B = (A·b1, . . . ,A·bn) = (e1, . . .en) = En.
(b)⇒ (e): A·B = En⇒ Bt ·At = En

⇒ rang(At) = n (Zeilenraum vonEn = Zeilenraum vonBt ·At = Zeilenraum vonAt)
=⇒︸︷︷︸

nach dem Beweis von (f)⇒ (e)⇒ (b)

es existiertD ∈ Kn×m mit At ·D = En

⇒ Bt = Bt ·En = Bt · (At ·D) = (Bt ·At) ·D = En ·D = D
⇒ Bt = D, d.h.At invertierbar.
⇒

(2.24)
A ist invertierbar. ¤

(2.66) Korollar

SeiA∈GLn(K), b∈ Kn.
Die Lösung vonAx= b (eindeutig lösbar nach(2.65)) ist gegeben durchA−1 ·b.

Beweis

Ist c∈ Kn mit Ac= b, dann istc = En ·c = (A−1 ·A) ·c = A−1 · (A·c) = A−1 ·b. ¤

(2.67) Satz (Antworten auf die Fragen am Ende von Kapitel 1, §4)

SeiA∈ Km×n, L0≤ Kn die Lösungsmenge vonAx= 0.

(1) L0 ist ein UVR vonKn mit dimK(L0) = n− rang(A).

(2) Die Anzahl der abhängigen Variablen ist gleichrang(A).

(3) Seib∈ Kn. Dann gilt:

Ax= b ist lösbar⇔ rang(A) = rang(A,b).
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(4) Seib∈ Km undc∈ Kn mit Ac= b, d.h.c∈ L := Lösungsmenge des LGSAx= b. Dann gilt:

L = c+L0.

(5) Seim= n. Dann sind äquivalent:

(a) Es existiertb∈ Kn, so dassAx= b eindeutig lösbar ist.

(b) Für jedesb∈ Kn ist Ax= b eindeutig lösbar.

(c) A ist invertierbar. ¤

(2.68) Bemerkung (Algorithmus zum Invertieren)

SeiA∈ Kn×n. Dann gilt:
A invertierbar⇔ (A | En) ∈ Kn×2n kann durch elementare Zeilentransformationen in(En | B)
übergeführt werden. In diesem Fall istB = A−1.

Beweis

„⇒“: Bringe A durch elementare Zeilentransformationen auf ZeilenstufenformA′.
A invertierbar ⇒

(2.65)
n = rang(A) ⇒

(2.65)
n = rang(A′)

⇒ A′ =




¤ ∗ · · · ∗
¤ ∗

.. .
0 ¤


 (keine freien Variablen)

„⇐“: Nach (2.56)existiert S mit(En | B) = S(A | En)⇒ (SA| S)⇒ SA= En undS= B
⇒

(2.65)
A invertierbar undS= A−1. ¤

(2.69) Beispiel

A =




1 1 1 1
1 1 0 0
1 0 1 0
1 0 0 1


 ∈Q4×4




1 1 1 1 1 0 0 0
1 1 0 0 0 1 0 0
1 0 1 0 0 0 1 0
1 0 0 1 0 0 0 1


→




1 1 1 1 1 0 0 0
0 0 −1 −1 −1 1 0 0
0 −1 0 −1 −1 0 1 0
0 −1 −1 0 −1 0 0 1


→




1 1 1 1 1 0 0 0
0 −1 0 −1 −1 0 1 0
0 −1 −1 0 −1 0 0 1
0 0 −1 −1 −1 1 0 0


→




1 1 1 1 1 0 0 0
0 −1 0 −1 −1 0 1 0
0 0 −1 1 0 0 −1 1
0 0 −1 −1 −1 1 0 0


→
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


1 1 1 1 1 0 0 0
0 1 0 1 1 0 −1 0
0 0 1 −1 0 0 1 −1
0 0 0 −2 1 1 1 −1


→




1 1 1 1 1 0 0 0
0 1 0 1 1 0 −1 0
0 0 1 −1 0 0 1 −1
0 0 0 1 1

2 −1
2 −1

2
1
2


→




1 0 0 1 0 0 0 1
0 1 0 1 1 0 −1 0
0 0 1 −1 0 0 1 −1
0 0 0 1 1

2 −1
2 −1

2
1
2


→




1 0 0 0 −1
2

1
2

1
2

1
2

0 1 0 0 1
2

1
2 −1

2 −1
2

0 0 1 0 1
2 −1

2
1
2 −1

2
0 0 0 1 1

2 −1
2 −1

2
1
2




⇒




1 1 1 1
1 1 0 0
1 0 1 0
1 0 0 1




−1

=




−1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2 −1

2 −1
2

1
2 −1

2
1
2 −1

2
1
2 −1

2 −1
2

1
2


 ¤

§ 4 Matrizen und lineare Abbildungen

Konvention

Objekte Bezeichnungen
Matrizen A, B, C, . . . (lat. Großbuchstaben)
Vektorräume U , V, W, . . . (lat. Großbuchstaben)
lineare Abbildungen α, β, . . . ,ϕ, ψ, . . . (griech. Kleinbuchstaben)
geordnete Basen A , B, C , D, . . . (große Skriptbuchstaben) ¤

Grundvoraussetzungen

K sei Körper,K-Vektorräume seien endlich erzeugt, Basen seien geordnet. ¤

(2.70) Erinnerung und Definition

SeiV K-Vektorraum mit BasisB = (v1, . . . ,vn).
Definiere:κB : V → Kn durch

κB(v) :=




a1
...

an


, falls v =

n
∑

i=1
aivi (vgl. (2.52)).

κB(v) heißtder KOORDINATENVEKTOR VON V BZGL. B.
κB ist ein IsomorphismusV → Kn. ¤

(2.71) Beispiele

(a) V = K1×n, B = (e1
t , . . . ,en

t), die Standardbasis vonV.
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⇒ κB((a1, . . . ,an)) =




a1
...

an


.

(b) V =R2, B =
((

1
0

)
,

(
1
1

))

(
a
b

)
= (a−b)

(
1
0

)
+b

(
1
1

)
, κB

(
a
b

)
=

(
a−b

b

)
¤

(2.72) Definition (Abbildungsmatrix)

V, W seienK-Vektorräume,B Basis vonV, B = (v1, . . . ,vn), C = (w1, . . . ,wm) Basis vonW,
ϕ ∈ HomK(V,W).

Definiereai j ∈ K, 1≤ i ≤m, 1≤ j ≤ n, durchϕ(v j) =
m
∑

i=1
ai j wi .

Dann heißtMB
C (ϕ) := (ai j )1≤i≤m

1≤ j≤n
∈ Km×n die (ABBILDUNGS-)MATRIX von ϕ bzgl.B undC .

¤

(2.73) Beispiel

(a) ϕ :Q→R2,

(
a
b

)
7→

(
a+b
a−b

)
.

B = C = (e1,e2) Standardbasis.

ϕ(e1) = ϕ
((

1
0

))
=

(
1
1

)
= 1·e1 +1·e2

ϕ(e2) = ϕ
((

0
1

))
=

(
1
−1

)
= 1·e1−1·e2

(b) ϕ : K3×2→ K2×3, A 7→ At

B = (E11,E12,E21,E22,E31,E32)

C = (E11,E12,E13,E21,E22,E23)

⇒MB
C (ϕ) =




1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1




(c) SeiA∈ Km×n.

ϕ = ϕA : Kn→ Km, v 7→ A·v
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B = (e1, . . . ,en), C = (e1, . . . ,em) Standardbasen

ϕ(ej) = A·ej = j-te Spalte vonA für alle1≤ j ≤m

⇒MB
C (ϕA) = A

(d) In C∞(R) seienϕi , i ∈N0, definiert durch:

p0 :R→R, x 7→ 1

pi :R→R, x 7→ xi , i ∈N
SeiV =< p0, . . . , pn > ≤C∞(R).

(p0, . . . , pn) ist linear unabhängig:

Seiena0, . . . ,an ∈R mit
n
∑

i=0
ai pi : x 7→

n
∑

i=0
aixi

⇒ a0 = a1 = . . . = an = 0 (denn: Polynom6= 0 hat nur endlich viele Nullstellen)

⇒ B = (p0, . . . , pn) Basis von V.

Seiϕ : V →V, f 7→ f ′ (Ableitung).

ϕ(pi) =

{
0 für i = 0

i · pi−1 für i > 0

⇒MB
B (ϕ) =




0 1 0 . . . 0
0 0 2 . . . 0
0 0 0 . . . 0
...

...
...

. ..
...

0 0 0 . . . n
0 0 0 . . . 0



∈R(n+1)×(n+1) ¤

(2.74) Satz

V, W seienK-Vektorräume,dimK V = n, dimK W = m, B, C seien Basen vonV bzw.W. Dann
gilt für ϕ ∈ HomK(V,W):

(a) κC (ϕ(v)) = MB
C (ϕ) ·κB(v) für allev∈V

(b) SeiA∈MB
C (ϕ) undϕA : Kn→ Km,v 7→ A·v. Dann gilt:

• Kern(ϕ) = κB
−1(Kern(ϕA))

• Bild(ϕ) = κC
−1(Bild(ϕA))

(c) dimK V = dimK(Kern(ϕ))+dimK(Bild(ϕ))
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Beweis

(a) MB
C (ϕ) = (ai j )1≤i≤m

1≤ j≤n
, d.h.ϕ(v j) =

n
∑

i=1
ai j wi .

Seiv∈V, etwav =
n
∑
j=1

c jv j . κB(v) =




c1
...

cn


.

⇒ ϕ(v) =
n
∑
j=1

c j ·ϕ(v j) =
n
∑
j=1

c j(
m
∑

i=1
ai j wi) =

m
∑

i=1
(

n
∑
j=1

c jai j )wi =
m
∑

i=1
(

n
∑
j=1

ai j c j)wi

⇒ κC (ϕ(v)) =




n
∑
j=1

ai j c j

...
n
∑
j=1

am jc j




= A·




c1
...

cn


 = A·κB(v).

(b) v∈ Kern(ϕ)⇔ ϕ(v) = 0

(κC Isomorphismus)⇔ κC (ϕ(v)) = 0⇔
(a)

A·κB(v) = 0⇔ κB(v) ∈ Kern(ϕA)

(κB Isomorphismus)⇔ v∈ κB
−1(Kern(ϕA))

w∈ Bild(ϕ)⇔ es gibtv∈V : w = ϕ(v)⇔ es gibtv∈V : A ·κC (w) = κC (ϕ(v))⇔
(a)

es gibt

v∈V : A ·κB(v) = κC (w)⇔ κC (w) ∈ Bild(ϕA)⇔ w∈ κC
−1(Bild(ϕA)).

(c) dim(Kern(ϕA)) = dim(L0), wobeiL0 die Lösungsmenge vonAx= 0 ist.

Bild(ϕA) = Spaltenraum vonA

⇒ dim(Bild(ϕA)) = rangA

⇒ n-dim(Bild(ϕA)) = dim(Kern(ϕA)) (vgl. (2.64))

⇒
(b)

Behauptung, daκB undκC Isomorphismen sind. ¤

(2.75) Beispiel (vgl. (2.73)(d))

V := < p0, . . . , pn > ≤RR mit pi :R→R, x 7→ xi ; B = < p0, . . . , pn >.
Seiϕ : V →V, f 7→ f ′ (Ableitung).

Sei f :R→R, x 7→
n
∑

i=0
aixi , f =

n
∑

i=0
ai piκB( f ) =




a1
...

an


.
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2 Vektorräume und lineare Abbildungen

MB
B (ϕ) ·κB( f ) =




0 1 0 . . . 0
0 0 2 . . . 0
0 0 0 . . . 0
...

...
...

.. .
...

0 0 0 . . . n
0 0 0 . . . 0







ao
...

an


 =




a1

2·a2
...

n·an

0




⇒ ϕ( f ) = f ′ =
n−1
∑

i=0
(i +1)ai+1 · pi , x 7→

n−1
∑

i=0
(i +1)ai+1 ·xi ¤

(2.76) Satz

SeienU , V, W K-Vektorräume mit BasenA , B, C und seiϕ ∈ HomK(U,V), ψ ∈ HomK(V,W).
Dann gilt:
MA

C (ψ◦ϕ) = MB
C (ψ)MA

B (ϕ).

Beweis

SeienA = (u1, . . . ,un), B = (v1, . . . ,vm), C = (w1, . . . ,wl ). Dann gilt:

MB
C (ψ) = (ai j )1≤i≤l

1≤ j≤m
mit ψ(v j) =

l
∑

i=1
ai j wi , 1≤ j ≤m

MA
B (ϕ) = (b jk)1≤ j≤m

1≤k≤n
mit ϕ(uk) =

m
∑
j=1

b jkv j , 1≤ k≤ n

MA
C (ψ◦ϕ) = (cik)1≤i≤l

1≤k≤n
mit ψ◦ϕ(uk) =

l
∑

i=1
cikwi , 1≤ k≤ n

Andererseits:

ψ◦ϕ(uk) = ψ(ϕ(uk)) = ψ

(
m
∑
j=1

b jkv j

)
=

m
∑
j=1

b jkψ(v j) =
m
∑
j=1

b jk

(
l
∑

i=1
ai j wi

)

=
l
∑

i=1

(
m
∑
j=1

ai j b jk

)
wi , 1≤ k≤ n.

⇒ cik =
l
∑
j=1

ai j b jk, 1≤ i ≤ l , 1≤ j ≤ k. ¤

(2.77) Korollar

SeienA∈ K l×m, B∈ Km×n undC∈ Kn×p. Dann gilt:
(AB)C = A(BC).

Beweis

Folgt aus(ϕA◦ϕB)◦ϕC = ϕA◦ (ϕB◦ϕC) mit (2.76)und(2.73)(c). ¤
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§ 4 Matrizen und lineare Abbildungen

(2.78) Bemerkung

SeienV, W n-dimensionaleK-Vektorräume mit BasenB bzw.C und seiϕ ∈HomK(V,W). Dann
gilt:
ϕ Isomorphismus⇔MB

C (ϕ) invertierbar.

In diesem Fall:MB
C (ϕ)−1 = MC

B(ϕ−1).

Beweis

SeiA = MB
C (ϕ) ∈ Km×n. Dann gilt:

ϕ Isomorphismus
(2.74)(c)⇐⇒

dimV=dimW
ϕ injektiv ⇐⇒

(2.37)(c)
Kern(ϕ) = {0} ⇐⇒

(2.74)(b)
Kern(ϕA) = {0}

(2.38)(b)⇐⇒
(2.64)

rangA = n⇐⇒
(2.65)

A ist invertierbar.

Ist ϕ bijektiv, dann gilt:
MC

B(ϕ−1)MB
C (ϕ) = MB

B (ϕ−1◦ϕ) = MB
B (idV) = En

=⇒
(2.65)

A ist invertierbar undA−1 = MC
B(ϕ−1). ¤

(2.79) Bezeichnungen

SeienV und W endlich dimensionaleK-Vektorräume mit BasenB = (v1, . . . ,vn) und B ′ =
(v′1, . . . ,v

′
n) von V bzw.C = (w1, . . . ,wm) undC ′ = (w′1, . . . ,w

′
m) von W. Seiϕ ∈HomK(V,W). ¤

Frage

Wie hängenMB
C (ϕ) undMB ′

C ′ (ϕ) zusammen? ¤

(2.80) Definition

Bezeichnungen wie in(2.79). Dann heißtMB ′
B (idV) ∈ Kn×n BASISWECHSELMATRIX.[

Die Spalten vonMB ′
B (idV) sind die Koeffizientenvektoren derv′j , 1≤ j ≤ n, bzgl.B.

]
¤

(2.81) Bemerkung

Bezeichnungen wie in(2.79). Dann gilt:

(a) MB ′
B (idV) ist invertierbar undMB ′

B (idV)−1 = MB
B ′(idV).

(b) Ist T ∈GLn(K), dann existiert BasisB′′ vonV mit MB ′′
B (idV) = T.
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2 Vektorräume und lineare Abbildungen

Beweis

(a) Folgt aus(2.78).

(b) SeiT = (ti j )1≤i, j≤n.

Für 1≤ j ≤ n seiv′′j :=
n
∑

i=1
ti j v j .

SeiB′′ := (v′′1, . . . ,v
′′
n). Dann gilt:

B′′ ist Basis vonV, daT invertierbar ist.

Klar: MB ′′
B (idV) = T. ¤

(2.82) ! Satz (Basiswechselsatz)

Bezeichnungen wie in(2.79). Dann gilt:
MB ′

C ′ (ϕ) = MC
C ′(idW)MB

C (ϕ)MB ′
B (idV) = MC ′

C (idW)−1MB
C (ϕ)MB ′

B (idV).

Beweis

Betrachte das Diagramm von Abbildungen:

�

�

�

�

� � � � � �

��

�
� 	 � 	

�

Abbildung 2.1:Basiswechselsatz

Aus ϕ = idW ◦ϕ◦ idV folgt die Behauptung mit(2.76)und(2.81)(a). ¤

(2.83) Korollar (Basiswechselsatz für Endomorphismen)

SeiV K-Vektorraum mit BasenB undB ′ und seiϕ ∈ EndK(V) = HomK(V,V).
SetzeA := MB

B (ϕ), A′ := MB ′
B ′ (ϕ), T := MB ′

B (idV). Dann gilt:
A′ = T−1AT.

Beweis

Folgt aus(2.82). ¤
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§ 4 Matrizen und lineare Abbildungen

(2.84) Beispiel

V = W =R2

ϕ = ϕA mit A =
( −3

5
4
5

4
5

3
5

)
, d.h.ϕ =

((
a
b

))
= A·

(
a
b

)
= 1

5

( −3a+4b
4a+3b

)
.

Gesucht: Einfachere Beschreibung vonϕ.

B = (e1,e2) mit e1 =
(

1
0

)
, e2 =

(
0
1

)
.

B′ = (v′1,v
′
2) mit v′1 =

(
1
2

)
, v′2 =

( −2
1

)
.

B undB′ sind Basen vonV.

⇒ T := MB ′
B (idV) =

(
1 −2
2 1

)

T−1 = 1
5 ·

(
1 2
−2 1

)

⇒ 1
5 ·T−1AT =

(
1 2
−2 1

)( −3
5

4
5

4
5

3
5

)(
1 −2
2 1

)
= 1

5 ·
(

1 2
2 −1

)(
1 −2
2 1

)

= 1
5 ·

(
1 0
0 −1

)

⇒ ϕ(v′1) = v′1, ϕ(v′2) =−v′2, d.h.ϕ ist die Spiegelung an der Geraden durch

(
0
0

)
und

(
1
2

)
.

¤
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3 Determinanten

Die DETERMINANTE ist eine Abbildung

det :Kn×n→ K

mit „schönen“ Eigenschaften, z.B.:

• det(A) 6= 0⇔ A invertierbar

• det(A·B) = det(A) ·det(B)

Zur Einführung der Determinante benötigen wir einige Aussagen überSn.

§ 1 Das Signum einer Permutation

Sein∈N.

Erinnerung (vgl. (2.3))

Sn = {π : n→ n | π ist bijektiv}, n = {1, . . . ,n}
Elemente ausSn heißenPERMUTATIONEN.
Sn ist Gruppe mit „◦“ als Verknüpfung, dieSYMMETRISCHEGRUPPEaufn Ziffern.
| Sn |= n!

Schreibweise:n∈ Sn :




1 2 3 . . . n

π(1) π(2) π(3) . . . π(n)




Z.B. für n = 5:




1 2 3 4 5

4 1 3 5 2


.




1 2 3 4 5

4 1 3 5 2







1 2 3 4 5

4 3 2 1 5


 =




1 2 3 4 5

5 3 1 4 2


 ¤
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3 Determinanten

(3.1) Definition

Sei n≥ 2: τ ∈ Sn heißtTRANSPOSITION(Vertauschung), wenn gilt: es existiertk 6= l ∈ n mit
τ(k) = l , τ(l) = k undτ(i) = i für alle i 6= k, l .
τ vertauscht die Ziffernk und l .
Wir schreiben(k l) für τ. ¤

Z.B. für n = 5: (2 4) =




1 2 3 4 5

1 4 3 2 5




(3.2) Bemerkung

Ist τ ∈ Sn eine Transposition, dann istτ 6= 1 (= idn) undτ2 = 1. ¤

(3.3) Satz

(a) Seiτ ∈ Sn Transposition.

⇒ τ ist Produkt einer ungeraden Anzahl von Transpositionen benachbarter Ziffern (d.h. von
der Form(i i +1)).

(b) Seiπ ∈ Sn, π 6= 1.

⇒ π ist Produkt von Transpositionen benachbarter Ziffern.

Beweis

(a) Seiτ = (k l) mit 1≤ k < l ≤ n. Induktion überl −k:

l −k = 1 X

l −k > 1: (k l) =
τ3

(l −1 l)
τ2

(k l−1)
τ1

(l −1 l)

l −1
τ1→ l

τ2→ l
τ3→ l −1

l
τ1→ l −1

τ2→ k
τ3→ k

k
τ1→ k

τ2→ l −1
τ3→ l

(k l−1) erfüllt die Behauptung nach Induktion

⇒ (k l) erfüllt die Behauptung nach Induktion.

(b) Wegen (a) genügt es zu zeigen:

π ist Produkt von Transpositionen (∗).
Beweise (∗) durch Induktion übern:

n = 2: (1 2) = (1 2), 1 = (1 2)(1 2) X
n→ n+1: Seiπ ∈ Sn+1.
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§ 1 Das Signum einer Permutation

1. Fall:

π(n+1) = n+1.

Definiereπ′ ∈ Sn durchπ′(i) = π(i) für 1≤ i ≤ n.

⇒
Induktion

π′ ist Produkt von Transpositionen ausSn.

⇒ π ist Produkt der entsprechenden Transpositionen ausSn+1.

2. Fall:

π(k) = n+1 für eink mit 1≤ k≤ n.

Seiπ′ := π · (k n+1) ∈ Sn+1.

⇒ π′(n+1) = n+1

⇒
1. Fall

π′ ist Produkt von Transpositionen

⇒ π = π′ (k n+1) ist Produkt von Transpositionen. ¤

Die Darstellung vonπ ∈ Sn als Produkt von Transpositionen ist i.A. nicht eindeutig.
Z.B.: (1 2)(2 3) = (4 5)(1 2)(2 3)(4 5) in S5.

(3.4) Definition

Seiπ ∈ Sn.

(a) Ein Paar(i, j), 1≤ i < j ≤ n heißtFEHLSTANDSPAAR(FSP), wenn gilt:π(i) > π( j).

(b) sgn(π) := (−1)|{FSP vonπ}| ∈ Z heißt dasSIGNUM VON π. ¤

(3.5) Beispiele

(a) π = 1 hat keine FSPs.⇒ sgn( 1︸︷︷︸
∈Sn

) = 1︸︷︷︸
∈Z

.

(b) τ(i i +1) (mit i < n) hat genau ein FSP, nämlich(i, i +1).

⇒ sgn(τ) =−1 ¤

(3.6) ! Satz

Seienπ,σ ∈ Sn. Dann gilt:
sgn(π σ) = sgn(π) ·sgn(σ)
(Mit anderen Worten:sgn :Sn→{1,−1}= Z∗ ist ein Gruppenhomorphismus.)
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Beweis

1. Fall:
n≥ 2 undσ = (i i +1) (i < n) ist Transposition benachbarter Ziffern.
⇒

(3.5)(b)
sgn(σ) =−1

π ·σ = π · (i i +1) =




1 . . . i−1 i i +1 i +2 . . . n

π(1) . . . π(i−1) π(i +1) π(i) π(i +2) . . . π(n)




Es gilt:

(a) (k, i),k < i, FSP vonπ⇔ (k, i +1) ist FSP vonπ ·σ
(b) (i,k),k > i +1, FSP vonπ⇔ (i +1,k) ist FSP vonπ ·σ

(c)(d) Analog zu (a)(b) füri +1 statti.

(e) (i, i +1) ist FSP vonπ⇔ (i, i +1) ist kein FSP vonπ ·σ

⇒
(a)−(e)

| {FSP vonπ} |=| {FSP vonπ ·σ} | ±1

⇒ sgn(π σ) =−sgn(π) = sgn(π) ·sgn(σ)
2. Fall:
Schreibeσ = τ1 · · ·τl , wobeiτi für 1≤ i≤ l Transposition benachbarter Ziffern ist (nach(3.3)(b)).
Induktion überl :
l = 1 : X(1. Fall)
l −1→ l : Setzeσ′ = τ1 · · ·τi

⇒ sgn(π σ) = sgn(
(
π σ′

)
τl )

= sgn
(
π σ′

) ·sgn(τl ) (1. Fall)

= sgn(π)sgn(σ′)sgn(τl ) (Induktion)

= sgn(π)sgn
(
σ′ τl

)
(1. Fall)

= sgn(π)sgn(σ)

¤

(3.7) Korollar

Seiτ ∈ Sn Transposition.
⇒ sgn(τ) =−1.

Beweis

Folgt mit (3.3)(a), (3.5)(b), (3.6). ¤
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§ 2 Determinanten

Rkommutativer Ring (z.B.Z oderRKörper),n∈N, A∈Rn×n fassen wir alsn-Tupel der Spalten
s1, . . . ,sn vonA auf, d.h. wir schreibenA = (s1, . . . ,sn) mit si ∈ Rn.

(3.8) Definition

Eine AbbildungD : Rn×n→ R heißtDETERMINANTE, wenn gilt:

(1) D ist multi-linear, d.h.

D(s1, . . . ,sj−1,a·sj +b·s′j ,sj+1, . . . ,sn) = a·D(s1, . . . ,sj−1,sj ,sj+1, . . . ,sn)

+b·D(s1, . . . ,sj−1,s
′
j ,sj+1, . . . ,sn)

für alle1≤ j ≤ n und für allea,b∈ R, s1, . . . ,sn,s′j ∈ Rn.

(2) D ist alternierend, d.h.

D(s1, . . . ,sn) = 0, falls si = sj für zwei i 6= j.

(3) D ist normiert, d.h.

D(e1, . . . ,en) = 1 mit En = (e1, . . . ,en). ¤

(3.9) Beispiele

(a) n = 1:

D : R1×1→ R, (a) 7→ a ist Determinante.

(b) n = 2:

D : R2×2→ R,

(
a b
c d

)
7→ ad−bc ist Determinante. ¤

(3.10) Lemma

SeiD : Rn×n→ R eine Determinante und seiπ ∈ Sn. Dann gilt für alles1, . . . ,sn ∈ Rn:

D(sπ(1),sπ(2), . . . ,sπ(n)) = sgn(π) ·D(s1, . . . ,sn)

Insbesondere istD(sπ(1),sπ(2), . . . ,sπ(n)) =−D(s1, . . . ,sn), falls π Transposition ist.
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3 Determinanten

Beweis

π = 1: X
Seiπ = τ1 · · ·τn mit Transpositionτi , 1≤ i ≤ l .
Induktion überl :
l = 1 : π = τ1 = (i j ) mit 1≤ i < j ≤ n.

0 =
(3.8)(2)

D(s1, . . . ,si +sj︸ ︷︷ ︸
i

, . . . ,si +sj︸ ︷︷ ︸
j

, . . . ,sn)

=
(3.8)(1)

D(s1, . . . ,si , . . . ,sj , . . . ,sn)+D(s1, . . . ,si , . . . ,si , . . . ,sn)︸ ︷︷ ︸
=0

+D(s1, . . . ,sj , . . . ,si , . . . ,sn)︸ ︷︷ ︸
=D(sπ(1),...,sπ(i),...,sπ( j),...,sπ(n))

+D(s1, . . . ,sj , . . . ,sj , . . . ,sn)︸ ︷︷ ︸
=0

⇒ D(sπ(1), . . . ,sπ(n)) =−D(s1, . . . ,sn)
l > 1 : l −1 7→ l
Seiπ′ = τ2 · · ·τl , d.h.π = τ1 ·π′.

D(sπ(1), . . . ,sπ(n)) = D(sτ1π′(1), . . . ,sτnπ′(n))

= D(sτ1(π′(1)), . . . ,sτn(π′(n)))

=
Fall l=1

−D(sπ′(1), . . . ,sπ′(n))

=
Induktion

−sgn(π′) ·D(s1, . . . ,sn)

= sgn(τ1 ·π′) ·D(s1, . . . ,sn)

¤

(3.11) Satz (Existenz und Eindeutigkeit der Determinante)

(a) Es existiert genau eine DeterminanteD : Rn×n→ R.

Ist A = (ai j ) ∈ Rn×n, alsosj =




a1 j
...

an j


 ∈ Rn, dann ist

D(s1, . . . ,sn) = ∑
π∈Sn

sgn(π) ·aπ(1),1 ·aπ(2),2 · · ·aπ(n),n (∗)

(n! Summanden, jeder davon mitn Faktoren (× Vorzeichen).)

(b) Seir ∈ R undDr : Rn×n→ R eine Abbildung, die(3.8)(1),(2) erfüllt undDr(e1, . . . ,en) = r.

⇒ Dr = r ·D mit D wie in (∗).
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Beweis

(b) Wir zeigen zuerst (b). Mitr = 1 folgt daraus die Eindeutigkeit in (a).

D(s1, . . . ,sn) = Dr

(
n

∑
i1=1

ai1,1ei1,s2, . . . ,sn

)

=
(3.8)(1)

n

∑
i1=1

ai1,1 ·Dr (ei1,s2, . . . ,sn)

=
n

∑
i1=1

ai1,1 ·Dr

(
ei1,

n

∑
i2=1

ai2,2ei2,s3, . . . ,sn

)

=
n

∑
i1=1

n

∑
i2=1

ai1,1ai2,2 ·Dr (ei1,ei2,s3, . . . ,sn)

=
n

∑
i1=1

n

∑
i2=1

· · ·
n

∑
in=1

ai1,1ai2,2 · · ·ain,n ·Dr (ei1,ei2, . . . ,ein) (∗∗)

Dr(ei1, . . . ,ein) 6= 0 nur, falls{i1, . . . , in}= {1, . . . ,n}, d.h. falls




1 2 · · · n

i1 i2 · · · in


 =: π ∈

Sn ist.

In diesem Fall istDr(ei1, . . . ,ein) = Dr(eπ(1), . . . ,eπ(n)) = sgn(π) ·Dr(e1, . . . ,en) = sgn(π) · r.
Zu jedemπ ∈ Sn existiert genau ein Summandaπ(1),1 · · ·aπ(n),n ·Dr(eπ(1), . . . ,eπ(n)) in (∗∗).

⇒ Dr(s1, . . . ,sn) = ∑
π∈Sn

aπ(1),1 · · ·aπ(n),n ·Dr(eπ(1), . . . ,eπ(n))

= ∑
π∈Sn

aπ(1),1 · · ·aπ(n),n ·sgn(π) · r

(a) Existenz: SeiD : Rn×n→ R die durch(∗) definierte Abbildung.

Zu zeigen:D ist Determinante.

(3.8)(1): Übung.

(3.8)(2): Beweis für den Falli = 1, j = 2, d.h.s1 = s2. Der allgemeine Fall geht analog.

Seiτ = (1 2) ∈ Sn.

Es gilt für π ∈ Sn : π(1) > π(2)⇔ πτ(1) < πτ(2).

Damit ist die Abbildung

{π ∈ Sn | π(1) > π(2)}→ {π ∈ Sn | π(1) < π(2)}, π 7→ π · τ
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eine Bijektion.

D(s1, . . . ,sn) = ∑
π∈Sn

sgn(π) ·aπ(1),1 · · ·aπ(n),n

= ∑
π∈A2

sgn(π) ·aπ(1),1 · · ·aπ(n),n

︸ ︷︷ ︸
D2

+ ∑
π∈A1

sgn(π) ·aπ(1),1 · · ·aπ(n),n

︸ ︷︷ ︸
D1

D1 = ∑
π∈A1

sgn(π) ·aπ(1),2 ·aπ(2),1︸ ︷︷ ︸
weil s1=s2

·aπ(3),3 · · ·aπ(n),n

= ∑
π∈A1

sgn(π) ·aπ(2),1 ·aπ(1),2 ·aπ(3),3 · · ·aπ(n),n

= ∑
π∈A1

sgn(π) ·aπτ(1),1 ·aπτ(2),2 ·aπτ(3),3 · · ·aπτ(n),n

= ∑
π∈A1

sgn(πτ) ·aπτ(1),1 ·aπτ(2),2 ·aπτ(3),3 · · ·aπτ(n),n

=− ∑
π∈A2

sgn(π) ·aπ(1),1 · · ·aπ(n),n

=−D2

(3.8)(3): Klar. ¤

(3.12) Schreibweisen

SeiA = (ai j ) ∈ Rn×n.
Wir schreibendet(A) für die nach(3.11) eindeutig bestimmte Determinante vonA und auch

|A| := det(A) oder auch

∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1n
...

...
an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣
:= det(A). ¤

(3.13) Beispiele

(a) n = 2 :

S2 : π
(

1 2
1 2

) (
1 2
2 1

)

sgn(π) 1 -1
∣∣∣∣

a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22−a21a12
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(b) n = 3 :

S3 : π
(

1 2 3
1 2 3

) (
1 2 3
2 1 3

) (
1 2 3
1 3 2

) (
1 2 3
3 2 1

)

sgn(π) 1 -1 -1 -1

π
(

1 2 3
2 3 1

) (
1 2 3
3 1 2

)

sgn(π) 1 1
∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
= a11a22a33−a21a12a33−a11a32a23−a31a22a13+a21a32a13+a31a12a23

¤

Regel von Sarrus (für (3×3)-Matrizen)

Schreibe die ersten Spalten neben die Matrix, bilde Produkte entlang der Linien, nehme die
Vorzeichen nach folgendem Schema:

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� �� � � �

� � �

Abbildung 3.1:Regel von Sarrus

Beispiel:

∣∣∣∣∣∣

1 2 3
0 1 2
−1 0 5

∣∣∣∣∣∣
=

1 2 3 1 2
0 1 2 0 1
−1 0 5 −1 0

= 5−4+3 = 4

¤

§ 3 Rechenregeln und Anwendungen für Determinanten

R kommutativer Ring,n∈N.
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3 Determinanten

(3.14) Bemerkung

Die AbbildungSn→ Sn, π 7→ π−1 ist bijektiv; für π ∈ Sn gilt:
sgn(π) = sgn(π−1)

Beweis

Für π ∈ Sn ist (π−1)−1 = π.
⇒ Abbildung ist bijektiv.
1 = sgn(1) = sgn(π ·π−1) = sgn(π) ·sgn(π−1)
⇒ sgn(π) = sgn(π−1), da∈ {1,−1}. ¤

(3.15) Satz

SeiA∈ Rn×n.
⇒ det(At) = det(A).

Beweis

SeiA = (ai j )1≤i, j≤n.
⇒ At = (ai j )1≤i, j≤n mit a′i j = ai j .

⇒ det(At) = ∑
π∈Sn

sgn(π) ·a′π(1),1 · · ·a′π(n),n

= ∑
π∈Sn

sgn(π)︸ ︷︷ ︸
(3.14)

· a1,π(1) · · ·an,π(n)︸ ︷︷ ︸
=, da gleiche Faktoren(∗)

= ∑
π∈Sn

︷ ︸︸ ︷
sgn(π−1) ·︷ ︸︸ ︷

aπ−1(1),1 · · ·aπ−1(n),n

(∗) ak,l kommt als Faktor im Produkta1,π(1) · · ·an,π(n) vor⇔ l = π(k)⇔ π−1(l) = k⇔ ak,l kommt
als Faktor im Produktaπ−1(1),1 · · ·aπ−1(n),n vor. ¤

(3.16) Schreibweise

SeiA = (ai j ) ∈ Rn×n, sein≥ 2 und seieni, j ∈ n. Dann schreiben wir:
Ai j := (ak,l )1≤k≤n,k6=i

1≤l≤n,l 6= j
∈ R(n−1)×(n−1).

Ai j entsteht ausA durch Streichen deri-ten Zeile und derj-ten Spalte. ¤

(3.17) Lemma

SeiA = (s1, . . . ,sn) ∈ Rn×n (alsosi ∈ Rn) und seieni, j ∈ n (n≥ 2).
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§ 3 Rechenregeln und Anwendungen für Determinanten

⇒ det( s1, . . . ,sj−1,ei ,sj+1, . . . ,sn︸ ︷︷ ︸
Entsteht ausA durch Ersetzen der
j-ten Spaltesj durch diei-te Spalte

ei der Einheitsmatrix.

) = (−1)i+ j ·det(Ai j ).

Beweis

(s1, . . . ,sj−1,ei ,sj+1, . . . ,sn) kann durchn− j Spaltentranspositionen undn− i Zeilentransposi-

tionen in die MatrixB =




Ai j 0
...
0

∗· · ·∗ 1


 übergeführt werden.

⇒
(3.10)

det(s1, . . . ,sj−1,ei ,sj+1, . . . ,sn) = (−1)n− j+n−i ·det(B) = (−1)i+ j ·det(B).

SeiB = (bkl)1≤k,l≤n.
Für π ∈ Sn ist bπ(n),n = 0, außer fürπ(n) = n.
Für π ∈ Sn ist bn,n = 1.

⇒ det(B) = ∑
π∈Sn

sgn(π) ·bπ(1),1 · · ·bπ(n−1),n−1 ·bπ(n),n

= ∑
π∈Sn

π(n)=n

sgn(π) ·bπ(1),1 · · ·bπ(n−1),n−1

= ∑
π∈Sn

sgn(π) ·bπ(1),1 · · ·bπ(n−1),n−1

= det(Ai j )

¤

(3.18) Satz (Laplace-Entwicklung)

SeiA = (ai j ) ∈ Rn×n. Dann gilt:

(a) Entwicklung nach derj-ten Spalte(1≤ j ≤ n):

det(A) =
n
∑

i=1
(−1)i+ j ·ai j ·det(Ai j )

(b) Entwicklung nach deri-ten Zeile(1≤ i ≤ n):

det(A) =
n
∑
j=1

(−1)i+ j ·ai j ·det(Ai j )
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3 Determinanten

Beweis

(b) Folgt aus (a) durch Transponieren.

(b) SeiA = (s1, . . . ,sn), si ∈ Rn.

⇒ det(A) = det(s1, . . . ,sj−1,
n

∑
i=1

ai j ei ,sj+1, . . . ,sn)

=
(3.8)(1)

n

∑
i=1

ai j ·det(s1, . . . ,sj−1,ei ,sj+1, . . . ,sn)

=
(3.17)

n

∑
i=1

(−1)i+ j ·ai j ·det(Ai j )

¤

(3.19) Beispiel

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4
−1 −1 0 1

4 0 3 −1
2 0 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
=−2·

∣∣∣∣∣∣

−1 0 1
4 3 −1
2 −1 1

∣∣∣∣∣∣
+(−1) ·

∣∣∣∣∣∣

1 3 4
4 3 −1
2 −1 1

∣∣∣∣∣∣

=−2·
(

(−1) ·
∣∣∣∣

3 −1
−1 1

∣∣∣∣+1·
∣∣∣∣

4 3
2 −1

∣∣∣∣
)

+(−1) ·
(

1·
∣∣∣∣

3 −1
−1 1

∣∣∣∣−3·
∣∣∣∣

4 −1
2 1

∣∣∣∣+4·
∣∣∣∣

4 3
2 −1

∣∣∣∣
)

=
∣∣∣∣

3 −1
−1 1

∣∣∣∣−6·
∣∣∣∣

4 3
2 −1

∣∣∣∣+3·
∣∣∣∣

4 −1
2 1

∣∣∣∣
= 2−60+18

= 80 ¤

(3.20) Korollar

SeiA∈ Rn×n eine obere Dreiecksmatrix, d.h.:

A =




a11 ∗
a22

.. .
0 ann


.

Dann istdet(A) =
n
∏
i=1

aii .
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§ 3 Rechenregeln und Anwendungen für Determinanten

Beweis

Induktion übern:
n = 1 : X
n−1→ n : Entwickledet(A) gemäß(3.18)(a) nach der ersten Spalte:

det(A) = a11 ·

∣∣∣∣∣∣∣

a22 ∗
. ..

0 ann

∣∣∣∣∣∣∣
=

Induktion
a11 ·

n
∏
i=2

aii . ¤

(3.21) Satz (Kästchensatz für Determinanten)

SeienAi ∈ Rn×n, 1≤ i ≤m. Dann gilt:

det




A1 ∗
A2

. . .

0 Am


 =

m
∏
i=1

det(Ai).

Beweis

Per Induktion können wirm = 2 annehmen, d.h. wir betrachtendet

(
A ∗
0 B

)
mit A ∈ Rn×n,

B∈ Rl×l .
Induktion übern:

n = 1 : Behauptung folgt aus(3.18)(a):




¤ ∗ · · · ∗
∗
... B
∗


.

n > 1 : SeiC =
(

A ∗
0 B

)
.

⇒Ci1 =
(

Ai1 ∗
0 B

)
, 1≤ i ≤ n.

⇒
(3.18)(a)

det(C) =
n+l

∑
i=1

(−1)i+1 · ci1︸︷︷︸
=0 für i>n

·det(Ci1)

=
n

∑
i=1

(−1)i+1 ·ai1 ·det

(
Ai1 ∗
0 B

)

=
Induktion

n

∑
i=1

(−1)i+1 ·ai1 ·det(B)

=
(3.18)(a)

det(A) ·det(B)

¤
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3 Determinanten

(3.22) Satz (Multiplikationssatz für Determinanten)

SeiA,B∈ Rn×n. Dann gilt:
det(A·B) = det(A) ·det(B).

Beweis

Seia = det(A) ∈ R.
BetrachteDa : Rn×n→ R, C 7→ det(A ·C).
SeiC = (s1, . . . ,sn) ∈ Rn×n, d.h.si ∈ Rn.
⇒ A·C = (A ·s1, . . . ,A·sn)
⇒ Da erfüllt die Bedingungen aus(3.8)(1),(2) und es gilt:Da(En) = det(A) = a.
⇒

(3.11)(b)
Da = a·det

⇒ det(A·B) = a·det(B) = det(A) ·det(B). ¤

(3.23) Korollar

SeienA,T ∈ Rn×n, T invertierbar. Dann gilt:

(a) det(T),det(T−1) ∈ R∗ unddet(T−1) = det(T)−1.

(b) det(T−1 ·A·T) = det(A).

Beweis

(b) Folgt aus (a) und(3.22).

(a) 1 = det(En) = det(T−1 ·T) = det(T−1) ·det(T)

⇒ det(T),det(T−1) sind invertierbar (inR) unddet(T−1) = det(T)−1. ¤

(3.24) Definition

SeiA∈ Rn×n.
Ã :=

(
(−1)i+ j ·det(A ji )

)
1≤i, j≤n ∈ Rn×n heißt die zuA KOMPLEMENTÄRE MATRIX (oder AD-

JUNKTE MATRIX ).[
A ji ist in (3.16)definiert; beachte die vertauschten Indizes.

]
¤

(3.25) Beispiel

A =
(

a b
c d

)
, Ã =

(
d −b
−c a

)

A· Ã =
(

ad−bc 0
0 ad−bc

)
= det(A) ·E2. ¤
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(3.26) Satz

SeiA∈ Rn×n. Dann gilt:
A· Ã = det(A) ·En = Ã·A.

Beweis

Nur für A· Ã. Der Beweis fürÃ·A geht analog.
SeiA = (ai j ), Ã = (ãi j ),A· Ã = (ci j ).

ci j =
n
∑

k=1
aik · ãk j =

n
∑

k=1
aik · (−1)k+ j ·det(A jk).

1. Fall: i = j:

⇒ cii =
n
∑

k=1
aik · (−1)k+i ·det(Aik) =

(3.18)(b)
det(A).

2. Fall: i 6= j:
SeiA′ = (a′kl) die Matrix, die ausA entsteht, indem diej-te Zeile durch diei-te ersetzt wird.
⇒ det(A′) = 0 ((3.8)(2) + (3.15))
Aus (3.18)(b) (Entwicklung nach derj-ten Zeile) folgt:

0 = det(A′) =
n

∑
k=1

(−1) j+k ·a′jk ·det(A′jk)

=
n

∑
k=1

(−1) j+k ·aik ·det(A jk)

= ci j

¤

(3.27) Korollar

SeiA∈ Rn×n. Dann gilt:

(a) A invertierbar⇔ det(A) invertierbar.

(b) Ist R ein Körper, dann gilt:

A invertierbar⇔ det(A) 6= 0.

Beweis

(b) Folgt aus (a).

(a) „⇒“: (3.23)(a)

„⇐“: Aus (3.26)folgt: A· (det(A)−1 · Ã) = En = (det(A)−1 · Ã) ·A. ¤
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3 Determinanten

(3.28) Satz (Cramersche Regel)

SeiK ein Körper,A = (ai j ) ∈ Kn×n mit det(A) 6= 0.
Nach(3.27)(b) ist A invertierbar.

Seib =




b1
...

bn


 ∈ Kn.

Nach(2.67)(5) hat das LGSAx= b genau eine Lösung




c1
...

cn


. Hierfür gilt:

c j = 1
det(A) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1, j−1 b1 a1, j+1 · · · a1n

a21 · · · a2, j−1 b2 a2, j+1 · · · a2n
... · · · ...

...
... · · · ...

an1 · · · an, j−1 bn an, j+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(Ersetzej-te Spalte vonA durchb.)

Beweis

Seiens1, . . . ,sn die Spalten vonA.

Es istb = A·




c1
...

cn


 =

n
∑

i=1
ci ·si .

⇒
(3.8)(1)

det(s1, . . . ,sj−1,b,sj+1, . . . ,sn) =
n
∑

i=1
ci ·det(s1, . . . ,sj−1,si ,sj+1, . . . ,sn)︸ ︷︷ ︸

=0, außer füri= j

= c j ·det(A). ¤
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4 Eigenwerte und Eigenvektoren

§ 1 Der Polynomring

SeiK ein Körper.
n
∑

i=0
aiXi : „formale“ Linearkombination,X: Unbestimmte.

(4.1) Definition

(a) Ein K-VR V heißtK-ALGEBRA, falls eine Verknüpfung· : V×V →V definiert ist, so dass
gilt:

(1) (V,+, ·) ist ein Ring.

(2) a· (v·v′) = (a·v) ·v′ = v· (a·v′) für allea∈ K, v, v′ ∈V.

(b) SeienV, W K-Algebren.

Ein Homo-(Epi-, Mono-, Iso-)morphismusϕ : V →W heißtK-A LGEBREN-HOMO-(EPI-,
MONO-, ISO-)MORPHISMUS, falls gilt:

ϕ( 1︸︷︷︸
1∈V

) = 1︸︷︷︸
1∈W

, ϕ(v ·︸︷︷︸
·∈V

v′) = ϕ(v) ·︸︷︷︸
·∈W

ϕ(v′) für allev, v′ ∈V. ¤

(4.2) Beispiel

Kn×n ist K-Algebra (mit Matrixmultiplikation). ¤

(4.3) Definition

Ein Paar(P,X) heißtPOLYNOMRING in der UnbestimmtenX überK, falls gilt:

(a) P ist K-Algebra.

(b)
{

1 =: X0,X = X1,X2 = X ·X,X3, . . .
}

ist K-Basis vonP und unendlich. ¤
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(4.4) Bemerkung

Sei(P,X) Polynomring überK.

(a) Jedesf ∈ P besitzt eine eindeutige Darstellung als Linearkombination

f =
n

∑
i=0

aiX
i mit ai ∈ K,an 6= 0 (*)

(b) Seienf =
m
∑

i=0
aiXi , g =

n
∑

i=0
biXi ∈ P, dann ist

f ·g =
m+n

∑
k=0

ckX
k mit ck =

k

∑
l=0

albk−l

Beweis

(a) Folgt aus(4.3)(b).

(b) Distributivgesetz in einem Ring, zusammen mit(4.1)(a)(2). ¤

(4.5) Bemerkung

Bis aufK-Algebren-Isomorphismus existiert genau ein Polynomring überK in der Unbestimm-
tenX. Dieserwird mit K[X] bezeichnet.

Beweis

(1) Existenz(vgl. Aufgabe 6, Übungsblatt 7):

K(N0) := { f :N0→ K | f (i) = 0 für fast allei ∈N0}
([ f (0), f (1), . . . , f (n)] , falls f (i) = 0 für alle i > n)

K(N0) ist K-VR, ∗ : K(N0) → K(N0) sei definiert durchf ∗g :=
k
∑

l=0
f (l)g(k− l), k∈N0.

X := [0,1,0, . . .] ∈ K(N0).

⇒
(

K(N0),X
)

ist Polynomring.

(2) Seien(P,X), (Q,Y) Polynomringe überK.

ϕ : P→Q,
n
∑

i=0
aiXi 7→

n
∑

i=0
aiYi ist einK-Algebren-Isomorphismus. ¤
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(4.6) Definition

Sei f =
m
∑

i=0
aiXi ∈ K[X], f 6= 0, am 6= 0.

deg( f ) := m heißt derGRAD von f .
am, a0 heißenHÖCHSTERbzw. KONSTANTER KOEFFIZIENT von f .
f heißtNORMIERT, falls am = 1.
f heißtKONSTANT, falls f = a0 ·1, d.h. fallsdeg( f ) = 0.
f heißtLINEAR, falls deg( f ) = 1. ¤

Konvention

Das Nullpolynom ist auch konstant.
f = 0 hat keinen Grad. ¤

(4.7) Bemerkung

Seien0 6= f ,g∈ K[X].

(a) f +g 6= 0⇒ deg( f +g)≤max{deg( f ),deg(g)}
deg( f ) 6= deg(g)⇒ deg( f +g) = max{deg( f ),deg(g)}

(b) deg( f ·g) = deg( f )+deg(g). Insbesondere istf ·g 6= 0.

Beweis

(a) Klar.

(b) Seienam bzw.bn die höchsten Koeffizienten vonf bzw.g, dann istambm der höchste Koef-
fizient von f ·g. ¤

Wir betrachtenK als Teilmenge vonK[X], indem wira∈ K als konstantes Polynoma·1∈ K[X]
auffassen.

(4.8) Bemerkung

K[X]∗ = K∗ = {a∈ K | a 6= 0}

Beweis

Sei f = K[X]∗, d.h. es existiertg∈ K[X] mit f ·g = 1.
⇒

(4.7)(b)
0 = deg( f ·g) = deg( f )+deg(g)

⇒ deg( f ) = 0, d.h. f ∈ K∗. ¤
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(4.9) Satz (Division mit Rest in K[X])

Seienf ,g∈ K[X],g 6= 0.
Dann existieren eindeutig bestimmteq, r ∈K[X] mit f = q·g+ r undr = 0 oderdeg(r) < deg(g).

Beweis (algorithmisch)

Existenz:f = 0. Setzeq = r = 0.
Seienam bzw.bn die höchsten Koeffizienten vonf bzw.g.
Ist m< n, setzeq = 0, r = f .
Ist m≥ n, setzef1 := f − am

bn
·Xm−n ·g.

⇒ f1 = 0 oderdeg( f1) < m.
⇒

Induktion
es existierenq1, r ∈ K[X] mit f1 = q1 ·g+ r undr = 0 oderdeg(r) < deg(g).

⇒ q := q1 + am
bn
·Xm−n undr erfüllen das Gewünschte.

Eindeutigkeit:Seiq·g+ r = f = q′ ·g+r ′ mit q, r,q′, r ′ ∈K[X] undr, r ′ = 0 oderdeg(r) < deg(q),
deg(r ′) < deg(q′).
⇒ (q−q′) ·g = r ′− r
Angenommen:q 6= q′ (d.h.q−q′ 6= 0).
⇒ r− r ′ 6= 0 und es gilt:
deg(q−q′)+deg(g) = deg((q−q′) ·g) = det(r− r ′) < deg(g) �
⇒ q−q′ = 0, r− r ′ = 0. ¤

(4.10) Definition

Seienf ,g∈ K[X].

(a) g TEILT f , geschriebeng | f , falls h∈ K[X] existiert mit f = g·h.

(b) Seienf ,g 6= 0.

f ,g heißenTEILERFREMD, falls gilt:

Ist h∈ K[X] mit h | f undh | g, dann isth∈ K.

(c) f heißtIRREDUZIBEL, falls gilt:

f 6= 0, deg( f )≥ 1 und ist f = g·h mit g, h∈ K[X], dann istdeg(g) = 0 oderdeg(h) = 0. ¤

(4.11) ! Satz

Seien0 6= f ,g∈ K[X]. Dann gilt:
f ,g teilerfremd⇔ es existierenh,k∈ K[X] mit 1 = f ·h+g·k
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Beweis

„⇐“: Sei d ∈ K[X] mit d | f undd | g⇒ d | f ·h+g·k = 1, d.h.d ∈ K (vgl. (4.7))
„⇒“: Sei I := { f ·h+g·k | h,k∈ K[X]} und sei0 6= d ∈ I von minimalem Grad.
Behauptung:d | y für alley∈ I .
Beweis:Seiy∈ I .
Nach(4.9)existierenq, r ∈ K[X] mit y = q·d+ r undr = 0 oderdeg(r) < deg(d).
y,d ∈ I ⇒ q·d,y−q·d = r ∈ I ⇒ r = 0 (nach Wahl vond)
⇒ Behauptung
f ,g∈ I ⇒

Behauptung
d | f undd | g ⇒

(4.10)(b)
d ∈ K,d 6= 0

⇒ 1 = d−1 ·d ∈ I ¤

(4.12) Korollar

Sei p∈ K[X] irreduzibel, f , g∈ K[X] mit p | f ·g.
⇒ p | f oderp | g.

Beweis

Angenommen:p - f .
⇒ p, f teilerfremd. ((4.10)(b), (4.10)(c))
⇒

(4.11)
es existierenh,k∈ K[X] mit 1 = f ·h+ p·k

⇒ g = g·1 = ( f ·g) ·h+ p· (g·k)
⇒ p | ( f ·g) ·h, p | p(g·k)⇒ p | g. ¤

Ã Eindeutige „Primfaktorzerlegung“ inK[X]

(4.13) ! Satz

Sei0 6= f ∈ K[X], deg( f ) 6= 0 mit höchstem Koeffizientena∈ K.
Dann existieren irreduzible, normiertep1, . . . , pt ∈ K[X] mit f = a· p1 · · · pt .
Die p1, . . . , pt sind eindeutig (bis auf Reihenfolge) durchf bestimmt.

Beweis

Existenz:Induktion überdeg( f ).
f irreduzibel⇒ a−1 · f irreduzibel, normiertX
f nicht irreduzibel⇒ es existiereng,h∈ K[X] mit f = g·h unddeg(g),deg(h) < deg( f ).
Fertig mit Induktion.
Eindeutigkeit:zu zeigen:
Behauptung:Seienp1, . . . , pt ,q1, . . .qs∈ K[X] irreduzibel, normiert mitp1 · · · pt = q1 · · ·qs.
⇒ s= t und es existiertπ ∈ St mit qi = pπ(i), 1≤ i ≤ t.
Beweis:
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4 Eigenwerte und Eigenvektoren

p1 · · · pt = q1 · · ·qs⇒ p1 | q1 · (q2 · · ·qs)
⇒

(4.12)und Induktion übers
es existiertj, 1≤ j ≤ smit p1 | q j .

⇒ p1 = q j (da p1, q j irreduzibel, normiert)
⇒ p1 · (p2 · · · pt −q1 · · ·q j−1 ·q j+1 · · ·qs) = 0
⇒

(4.7)(b)
p2 · · · pt = q1 · · ·q j−1 ·q j+1 · · ·qs

⇒ Behauptung (Induktion übers) ¤

(4.14) Bemerkung und Definition

SeiV K-Algebra,v∈V.
Dann existiert genau einK-Algebren-Homomorphismusτv : K[X]→V mit τv(X) = v.
τ heißtEINSETZUNGSHOMOMORPHISMUS.
Für f ∈ K[X] schreiben wirf (x) := τv( f ).

Beweis

Eindeutigkeit:Ist τv : K[X]→V ein K-Algebren-Homomorphismus mitτv(X) = v, dann gilt für

f =
n
∑

i=0
aiXi ∈ K[X]:

τv( f ) =
τv K-linear

n
∑

i=0
ai · τv(Xi)︸ ︷︷ ︸

=τv(X)i

=
n
∑

i=0
aivi .

Beachte:v0 = τv( X0︸︷︷︸
1∈K[X]

) = τv(1) = 1∈V.

Existenz:Für f =
m
∑

i=0
aiXi ∈ K[X] definiereτv( f ) =

m
∑

i=0
aivi (mit v0 := 1∈V).

⇒ τv ∈ HomK(K[X],V) undτv( f ·g) = τ( f ) · τ(g). ¤

(4.15) Beispiele

f =
m
∑

i=0
aiXi

(a) V = K (∼= K1×1), a∈ K.

f (a) =
m
∑

i=0
aiai ∈ K (a0 = 1∈ K).

(b) V = Kn×n, a∈ Kn×n.

f (A) =
m
∑

i=0
aiAi ∈ Kn×n (A0 = En ∈ K)

[ f = X2 +X +1⇒ f (A) = A2 +A+En] ¤
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§ 1 Der Polynomring

(4.16) Definition

Sei f ∈ K[X], a∈ K.
a NULLSTELLE, falls f (a) = 0. ¤

(4.17) Bemerkung

Sei f ∈ K[X], a∈ K Nullstelle von f .
⇒ es existiertq∈ K[X] mit f = (X−a) ·q.

Beweis

Es existierenq, r ∈ K[X] mit f = (X−a) ·q+ r undr = 0 oderdeg(r) < deg(X−a) = 1.
⇒ r ∈ K
⇒ 0 = f (a) = (a−a) ·q(a)+ r(a) = 0·q(a)+ r. ¤

(4.18) Definition und Bemerkung

Sei0 6= f ∈ K[X], a∈ K Nullstelle von f .
⇒ es existiert ein eindeutig bestimmtesm∈N und es existiertg∈ K[X] mit f = (X−a)m·g und
g(a) 6= 0.
m heißt dieV IELFACHHEIT vona als Nullstelle vonf .

Beweis

Existenz und Eindeutigkeit folgen aus(4.13)und(4.17), dennX−a ist irreduzibel. ¤

(4.19) Definition

K heißtALGEBRAISCH ABGESCHLOSSEN, falls jedesf ∈ K[X], f 6∈ K, eine Nullstelle inK hat.
¤

(4.20) Satz

C ist algebraisch abgeschlossen (hier ohne Beweis;FUNDAMENTALSATZ DER ALGEBRA). ¤

(4.21) Bemerkung

SeiK alg. abg. undf ∈ K[X] irreduzibel, normiert.
⇒ f = X−a für eina∈ K.
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4 Eigenwerte und Eigenvektoren

Beweis

f irreduzibel⇒ deg( f )≥ 1
⇒

(4.19)
es existierta∈ K mit f (a) = 0

⇒
(4.17)

X−a | f ⇒
f irreduzibel, normiert

f = X−a. ¤

§ 2 Eigenwerte und Eigenvektoren

K Körper,V e.d.K-VR, EndK(V) [EndK(V) = HomK(V,V)]

(4.22) ! Definition

Seiϕ ∈ EndK(V), A∈ Kn×n.

(1) a∈K heißtEIGENWERT (EW) vonϕ (bzw.A), falls ein0 6= v∈V (bzw.0 6= v∈Kn) existiert
mit ϕ(v) = a·v (bzw.A·v = a·v).

[Erinnerung:ϕA : Kn→ Kn,v 7→ A·v]
(2) 0 6= v ∈ V (bzw. 0 6= v ∈ Kn) heißt EIGENVEKTOR (EV) von ϕ (bzw. A) zum Eigenwert

a∈ K, falls ϕ(v) = a·v (bzw.A·v = a·v) ist.

(3) Für a∈ K sei

V(a,ϕ) := {v∈V | ϕ(v) = a·v}= {v∈V | (a· idV−ϕ)(v) = 0}= Kern(a· idV−ϕ)

bzw.

V(a,A) := {v∈ Kn | A·v = a·v}= V(a,ϕA).

Ist V(a,ϕ) 6= {0} (bzw.V(a,A) 6= {0}), dann heißtV(a,ϕ) (bzw.V(a,A)) derEIGENRAUM

von ϕ (bzw.A) zum Eigenwerta. ¤

(4.23) Bemerkung

Bezeichnungen wie in(4.22).

(a) a∈ K EW vonϕ⇔V(a,ϕ) 6= {0}.
(b) V(a,ϕ) 6= {0}⇒ jedes0 6= v∈V(a,ϕ) ist EV vonϕ zum EWa.

(c) V(0,ϕ) = Kern(ϕ)

0 ist EW vonϕ⇔ Kern(ϕ) 6= {0}⇔ ϕ nicht injektiv ⇔
V e.d.

ϕ nicht bijektiv. ¤
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§ 2 Eigenwerte und Eigenvektoren

Schreibweise

SeiB (geordnete) Basis vonV, ϕ ∈ EndK(V).
MB(ϕ) := MB

B (ϕ) ∈ Kn×n. ¤

(4.24) Beispiele

(a) A =
(

0 1
1 0

)
∈R2×2, ϕA :R2→R2.

ϕA(e1) = e2, ϕA(e2) = e1

ϕA: Spiegelung an< e1 +e2 >.

ϕA hat die EW1 und−1.

ϕA(e1 +e2) = e1 +e2, d.h.e1 +e2 ∈V(1,A).

ϕA(e1−e2) =−(e1−e2), d.h.e1−e2 ∈V(−1,A).

(e1−e2,e1 +e2) ist l.u.

⇒ B ′ = (e1−e2,e1 +e2) ist Basis vonR2.

MB ′(ϕA) =
( −1 0

0 1

)
.

V(1,A) =< e1 +e2 >, V(−1,A) =< e1−e2 >.

(b) SeidimK(V) = n≥ 2, ϕ∈EndK(V). Es gelte1+1 6= 0 in K. ϕ heißtSPIEGELUNG, falls gilt:

1,−1 sind EW vonϕ unddimK(V(1,ϕ)) = n−1.

Sei0 6= v1 ∈V(−1,ϕ), d.h.ϕ(v1) =−v1 und sei(v2, . . . ,vn) eine Basis vonV(1,ϕ).

⇒ v1 6∈< v2, . . . ,vn >= V(1,ϕ), d.h.B := (v1,v2, . . . ,vn) ist Basis vonV. Es gilt:

MB(ϕ) =




1 0 · · · 0

0 1 0
...

... 0
... 0

0 · · · 0 1




Wir sagen auch:ϕ ist Spiegelung anV(1,ϕ). ¤

(4.25) Definition

A = (ai j ) ∈ Kn×n heißtDIAGONALMATRIX , falls ai j = 0 für alle i 6= j.

A =



∗ 0

...
0 ∗


. ¤
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4 Eigenwerte und Eigenvektoren

(4.26) Definition

Seiϕ ∈ EndK(V), A∈ Kn×n.

(a) ϕ heißtDIAGONALISIERBAR, falls BasisB von V existiert, so dassMB(ϕ) eine Diagonal-
matrix ist.

(b) A heißtDIAGONALISIERBAR, falls T ∈GLn(K) existiert, so dassT−1 ·A ·T eine Diagonal-
matrix ist. ¤

(4.27) Bemerkung

Bezeichnungen wie in(4.26).

(a) ϕ diagonalisierbar⇔V besitzt Basis aus EV vonϕ.

(b) A diagonalisierbar⇔ ϕA diagonalisierbar.

Beweis

(a) „⇒“: Sei B = (v1, . . . ,vn) Basis vonϕ mit MB(ϕ) =




a1 0
a2

. ..
0 an


.

⇒
(2.72)

ϕ(v j) = a j ·v j , 1≤ j ≤ n, d.h.v j ist EV vonϕ mit EW a j .

„⇐“: Genauso mit(2.72).

(b) SeiB = (e1, . . . ,en) die Standardbasis vonKn.

⇒MB(ϕA) = A (nach(2.73)(c)).

Ist B ′ eine andere Basis vonKn undT := MB ′
B (idV) die Basiswechselmatrix, dann gilt:

MB ′(ϕA) = T−1 ·A ·T (vgl. (2.83))

⇒ Behauptung ¤

(4.28) Definition

A, B∈ Kn×n heißenÄHNLICH , falls T ∈GLn(K) existiert mitB = T−1 ·A·T. ¤

Nach(2.83): ähnliche Matrizen beschreiben den gleichen Endomorphismus, nur bzgl. verschie-
dener Basen.
A∈ Kn×n diagonalisierbar⇔ A ähnlich zu einer Diagonalmatrix.
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§ 2 Eigenwerte und Eigenvektoren

(4.29) Satz

Seiϕ ∈ EndK(V), dimK(V) = n.

(a) Seiena1, . . . ,am ∈ K EW vonϕ mit ai 6= a j für i 6= j. Seienv j ∈V EV von ϕ zum EWa j ,
1≤ j ≤m.⇒ (v1, . . . ,vm) l.u.

(b) Besitztϕ n paarweise verschiedene EW, dann istϕ diagonalisierbar.

Beweis

(b) Folgt aus (a) mit(4.27)(a).

(a) Induktion überm:

m= 1: Klar, dav1 6= 0.

m> 1,m−1 7→m: Seienb j ∈ K, 1≤ j ≤mmit
m
∑
j=1

b j ·v j = 0. Es gilt:

0 = (ϕ−am · idV)(0)

= (ϕ−am · idV)

(
m

∑
j=1

b j ·v j

)

=
m

∑
j=1

b j · (ϕ−am · idV)(v j)

=
m

∑
j=1

b j · (ϕ(v j)−am ·v j)

=
m−1

∑
j=1

b j · (a j −am) ·v j

⇒
Induktion

b j · (a j −am) = 0 für 1≤ j ≤m−1.

a j −am 6= 0 für 1≤ j ≤m−1

⇒ b j = 0 für 1≤ j ≤m−1

⇒ bm ·vm = 0

⇒ bm = 0, davm 6= 0 ¤

(4.30) Beispiel

A =
(

0 1
−1 0

)
∈R2×2 ist nicht diagonalisierbar.
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4 Eigenwerte und Eigenvektoren

Beweis

Angenommen,A wäre diagonalisierbar.

SeiT ∈GL2(R) mit T−1 ·A·T = B =
(

a 0
0 b

)
.

A2 =
( −1 0

0 −1

)
⇒

(
a2 0
0 b2

)
= B2

= T−1 ·A·T ·T−1 ·A·T = T−1 ·A2 ·T = T−1 · (−1) ·E2︸ ︷︷ ︸
=A2

·T = (−1) ·T−1 ·T =−E2

⇒ a2 = b2 =−1 � ¤

SeiA∈ Kn×n, 0∈ K.
a EW vonA⇔ es existiert0 6= v∈Kn mit A·v= a·v⇔ es existiert0 6= v∈Kn mit (a·En−A) ·v=
0 ⇔

(2.65)(d)
a·En−A nicht invertierbar ⇔

(3.27)(b)
det(a·En−A) = 0.

§ 3 Das charakteristische Polynom

SeiK ein Körper.

(4.31) Definition und Bemerkung

(a) SeiA∈ Kn×n.

(1) X ·En−A∈ K[X]n×n heißt dieCHARAKTERISTISCHEMATRIX vonA.

(2) χA := det(X ·En−A) ∈ K[X] heißt dasCHARAKTERISTISCHEPOLYNOM vonA.

(3) SeiT ∈GLn(K). Dann gilt:
χT−1·A·T = χA.

(b) SeiV einn-dim. K-VR, ϕ ∈ EndK(V), B Basis vonV, A := MB(ϕ) ∈ Kn×n.

Dann heißtχϕ := χA dasCHARAKTERISTISCHEPOLYNOM von ϕ.

Dies ist unabhängig von der gewählten Basis.

Beweis

(a) (3)

χT−1·A·T = det(X ·En−T−1 ·A ·T)

= det(T−1 · (X ·En−A) ·T) (daT−1 ·X ·En ·T = X ·En)
=

(3.23)
det(X ·En−A) = χA
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§ 3 Das charakteristische Polynom

(b) Die Unabhängigkeit vonχϕ vonB folgt aus (a)(3) und(2.83). ¤

Ziel

A∈ Kn×n, a∈ K. Dann:
a EW vonA⇔ χA(a) = 0. ¤

(4.32) Beispiele

(a) A =
(

0 1
−1 0

)
∈R2×2.

X ·E2−A =
(

X −1
1 X

)
, χA =

∣∣∣∣
X −1
1 X

∣∣∣∣ = X2 +1.

(b) A =




a11 ∗
a22

.. .
0 ann


 obere Dreiecksmatrix.

⇒
(3.20)

χA =
n
∏
i=1

(X−aii ). ¤

Erinnerung

R kommutativer Ring,A = (ai j ) ∈ Rn×n.
det(A) = ∑

π∈Sn

sgn(π) ·aπ(1),1 ·aπ(2),2 · · ·aπ(n),n. ¤

(4.33) Bemerkung

SeienR, SRinge,ϕ : R→SRinghomomorphismus[ϕ(1) = 1,ϕ(r + r ′) = ϕ(r)+ϕ(r ′),ϕ(r · r ′) =
ϕ(r) ·ϕ(r ′)].
A = (ai j ) ∈ Rn×n, ϕ(A) := (ϕ(ai j )) ∈ Sn×n.
Dann istdet(ϕ(A)) = ϕ(det(A)).

Beweis

det(ϕ(A)) = ∑
π∈Sn

sgn(π) ·ϕ(aπ(1),1) · · ·ϕ(aπ(n),n)

= ϕ

(
∑

π∈Sn

sgn(π) ·aπ(1),1 · · ·aπ(n),n

)

= ϕ(det(A)).
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4 Eigenwerte und Eigenvektoren

¤

(4.34) Korollar

SeiA∈ Kn×n, a∈ K. Dann gilt:
χA(a)︸ ︷︷ ︸
∈K

= det(a·En−A︸ ︷︷ ︸
∈Kn×n

).

Beweis

Betrachte den Einsetzungshomomorphismus:
τA : K[X]→ K, f 7→ τA( f ) = f (a) (vgl. (4.14))
χA(a) = τa(χA) = τ(det(X ·En−A)) =

(4.33)
det(τa(X ·En−A)) = det(a·En−A). ¤

(4.35) Satz

SeiA∈ Kn×n, V n-dim. K-VR, ϕ ∈ EndK(V), a∈ K. Dann gilt:
a EW vonA (bzw. vonϕ) ⇔ χA(a) = 0 (bzw.χϕ(a) = 0).

Beweis

a EW vonA⇔ es existiert0 6= v∈Kn mit A·v= a·v⇔ es existiert0 6= v∈Kn mit (a·En−A) ·v=
0 ⇔

(2.65)(d)
a·En−A nicht invertierbar ⇔

(3.27)(b)
det(a·En−A) = 0 ⇔

(4.34)
χA(a) = 0.

SeiB Basis vonV, v∈V. Dann gilt:
ϕ(v) = a·v⇔MB(ϕ) ·κB(v) = a·κB(v) undv 6= 0⇔ κB(v) 6= 0 [κB Isomorphismus]
Also: a EW vonϕ⇔ a EW vonMB(ϕ)⇔ χMB(ϕ)︸ ︷︷ ︸

=χA

(a) = 0. ¤

SeiA∈ Kn×n, a∈ K.
⇒V(a,A) = {v∈V |A·v= a·v} ist die Lösungsmenge des homogenen LGS(a·En−A) ·x= 0.

(4.36) Beispiele

(a) A =
(

0 1
−1 0

)
∈R2×2 hat keine EW inR, dennχA = X2 +1.

ÜberC hatA die EW
√

1 und
√−1.

(b) Ähnliche Matrizen haben die gleichen EW.

(Nach(4.31)(a)(3) haben sie das gleiche charakteristische Polynom.)

[B, A ähnlich⇔ es existiertT ∈GLn(K): B = T−1 ·A·T]
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§ 3 Das charakteristische Polynom

(c) SeiA ähnlich zu Dreiecksmatrix




a11 ∗
a22

. ..
0 ann




(4.31)(a)(3)⇒
(?)(b)

χA =
n
∏
i=1

(X−aii )

⇒
(4.35)

a11, . . . ,ann sind die EW vonA.

χA zerfällt in ein Produkt von Linearfaktoren.

(d) A =
(

1 1
0 1

)
∈ K2×2 ist nicht diagonalisierbar.

Angenommen, es existiertT ∈GL2(K) mit T−1 ·A·T =
(

a 0
0 b

)
.

⇒
(c)

χT−1·A·T = (X−a) · (X−b) undχA = (X−1) · (X−1).

Aus χA = χT−1·A·T (vgl. (4.31)(a)(3)) folgt:

a = b = 1, d.h.T−1 ·A·T = E2⇒ A = T−1 ·E2 ·T = E2. � ¤

(4.37) Definition

SeiR komm. Ring,A = (ai j ) ∈ Rn×n.

Sp(A) =
n
∑

i=1
aii ∈ R heißt dieSPUR vonA. ¤

(4.38) Bemerkung

SeiR komm. Ring,A,B∈ Rn×n, T ∈GLn(R). Dann gilt:

(a) Sp(A·B) = Sp(B ·A)

(b) Sp(T−1 ·A ·T) = Sp(A)

Beweis

(a) SeiA = (ai j ), B = (bi j ).

Die i-ten Diagonaleinträge vonA·B bzw.B·A sind:
n
∑

k=1
aik ·bki bzw.

n
∑

k=1
bik ·aki

⇒ Sp(A ·B) =
n
∑

i=1

n
∑

k=1
aik ·bki =

n
∑

k=1

n
∑

i=1
bki ·aik = Sp(B·A)

(b) Sp(T−1 · (A·T)) = Sp((A ·T) ·T−1) = Sp(A). ¤
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(4.39) Bemerkung

SeiA∈ Kn×n. Dann gilt:
χA = Xn−Sp(A) ·Xn−1 +cn−2 ·Xn−2 + . . .+c1 ·X +(−1)n ·det(A)
mit geeignetenc1, . . . ,cn−2 ∈ K.

Beweis

SeiEn = (δi j )1≤i, j≤n (KRONECKER-DELTA) und seiA = (ai j ). Dann gilt:
χA = det(X ·En−A) = ∑

π∈Sn

sgn(π) · (X ·δπ(1),1−aπ(1),1) · · ·(X ·δπ(n),n−aπ(n),n)︸ ︷︷ ︸
fA,π

fA,π: Produkt vonn Faktorenp, p∈ K[X] mit p = 0 oderdeg(p)≤ 1.
π ∈ Sn,π 6= id :
⇒ für mindestens zweii’s ist π(i) 6= i.
⇒ fA,π = 0 oderdeg( fA,π)≤ n−2.
π = id :

fA,π =
n
∏
i=1

(X−aii ) = Xn−Sp(A) ·Xn−1 +g mit g = 0 oderdeg(g)≤ n−2.

Seic0 der konstante Koeffizient vonχA.
c0 = χA(0) =

(?)
det(0·En−A) = det(−A) = (−1)n ·det(A). ¤

(4.40) Korollar

SeiA∈ Kn×n (bzw.ϕ ∈ EndK(V)) für einenn-dim. K-VR V.
Dann hatA (bzw.ϕ) höchstensn EW (inkl. Vielfachheiten). ¤

(4.41) Definition

Sei f = Xn +an−1 ·Xn−1 + . . .+a1 ·X +a0 ∈ K[X] normiert.

Dann heißtC( f ) :=




0 0 · · · · · · 0 −a0

1 0 · · · · · · 0 −a1

0 1 · · · · · · ...
...

...
...

.. . · · · ...
...

0 0 · · · 1 0 −an−2

0 0 · · · 0 1 −an−1




die BEGLEITMATRIX von f .

n = 1 : f = X +a0 undC( f ) = (−a0) ∈ K1×1. ¤

(4.42) Bemerkung

Sei f = Xn +an−1 ·Xn−1 + . . .+a1 ·X +a0 ∈ K[X].
Dann istχC( f ) = f .
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§ 4 Das Minimalpolynom

Beweis

X ·En−C( f ) =




X 0 0 · · · 0 a0

−1 X 0 · · · 0 a1

0 −1 X · · · ...
...

...
...

.. . . . .
...

...
0 0 · · · −1 X an−2

0 0 · · · 0 −1 X +an−1




=: A∈ K[X]n×n.

SeiA = (ai j ).
Wir entwickelndet(A) nach der letzten Spalte (vgl.(3.18)(a)):

χC( f ) = det(A) =
n
∑

i=1
(−1)i+n ·ain ·det(Ain)

A1n =




−1 X 0
−1 X

. .. . . .
0 −1 X


⇒ det(A1n) = (−1)n−1

Ain =




X 0
−1 X 0

... ...
0 −1 X

−1 X 0
... ...

0 −1 X
0 −1




für 2≤ i ≤ n.

⇒ det(Ain) = Xi−1 · (−1)n−i für 2≤ i ≤ n.
ain = ai−1 für 1≤ i ≤ n−1.
ann = X +an−1.
⇒ χC( f ) = det(A)

= (−1)1+n ·a0 · (−1)n−1+
n−2
∑

i=2
(−1)i+n ·ai−1 ·Xi−1 · (−1)n−i +(−1)2n · (X +an−1) ·Xn−1 · (−1)0

= a0 +a1 ·X + . . .+an−2 ·Xn−2 +(X +an−1) ·Xn−1 = f . ¤

§ 4 Das Minimalpolynom

SeiK Körper,V n-dim. K-VR, ϕ ∈ EndK(V).

(4.43) Definition

(a) U ≤V heißtϕ-INVARIANT , falls ϕ(U)≤U ist.

(b) SeiU ≤V ϕ-invariant.

113



4 Eigenwerte und Eigenvektoren

Dann seiϕU : U →U,u 7→ ϕ(u) mit u∈U .

ϕU ∈ EndK(V) ist dieEINSCHRÄNKUNG von ϕ aufU . ¤

(4.44) Bemerkung

SeiU ≤V ϕ-invariant.

(a) SeiC = (v1, . . . ,vm) die Basis vonU .

ErgänzeC zu einer BasisB = (v1, . . . ,vm,vm+1, . . . ,vn) vonV. Dann gilt:

MB(ϕ) =
(

MC (ϕU) C
0 D

)
für geeignete MatrizenC undD.

(b) χϕU | χϕ

Beweis

(a) Für 1≤ j ≤m ist ϕ(v j) = ϕU(v j) ∈U .

Behauptung folgt aus der Definition vonMB(ϕ).

(b) X ·En−MB(ϕ) =
(

X ·Em−MC (ϕU) −C
0 X ·En−m−D

)

⇒
(3.21)

χϕ = det(X ·En−MB(ϕ)) = det(X ·Em−MC (ϕU))−det(X ·En−m−D) = χϕU · f für

ein f ∈ K[X]. ¤

(4.45) Beispiel

Seiv1 ∈V EV von ϕ zum EWa∈ K.
⇒U :=< v1 > ist ϕ-invariant.

Ist (v1, . . . ,vn) Basis vonV, dann istMB(ϕ) =




a ∗ · · · ∗
0
... D
0


 für einD ∈ K(n−1)×(n−1). ¤

Erinnerung

A ähnlich zu




a11 ∗
a22

. ..
0 ann


⇒ χA =

n
∏
i=1

X−aii . ¤

Umkehrung von(4.36)(c):
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(4.46) Satz

SeiA∈ Kn×n mit χA =
n
∏
i=1

(X−ai), d.h. das charakteristische Polynom vonA zerfällt in Linear-

faktoren.
⇒ A ist ähnlich zu einer oberen Dreiecksmatrix.

Beweis

Induktion übern:
n = 1: Klar.
n > 1,n−1 7→ n: Seiv1 ∈ Kn EV vonA zum EWa1 (exisitiert nach(4.35)).
B = (v1, . . . ,vn) Basis vonKn.

⇒MB(ϕA) =




a1 ∗ · · · ∗
0
... D
0


 mit D ∈ K(n−1)×(n−1).

MB(ϕA) ähnlich zuA (vgl. (2.83)).
⇒ χA =

(4.31)
χMB (ϕA) =

(3.21)
(X−a1) ·χD.

⇒
(4.13)

χD =
n
∏
i=2

(X−ai)

⇒
Induktion

Es existiertS∈GLn−1(K), so dassS−1 ·D ·Seine obere Dreicksmatrix ist.

SetzeT :=




1 0 · · · 0
0
... S
0


 ∈ Kn×n.

⇒ det(T) = det(S) 6= 0, d.h.T ∈GLn(K).

Weiter gilt:T−1 ·MB(ϕA) ·T =




a1 0 · · · 0
0
... S−1 ·D ·S
0


 ist eine obere Dreiecksmatrix. ¤

Für K =C: Jede(n×n)-Matrix ist ähnlich zu einer oberen Dreicksmatrix.

(4.47) Bemerkung

(a) EndK(V) ist K-VR mit

+ : EndK(V)×EndK(V)→ EndK(V),(ϕ+ψ)(v) := ϕ(v)+ψ(v) mit ϕ,ψ ∈ EndK(V),v∈V
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4 Eigenwerte und Eigenvektoren

und

· : K×EndK(V)→ EndK(V),(a·ϕ)(v) := a·ϕ(v) mit a∈ K,ϕ ∈ EndK(V),v∈V

(b) EndK(V) wird K-Algebra mit (a) und· : EndK(V)×EndK(V)→ EndK(V),(ϕ,ψ) 7→ ϕ◦ψ.

(c) Ist B eine Basis vonV, dann istMB : EndK(V) → Kn×n,ϕ 7→ MB(ϕ) ein K-Algebren-
Isomorphismus.

Beweis

Formales Rechnen. ¤

(4.48) Bemerkung

Sei0 6= v∈V.
Die Folge(v,ϕ(v), ϕ2(v)︸ ︷︷ ︸

ϕ·ψ=ϕ◦ψ

= ϕ(ϕ(v)), . . . ,ϕn(v)) ist l.a.

Seim minimal,m∈N, so dass(v,ϕ(v), . . . ,ϕm−1(v)) l.u., aber(v,ϕ(v), . . . ,ϕm−1(v),ϕm(v)) l.a.
ist mit ϕ0 = id.

⇒ Es existierena0, . . . ,am−1 ∈ K mit ϕm(v) =
m−1
∑

i=0
aiϕi(v).

⇒U :=< v,ϕ(v), . . . ,ϕm−1(v) > ist m-dim. ϕ-invarianter UR vonV.

SeiC = (v,ϕ(v), . . . ,ϕm−1(v)) und f = Xm−
m−1
∑

i=0
aiXi ∈ K[X].

Dann istMC (ϕU) =




0 0 · · · · · · 0 a0

1 0 · · · · · · 0 a1

0 1 · · · · · · ...
...

...
...

. .. · · · ...
...

0 0 · · · 1 0 am−2

0 0 · · · 0 1 am−1




= C( f ).

⇒
(4.43)

χϕU = χC( f ) = f

f (ϕ) = ϕm−
m−1
∑

i=0
aiϕi ∈ EndK(V)

f (ϕ)(v) = ϕm(v)−
m−1
∑

i=0
aiϕi(v) = 0. ¤

(4.49) Satz (Cayley-Hamilton)

Seiϕ ∈ EndK(V) bzw.A∈ Kn×n. Dann gilt:
χϕ(ϕ) = 0 bzw.χA(A) = 0.
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Beweis

Aussage fürA folgt aus der fürϕ mit (4.47)(c).
Zu zeigen:χϕ(ϕ) = 0∈ EndK(V), d.h.χϕ(ϕ)(v) = 0 für allev∈V.
v = 0: X
Sei alsov 6= 0 undU =< v,ϕ(v), . . . ,ϕm−1(v) > wie in (4.48).
Nach(4.44)(c) existiert f ∈ K[X] mit χϕ = χϕU · f = f ·χϕU .
⇒ χϕ(ϕ) = ( f ·χϕU )(ϕ) = f (ϕ)︸︷︷︸

∈EndK(V)

◦ χϕU (ϕ)︸ ︷︷ ︸
∈EndK(V)

⇒ χϕ(ϕ)(v) = [ f (ϕ)◦χϕU (ϕ)](v) = f (ϕ)( χϕU (ϕ)(v)︸ ︷︷ ︸
=0 nach(4.48)

) = 0. ¤

(4.50) Beispiel

A =
(

1 2
3 4

)
∈Q2×2,X ·E2−A =

(
X−1 −2
−3 X−4

)

χA = (X−1) · (X−4)−6 = X2−5·X−2
χA(A) = A2−5·A−2·E2(

1 2
3 4

)
·
(

1 2
3 4

)
=

(
7 10
15 22

)
,A2−5·A =

(
2 0
0 2

)
= 2·E2. ¤

(4.51) ! Bemerkung und Definition

SeiA∈ Kn×n,ϕ ∈ EndK(V), wobeiV n-dim. K-VR sei.

(a) Es existiertµA ∈ K[X],deg(µA)≥ 1 (bzw.µϕ ∈ K[X],deg(µϕ)≥ 1).

(1) µA (bzw.µϕ) ist normiert

(2) µA(A) = 0 (bzw.µϕ(ϕ) = 0)

(3) µA | f (bzw.µϕ | f ) für alle f ∈ K[X] mit f (A) = 0 (bzw. f (ϕ) = 0)

Durch (1) - (3) istµA (bzw.µϕ) eindeutig festgelegt. Es heißt dasM INIMALPOLYNOM vonA
(bzw.ϕ).

(b) Ist B eine Basis vonV, dann istµϕ = µMB (ϕ).

(c) Ist B∈ Kn×n ähnlich zuA, dann istµA = µB.

Beweis

(a) Nur für A. Der Beweis fürϕ geht analog.

SeiI = { f ∈ K[X] | f (A) = 0}.
χA ∈ I nach(4.49)⇒ I 6= {0}
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4 Eigenwerte und Eigenvektoren

Sei0 6= µ∈ I von minimalem Grad und seia∈ K der höchste Koeffizient vonµ.

SetzeµA := a−1 ·µ.

⇒ deg(µA) = deg(µ),µA normiert, d.h. (1), undµA(A) = 0, d.h. (2).

Sei f ∈ I .⇒ Es existierenq, r ∈ K[X] mit f = q·µA + r undr = 0 oderdeg(r) < deg(µA).

Es gilt: r(A) = f (A)− (q·µA)(A) = f (A)−q(A) ·µA(A) = 0.

⇒ r = 0 nach Wahl vonµ.

Eindeutigkeit:Seienµ1,µ2 ∈ K[X] mit (1) - (3).

⇒ µ1 | µ2 undµ2 | µ1

⇒ µ1 = µ2, da beide normiert sind.

(b) Folgt aus (a) mit(4.47)(c).

(c) Folgt aus (b) und(2.83), oder auch durch direktes Rechnen mit (a).[B = T−1 ·A·T]. ¤

(4.52) Beispiele

(a) SeiA =




1 1 0
0 1 1
0 0 1

0

1

0
0 0
0 0



∈ K6×6.

χA = X2 · (X−1)4,µA = X · (X−1)3.

(b) Seia∈ K undA =




a 1 0
a 1

... ...
... 1

0 a



∈ Kn×n.

⇒ χA = µA = (X−a)n.

(c) Sei f ∈ K[X], f 6∈ K, f normiert.

⇒ χC( f ) = µC( f ) = f .

(d) Sei A =




a1 0
a2

. ..
0 an


 eine Diagonalmatrix und sei{a1, . . . ,an} = {b1, . . . ,bm} mit

bi 6= b j für i 6= j.
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⇒ µA =
m
∏
i=1

(X−bi).

Beweis

(a) µA | χA⇒ Xr · (X−1)s mit 0≤ r ≤ 2 und0≤ s≤ 4.

Ai 6= 0 für alle i ≥ 1,(A−E6)i 6= 0 für alle i ≥ 1.

⇒ X · (X−1) | µA

A· (A−E6)3 = 0,A· (A−E6)2 6= 0.

(b) χA = (X−A)n

A−a·En =




0 1 0 · · · · · · 0
0 0 1 · · · · · · 0
...

...
...

0 · · · · · · · · · 0 1
0 · · · · · · · · · 0 0




(A−a·En)i =




0 · · · 0 0 1 0
... ...

0
... 1

0
0 · · · 0




(c) Übung.

(d) Der i-te Diagonaleintrag von
m
∏
j=1

(A−b j ·En) ist
m

∏
j=1

(ai−b j)

︸ ︷︷ ︸
=0 wegenai∈{b1,...,bm}

.

Für keinen echten Teilerρ von
m
∏
i=1

(X−bi) ist ρ(A) = 0. ¤

(4.53) Lemma

Sei0 6= f ∈ K[X] mit f (ϕ) = 0.
Seieng,h∈ K[X] teilerfremd mit f = g·h.
SetzeU := Kern(g(ϕ)),W := Kern(h(ϕ)).
Dann sindU undW ϕ-invariant und es gilt:V = U⊕W, d.h.V = U +W undU ∩W = {0}.
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Beweis

Seiu∈U , d.h.g(ϕ)(u) = 0.
⇒ g(ϕ)(ϕ(u)) = g(ϕ)◦ϕ(u) = ϕ◦g(ϕ)(u) = ϕ(g(ϕ)(u)) = ϕ(0) = 0.
⇒ ϕ(u) ∈ Kern(g(ϕ)) = U , d.h.U ϕ-invariant.
Analog:W ϕ-invariant.
Seieng1,h1 ∈ K[X] mit 1 = g1 ·g+h1 ·h (vgl. (4.11)).
ϕ einsetzen⇒ id = (g1 ·g)(ϕ)︸ ︷︷ ︸

g1(ϕ)◦g(ϕ)

+(h1·h)(ϕ)

⇒ v = (g1 ·g)(ϕ)(v)+(h1 ·h)(ϕ)(v) für allev∈V.
Zeige:(g1 ·g)(ϕ)(v) ∈ W︸︷︷︸

=Kern(h(ϕ))

,(h1 ·h)(ϕ)(v) ∈U .

h(ϕ)[(g1 ·g)(ϕ)(v)] = [h(ϕ)◦ (g1 ·g)(ϕ)](v) = (h·g1 ·g)(ϕ)(v) = (g1 · f )(ϕ)(v)
= [g1(ϕ)◦ f (ϕ)](v) = g1(ϕ)( f (ϕ)(v)︸ ︷︷ ︸

=0

) = 0.

Also: (g1 ·g)(ϕ)(v) ∈W.
Analog:(h1 ·h)(ϕ)(v) ∈U .
⇒V = U +W.
Seiv∈U ∩W.
⇒ v = [g1(ϕ)◦g(ϕ)](v)+ [h1(ϕ)◦h(ϕ)](v) = g1(ϕ)( g(ϕ)(v)︸ ︷︷ ︸

=0, dav∈U

)+h1(ϕ)( h(ϕ)(v)︸ ︷︷ ︸
=0, dav∈W

) = 0

⇒U ∩W = {0}. ¤

(4.54) Satz

SeiA∈ Kn×n. Dann gilt:
A diagonalisierbar⇔ µA zerfällt in ein Produkt von paarweise verschiedenen Linearfaktoren.

Beweis

„⇒“: Folgt aus(4.51)(a) und(4.52)(d).

„⇐“: SeiµA =
m
∏
j=1

(X−b j) mit bi 6= b j für i 6= j.

BetrachteϕA : Kn→ Kn, setzef := µA,g := X−b1,h :=
m
∏
j=2

(X−b j).

⇒ g,h teilerfremd (o.B.d.A:n > 1)
⇒ Kn = U⊕W mit U = Kern(g(ϕA)), W = Kern(h(ϕA)).
Kern(g(ϕA)) = Kern(ϕA−b1 · id) = V(b1,A).
Sei(u1, . . . ,um) Basis vonU und(w1, . . . ,wl ) Basis vonW.

⇒
Aufg. 6, Blatt 8

(u1, . . . ,um,w1, . . . ,wl ) =: B ist Basis vonV = Kn.
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Weil U,W ϕ-invariant sind, istMB(ϕ) =




b1 0
...

0 b1

0

0 D


.

Es gilt: µA(D) = 0.⇒ µD | µA.
⇒ µD zerfällt in ein Produkt von verschiedenen Linearfaktoren.
⇒

Induktion
D ist diagonalisierbar.

⇒ A ist diagonalisierbar. (Argument wie im Beweis von(4.46).) ¤
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5 Euklidische und Unitäre Räume

Zusätzliche Struktur für reele oder komplexe Vektorräume,Skalarprodukt.
Ã Längen, Winkel.

Voraussetzungen

K =R oderC
C= {a+ ib | a,b∈R}, i ∈C mit i2 =−1.
(1, i) l.u. überR (vgl. Beispiel(2.54)); R⊆C.

:C→C, a+ ib 7→ a− ib (KOMPLEXE KONJUGATION)
ist ein Körperautomorphismus, d.h. ein bijektiver Ringhomomorphismus,R= {c∈C | c= c}.
| c |:=√

c·c∈R≥0 heißt (komplexer)ABSOLUTBETRAGvonC. (c·c∈R≥0)
A = (ai j ) ∈Cn×n,A := (ai j )

¤

§ 1 Skalarprodukte

SeiK =R oderC und seiV K-VR (nicht notwendig e.e.).

(5.1) Definition und Bemerkung

(a) Eine Abbildungβ : V×V → K heißtBILINEARFORM (im Fall K =R) bzw. SESQUILINE-
ARFORM (im Fall K =C), falls gilt:

(1) β(v1 +v2,w) = β(v1,w)+β(v2,w) und

β(av,w) = a·β(v,w) für allev,v1,v2,w∈V,a∈ K.

(2) β(v,w1 +w2) = β(v,w1)+β(v,w2) und

β(v,aw) = a·β(v,w) für allev,w,w1,w2 ∈V,a∈ K.

(Beachte: FürK =R ist a = a.)

(b) Seiβ Bilinearform (bzw. Sesquilinearform) aufK.

β heißtSYMMETRISCH (bzw. HERMITE’ SCH), falls gilt:

β(v,w) = β(w,v) für allev,w∈V (bzw.β(v,w) = β(w,v) für allev,w∈V).
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5 Euklidische und Unitäre Räume

(∗) Ist β hermite’sch (alsoK =C), dann istβ(v,v) ∈R für allev∈V.

Seiβ symmetrisch (bzw. hermite’sch).
Dann heißtβ ein SKALARPRODUKT aufV, falls β POSITIV DEFINIT ist, d.h. falls gilt:
β(v,v) > 0 für allev∈V,v 6= 0.

Beweis

(b) (∗) β(v,v) = β(v,v), daβ hermite’sch.
⇒ β(v,v) ∈R. ¤

(5.2) Beispiele

(1) V = Kn (Rn oderCn)

<,>:V×V →K,<




a1
...

an


 ,




b1
...

bn


 >:=

n
∑
j=1

a jb j ∈K ist ein Skalarprodukt aufV, dasSTAN-

DARD-SKALARPRODUKT.

(2) SeiV := { f : [0,1]→R | f stetig}. V istR-VR. Für f ,g∈V sei( f ,g) :=
1R
0

f (t)g(t)dt ∈R.

(,) ist ein Skalarprodukt. ¤

(5.3) Satz (Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung)

Sei(,) ein Skalarprodukt aufV.
Dann gilt für allev1,v2 ∈V:

| (v1,v2) |2≤ (v1,v1) · (v2,v2) sowie

| (v1,v2) |2 = (v1,v1) · (v2,v2)⇔ v1,v2 l.a.

Beweis

Ist v2 = 0, dann sind beide Aussagen klar.
Sei alsov2 6= 0 unda :=− (v1,v2)

(v2,v2)
∈ K.

⇒ 0≤ (v1 +av2,v1 +av2) = (v1,v1)+a· (v2,v1)+a· (v1,v2)+a·a· (v2,v2)

= (v1,v1)− | (v1,v2) |2
(v2,v2)

− | (v1,v2) |2
(v2,v2)

+
| (v1,v2) |2

(v2,v2)

= (v1,v1)− | (v1,v2) |2
(v2,v2)

⇒ 1. Behauptung.

124



§ 1 Skalarprodukte

Es gelte:| (v1,v2) |2= (v1,v1) · (v2,v2).
⇒ (v1 +av2,v1 +av2) = 0
⇒ v1 +av2 = 0, d.h.v1,v2 sind l.a.
Sindv1,v2 l.a., dann istv1 = bv2 für einb∈ K (weil v2 6= 0).
⇒| (v1,v2) |2=| b· (v2,v2) |2=| b |2 · | (v2,v2) |2= b·b· (v2,v2) · (v2,v2)︸ ︷︷ ︸

∈R
= (v1,v1) · (v2,v2). ¤

(5.4) Beispiele

(1) Seiena j ,b j ∈C,1≤ j ≤ n.

⇒|
n
∑
j=1

a jb j |2≤
(

n
∑
j=1

| a j |2
)(

n
∑
j=1

| b j |2
)

Mit Gleichheit genau dann, wenn




a1
...

an




︸ ︷︷ ︸
v1

und




b1
...

bn




︸ ︷︷ ︸
v2

l.a. sind.

(2) Für alle stetigen Funktionenf ,g : [0,1]→R gilt:
∣∣∣∣

1R
0

f (t)g(t)dt

∣∣∣∣
2

≤
(

1R
0
| f (t) |2 dt

)(
1R
0
| g(t) |2 dt

)
. ¤

(5.5) Definition und Bemerkung

SeiV e.d. undβ eine Bilinearform (bzw. eine Sesquilinearform) aufV.
SeiB eine Basis vonV, B = (v1, . . . ,vn).

(a) Dann heißtGB(β) :=
(
β(vi ,v j)

)
1≤i, j≤n ∈ Kn×n die GRAM-MATRIX von β bzgl.B.

(b) SeiA := GB(β). Dann gilt für allev,w∈V:

β(v,w) = κB(v)t ·A·κB(w).

β symmetrisch⇔ A SYMMETRISCH, d.h.A = At .

β hermite’sch⇔ A HERMITE’ SCH, d.h.A = A
t
.

Beweis

(b) SeiκB(v) =




a1
...

an


, d.h.v =

n
∑
j=1

a jv j , κB(w) =




b1
...

bn


.

⇒ β(v,w) = β

(
n
∑
j=1

a jv j ,
n
∑

k=1
akvk

)
=

n
∑
j=1

n
∑

k=1
a j ·bk ·β(v j ,vk)
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5 Euklidische und Unitäre Räume

(a1, . . . ,an) ·A·



b1

. . .

bn


 = (a1, . . . ,an) ·




n
∑

k=1
β(v1,vk) ·bk

...
n
∑

k=1
β(vn,vk) ·bk




=
n
∑
j=1

n
∑

k=1
a j ·β(v j ,vk) ·bk

β symmetrisch⇒ β(v j ,vk) = β(vk,v j) für alle j,k

⇒ A = At

A = At ⇒ β(v,w) = κB(v)t ·A ·κB(w)
= κB(v)t ·At · (κB(w)t)t

= (κB(w)t ·A·κB(v))t

= κB(w)t ·A·κB(v)
= β(w,v)

Aussage für hermite’sch analog. ¤

Bemerkung

Ist in (5.5)V = Kn undB die Standardbasis, dann gilt:
β(v,w) = vt ·A·w für allev,w∈ Kn.

¤

(5.6) Bemerkung

SeiA∈ Kn×n.

(a) βA : Kn×Kn → K,βA(v,w) := vt ·A ·w,v,w∈ Kn ist Bilinearform (bzw. Sesquilinearform)
aufKn.

(b) βA symmetrisch⇔ A symmetrisch (K =R)

βA hermite’sch⇔ A hermite’sch (K =C)

Beweis

(a) Klar.

(b) Folgt aus(5.5)(b), dennA = GB(βA), wennB die Standardbasis vonKn ist.

Beachte:et
i ·A·a j = ai j . ¤
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§ 2 Längen, Winkel, Orthogonalität

(5.7) Definition

(a) A∈Rn×n heißtPOSITIV DEFINIT, wennA = At ist undvt ·A·v > 0 für alle0 6= v∈Rn.

(b) A∈Cn×n heißtPOSITIV DEFINIT, wennA = A
t
ist undvt ·A·v > 0 für alle0 6= v∈Cn. ¤

Erinnerung

V n-dim. K-VR, B = (v1, . . . ,vn),B ′ = (v′1, . . . ,v
′
n) Basen vonV.

T := MB ′
B (idV) Basiswechselmatrix, definiert durchT := (ti j ) ∈ Kn×n mit v′j =

n
∑

i=1
ti j vi . ¤

(5.8) Satz

Sei V n-dim. K-VR und β eine Bilinearform (bzw. eine Sesquilinearform) aufV. SeienB =
(v1, . . . ,vn) undB ′ = (v′1, . . . ,v

′
n) Basen vonV undT = MB ′

B (idV) die Basiswechselmatrix.
SetzeA := GB(β) undA′ := GB ′(β). Dann gilt:
A′ = Tt ·A ·T (vgl. (2.83)).

Beweis

SeiT = (ti j ), d.h.v′j =
n
∑

i=1
ti j vi .

Beachte:A =
(
β(vi ,v j)

)
,A′ =

(
β(v′i ,v

′
j)
)

.

β(v′i ,v
′
j) = β

(
n
∑

k=1
tkivk,

n
∑

l=1
tl j vl

)
=

n

∑
k=1

n

∑
l=1

tki · tl j ·β(vk,vl )

︸ ︷︷ ︸
(i, j)-Eintrag vonTt Ȧ·T

¤

§ 2 Längen, Winkel, Orthogonalität

SeiK =R oderC, seiV K-VR mit Skalarprodukt(,).

(5.9) Definition

(a) Im Fall K =R [bzw. K =C] heißt(V,(,)) EUKLIDISCHER [bzw. UNITÄRER] RAUM .

Die Abbildung || ||: V → R,v 7→
√

(v,v) ∈ R≥0 heißt dieEUKLIDISCHE [bzw. UNITÄRE]
NORM aufV.

(b) (Rn,<,>) [bzw. (Cn,<,>)] heißt dern-DIM . EUKLIDISCHE [bzw. UNITÄRE] RAUM Rn

[bzw.Cn]. ¤
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5 Euklidische und Unitäre Räume

(5.10) Beispiel

Im n-dim. euklidischen RaumRn ist || v || die „Länge“ des Ortsvektorsv.

�

�

�

�

� � � � � 	 
 � � � � �

Abbildung 5.1:Ortsvektor

Länge von
−→
0v (nach Pythagoras):

l2 = a2 +b2⇒ l =
√

a2 +b2 =

√
<

(
a
b

)
,

(
a
b

)
> =

√
< v,v >.

Allgemein:v =




a1
...

an


.

< v,v >=
n
∑
j=1

a2
j , || v ||=

√
< v,v > =

√
n
∑
j=1

a2
j . ¤

(5.11) Bemerkung (Eigenschaften der Norm)

(1) || || ist NORM aufV, d.h.:

(a) || v ||≥ 0 für allev∈V und|| v ||= 0⇔ v = 0.

(b) || a·v ||=| a | · || v || für allev∈V,a∈ K.

(c) || v1 +v2 ||≤|| v1 ||+ || v2 || für allev1,v2 ∈V (DREICKECKSUNGLEICHUNG).

(2) POLARISATIONSFORMELN:

(a) Für K =R gilt:

(v,w) = 1
2 ·

(|| v+w ||2− || v ||2− || w ||2) für allev,w∈V.

(b) Für K =C gilt:

(v,w) = 1
4 ·

(|| v+w ||2− || v−w ||2 +i· || v+ i ·w ||2−i· || v− i ·w ||2) für allev,w∈V.
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§ 2 Längen, Winkel, Orthogonalität

(3) Für 0 6= v,0 6= w∈W gilt:

(v,w)
|| v || · || w || ≤ 1

Beweis

(1) (a) Klar mit (5.1)(b).

(b) || a·v ||=
√

(a·v,a·v) =
√

a·a· (v,v) =
√

a·a·
√

(v,v) =| a | · || v ||.
(c) (5.3)besagt:| (v1,v2) |2≤ (v1,v1) · (v2,v2).

⇒| (v1,v2) |≤|| v1 || · || v2 ||.
Damit gilt:

|| v1 +v2 ||2 =| (v1 +v2,v1 +v2) |
=| (v1,v1)+(v1,v2)+(v2,v1)+(v2,v2) |
≤| (v1,v1) |+ | (v1,v2) |+ | (v2,v1) |+ | (v2,v2) | (Dreiecksungleichung)

=|| v1 ||2 + || v1 || · || v2 ||+ || v2 || · || v1 ||+ || v2 ||2
= (|| v1 ||+ || v2 ||)2

(2) Übungsaufgabe auf Blatt 14.

(3) Folgt aus(5.3) (wie im Beginn des Beweises zu (1)(c)). ¤

(5.12) Definition und Bemerkung

(a) v∈V heißtNORMIERT, falls || v ||= 1.

(b) Ist 0 6= v∈V, dann ist v
||v|| normiert.

Beweis

(b)
∣∣∣∣
∣∣∣∣

v
|| v ||

∣∣∣∣
∣∣∣∣ =

(5.11)(1)(b)

∣∣∣∣
1

|| v ||

∣∣∣∣ · || v ||=
|| v ||
|| v || = 1 ¤

Bemerkung

Benutze(5.11)(3), um für euklidische Räume „WINKEL “ zu definieren.
V euklidisch,v,w∈V, v,w 6= 0.
⇒

(5.11)(3)
−1≤ (v,w)

||v||·||w|| ≤ 1
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5 Euklidische und Unitäre Räume
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Abbildung 5.2:Winkelberechnung

⇒ Es existiert genau einα ∈R,0≤ α≤ π︸︷︷︸
Kreiszahl

, mit cosα = (v,w)
||v||·||w|| =

(
v
||v|| ,

w
||w||

)
.

v
||v|| =

(
a1

a2

)
, w
||w|| =

(
b1

b2

)
,γ = α+β,α = γ−β

cosα = cos(γ−β) = cosγ ·cosβ+sinγ ·sinβ
cosβ = a1,sinβ = a2,cosγ = b1,sinγ = b2

⇒ cosα = b1 ·a1 +b2 ·a2 =<

(
a1

a2

)
,

(
b1

b2

)
>=< v

||v|| ,
w
||w|| >. ¤

(5.13) Definition

SeiV ein euklidischer Vektorrraum.

Für 0 6= v,w∈V seiα ∈R, 0≤ α≤ π, definiert durchcosα = (v,w)
||v||·||w|| .

α heißtWINKEL zwischenv undw.

v,w heißenORTHOGONAL :⇔ α = π
2 ⇔ cosα = 0⇔ (v,w) = 0. ¤
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§ 2 Längen, Winkel, Orthogonalität

(5.14) Bemerkungen

Bezeichnungen wie in(5.13). Dann gilt:

v,w l.a. ⇔
(5.3)

| (v,w) |2= (v,v) · (w,w)

⇔| (v,w) |=|| v || · || w ||
⇔ cosα ∈ {1,−1}
⇔ α = 0 oderα = π,

wobeiα den Winkel zwischenv undw bezeichnet.
Sindv undw normiert, dann gilt:

α = 0⇔ v = w

α = π⇔ v =−w ¤

(5.15) Beispiel (vgl. (2.27)(f): Suchmaschinen)

Term-Dokumente-MatrixM

• Zeilen:Terme (m)

• Spalten:Dokumente (n)

• Einträge:Häufigkeit eines Terms (→ Zeile) in einem Dokument (→ Spalten)

• Suchanfrage:(0,1)-Vektor∈Rm (s)

• Gesucht:Die Dokumente, zu denens am Besten passt.

• Möglichkeit:Euklidische Norm aufRm als Maß für die „Gleichheit“ vonsmit Spalten von
M.

Seiend1, . . . ,dn die Spalten vonm; normiere zuc1 = d1
||d1|| , . . . ,cn = dn

||dn|| (Preprocessing).

Berechne< s
||s|| ,c j > für 1 ≤ j ≤ n und gib diejenigen Dokumente aus, für die dieses

Skalarprodukt größer als eine vorgegebene Schranke ist.

• Intuition: < s
||s|| ,c j > ≥ 0 für alle j, da alle Einträge der Vektoren≥ 0.

< s
||s|| ,c j > = 1⇔ s

||s|| = c j

< s
||s|| ,c j > ≥ 0⇔ kein Übereinstimmung zwischens undc j . ¤
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5 Euklidische und Unitäre Räume

(5.16) Satz (Schmidt’sches Orthogonalisierungsverfahren)

Seienv1, . . . ,vn ∈V l.u. und sei0≤m≤ n mit (vi ,v j) = δi j (Kronecker-Delta) für1≤ i, j ≤m
(keine Bedingung fürm= 0).

Dann existierenw1, . . . ,wn ∈ V mit w j = v j für 1≤ j ≤ m und wl =
l
∑
j=1

al j vl mit geeigneten

al j ∈ K,all 6= 0 und(w j ,wk) = δ jk für 1≤ j,k≤ n.

Beweis (algorithmisch)

Induktion übern−m:
n−m= 0: X
n−m> 0: Ist wm+1 wie gewünscht konstruiert, dann gilt:< v1, . . . ,vm,vm+1 >
=< w1︸︷︷︸

=v1

, . . . , wm︸︷︷︸
=vm

,wm+1 >, dennvm+1 ∈< w1, . . . ,wm,wm+1 >, weil am+1,m+1 6= 0.

⇒< v1, . . . ,vm,wm+1,vm+2, . . . ,vn >=< v1, . . . ,vm,vm+1,vm+2, . . . ,vn >
⇒< v1, . . . ,vm,wm+1,vm+2, . . . ,vn > ist l.u.
Es genügt also, die Behauptung fürn = m+1 zu beweisen.

Seiu := vm+1−
m
∑
j=1

(vm+1,v j)v j

⇒ u 6= 0, da(v1, . . . ,vm+1) l.u.
Es gilt für1≤ k≤ n:

(u,vk) = (vm+1,vk)−
m
∑
j=1

(vm+1,v j) · (v j ,vk)︸ ︷︷ ︸
=





0 , j 6= k

1 , j = k

= (vm+1,vk)− (vm+1,vk) = 0.

⇒ wm+1 := u
||u|| erfüllt das Gewünschte (vgl. Abbildung5.3). ¤

(5.17) Beispiel

V =R3, <,>, n = 3, m= 0.

v1 =




1
2
2


 ,v2 =




1
0
1


 ,v3 =




0
−1
1




w1 = v1
||v1|| =




1
3
2
3
2
3




u := v2−< v2,w1 > w1 =




1
0
1


−1·




1
3
2
3
2
3


 =




2
3
−2

3
1
3




< u,u >= 1⇒ u = w2 =




2
3
−2

3
1
3



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§ 2 Längen, Winkel, Orthogonalität
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Abbildung 5.3:Orthogonalisierbarkeit

u := v3−< v3,w1 > w1−< v3,w2 > w2 =




0
−1
1


−0·w1−1·




2
3
−2

3
1
3


 =



−2

3
−1

3
2
3




< u,u >= 1⇒ w3 =



−2

3
−1

3
2
3


 ¤

(5.18) Definition

(a) SeiV e.d. Eine Basis(v1, . . . ,vn) von V heißt ORTHONORMALBASIS (ONB) vonV, falls
gilt:

(vi ,v j) = δi j ,1≤ i, j ≤ n

(b) SeiU ≤V.

U⊥ := {v∈V | (u,v) = 0 für alleu∈U} heißt derORTHONORMALRAUM zuU . ¤

(5.19) Korollar

SeidimK(V) = n.

(a) V besitzt ONB.

(b) Ist A∈ Kn×n positiv definit, dann existiertS∈GLn(K) mit A = St ·S.
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5 Euklidische und Unitäre Räume

(c) Ist U ≤V, dann istV = U⊕U⊥ (d.h.V = U +U⊥ undU ∩U⊥ = {0}).
Insbesondere istdim(V) = dim(U)+dim(U⊥).

Beweis

(a) Folgt aus(5.16)für m= 0.

(b) SeiB die Standardbasis vonKn undB ′ eine ONB bzgl. des SkalarproduktsβA (βA(v,w) =
vt ·A·w ist Skalarprodukt nach(5.6)und(5.7)).

Nach(5.8)existiertT ∈GLn(K) mit En = GB ′(βA) = Tt ·GB(βA) ·T = Tt ·A·T.

S:= T−1 leistet das Gewünschte.

(c) (,) |U×U ist Skalarprodukt aufU .

Sei (v1, . . . ,vm) eine ONB vonU , ergänze zu ONB(v1, . . . ,vm,vm+1, . . . ,vn) von V (nach
(5.16)).

SeiW :=< vm+1, . . . ,vn >⇒V = U⊕W.

Zu zeigen:W = U⊥.

Klar: W ⊆U⊥. X

Sei umgekehrtv∈U⊥, v =
n
∑
j=1

a jv j .

⇒ 0 = (v,vk) =
n
∑
j=1

a j(v j ,vk) = ak für alle1≤ k≤m.

⇒ v∈W.

Also gilt: W = U⊥ und beide Behauptungen folgen. ¤

(5.20) Definition

(a) ϕ ∈ EndK(V) heißtORTHOGONAL, falls K = R ist (bzw. UNITÄR, falls K = C ist) und es
gilt:

(ϕ(v),ϕ(w)) = (v,w) für allev,w∈V.

(b) A∈Rn×n heißtORTHOGONAL, falls At ·A = En ist.

A∈Cn×n heißtUNITÄR, falls At ·A = En ist.

O(n) := {A∈Rn×n | A orthogonal} ORTHOGONALEGRUPPE.

U(n) := {A∈Cn×n | A unitär} UNITÄRE GRUPPE. ¤
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§ 2 Längen, Winkel, Orthogonalität

(5.21) Bemerkung

(a) SeiV n-dim. undB eine ONB vonV.

Seiϕ ∈ EndK(V) undA = MB(ϕ). Dann gilt:

A orthogonal (bzw. unitär)⇔ ϕ orthogonal (bzw. unitär).

(b) SeiA∈ Kn×n. Dann gilt:

A orthogonal (bzw. unitär)⇔ Spalten vonA bilden eine ONB vonKn bzgl.<,>.

(c) O(n)≤GLn(R),U(n)≤GLn(C).

Beweis

(a) Weil B eine ONB ist, istGB ((,)) = En, also gilt:

(v,w) = κB(v)t ·κB(w) für allev,w∈V (vgl. (5.5)(b)).

Andererseits istκB(ϕ(v)) = A·κB(v) (vgl. (2.74)).

⇒ (ϕ(v),ϕ(w)) = κB(ϕ(v))t ·κB(ϕ(w)) = (A·κB(v))t · (A·κB(w)) = κB(v)t ·At ·A·κB(w).

Mit v,w∈V durchlaufenκB(v),κB(w) ganzKn.

⇒ Behauptung.

(b) Matrixmultiplikation.

(c) Klar ist: O(n)⊆GLn(R),U(n)⊆GLn(C) (vgl. (2.65)).

A,B∈U(n) : (A·B)t · (A ·B) = Bt · (At ·A) ·B = Bt ·En ·B = En

⇒ A ·B∈U(n).

(A−1)t · (A−1) = (At)−1 · (A)−1 =︸︷︷︸
At=A−1 vertauscht mitA

(A·At)−1 = (At ·A)−1 = En = En. ¤

(5.22) Definition

SeiA∈Cn×n.
A+ := A

t
heißt die zuA ADJUNGIERTEMATRIX . ¤

Zusammenfassung

(a) A∈Cn×n:

A hermite’sch⇔ A+ = A (vgl. (5.5)(b))

A unitär⇔ A invertierbar undA−1 = A+

135



5 Euklidische und Unitäre Räume

(b) A∈Rn×n:

A symmetrisch⇔ At = A (vgl. (5.5)(b))

A orthogonal⇔ A invertierbar undA−1 = At ¤

(5.23) Definition

ϕ ∈ EndK(V) heißtSELBSTADJUNGIERT, falls gilt:
(ϕ(v),w) = (v,ϕ(w)) für allev,w∈V. ¤

Analog zu(5.21)gilt:

(5.24) Bemerkung

SeiV n-dimensional undB eine ONB vonV. Seiϕ ∈ EndK(V),A := MB(ϕ). Dann gilt:
ϕ selbstadjungiert⇔ A

t = A.

Beweis

Für v,w∈V gilt:
(ϕ(v),w) = κB (ϕ(v))t ·κB (w) = κB (v)t ·At ·κB (w) und
(v,ϕ(w)) = κB (v)t ·κB (ϕ(w)) = κB (v)t ·A ·κB(w).
Also: ϕ selbstadjungiert⇔ At = A⇔ A

t = A. ¤

§ 3 Der Spektralsatz

SeiK =R oderC, sei(V,(,)) einn-dim. eukl. oder unitärer Raum.

(5.25) Lemma

SeiA∈Rn×n symmetrisch.
Dann existierta∈R mit χA(a) = 0.
(A besitzt [mind.] einen reelen EW.)

Beweis

χA ∈R[X]⊆C.
Seia∈C mit χA(a) = 0 (C ist alg. abg.).
Sei0 6= v∈Cn mit A·v = a·v (v EV zum EWa).
⇒ a·(vt ·v) = (a·v)t ·v= (A·v)t ·v= vt ·At ·v= vt ·A·v= vt ·A·v= vt ·A·v= vt ·a·v= vt ·a·v=
a· (vt ·v).
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§ 3 Der Spektralsatz

Weil v 6= 0, ist auchvt ·v︸︷︷︸
<v,v>

6= 0.

⇒ a = a. ¤

(5.26) Satz (Spektralsatz)

Sei ϕ ∈ EndK(V) selbstadjungiert. SeiA ∈ Kn×n mit A
t = A (d.h. A symmetrisch oder hermi-

te’sch).

(a) Es existiert ONB vonV, die aus EV vonϕ besteht.

(b) K =R:

Es existiertS∈ O(n), so dassSt ·A ·S eine Diagonalmatrix ist, deren Diagonaleinträge die
EW vonA sind.

(c) K =C:

Es existiertS∈U(n), so dassS+ ·A ·Seine Diagonalmatrix ist, deren Diagonaleinträge die
EW vonA sind.

Beweis

(a) Induktion übern:

n = 1: X
n > 1: SeiB ONB vonV, A = MB(ϕ).

K =R ⇒
(5.24)

At = A ⇒
(5.25)

es existierta1 ∈R: χϕ(a1) = 0.

K =C ⇒
C alg. abg.

es existierta1 ∈C: χϕ(a1) = 0.

Seiv1 ∈V EV von ϕ zum EWa1, || v1 ||= 1.

SetzeW =< v1 >⊥.

Behauptung:W ist ϕ-invariant.

Beweis:Seiw∈W.

⇒ (v1,ϕ(w)) = (ϕ(v1),w) = (a1 ·v1,w) = a1 · (v1,w) = 0, daw∈< v1 >⊥

⇒ ϕ(w) ∈< v1 >⊥= W

⇒ Behauptung.

(,) |W,W ist Skalarprodukt,ϕW selbstadjungiert.

⇒
Induktion

W besitzt ONB(v2, . . . ,vn) aus EV vonϕW

⇒ (v1, . . . ,vn) ist ONB aus EV vonϕ.
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(b)(c) BetrachteV = Kn, <,>, B Standardbasis.

ϕ = ϕA : Kn→ Kn,v 7→ A·v,A = MB(ϕA).

⇒
(5.24)

ϕA selbstadjungiert.

SeiB ′ = (v′1, . . . ,v
′
n) eine ONB aus EV vonϕA,ϕA(v′j) = a j ·v′j ,1≤ j ≤ n.

SeiS= MB ′
B (idV) die Basiswechselmatrix.

⇒




a1 0
...

0 an


 = MB ′(ϕ) =

(2.83)
S−1 ·MB(ϕ) ·S= S−1·A·S.

Die Spalten vonSsind diev′j , sie bilden also eine ONB vonV.

⇒
(5.21)(b)

S−1 = S
t
. ¤

(5.27) Korollar

SeiA∈ Kn×n. Dann gilt:
A

t = A (d.h.A symmetrisch oder hermite’sch)
⇒ A diagonalisierbar. ¤

(5.28) Beispiel

SeiK =R.
EineQUADRATISCHE GLEICHUNG überR ist eine Gleichung

Q :
n

∑
j=1

n

∑
k=1

a jk ·x j ·xk +
n

∑
j=1

b j ·x j +a = 0.

Hierbei istA = (a jk) ∈Rn×n,b =




b1
...

bn


 ,a∈R.

x1, . . . ,xn sind dieUNBEKANNTEN der Gleichung.

EineLÖSUNGvonQ ist ein Elementc =




c1
...

cn


 ∈Cn mit ct ·A·c+bt ·c+a = 0.

Q(C) = Menge der Lösungen vonQ.
Q(C) heißtQUADRIK .
Q(R) := Q(C)∩Rn: reele Punkte vonQ(C).
Geometrische Beschreibung vonQ(R):
Spezialfall:A = At ,b = 0.
Q : xt ·A·x+a = 0,x∈C.

138



§ 4 Orthogonale Endomorphismen

Nach(5.26)(b) existiertS∈O(n) mit S−1 ·A·S=




a1 0
...

0 an


.

Mit c′ := S·c für c =




c1
...

cn


 ∈Rn gilt damit:

(c′)t ·A·c′+a = 0⇔ ct · (St ·A·S) ·c+a = 0⇔
(

n
∑
j=1

a jc2
j

)
+a = 0.

Mit Q′ :

(
n
∑
j=1

a jx2
j

)
+a = 0 haben wir:Q(R) = S·Q′(R).

Koordinatentransformation:x′ := S·x,x∈Rn, bildete1, . . . ,en (Standardbasis vonRn) ab auf die
ONB e′1, . . . ,e

′
n mit e′j = S·ej (Spaltej vonS).

< e1 >,. . . ,< en > heißt einSYSTEM VON HAUPTACHSEN für Q.
Satz(5.26)(b) heißt auch Satz von derHAUPTACHSENTRANSFORMATION. ¤

Beispiel

SeiA =
(

5 2
2 8

)
.

Q : xt ·A·x−36= 0

S= 1√
5
·
(

1 −2
2 1

)
∈O(2)

S−1 = St = 1√
5
·
(

1 2
−2 1

)

St ·A·S=
(

9 0
0 4

)

Q′ : 9x2
1 +4x2

2 = 36 (Ellipse)

x′ := S·x,x∈R2,e′1 = S·e1 = 1√
5
·
(

1
2

)
,e′2 = 1√

5
·
(−2

1

)
¤

§ 4 Orthogonale Endomorphismen

SeiK =R, sei(V,(,)) einn-dim. euklidischer Raum.

(5.29) Bemerkung

SeiA∈ 0(2).
Dann existiertα ∈R,0≤ α < 2π mit:

(1) A =
(

cosα −sinα
sinα cosα

)
oder
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5 Euklidische und Unitäre Räume

(2) A =
(

cosα sinα
sinα −cosα

)

Im Fall (1) istϕA :R2→R2 eine Drehung um den Winkelα undχA = X2−2·cosα ·X +1.

Im Fall (2) ist ϕA eine Spiegelung an der Geraden durch

(
0
0

)
,

(
cosα

2
sinα

2

)
und A ist ähnlich zu

(−1 0
0 1

)
(vgl. (4.24)).

Beweis

SeiA =
(

a b
c d

)
.

=⇒
A∈O(2)

a2 +c2 = 1
b2 +d2 = 1

a·b+c·d = 0
und

a2 +b2 = 1
c2 +d2 = 1

[At ·A = E2 = A ·At ]

⇒ Existenz vonα wie behauptet.

(1) ϕA(e1) =
(

cosα
sinα

)
,ϕA(e2) =

(−sinα
cosα

)

� � � �
� � � �

� �

� 	 
 � � �

�
�

� � � �

� � � �

� 	 
 � � �� �

Abbildung 5.4:ϕA(e1) undϕA(e2)

Berechnung vonχA selbst.

(2) ϕA(e1) =
(

cosα
sinα

)
,ϕA(e2) =

(
sinα
−cosα

)
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� � � � � �
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Abbildung 5.5:ϕA(e1) undϕA(e2)

χA =
∣∣∣∣
X−cosα −sinα
−sinα X +cosα

∣∣∣∣ = X2−cos2α−sin2α = X2−1 = (X−1) · (X +1).

Behauptung folgt aus(4.29)(b) und(4.24). ¤

(5.30) Bemerkung

Sei f ∈R[X] irreduzibel.
⇒ deg( f )≤ 2.

Beweis

Ist f linear, dann okay.

Sei alsodeg( f )≥ 2, f =
m
∑
j=0

a jX j ,am = 1 (o.B.d.A.),m≥ 2.

Seiz∈C Nullstelle von f , d.h.0 =
m
∑
j=0

a jzj .

⇒ 0 = 0 =
m
∑
j=0

a j ·zj =
m
∑
j=0

a j ·zj , d.h.z ist auch Nullstelle vonf .

z= z, sonst wärez∈R eine reele Nullstelle vonf undX−z | f in R[X].
⇒ X−z 6= X−z und(X−z) · (X−z) | f in C[X]
(X−z) · (X−z) = X2− (z+z) ·X +z·z∈R[X]
Fassen wir(X−z) · (X−z) für jede Nullstellez von f zusammen, dann erhalten wir eine Fakto-
risierung vonf in ∈R[X] in Faktoren vom Gradz.
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⇒ Behauptung. ¤

(5.31) Bemerkung

Seiϕ ∈ EndR(V) orthogonal.

(a) Ist W ≤V ϕ-invariant, dann ist auchW⊥ ϕ-invariant und es gilt:V = W⊕W⊥.

(b) Es existiertW ≤V ϕ-invariant mitdimR(W)≤ 2.

Beweis

(a) SeiB eine ONB vonV undA = MB(ϕ).

⇒
(5.21)(a)

A orthogonal ⇒
(5.21)(c)

A invertierbar undA−1 ist auch orthogonal

⇒
(5.21)(a)

ϕ−1 ist orthogonal undϕ(W) = W,ϕ−1(W) = W.

Sei nunw∈W,u∈W⊥.

⇒ (u,ϕ(u)) =
(
ϕ−1(w),ϕ−1(ϕ(u))

)
=

(
ϕ−1(w),u

)
= 0, dau∈W⊥ undϕ−1(w) ∈W.

⇒ ϕ(u) ∈W⊥, d.h.W⊥ ist ϕ-invariant.

Die 2. Behauptung ist gerade(5.19)(c).

(b) Seiχϕ = f1 · · · fr mit fi ∈R[X] normiert und irreduzibel.

Ist f j linear für ein j ≤ r, dann hatϕ einen EV, also auch einen1-dim. ϕ-invarianten Unter-
raum.

Sei alsodeg( f j) = 2 für 1≤ j ≤ r.

Sei0 6= w∈V.

⇒
(4.49)

0 = χϕ(ϕ)(w) = ( f1(ϕ)◦ · · · ◦ fr(ϕ))(w).

⇒ Es existiert1≤ j ≤ r mit

v :=
(

f j+1(ϕ)◦ · · · ◦ fr(ϕ)
)

︸ ︷︷ ︸
Konvention:idV , falls j=r

(w) 6= 0 und f j(ϕ)◦ (
f j+1(ϕ)◦ · · · ◦ fr(ϕ)

)
(w) = 0.

⇒ v 6= 0, f j(ϕ)(v) = 0.

⇒< v,ϕ(v) > ist ϕ-invariant. ¤
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(5.32) ! Satz

Seiϕ ∈ EndR(V) orthogonal.
Dann existiert ONBB vonV mit

MB(ϕ) =




A1 0
A2

. ..

0 Ak




mit A j = (1) ∈ R1×1 oder A j = (−1) ∈ R1×1 oder A j =
(

cosα j −sinα j

sinα j cosα j

)
∈ R2×2 für ein

α j ∈R mit 0≤ α j ≤ 2π.

Beweis

Sei0 6= W ≤V ϕ-invariant mitdimR(W)≤ 2.
⇒

(5.31)
V = W⊕W⊥ undW⊥ ist ϕ-invariant.

SeienB1 = (v1, . . . ,v j) (mit j = 1,2) bzw.B2 = (v j+1, . . . ,vn) ONB’s vonW bzw.W⊥.
⇒ B = (v1, . . . ,vn) ist ONB vonV und

MB(ϕ) =
(

MB1(ϕW) 0
0 MB2(ϕW⊥)

)
.

Nach Induktion übern genügt es also, die Behauptung fürn≤ 2 zu beweisen.
n = 1: X
n = 2: Verwende(5.29).

Im Fall (2) istB1 =
((

cosα+π
2

sinα+π
2

)
,

(
cosα

2
sinα

2

))
die gesuchte ONB. ¤

— ENDE —
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