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Fun

Der Lehrstuhl hat nach der ersten Scheinklausur einige lustige Zitate verdffentlicht:

¢ ¢ hat offensichtlich eine lineare Beziehung zum Ursprung. Anders gesagt: Abbildung und
Ursprung gleichen sich.

e Wir mussen von einem Ring-Gruppen-Homomorphismus sprechen.

e Esgilt: A+ A" =0, daA! auch alg —A)~! geschrieben werden kann.

e Jeder Ring ist ein Korper.

e linear Uberflissig

e Wir sehen, dass die Abbildung nicht linear abhangig ist, also ist sie linear unabhangig.
e O(v1) = d(v2), d.h.¢ ist nicht injektiv und nicht bijektiv; vielleicht surjektiv.

e ... sonst war@ injektiv und somit keine lineare Abbildung mehr.

e Da¢ linear ist, liegen die Bilder vorn; undvs also auch im KérpeK, genauer: im Vek-
torraumw.

e die Loslichkeit des LGS

e Aufg. 11: Da fur¢ : V — W keine Abbildungsvorschrift vorliegt, kand frei gewahlt
werden.

e Jeder Wert lauft aufgrund der Def. wieder gegen sich.

e E ist Standardbasis voR2*2.

d 3

’ (é 2)*(2 é) ((1) g),da%m.

e Da in[F; lediglich eine Addition und eine Multiplikation definiert sind, ist ein Vorgehen
nach dem Gaul3-Algorithmus hier schwierig.

° Seien(il b> und (1 i) zwei beliebige Matrizen ...
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1 Motivation und Grundlagen

8 1 Mengen

Definition (Cantor)

Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung von bestimmten, wohlunterschiedenen
Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen.
[

Probleme
e Zusammenfassung zu einem Ganzen?

e Fuhrt zu Widerspriichen. OJ

Russel-Paradoxon

SeiM die Menge aller derjenigen Mengen, die sich nicht selbst als Objekt enthalten.
Frage Ist M als Objekt inM enthalten?

Lésung Jede Antwort filhrt zu einem Widerspruch.

Auflésung der Widersprichéxiomatische Mengenlehre (vgl. Logik-Vorlesungen). O

Unser Standpunkt
e Naive Mengenlehre (Cantors Definition, aber vorsichtig verwendet).

e Nur als Sprechweise verwendet. OJ

Arbeitsbasis

Eine Menge ist gebildet (existiert), wenn feststeht (klar ist), welche Objekte dazugehoren.
Die Objekte, die in einer Mengd liegen, heilBefELEMENTE von M. Wir schreiberx € M, falls
x Element vorM ist.

SindM undM’ Mengen, dann gilt:

M = M’ & jedes Element voM ist auch Element voM’ und umgekehrt.



1 Motivation und Grundlagen

Schreibweisen

e AUFZAHLUNG
{1,3,17} = {3,1,17} = {1,3,17,3,1}

e BESCHREIBUNG
N := Menge der natirlichen Zahlen{1,2,3,...},0¢ N
7 := Menge der ganzen Zahlea{...,—2,-1,0,1,2,...}
(Q := Menge der rationalen Zahlen
R := Menge der reellen Zahlen
(— Zahlbereichserweiterungen)

o AUSSONDERN

M sei eine Mengeg sei eine Eigenschaft (die exiausM hat oder nicht). Dann ist auch
{xeM | xhatdie Eigenschatt} eine Menge.
—~—~

Lfur die gilt”
Z.B.:{x€ Z | xist geradé = Menge der geraden ganzen Zahlen. O
(1.1) Definition
SeienM, N Mengen.

(@) NC M :& [furallex € N gilt: x € M|
N ist TEILMENGE von M.
EsgilitM=N<[NCMAM CNJ.

&

M

Abbildung 1.1:TeilmengeN C M

(b) MNN:={xeM|xeN}={xeN|xe M}
DURCHSCHNITTVONM undN



;

Abbildung 1.2:DurchschnittM NN

() MUN:={x|xeMVvxe N}
VEREINIGUNGVONM undN

Abbildung 1.3:VereinigungM UN

(d) MxN:={(xy) | xe MAy e N}
KARTESISCHESPRODUKT vonM undN
(X,Y) ist GEORDNETESPAAR, d.h.(x,y) = (X,Y) & [x=X Ay=VY]

R
%

Abbildung 1.4:Kartesisches Produktl x N

(e) PotM) :={X | X C M}
POTENZMENGEVONM
Z.B.M ={1,2}: Pot{M) ={0,{1},{2},{1,2}}

§ 1 Mengen

Allgemein gilt: HatM n Elemente § € No := N U{0}), dann haPot M) 2" Elemente.

() 0: LEEREMENGE (die Menge ohne Elemente)
0 € M fir alle MengenM.



1 Motivation und Grundlagen

Eine MengeM hei3tENDLICH, wennM nur endlich viele Elemente hat.
Wir schreiben in diesem Fall:
| M |:= Anzahl der Elemente voM.

Vollstandige Induktion

Beweismethode, beruht auf:

(I) SeiAC N. Dann gilt: Istl € Aund ist fur jedes Elememic Aauchn+1 € A, dann istA= N.
Behauptungen der Form ,Fur altec N gilt A(n).“ lassen sich nach folgendem Schema bewei-
sen:

Induktionsanfang:

Zeige:A(1) ist richtig.

Induktionsschritt:

Annahme:A(n) ist richtig.

Zeige unter dieser AnnahmA(n—+ 1) ist richtig.

Dann giltA(n) fir allen € N, denn die Mengé := {n € N | A(n) ist richtig} erfullt die Voraus-
setzungen von (I) und ist somit gleié. O

Beispiele

(a) BehauptungSeix € R,x> —1. Firallene N gilt: (1+x)">1+n-x.
Beweis:Induktion Gibem
Induktionsanfang:
n= 1.1+ x> 1+xistrichtig.
Induktionsschritt:
n—n+1: Esgelte(1+x)">1+4n-x
= (14+X)" = (14 %) - (1+X)"> (1+%)- (1+n-X).
[Begriindung(1+x)" > 1+n-xund1+x > 0]
=14+X+n-X+n-x2 > 1+x+n-x (weil: n-x% > 0)
=1+(n+1)-x

. oD (4 d)?
(b) BehauptungFur allen € N gilt: 3 i = ~——*~.
I i=1

Beweis:Induktion Gibem

Induktionsschritt:

n—n+1:

“Eli _ E AN _ (n+1)2 nle Pn+g42n+2 24304 ((n+1)+3)?
i=1 i=1 Induktionsannahme 2 2 2
Fehler:Induktionsanfang fehlt, Formel ist fiir= 1 falsch! O



§ 2 Abbildungen

§ 2 Abbildungen

(1.2) Definition

SeienM, N Mengen.

Eine ABBILDUNG f von M nachN ist eineVORSCHRIFT, die jedenmx € M genau ein Element
f(x) € N zuordnet. Schreibweise:

f:M— N,x— f(x)

M heil3tDEFINITIONSBEREICHVON f, N hei3tWERTEBEREICHvON f. X € M heil3t einURBILD
von f(x) € N, f(x) € N hei3t dasBILD vonx € M. O

(1.3) Beispiele
(@) f:N—-R,i—i?

Oft benutzen wir fiFOLGEN (d.h. Abbildungen mit Definitionsbereidk) die Schreibwei-
seaj,az,az,..., & ,..., SO dass unsere obige Abbildung geschrieben werden kdnnte als

£(i)
1,4,9,16, ...

(b) Die Addition inZ ist Abbildung.
7XT— T\ (XY) — X+Y

(c) M Menge:
idy : M — M, x+— x heil3t diel DENTITAT auf M. O

(1.4) Definition und Beispiele
SeiM eine Menge (z.BM = R).

(@) Furne Nsein:={1,2,...,n},z.B.3:={1,2,3}.

(b) Einn-TUPEL mit Werten inM ist eine Abbildung : n — M.

Wie bei Folgen verwenden wir flirTupelt die Schreibweisgy,ty, ... ,t,, meist mit Klam-
mern(ty,to, ... ,ty), wobei wirt; :==t(i),i = 1,...,n gesetzt haben.

Z.B.:t:3— R,t(1) =0,t(2) = v/3,t(3) = —3 wird geschrieben alf, /3, —3). O
(1.5) Definition
Seif : M — N eine Abbildung.

(1) FarX € M hei3tf(X) := {f(x) | xe X} = {y € N | es existiert eix € X mity = f(x)} das
BIiLD von X.



1 Motivation und Grundlagen

(2) FUrY C N heitf~1(Y):= {xe M | f(x) € Y} dasURBILD vonY.
[~ hat nichts mit der Umkehrabbildung zu tun.]
Die Mengenf~1({y}) € M,y € N heiRen digFASERN von f.

(3) (a) f heiBtSURJEKTIV, falls f(M) = N.

Abbildung 1.5:surjektive Abbildung

(b) f heil3tINJEKTIV, faIIs gilt'
Sindx, X' € M mit f(x ), dann istx = X'.

_

Abbildung 1.6:injektive Abbildung

(c) f heil3tBIJEKTIV, falls f injektiv und surjektiv ist.

Abbildung 1.7:bijektive Abbildung



§ 2 Abbildungen

(1.6) Beispiele
(@) f:R — R,x— 2xist bijektiv.

20 T T T

15 | ,

-10 + -

-15 + -

-10 -5 0 5 10

Abbildung 1.8:Abbildungx +— 2x

(b) f:R — R,x— x2 (vgl. Abbildung1.9) ist weder injektiv noch surjektiv.
f ist nicht injektiv, weil—,/y und,/y zwei verschiedene Urbilder sind.
f ist nicht surjektiv, weil die Bildmenge ungleich der Wertemenge ist:
f(R)=Rs0:={xeR|x>0}.
f1: R — R ist daher surjektiv (aber auch nicht injektiv).
Fasern vorfy: T 1 ({y}) = {— /¥, ¥}y € R>o.
(c) f:7Z — Z,x+— 2xist injektiv, aber nicht surjektiv, weil z.B3 kein Urbild hat.

(d) f:N —{0,1},x+— Rest vonx bei Division durch 2
f=1({0}) = {x € N | xist geradé
f~1({1}) = {x € N | xist ungeradg
f hat genau zwei Fasern.
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100 T T T

80 - 1

70 -

60 ,

50 - 1

40 - -

30 .

-10 -5 0 5 10

Abbildung 1.9:Abbildungx — x°

(e) f:RxR — R,(xYy)— 2x+Y (vgl. Abbildung1.10)

Furae R gilt:
f-l{a)={(x,y) eRxR|2x+y=al ={(x,y) e RxR =—-2X+a
({a}) ={(xy) e RxR[2x+y=a} ={(xy) e RxR | y + }
Gerade durcly=a mit der Steigung-2
[

(1.7) Definition

Seienf : M — N undg: L — M Abbildungen.
Dann heif3t die Abbildung cg: L — N,x+— fog:= f(g(x)) die KomposITIONvon f mit g
(vgl. Abbildung1.11). O

(1.8) Bemerkung

Seif : M — N. Dann gilt:

f bijektiv < f besitzt eindUMKEHRABBILDUNG, d.h. es existiery: N — M mit go f = idy
und f og=idy.

Ist f bijektiv undg eine Umkehrabbildung vohwie oben, dann isj durchf eindeutig bestimmt
und wird mit f ~ bezeichnet. O



Konvention

§ 2 Abbildungen

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15

Abbildung 1.10:Abbildungenf~%({0}) und f~1({1})
9()

/g—\

L M

fog(x) N f(x)

Abbildung 1.11:Komposition vonf mit g

(1) Zu jeder MengeM existiertgenau eineAbbildung, die die leere Menge abl abbildet

(0 — M).

(2) IstM # 0 eine Menge, dann existiekeineAbbildung vonM in die leere MengeNM — 0).

[0 — M ist injektiv; falls M = 0, dann auch surjektiy.

Erganzung zu Definition |(1.5)(3)

f:M—N

(1) f istSURJEKTIY, falls zu jedeny € N einx € M existiert mitf(x) =y.

g
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(2) fistINJEKTIV, falls gilt:
Sindx, X' € M mit x # X, dann istf (x) # f(X).

(3) fistBIJEKTIV, falls f injektiv und surjektiv ist. O

(1.9) Beispiele
(@) f:R — R,x+— 2xist bijektiv.
f~1:R — R,x+ 3xist die Umkehrabbildung.

(b) f:Rx>p— Rxo,X— X? ist bijektiv.
f~1: R0 — Rxo,X— /X ist die Umkehrabbildung.

8 3 Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

(1.10) Definition

Ein lineares Gleichungssystem (Uli&), kurz LGS, hat die Form:

ag1X1+agoXe +... +ainXy = by
Ap1X1 + AppXo + ...+ anXn = by

am1X1 + ampXo+ . .. + 8mn¥Xn= bm

mitaj,bi c R,1<i<m1<j<n.

Die g;j heil3en dieKOEFFIZIENTENdeS LGSXy, ..., Xy sind ,UNBEKANNTE®.

Gegebenaj; undb;.

GesuchtAlle Lésungen des LGS.

Eine LOsung ist eine ,Listes,,...,s, mit s; € R,1 < j < n (spater als Spalte von Zahlen ge-
schrieben), so dass alta Gleichungen des LGS richtig werden (erflllt sind), weqn= s;
gesetztwird{ < j <n). O

(1.11) Bemerkung

Die Menge der Losungen andert sich nicht, wenn:

(a) zwei Gleichungen vertauscht werden,
(b) dasc-fache € € R) einer Gleichung zu einer anderen Gleichung addiert wird,

(c) eine Gleichung mit einero€ R, c # 0, multipliziert wird. O

10



§ 3 Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

Beweis
(a) Klar.
Seiensy,..., s € R.

(b) Linke Seiten der beiden Gleichungen nach Einsetzersyon. , s,:

vor der Operation: nach der Operation:
ag ag
ao a+C-ag
Rechte Seiten der bei beiden Gleichungen:

vor der Operation: nach der Operation:
by by
by b, +c-by
Zu zeigena; =biNap=by < a;=bijAay+c-a; =by+cC-by.
=T a=by=ca=cb = at+ca=bp+cb
ax=by
,="lay+Cc-ag=bp+c-biAc-a; =c-by = ay = by (Subtraktion vorc-a; = c-byp)

(c) Linke Seiten:

vor der Operation: nach der Operation:
a c-a
Rechte Seiten:

vor der Operation: nach der Operation:
b c-b

Dies ist richtig, weilc # O ist. O

(1.12) Beispiele

(a)
X1+2X%2 + X=1
X1+2Xo+2X3+3X4 = 5
2X1+4Xo +3X4="5 (%)
3X3+2x4 =3
Addiere dag —1)-fache derl. Gleichung zur2. Gleichung, addiere dgs-2)-fache derl.
Gleichung zuiB. Gleichung:

X1+2% + Xau=1

2X3+2%4 = 4
X4 =3
3X3+2X4 = 3

11



1 Motivation und Grundlagen

Multipliziere die 2. Gleichung mitl, addiere dag—3)-fache der2. Gleichung zu#. Glei-
chung:

X1+2% + X4=1

X3+ Xg=2
X4 =3

Addiere die3. Gleichung zu#. Gleichung, addiere dgs-1)-fache def3. Gleichung zur2.
Gleichung, addiere dgs-1)-fache de3. Gleichung zurl. Gleichung:
X1+2%2 =-2
X3 =-1
X4 =3 (%)
0=0
Nach Bemerkungl.11)haben die LGS+x) und (xx) die gleichen Losungen.

S1,...,S4 ist LOsung von(xx) <s; = —2—2a
S =a,a € R beliebig

S3=-1
=3
Insbesondere ha&k) unendliche viele Losungen.
(b)
X1— Xo=1
2X1+3% =0

Addiere da-fache der. Gleichung zu2. Gleichung:

X1— Xo=1
BXp = -2

X1—Xo =1

.2
2= 75

X
[\

I
gl w

X2

I
|
GINN

Es gibt genau eine Ldsuné; —

(6] )

12



§ 3 Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

()

X1— Xo=1
—21+2% =0

Addiere da-fache derl. Gleichung zu2. Gleichung:

X1—X =1
0=2%

Es gibt keine Losung. O

Fazit

Ein LGS (mitm= n) kann alsaunendlich vielegenau einedergar keineL6sung haben. [

Fragen

(1) Wie sieht man den Koeffizienten eines LGS an, ob es unendlich viele, gar keine oder genau
eine Losung hat?

(2) Mathematisch Prazisierung des Begriffs ,L6sung“?

(3) Hat die Menge der Losungen eine , Struktur? OJ

(1.13) Beispiel (aus der Elektrotechnik)

Abbildung 1.12:Netzwerk aus elektrischen Leitern und Widerstanden
| € R : Strom des ein- und ausflie3enden, gerichteten Stromég.(in

Rj € R,1< j <5:bekannte Widerstande (i2).
lj € R,1<j <5:gesuchte Stromstarken ().

13



1 Motivation und Grundlagen

KIRCHHOFF SCHE GESETZE

(a) Summe der Strome in jedem Knoten@st
(b) Summe der Spannungen in jeder Schleiféist
— LGS:
I+ Iz =1

Ia+ Isg=
—Ril1+Rol2+ Rl =
—Rgl3+R4l4—Rsls =0

(1.14) Definition

Eine MengeK heiRtKORPER(field), wenn zwei Abbildungen definiert sind:
+: KxK—=K,(ab)—a+b
KxK—K,(ab)—a-b
so dass qilt:

(1) (a+b)+c=a+ (b+c)firalleab e K.

(2) EsexistiertD e Kmita+0=0+a=afuralleacK.

(3) Furalleac K existiert—ac Kmita+(—a) =0=—a+a.

(4) a+b=b+afiralleabecK.

(5) (a-b)-c=a-(b-c) furallea,b,c € K.

(6) Esexistiertt c K,1#40, mitl-a=a-1=aflralleacK.

(7) Fir alleac K,a# 0, existierta e K mita-al=1=a1'-a.

(8) a-b=Db-aflurallea,be K.

(9) a-(b+c)=a-b+a-cund(a+b)-c=a-c+b-cfirallea,b,ceK.

(1.15) Bemerkung
SeiK ein Korper.
(a) Fura+ (—b),a,b € K, schreiben wia— b.

(b) Fura-b,a,be K, schreiben wiab.

14



§ 3 Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

(1.16) Beispiele
(&) R und@ sind Kdrper.Z ist kein Korper.

(b) Q(v3) = {a+bv3|abe R} C R ist ein Korper (mit+ und- ausR), Elemente des
Kérpers sind z.B1 (1= 1+0v/3), 13v3,—17+ /3. Beweis:

0,1 ¢ R liegen in Q(v/3); mit a+by/3 € Q(+/3) ist auch—(a+by3) = —a—bV/3 ¢
Q(V3).

— (1.14(1)-(6),(8),(9) sind erfllt fir(v/3).

Was ist mit(a+ by/3)~! fur a+by/3 # 0?

a+bv/3+# 0= a?— 3b? # 0 (dies liegt an der eindeutigen Primfaktorzerlegung)n
= 25 — 5 2-/3€ Q(v3) und es gilt:

2= (@a—bv3)(a+bv3) = (a2 —30%) = 1.

Also ist Q(1/3) ein Kérper. [1.14(7) gilt ebenfalls.]

(c) Wir definieren auf der Mengg0, 1} eine neue Addition und eine neue Multiplikation (die
wir auch mit+ und- bezeichnen) mit Hilfe der beiden folgenden Tafeln:

+10 1 10 1

0|0 1 0/0 O

1/1 0 110 1
Dann ist{0,1} zusammen mit diesen neuen Verknipfungen ein Korper, den wiimit
bezeichnen.I{ steht fur ,field, Index2 fir zwei Elemente.) O

(1.17) Definition

SeiK ein Korperjm,n € N.

(a) Eine(mx n)-Matrix A berK ist ein rechteckiges ,Schema“ von- n Elementera;; € K der

Form:
a1 a2 -+ ain
a1 a2 -+ app
A= } . . = (&j)1<i<m.
: : . : 1<j<n
dni 9m2 -+ 8mn

Dieagjj € K,1<i<m,1<j<n,heiBen diEEINTRAGE (0derKOEFFIZIENTEN) vOn A.
(b) K™":= Menge derlm x n)-Matrizen ubeiK.

(c) SeiA= (aj) e K™,
Die (1x n)-Matrix z := (a1 &2 --- ain) heiBt diei-te ZEILE (row) von A.

15



1 Motivation und Grundlagen

VAl
. ) Vis)
Wir schreiben auchA =
Zm
alj
azj

Die (mx 1)-Matrix sj := heil3t diej-te SPALTE (column) von A.

amj
Wir schreiben auchA = (s1,%,...,Sn). O

(1.18) Beispiel

01 -2 3
A= 31 0 O)€Q3X4
1 2 3 4

Zeilen von A:
21:(0 1 -2 3)
22:(?1 10 0)
23:(1 2 3 4)
Spalten von A:

0 1 -2 3

ss=( 3 | 2=|1]s=( 0 |s=[0 O
1 2 3 4

Bemerkung

Mathematisch prazise Definition von Matrizen UBe(K Korper):
Eine (mx n)-Matrix A tiberK ist eine Abbildung

A: m xn—K, (i,j) — aj O
{12...mieN Position  Eintrag der MatrixA an der Positior;

Konventionen

(a) Eine(1x n)-Matrix oder eingn x 1)-Matrix UberK nennen wir auch-Tupel (vgl.(1.4)(b)).

(b) K":=K"™1 = Menge delSPALTEN-n-TUPEL UiberK.

2={(}) 1xyer] -

16



§ 3 Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

(1.19) Definition
(a) Gegeben sei das LGS uber

a11X1 +aoXo + ... FainXn = b
az1X1 +apoXo +... +axXn = by

amiX1 + ampXo+ . . . + amn¥n= bm

mitgj, b e K,1<i<m1<j<n.
Die Matrix A= (&j)1<i<m € K™" heil3t dieKOEFFIZIENTEN-MATRIX des LGS.

1<j<n
by 0
b:=1] : | €e KM"heiBtRECHTE SEITE des LGS. Isb:= | : |, dann heil3t das LG8o-
bm 0
MOGEN, andernfallSNHOMOGEN.
a1 -+ amm b
. . mx (1) a1 -+ axn b S
Die Matrix (A,b) € K ,d.h.(Ab) = _ , heil3t dieERWEITERTE
8m - amn bm
KOEFFIZIENTEN-MATRIX.
S1 N
EineLOosunGdes LGS istein Elemert : | € K" (also ein Spaltem-Tupel) mit 3 a;jsj =
j=1
S

b furallel<i<m.
Die LOSUNGSMENGEL des LGS ist die Menge aller Lésungen; beachte: K".

(b) Eine Matrix (A, b) € K™ 1D mit Aec K™ b e K" bestimmt umgekehrt ein LGS, dessen
erweiterte Koeffizentenmatrix sie ist. O

(1.20) Beispiele
(a) Das LGS augl.13)hat folgende erweiterte Matrix:

1 1 0 0 0 |

O 1 -1 -1 0 0

1 0 1 0 -1 0| a0

o o o 1 1 1|€k
R R R 0 0O O

0 0 RR Ry -Rs O
(b) Die Losungsmengen aif$.12)sind:

17



1 Motivation und Grundlagen

—2-2a
fur (@): L= _al lacR p CR*
3
3
fur (b): L:{( 52)}§]R2
-5
. C o 2
fur(c): L=0C R

LGS mit 2 Unbekannten

(c) Betrachte das LGS Ubét:
2X1+X =3, m=1n=2
Definiere dazu eine Abbildung:
¢: R2 — IRZ’ (i;) — 2X1 + X2

Dann gilt fir die Lésungsmenge L:

S1 -1 . .
L= 2 =33 = 31), d.h.L ist F .
52) | 81+f2 o—1({3}) ist eine Faser vor
0((3))

(d) Allgemein: SeiK ein Korper,A = (gj) € K™" die Matrix eines LGS mit rechter Seite
be KM,

X1 y1 N
Definiere:pa : K" —= K™ | + [ — | : | mityi:== 3 ajx;,1<i<m
j=1
Xn Ym ’
Dann istL := ¢, ({b}) die Lésungsmenge des LGS. O

§ 4 Gauf-Algorithmus
SeiK ein Korper, z.BIR oderQ.

(1.21) Definition

SeiA e K™,
Jede der folgenden drei Umformungen Wheil3tELEMENTARE ZEILENTRANSFORMATION:

(@ tj (L<i#j<m):
Vertausche die Zeilenund j.

18



8§ 4 Gau-Algorithmus

(b) &j(c) (1<i#j<mcekK):
Addiere dag-fache von Zeilg zur Zeilei.

(c) m(c) (1<i<mceK,c#0):
Multipliziere Zeilei mit c. O

(1.22) Beispiel
K=Q,m=3n=4

1 2 3 0 0 11

0 0o 11 -—[1 2 3 4] —
(1 -1 5 :) 2 (1 -1 5 6) %3(2)

0 0 1 1 00 1 1

-1 0 13 16| — (-1 0 13 16 0
(1 -1 5 6) ”‘3(1)(1 1 -5 6)

(2.23) Bemerkung

Sei(A,b) € K™ (1) ynd sei(A', ) aus(A, b) durch eine Folge elementarer Zeilentransforma-
tionen entstanden. Dann haben die beiden LGS, deren erweiterte Natoixbzw. (A',b') ist
(vgl.|(1.19](b)), die gleichen Losungsmengen.

Beweis

Folgt aus(1.11) O

(1.24) Definition

Eine Matrix (UberK) hatZEILENSTUFENFORM wenn sie die folgende Gestalt hat:

- * oo Y *

O W x - x
oL . . . . .

O -~ 0 W =«
0 0

M : ein Eintrag# 0.
x . irgendein Eintrag.
Links und unterhalb voll stehen nur Nullen. O

(1.25) Bemerkung (Gaul3-Algorithmus mit Zeilentransformationen)

Jede Matrix UbeK kann durch eine endliche Folge elementarer Zeilentransformationen der Form
(1.21)a),(b) in eine Matrix in Zeilenstufenform Gberfuhrt werden.

19
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Beweis

A habem Zeilen (m € N). Wir beweisen die Behauptung durch Induktion Ulver

m=1:v

m—1— m: Seij; die Nummer der ersten Spalte vAnin der ein Eintrag# 0 vorkommt, sagen
wir in Zeileiy.

Durch Vertauschen von Zeilen (Zeile 1 mit Zeilg erhalten wir:

W o« - %

*
0] : B
sk
Durch ,Ausrdaumen* der Spaltg mit elementaren Zeilentransformationen der Fapic) mit
geeigneterm; € K erhalten wir:

m o« - x
0
0] : C
0
C hat(m—1) Zeilen.
Weitere Beweisschritte fur die Ubrigen Zeilen analog. O

(1.26) Beispiel
1 -2 3 4 2
A— c Q4><5

1 -2 3 4 2

O 0 2 1 -4

O 0 -2 0 1

1 -2 3 4 2

O 0 2 1 -4

O 0 0 -1 3 (8.32(—1),642(1))
O 0 0 1 -3

1 -2 3 4 2

O 0 2 1 -4

O 0 0 -1 3 -
O 0 0 0 O

(1.27) Algorithmus (Gauf¥'sches Verfahren zum Lésen eines homogenen LGS)

GegebenA € K™ ‘interpretiert als Koeffizienten-Matrix eines homogenen LGS.

20



8§ 4 Gau-Algorithmus

Gesuchti 6sungsmenge
Der Algorithmus besteht aus zwei Schritten:

(2) VORWARTSELIMINATION:

Bringe A mit Gau3-Algorithmus (vgl(1.25) auf Zeilenstufenforn®’, etwa:

. >|< oo P *

0O M x - x

0o - O MW =«
0 0

(b) RUCKWARTSSUBSTITUTION

Die r Unbekannten an dell-Spalten heiRemBHANGIGE VARIABLEN, die anderem —r
heilRenFREIE VARIABLEN.

(1) Bringe die freien Variablen auf die rechte Seite des LGS und ersetze diese der Reihe
nach durchay,...,a,_r € K (beliebige Zahlen).

(2) Lose, von unten nach oben, nach den abhangigen Variablen auf. (Nach jedem dieser
Schritte steht in der jeweils nachsten zu I6senden Gleichung genau eine abhéngige Va-
riable.) OJ

(1.28) Beispiel (vgl. (1.26))

-2 3 4 2

N_|0 0 [2] 1 -4
0O 0 O 3
O 0 O 0

X2, X5 sind freie Variablen.

X1,X3, X4 Sind abhéngige Variablen.

c Q4><5

X1—2Xo+3X3+ 4Xq+2x5 =0
23+ X4—4x5=0

—X4+3%5 =0
(b)(1) —
X1+3X3+ 4Xq = 28y —2a
23+ X4 = 4a;
—X4 = —3ap
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(b)(2) —
X4 = 3ap
X 1a
3= >
31
=2a——&;
X1 15 &
X2o=a1
X5 = a
2a1 — 3—21612
al
L= 38 |lag,ap €K p. O
3ay
a
(1.29) Bemerkung
0
(@) Ein homogenes LGS hat immer (mindestens) eine Lésung, namlich € K", diese L6-
0

sung heil3t auch dieRIVALE LOSUNG.

(b) Hat ein homogenes LGS weniger Gleichungen als Unbekammte 1f), dann hat es eine
NICHT-TRIVALE LOSUNG.

Beweis

(@) v

(b) Die Anzahl der abhangigen Variablen (in der Zeilenstufenform des LGS) ist hécinstelas
in jeder Zeile héchstens el steht.
Anzahl der Unbekanntea n > m > Anzahl der abh&ngigen Variablen.
= Es existieren freie Variablen. O

(1.30) Beispiel

Betrachte die chemische ReaktiBhNs + CrMn,Og — PbgO4 + Cr,O3 + MnO, + NO.
PbN; : Bleiazid (x;)

CrMny0g : Chrompermangandky)

PbzOy : Bleioxid (x3)

Cr03: Chromoxid(xs)

MnO;, : Manganoxid(Xs)
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8§ 4 Gau-Algorithmus

NO: Stickoxid (Xs).
Gesucht:

Anzahl der Molekile jeder Sorte, so dass jedes Atom auf beiden Seiten der Reaktion gleich oft
vorkommt.

X; . Anzahl des Molekdls.
Fur jedes der 5 vorkommenden Atome erhalten wir eine Gleichung.

X1 X2 X3 X4 X5 Xp
Pbi1 0 -3 0 0 O
N 6 0 0 0 0 -1
Ccr{0O01 0 -2 0 O
MR O 2 0 0 -1 O
oO|0 8 4 -3 -2 -1

(Z.B. 1. Gleichung fuiPb: x; = 3x3 oderx; — 3x3 =0.)
Gaul3-Algorithmus:

10-3 0 0 O 10-3 0 0 O
00 18 0 0 -1 01 0 -2 0 O
o100 -2 0 O0Of—|OO0-4 13 -2 -1|—
00 0 4 -1 O 00 0 4 -1 O
00 -4 13 -2 -1 o0 o ¥ o %
10-3 0 0 O
01 0 -2 0 O
00 -4 13 -2 -1
00 0 4 -1 O
00 0O O 45 -44
LOosungsmenge:
( 1 \

za

45

La
L= ¥l laeR

ﬂ—ia

758

\ a Ve

Welche L6sungen sind chemisch sinnvoll?
Alle x; € N.
Kleinste solche Losung fia = 90:
15
44
252 , d.h.15- PbN; 4+ 44-CrMn0g — 5- P304+ 22- Cr,03 + 88- MnO2 + 90- NO. O
88
90
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1 Motivation und Grundlagen

(1.31) Algorithmus (Gauf’'sches Verfahren zum LOsen eines inhomogenen

LGS)

GegebenA € K™" b e K™ wobei(A, b) e K™ (™1 als erweiterte Matrix eines inhomogenen
0

LGS interpretiert wird (wobei wib # | : | voraussetzen).
0

Gesuchti 6sungsmenge
Der Algorithmus besteht aus drei Schritten:

(2) VORWARTSELIMINATION:
Bringe (A, b) mit GauR-Algorithmus (vgl(1.25) auf ZeilenstufenfornfA’,b'), etwa:

B« o x| b
O W x - x| b

0 : :
0 0O W x| b
r1

0 0 :
bin

(b) LOSBARKEITSENTSCHEIDUNG

Das LGS ist genau dann unldsbar, falls eine der Zablleq, ..., by, ungleich 0 ist (in diesem
Fall istL = 0).

Ist z.B.b;  , # O, was wir nach Vertauschen von Zeilen annehmen konnen, dann liefert die
(r+1)-te Gleichung den Widersprud®=0-x; +0-x2+...+0-x, =0}, ; #0%.
(c) RUCKWARTSSUBSTITUTION
[Nur, fallsbj, ; =}, =...=by,=0]
Abhangige und freie Variablen sind wie im homogenen Fall definiert.

(1) Ersetze alle freien Variablen dur€hund l6se nach den abhangigen Variablen auf (von
unten nach oben).

S
— Erhalte spezielle Losung=
Sh
(2) Bestimmte die Lésungsmengig des homogenen LGS mit Matri.

Dann gilt:L = {s+u|ue Lo} C K"
Dabei haben wir zur Abkiirzung gesetzt:
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8§ 4 Gau-Algorithmus

S +Up uq
+u u
S+u:= SQ_ g firu= _2 e K" O
Sh+Un Un
(1.32) Beispiel
1 -2 3 4 2
_|-1 2 -1 -3 axa p_ [ =6 4
A=l 1 2 5 4 |€Q7b=] |€Q”
2 4 4 8 5

(A b) € Q*S ist die Matrix A aus Beispie[1.26)
1 -2 3 4|2
0O 0 2 1|4
0 0 0-1/3 | (M=4n=4
0O 0 0 0]O

= Das LGS ist losbar.

Freie Variablex,. Abhangige Variablermxi, x3, x4. Spezielle Lésungx, = 0.

X1+3X3+ 4x4 = 2

23t Xa=-4
= X4=-3
r 1
3772
Xo =10
o — 31
1=
31
2
o 1].. . . N
=s=| 7, |isteine spezielle Lésung.
-3

Losungsmenge des homogenen LGS:
Ersetzex, durcha € @):

X1+3X3+ 4X4 = 2a
23+ x4=0
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1 Motivation und Grundlagen

= x4=0
X3 = 0
Xo=a
X1 =2a
2a
=Lo= g |ac @Q p ist eine spezielle Losung.
0
2a+ 3
=L= al lac @ C QA
2
-3

Einige Fragen

(1) Inwieweit sind die freien bzw. abh&ngigen Variablen durch das LGS bestimmt?

e Zeilenstufenform, auf did € K™" transformiert werden kann, ist nicht eindeutig

durch A bestimmt.

e Vertauschen von Unbekannten liefert ein aquivalentes LGS, aber andere Menge von

freien Variablen.

(2) Ist die Anzahl der freien Variablen eindeutig bestimmt? Wenn ja, warum?

(3) Losungskriterium (fir inhomogene LGS)?
Kriterium fur die eindeutige L6sung?

(4) Kurze, kompakte Beschreibung der Losungsmehge:s+ Lo := {S+u|u € Lo}, Lo LO-

sungsmenge des zugehdrigen homogenen LGS((lG1)(cp)).

Lo:uvelg=u+VveLlg

§ 5 Aquivalenzrelationen

SeiM Menge.

(1.33) Definition

(a) EineRELATION RaufM ist eine Teilmeng&® C M x M.

SchreibweisexRy:< (x,y) € R.

26
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§ 5 Aquivalenzrelationen

(b) Eine RelatiorRC M x M heif3t:

(R) REFLEXIV, falls (x,x) € Rfiir allex € M
(S) SYMMETRISCH, falls gilt:

(x,y) e R= (y,x) €R
(A) ANTISYMMETRISCH, falls gilt:

(x,y) € Rund(y,x) e R=x=y

(T) TRANSITIV, falls gilt:
(x,y) € Rund(y,z) € R= (x,2) €R

(c) Eine Relation, die (R), (S) und (T) erfullt, heiBQUIVALENZRELATION.

(d) Eine Relation, die (R), (A) und (T) erfillt, heiRHALB -) ORDNUNG. O

(1.34) Beispiele
(a) Aus der Mathematik:

(1) M=N,R=,<" (x<y:i=y—xeN)
» <" nicht reflexiv, nicht symmetrisch
» <" transitiv
(2) M=N,R=,<" (x<y:&x<yoderx=Yy)
»<"ist(R), (A), (T)
(3) M =PotN) fur eine MengeN
R=,C"ist (R), (A) und (T)
(,C"ist keineTOTAL-ORDNUNG, d.h. nicht alle Elemente al sind vergleichbar bzgl.
,C" z.B. {1},{2} € Pot({1,2}), aber{1} € {2} und{2} £ {1}.)
(4) SeiN Menge,f : M — N.
Rt definiert durchxRsx' < f(x) = f(X) ist Aquivalenzrelation aul.
(5) ,="ist Aquivalenzrelation auM (zuR= {(x,X) | x € M}).
(6) M = Z, ,=3" definiert durchx =3y :< 3 | x—y ist Aquivalenzrelation auf.

[(M):3|x—yund3|y—z=3|x—y+y—z=x—17
(b) Aus dem taglichen Leben:

(1) M = Menge der hier Anwesenden
XEy:< x hat die gleichen Eltern (das gleiche Elternpaar) yvie
XGy:< x hat das gleiche Geburtsdatum (Tag / Monat) yie
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1 Motivation und Grundlagen

(2) M = Menge der Stichwdrter in einem Lexikon
XAy:< x hat den gleichen Anfangsbuchstaben (Grol3schreibung ignoriert) wie

(3) M = Menge von farbigen Glasperlen in einer Dose
XFy < x hat die gleiche Farbe wig

E,G, A F sind Aquivalenzrelationen.

(1.35) Definition

SeiR eine Aquivalenzrelation a!.
Firx € M heilRtC, := {y € M | xRy} eine AQUIVALENZKLASSE vonR.
M/R:= MENGE DERAQUIVALENZKLASSEN vonR (M/RC PotM)).

(1.36) Beispiele
(@) Rf wiein/(1.34(a)(4),f : M — N.
XRiX < f(X) = f(x)
XeM:Cy={XeM|f(xX)=fx)}=f1{f(x})
Faser

M/Rs : Menge der nicht-leeren Fasern

(b) R=,=", xeM:Cx={x}

M/R={{x} | xe M}
() M=7,R=,=5"
X—y
Co={yecZ[3]y}
Ci={yeZ|3|y-1}={yeZ|y=3x+1fireinxe 7}
Co={yeZ|y=3x+2fureinxeZ}

X=3y:<3

Das sind alle Aquivalenzklassen bzgks".

(d) M : Menge der Anwesenden
R = E (gleiches Elternpaar)
Aquivalenzklasse: Geschwisterklasse
R = G (gleiches Geburtsdatum)
Cuiz = {a| ahat am 27.7. Geburtstag
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§ 5 Aquivalenzrelationen

(e) M : Stichwdrter in einem Lexikon
R = A (gleicher Anfangsbuchstabe)
Cx = { Worter, die mitx oder mitX beginnen}

(f) M : farbige Perlen
Aquivalenzklasse besteht aus einer Menge von Perlen gleicher Farbe. O

(1.37) Definition

Eine PARTITION vonM ist eine Mengd® von nicht-leeren Teilmengen viw, die TEILE von P,
mit:

S . I .
(@ M=~ CmitC={xe M| es existierC € Pmitx e C}
CeP

(b) SindCy,Cy € PmitCy # Cyp, dann istC; NCy = 0.

[P C PotM)] 0J

O

Abbildung 1.13:PartitionP = {Cy,Cp,C3,Cs}

(1.38) Bemerkung
(a) SeiReine Aquivalenzrelation ail. Dann gilt:M /R st eine Partition vorM.

(b) (Umkehrung von (a))
SeiP eine Partition vorM. Dann existiert eine Aquivalenzrelatiéhauf M mit M/R = P.

Beweis

(@) Furx e M ist x € Cx (weil xRxgilt), also istCyx # 0.
. . S
Weiter gilt: M = Cy.

XeM

Seienx,y € M mit C,NC, # 0.
Zu zeigenCy =C,.
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1 Motivation und Grundlagen

Beweis:
Seize CyNC,.
= XRzundyRz
= XRzundzRy(wegen Symmetrie)
= XRy(wegen Transitivitat)
Sei nunu € Cy beliebig.
= XRyundyRu(wegen Symmetrie)
= XRu(wegen Transitivitat)
= ueCy
Weil u beliebig war, folgtCy C C.
Analog:C, C Cy.
= Cx=C(,.
(b) SeiP gegeben. DefinierB C M x M wie folgt:
(X,y) € R:& es existierC € Pmit x € Cundy € C.
Dann istR eine Aquivalenzrelation aM:

(R) Seixe M. Weger(1.37](a) existiertC € Pmitx € C. = (x,X) € R
(S) (xy) eR=(y,x) €R
(T) Seienx,y,ze M mit (x,y) € Rund(y,x) € R
= Es existiererCy,C; € P mit (x € Cy undy € C;) und(y € C; undz € Cy).
yeCinC = C=C= (X2 R
(1.37)(b)

Die Aquivalenzklassen voR sind die Teile vorP, d.h.M/R= P. Dazu zeige ich: Iske M
undC € P mit x € C, dann istC = C;. Dies ist aber klar. O

(1.39) Beispiele

(a) SeiN Menge undf : M — N eine Abbildung.
Die zuR = R gehdrige Partition ist die Mendd /R; der nicht-leeren Fasern vdn(vgl.
Abbildung1.14).

(b) M : Menge der Anwesenden

Die Partition zur Aquivalenzrelatio® aus(1.34)(b)(1) ergibt sich aus der Abbildurlg —
31x 12 x+— Geburtsdatum voR.

Die Teile der Partition bestehen aus der Teilmenge von Personen, die am gleichen Tag Ge-
burtstag haben.
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§ 5 Aquivalenzrelationen

Abbildung 1.14M /R¢

(c) M : Menge von farbigen Perlen

Die Partition zur AquivalenzrelatioR aus(1.34)(b)(3) ergibt sich auch aus der Abbildung
M — {Farber},x — Farbéx).

Teile der Partition: Menge von Perlen gleicher Farbe. O

(1.40) Definition und Bemerkung

SeiR eine Aquivalenzrelation awl. Die Abbildungrm: M — M /R x +— Cy heil3t die zLR zuge-
horige KANONISCHE (NATURLICHE) ABBILDUNG. Ttist surjektiv und ihre Fasern sind gerade
die Aquivalenzklassen voR. O

(1.41) Bemerkung

SeiN Menge undf : M — N eine Abbildung.
R sei die Aquivalenzrelation al(d.34)a)(4) undm: M — M/R;¢ die zugehorige kanonische
Abbildung (vgl.(1.40). Dann existiert die injektive Abbildun@: M/Rs — N mit f = foTt

T

M/R;

Abbildung 1.15:Abbildung f : M/Rf — Nmit f = fom

Beweis

Definieref : M/R¢ — N durchf~1({y}) — yfury e f(M).
BeachteM /R = {f~1({y}) |y € f(M)}.
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1 Motivation und Grundlagen

Danngilt: f = fortr

Seixe M.

Ti(x) = Cx = f1({f(x)}) = Tom(x) = T(1(x)), d.h. f(x) = T o(x) fiir alle x € M und damit
istf =fott

T ist injektiv:

SeienCy,Cy € M/Rs mit f(Cy) = f(Cy).
= f(x) = f(X), daCx = 1(x),Cy =

= Ce= 1 ({f(0}) = I H({f(X)}) =Cx O

(1.42) Beispiel

M : Menge von farbigen Perlen

N : Menge von Farben

f:M — N,x— Farbéx)

Nicht-leere Fasern voh (Aquivalenzklassen voRs):

Mengen von Perlen gleicher Farbe (Haufchen)

m: Jeder Perle wird ihr Farbhaufchen zugeordnet.

f : Jedem Haufchen wird ,seine” Farbe zugeordnet. O

NN r: rot
AN /" b:blau
R o - gelb
Farbhaufchen — [g|# s: sonstige Farbe
M/R;
T f
-7 T T _— T

Abbildung 1.16:Perlen-Beispiel
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2 Vektorraume und lineare Abbildungen

8 1 Einige algebraische Strukturen

Eine VERKNUPFUNG auf einer MengeM ist eine AbbildungM x M — M (z.B. +, ). Eine
ALGEBRAISCHE STRUKTUR ist eine MengeM, auf der eine (oder mehrere Verkntpfung(en)
definiert ist (sind).

(2.1) Definition

Eine MengeG heilRtGRUPPE wenn eine Verknupfung: G x G — G, (x,y) — Xxx Yy definiert ist,
so dass qilt:

(1) (xxy)xz=xx(y*2z) furallex,y,ze G.
(2) Es existiere € Gmitexx=xxe=xfurallexe G.

(3) Fur allex € G existiertxX’ € G mit xx X =e=x xx.
Gilt zusatzlich:

(4) xxy=yxxfurallex,y € G, dann heil3G ABELSCH (KOMMUTATIV ). O

(2.2) Bemerkungen
Sei (G, x) eine Gruppe.

(a) Das Element aus|(2.1)(2) heiRtdas NEUTRALE ELEMENT von G (es ist eindeutig be-
stimmt).

(b) Seix € G. Das Elemenx’ aug(2.1)(3) ist durchx eindeutig bestimmt. Es heiBasINVERSE
ELEMENT.

(c) IstG abelsch, dann schreiben wir eftfiir *, O fir e und —x fur X' (,ADDITIV “).

(d) Oft schreiben wilG , MULTIPLIKATIV “, d.h. - fiir x (oder nichts)1 fir eundx fur x. [
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2 Vektorrdume und lineare Abbildungen

(2.3) Beispiele
(a) (Z,+) ist abelsche Gruppe.

(b) SeiK ein Korper. Dann gilt:

e (K,+) ist abelsche Gruppe, droDITIVE GRUPPEVONK.
e (K*,.) ist abelsche Gruppe, dieULTIPLIKATIVE GRuUPPEvVON K (hierbei istK* =
{aeK|a#0}).
(c) SeiM Menge.
Sv:={f:M — N| f ist bijektiv}
Su ist Gruppe mit der Verknuipfungp;:
Klar: (fog)oh= fo(goh) furalle f, g, h € Su.
Klar: foge Sy fur f, g € Su.
idy ist das neutrale Elemente bzgb®,

Fir f € Sy ist T~ € M (hier ist f~! die Umkehrabbildung augl.8)) das zuf inverse
Element bzgl. ¢“.

(d) Spezialfall von (c): SeM :=n={1,2,...,n}, § := $, heil’t dieSsYMMETRISCHE GRUPPE
auf n Ziffern. Ein Element au&, heil3t ausPERMUTATION. FUr T € S, schreiben wir oft:

1 2 3 ... n
1) m(2) 13) ... 71(n)
Es gilt:| Sy |=nl =1-2-3---n. Weiter gilt: S, abelschs n #£ 2.

Beweis

(d) ,<""n<2=|S|€{1,2} = S abelsch.

,="1 Sein > 3. Betrachte:
1 2 3 4 .. n 1 2 3 4 .. n
Y1 = MU ES
21 3 4 ... n 1 32 4 ... n
12 3 4 ... n 1 2 3 4 ... n
Yoo = , Yooy =
2 314 ... n 312 4 .. n
= ProWPp # Yooy 0
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§ 1 Einige algebraische Strukturen

(2.4) Definition

SeienG undH Gruppen.
Eine Abbildungd : G — H heil3t(GRUPPEN)HOMOMORPHISMUS wenn gilt:

¢(x\-/y) = ¢(x)\-/¢ (y) fur allex,y € G.

Ein i—elgmomorphigr;uq; : G — H heil3t:
e MONOMORPHISMUS wenn erinjektivist,
e EPIMORPHISMUS wenn ersurjektivist,
e |SOMORPHISMUS wenn etbijektivist.

G undH heiRensoOMORPH falls ein Isomorphismu¢ : G — H existiert; schreib& =~ H. [

(2.5) Beispiele
(@) (Z,+) — (R,+),x+ xist ein Monomorphismus.

(b) exp:(R,+) — (Ro,-),X+— exp(X) = € ist ein Isomorphismus.
[expist bijektiv,e*™Y = - & x,y € R] O

(2.6) Definition

Sei(G,-) eine Gruppey C G.

U heiBtUNTERGRUPPEVON G, geschriebeb < G, fallsU bzgl. der Verknipfungvon G selbst
eine Gruppe ist.

Préaziserfalls gilt:u-ve U fur alleu,v e U.

Damit erhalten wir Verknupfung alf: - : U xV — U, (u,v) — u_- V.

~—~
U soll bzgl. dieser Verkniipfung eine Gruppe sein. <
O
(2.7) Beispiele
(@) Furne No seinZ :={nz| ze 7Z}.
Dann istnZ eine Untergruppe vo(%,+) (nZ < (Z,+)).
Jede Untergruppe vaiZ, +) ist von der ForrmZ fir einn € No.
[Konvention:0Z = {0},1Z = 7Z|
(b) Seine N,G = S, {rt| n — n, thijektiv}.
U={meG|mnn)=n} <G
Es existiert ein Isomorphism&_; — U, d.h.§,_1 =2 U (fallsn > 2). O
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2 Vektorrdume und lineare Abbildungen

(2.8) Konvention

Sei(A,+) eine abelsche Gruppac A, U,V C A

Dann schreiben wir:

a+U:={at+ujuceU} CA

U+V:={u+vjueU,veV}CA

Beispiel:

A=7,14+72={147-z|zeZ}={...,—13-6,1,8,15,...} O

(2.9) Beispiele

Seine N.

(a) Division durchn mit Rest:

Zu x € 7 existieren eindeutig bestimmégs Z undr e Nmit0<r <n—21undx=q-n+r.
Schreibweisexmod n:=r (der nicht-negative Rest vonbei Division durchn).
ZB.n=T:

21mod 7=0,—3mod 7=4,17mod 7= 3.

(b) Definition:
Flrx,y € Z schreiben wir:
X =y (modn) :< xmod n=ymodn.
Klar: = (mod n) ist Aquivalenzrelation.
ZB.n=T:
—3=32(mod 7),8=1 (mod 7).

(c) Bemerkung{vgl. (1.34)(a)(6))
Firx,ye Z gilt: x=y (modn) <  n|x—y
N—_——
nist Teiler vonx—y
(d) Bemerkung{vgl.(1.36)c))
Seix € Z undC, die Aquivalenzklasse voxbzgl.= (mod n). Dann gilt:
Cx = x+nZ (vgl. Konvention(2.8))

Beweis:
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§ 1 Einige algebraische Strukturen

Seiy € Z. Dann gilt:

y € Cx < x=y(mod n) (vgl. (b),(1.35)
< n|x—y(vgl ()
& es existierge Z mitx—y=gq-n
< es existierze Z mity=x+n-z
&y € X+ nZ (vgl. Konvention(2.8))

(e) Bemerkung:

(1) Seix € Z undr = xmod n. Dann istx+ nZ = r + nZ.

(2) { \n@/ ,1+nZ,...,(n—1)+nZ} ist die Menge der Aquivalenzklassen bzgl(mod n).

=0+nZ
Sindr,r’ € {0,1,...,n—1},r #1’, dann istr +nZ # r’ + nZ.

Beweis:

(1) Nach Definition vorr gilt:
n|Xx—r<x=r (modn) (:d>)x+nZ:r+nZ.

(f) Schreibweise:
X =X+ nZ fur x € 7Z.
Z/nZ = {0,1,...,n—1} = Menge der Aquivalenzklassen bzgl.(mod n). Diese Aquiva-
lenzklassen heiRen auBEESTKLASSENmMoOd n.

(g) Beispiele:

(1) n=2:
0= 27: Menge der geraden ganzen Zahlen
1= 1+ 27: Menge der ungeraden ganzen Zahlen
(2) n=7:
0: 7-er Reihe
1: Menge derjenigen ganzen Zahlen, die bei Division durch 7 den Rest 1 haben
7)77 = {0,1,2,...,8)

(h) Bemerkung:
Flarx,y € Zqilt:
(X+nZ) < (Yy+nZ) = (X+Y) + nZ.

Konvention(2.8)
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2 Vektorrdume und lineare Abbildungen

Beweis:

,C" Flrz,z € Zist (x+nz) + (Yy+nz) = (X+Y) +n(z1+2) € (X+Y) +nZ.
22" (X4Y) +NnZ = (X+02) + (y+n2) € (X+nZ) + (y+nZ).

Mit obiger Schreibweise (d.lx= x+ nZ) gilt also:X+y = X+Y.

(i) Bemerkung:
7. /nZ mit der Verknipfung+ aus(2.8)ist abelsche Gruppe mit genatelementen.
Die (kanonische) Abbildung: Z — Z/nZ,x — X ist ein surjektiver Gruppenhomorphismus.
Beweis:
Nach (h) gilt:Xx+y=X+y € Z/nZ fur X,y € Z/nZ, d.h.+ ist eine Verknlpfung aut./nZ.
Die Gruppeneigenschaften werden mit Hilfe von (h) aus denjenigéen §iafolgert:
Z.B. Assoziativgesetz:
(X4+Y)+Z=X+y+Z= (X+Yy)+Z2=X+(y+2) =X+Yy+z2=X+(V+2).

Oist das neutrale Elemerit-x) ist das zw inverse Element iz, /nZ.

-1 7 — 7./nZ ist Homomorphismus nach (h) und surjektiv.
(Z/nZ,+) heilRt dieRESTKLASSENGRUPPE MODULQ.

() RechnenirZ/nz:

ZB.furn=7:
6+5=6+5=11=4(oder:6+5=—1+5=4)
3-5=34+(-5=3+-5=3-5=-2=5 ]

(2.10) (entfallt)

(2.11) Definition

Eine MengeR heil3tRING, wenn aufR zwei Verknipfungent : RxR— Rund-:RxR—R
definiert sind, so dass gilt:

(1) (R+) ist abelsche Gruppe.
(2) (x-y)-z=x-(y-z) furallex,y,ze R.
(3) Esexistiertt e Rmit1-x=x-1=xfurallexe R,

(4) Distributivgesetze:

(1) x-(y+2z) =x-y+x-zfurallex,y,ze R
(2) (x+y)-z=x-z+y-zfurallex,y,ze R,
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§ 1 Einige algebraische Strukturen

Gilt zusatzlich:

(5) x-y=y-xfirallex,y € R, dann heiRR KOMMUTATIV . O

(2.12) Beispiele
(@) (Z,+,-) ist ein kommutativer Ring.

(b) Korper sind kommutative Ringe. O

(2.13) Definition
SeiRein Ring.

(a) Ein Elemenix € RheiBtINVERTIERBAR (0derEINHEIT), wenn eirnx’ € Rexistiert mitx-x' =
1=x%-x

Istx € Rinvertierbar, dann ist’ durchx eindeutig bestimmt und wir schreiben! = X'

R* := Menge der Einheiten voR.
(b) SeiSein Ring undp : R— Seine Abbildung.

¢ heiRtRINGHOMOMORPHISMUS wenn gilt:

(1) ¢ ist GruppenhomomorphismudR +) — (S +).
(2) d(x-y) =0(x)-d(y) furallex,y € Rund$(1) = 1. O

(2.14) Bemerkung und Beispiele
SeiRein Ring.
(@) (R,-) ist eine Gruppe.

(b) SeiR kommutativ. Dann gilt:
RKorper< R* = {x € R| x# 0} undR* # 0.

(©) 7* = {1,—1}.

Beweis

(a) Zu zeigen ist nurxy, X € R*, dann auchxy, xo.

Dies gilt wegen(x; - x2) - (%1 -x; ) =1= (061 x( 1) - (x1-%2). O
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2 Vektorrdume und lineare Abbildungen

(2.15) Beispiel (Fortsetzung von (2.9))
Seine N.

(a) Seienx,X,y,y € Z mitx=x undy =y (X = x4+ nZ), dann gilt:x-y = x'-y.
ZB.n="7:
Xx=3X=-4y=1Yy =8:
x-y=3x.y=-32=7-(-5)+3

(b) Definiere- : Z/n7Z x 7./nZ. — 7./n7Z durchx-y := X-y.
Wegen (a) ist dies ,wohldefiniert*, d.h. hangt nicht ab von der Reprasentanter bzw.
y €V.
Zusammen mit- aus(2.9)ist Z /nZ ein kommutativer Ring mit Einselemebund-:7Z —
Z./nZ ist ein surjektiver Ringhomomorphismus.
(c) Einheiten inZ/nZ:
Bemerkung:
Flrx e Z qilt: X € (Z/nZ)* < ggT(x,n) = 1 (x undn sind teilerfremd).
Beweis:
»="1 (indirekt)
Angenommen, es existietlt# 1,d € N mit d | nundd | x.
= Sein=d-bfureinbe N.
=0<b<mdhb#0.
Ausn | bfolgt: x-b=x-b=0.
X € (Z/NZ)* = es existier’ ¢ Zmitx -x=1=0=x-0=x-X-b=1-b=Db.%
» <" Betrachtdy : Z/nZ — 7./0Z,y — X-Yy.
Zeige:lx ist injektiv.
Dazu: Seiery; undy; € Z/nZ mit X-y1 = X- Ya.
= X-(Y1—Y2) € N”Z = y1 — Y2 € nZ (weil ggT(x,n) = 1) = y1 = ¥>.
lx ist injektiv undZ /nZ ist endlich.
= Ig ist bijektiv und damit surjektiv.
= esexistiertyc Z mitx-y=1
=y-X=1,alsoisty = ()", d.h.x € Z/nZ. O

(2.16) Korollar

Sein> 2.
Z./nZ ist Kérper< nist Primzahl.
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Beweis

Z./nZ ist Korper.

Z/nZ)*={1,...,n—1
2 @) = (L. )

T(j.n)=1firallel<j<n—1
(Zg(c)gg (J,n) urallel<j<n

& nist Primzahl. O

Bezeichnung

Seip eine Primzahl.
Fp = Z/pZ bezeichnet den endlichen Koérper miElementen. O
Bemerkung (Wie rechnen wir in Z /nZ.?)

T+S=r+s=(r+symodn
r-S=r-s=(r-symodn

ZB.n=T.
6-5=30=20der6-5=(—1)-5=-5=2
61000000: _11000000 11000000 1 0

(2.17) Beispiel (RSA-Kryptosystem / Public-Key-Verfahren)

gehelme
Nachrlcht

Alice Bob

(1) Einrichten des Kryptosystems:

e Bob wabhlt (kauft) Primzahlep, q, p # g, grof3.
e Bob setzin:=p-g.

e Bobwahltabe Nmitl<ab<n-—1mita-bmodd(n)=1.
EULERSCHE(Q-FUNKTION:
¢(n) =| (Z/nZ)* |= Anzahl der Zahlerj, 1 < j <n—1mitggT(j,n) =

Hier: ¢(n) = ¢(p-a) = (P—1)-(q—-1).
Mit anderen Worten:
a+¢(n)Z undb+ ¢ (n)Z sind zueinander invers i /nZ.

e Bob publiziertn unda.
e Bob behalt fur sich.

(2) Verschlisseln:

e \erschlusselt werden Zahlen a{& 1,...,n—1}.

41
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e \erschlisselung:
ena:{0,1,...,n-1}-{0,1,...,n-1}x—x¥modn
[Beachtex2mod n=xa =X in Z/n7Z.]

(3) Entschlisseln:

e Onp:{0,1,...,n—1} - {0,1,...,n—1},y+>y’modn

e Esgilt:dnp(ena(x)) =x.
[Denn: (x*mod n)’mod n = x]

ZB.p=3,q=11

[In Anwendungenp, q ca. 100-stellig.]
n=p-q=33¢(n)=(p-1)-(q-1)=2-10=20
a=3,b=7;a-b=2121mod 20=1

Klartext: x = 13

Geheimtextx®mod 33= 13*mod 33

13 = 169= 4(mod 33
13*=13?.13=4-13=52=19(mod 33

= 13*mod 33=19

19’mod 33

19= —14(mod 33

14% = 196= —2(mod 33

= 19" = (-14)- (—2)3=14-8=112=13(mod 33
[19” = 893871739

Ab jetzt betrachten wir Matrizen Uber beliebigen kommutativen Rirfgen
R™": Menge der Matrizefia;j )1<i<m Mit &; € R
1<j<n

(2.18) Definition (Matrix-Arithmetik)

SeiR kommutativer Ring.

(@) FurA= (aj) € R™" seiA ;= (aji)1<j<n € R™™M.
1<i<m

Al hei3t dieTRANSPONIERTEVONA.

(b) SKALARE MULTIPLIKATION vOonA mitr:

FirA= (aj) € R"™"undr € Rseir-A:=(r-aji)1<i<m € R™™M.
1<j<n
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(c) FirA=(aj) e R™"undB = (bjj) € R"™" seiA+B:= (& +bij ) 1<i<m € R"™" die SUMME
1<j<n
von A undB.
(d) FirA= (&) € R*MundB = (bjj) € R"™" seiC := (¢;j) € R*" definiert durch:
m
Cij == Y akbp;,1<i<11<j<n
K=1

C =: A-B=: ABheiRt daPrRODUKT von A undB.

[AB ist nur definiert, falls die Anzahl der Spalten vArgleich der Anzahl der Zeilen vo
ist.] O

(2.19) Beispiele

01 -2 3 01 2 3
@A=[21 00|e@R¥>B=(45 6 7|ec>
12 34 8 9 10 11
021
112
t__
(LA -2 0 3
304
0 4 -8 12
2)4A=(54 0 0
4 8 12 16
0 2 0 6
B)A+B=| 2 6 6 7
9 11 13 15
0123 ;g
b)A=| -1 0 0 1| Q¥4 B= c QM2
3 2
1100 41

20 10
(1) AB= 3 -3
3 7
(2) BAIst nicht definiert
(3) [(I x m)-Matrix] - [(mx 1)-Matrix] — [(I x 1)-Matrix]

20
Awie obenB' = =A-B = ( 3 ) [= 1. Spalte von AB

3

A WN PR
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(4) [(1x m)-Matrix] - [(mx n)-Matrix] — [(1 x n)-Matrix]
A=(-1 0 0 1),Bwieoben=A"-B=(3 -3 ) [=2.Zeile von AB

(c) (1 x m)-Matrix: (a11,a12,-..,a1m)

b11
(mx 1)-Matrix:
b1
b11
b21 m 11
Skalarprodukt{a;,a12,...,a1m) - . = 3 anbg € R
: k=1
Brm1
4]
d) SeiA=| : | mitz eR™*™ dh.Ac R*™ B=(s1,%,...,%) mits; € RM=R™ d.h.
Z
B € R™" (vgl.[(1.17](c)), dann istAB= (7 - Sj ) 1<i<m-
1<j<n
X1
(e) SeiA= (gj) eR™"x=| : | eR™L
Xn
n
2 AjX
=1
n
ajX]
= Ax=| i=1 e R™x1
n
2 8mjX;
=1
Deshalb schreiben wir ab jetzt ein LGS tber einem Kékoenit Matrix A = (&) € K™"
b1
und rechter Seite = : € K™ formal als Matrixgleichungdx = b (x) mit der Spalte
bm
X1
x=| : | derUnbekannten. Eine Lésung vé#) ist ein Elemensc K" mit As=b. O
Xn
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(2.20) Definition
SeiR kommutativer Ring.

(@) 0 € R™" bezeichnet diNULLMATRIX , d.h.0 = (g;) € R™"mit g; =0 flralle1 <i <
mil<j<n.

1 ,fallsi=|j

b) Furne N seiEn = (8ij)1<i,j<n € R™" mit & =
(b) n = (Gij)1<ij<n ' {0 , sonst

En heil3t dien-reihige EINHEITSMATRIX.

Beispiele:
(@) (1) 0= 8 8 8 c X3
0
(2)0=10
0
100
(b)) 1)) Ez3=[ 0 1 0 | eR>3
001
(2) Ei=(1)eRrM! O
(2.21) Satz

SeiR kommutativer Ring.
(@) Fur alleA,B,C € R™" gilt:

(1) (A+B)+C=A+(B+C)

(2) 0+A=A=A+0(0eR™N)

(3) A+ (—1)A=0= (—1)A+A (0 R™N)
(4) A+B=B+A

(b) (1) (AB)C = A(BC) fiir alle Ac R*™M B ¢ R™" C ¢ R™*P
(2) EmA= A= AE, fur alle Ae R™"
(3) e (A+B)C=AC+BCfiiralleABecR*MCecR™"
e A(B+C)=AB-+ACfiralleAc R*™ B,C e R™N
(4) e r(sA) = (rs)Afuraller,se RAc R™"
e r(AB) = (rA)Bfuraller c R Ac R*™ B c R™"
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() (1) (AYt = AfiralleAe R™N
(2) (A+B)t = A + B! fir alleA,B e R™"
(3) (AB)! =B!'Al fiir alleAc R*™M B ¢ R™N

Beweis

(a) Klar.

(b) (1) Beweis spater.

(2) Diei-te Zeile vonEp, istz = ( o0 L 00 ) e R™xN,
Positioni
alj
a0
Ist A= (&), dann ist diej-te Spalte vorA gleichs; = ?)
amj
Offensichtlich gilt:z - s; = (&) € R™".
= EmA=A Analog:AE, =A.
(2.19)(d)
(3) SeiA= (aj),B= (bjj),C = (cij).
SeiD = A+B= (aj +hij)1<i<l -
1<j<m
m
= Der Eintrag an Positiofi, j) von (A+B)C=DC ist (aikbik) Ckj =
k=1 N——

Eintrag an Pos(i,k) vonD
E aikCxj + bikck; = Eintrag an Positiorfi, j) von AC + Eintrag an Positiorti, j) von
II(BZC%: Eintrag an Positiofi, j) von AC+ BC.
(2. Aussage analog.)

(4) Selbst Gberlegen.

(c) (1) Klar.
(2) Klar.
(3) SeiA= (aj),B = (bjj).
= A" = (&) mitaj; =aj,B" = (bfy) mit bf; = by,

m
Eintrag an Positiori, j) von (AB)* = Eintrag an Positiorfi, j) vonAB = ¥ ajkbyi =
k=1

m m
kzl briajk = kzl biay; = Eintrag an Positiofi, j) vonB* - A". O
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(2.22) Korollar

Sein € N, Rkommutativer Ring.
= R™"ist ein Ring (bzgl. Matrix-Addition und -Multiplikation).
Die neutralen Elemente sirit((bzgl. +) undE, (bzgl. ). O

(2.23) Definition

SeiR kommutativer Ringn € IN.
GLn(R) := {Ae R™"| Ainvertierba} = (R™"™)* (vgl.|(2.13)(a)).
GLn(R) ist Gruppe, die volle lineare Gruppe uber O

(2.24) Bemerkung

R,nwie in/(2.23) Dann gilt:

A€ GLy(R) = A* € GLy(R) und (A")~1 = (A=1)*,
Beweis

Af(A~Y* = (A1 A)* = (Ep)* = Enund (A~1)* = (A-A~1)* = (E))* = E, = Behauptung?

8 2 Vektorrdume

SeiK ein Koérper.

(2.25) Definition

Ein K-VEKTORRAUM (Vektorraum tibeK) ist eineabelsche Gruppé/, +) zusammen mit einer
skalaren MultiplikationK xV — V, (a,v) — a-v, so dass gilt:

(V1) (a+b)-v=a-v+b-v flralleabeK,veV

(V2) a-(v+V)=a-v+a-V firalleacK,vV eV

(V3) a-(b-v)=(a-b)-v furallea,be K,veV

(V4) 1l-v=v furalleveV

Die Elemente eineK-Vektorraums heil3eNW EKTOREN. O

(2.26) Bemerkung
SeiV einK-VR. Dann gilt:

@ 0 V= _0 furalleveV (0: NULLVEKTOR)
~~ ~~
0c(K,+) 0e(V,+)

(b)a- 0 =_0 furalleaekK
~— =~
Null- vektor
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(©) -V = (-1) -vfuralleveV
~—~ R
Inverse zwin (V,4+)  Inverse zul

(d) (—a)-v=—(a-v)furalleacK,veV

(e) Fiurae Kundv eV gilt:
a-v=0<a=0o0derv=0

Beweis

Ahnlich wie die analogen Aussagen fiir Korper. O

(2.27) Beispiele

(@) V ={0} istK-VR, derTRIVIALE K-VEKTORRAUM.

(b) (K,+) istK-VR mit der skalaren Multiplikatiork x K — K, (a,b) — a-b.

(c) [aus LA]K™" st K-VR (folgt aus(2.21).

(d) [aus Analysis]RE := {f ¢ R — R} ist R-VR.
(Mit der Ublichen Summé + g und den Ublichen skalaren Vielfachenf von Funktionen.)
C(R):={f ¢ RE| f stetig} ist R-VR.
C*(R):= {f € R® | f ist beliebig oft differenzierbarist R-VR.

(e) [aus Physik] Wellenfunktion

R
P:R*—C|  |@Xt)[2dx=1} ist C-VR.
R3S "
komplexer
Absolutbetrag

C: Korper der komplexen Zahlen

X1
(X,1): (§§> cR*

t
X:i= (§%> Ortskoordinate

X3
t: Zeitkoordinate
R*: ,4“-dim.-Raum-Zeit-Kontinuum R-VR)
P(X,t): Wellenfunktion eines Teilchens
P(X,t) |: Wahrscheinlichkeitsdichte
| P(X,t) |? dX (g € R3, Quadey: Wahrscheinlichkeit, dass sich das Teilchen zur Zit

Q
QuadenQ befindet.
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() [aus Informatik] Suchmaschine speichern (Term-Dokumente-Matrix)
Zeilen= Terme= Suchbegriffe, Spalte& Dokumente (z.B. Web-Seiten)

Eintrag in der Zeile vo; (Term Nr.i) und der Spalte zD; (Dokument Nr.j) = Haufigkeit,
mit derT; in Dj vorkmmt.

Suchanfrage: Folge von Termén, ..., Tin, = Suchvektor:

. . 1 ,jedig,...i
Spaltes€ R™ (m: Anzahl der zulassigen Terme) nsjt= { JARUSEE ”}.
0 , sonst

Gesucht wird nach Spalten der Term-Dokumente-Matrix, die ,am Besten$ fiierein-
stimmt. 0

(2.28) Definition

SeiV einK-VR,W C V.
W heil3t(K)-UNTERVEKTORRAUM (UVR) vonV, geschriebelV <V, falls gilt:

(1) W ist Untergruppe voriV, +)

(2) a-weW firalleac K,weW O

(2.29) Bemerkung

SeiV einK-VR, W CV. Dann gilt:
W<V <—
(UV1) W#£0
(UV2) w+w eW firallew,w e W
(W ist abgeschlossen bzgt)
(UV3) a-weW furalleae K,weW
(W ist abgeschlossen bzgl. der skalaren Multiplikation)

Beweis

,=" Klar.
,<="1 Zu zeigenW ist Untergruppe vorV, +).
Wegen (UV2) ist : W xW — W, (w,w) — w+Ww eine Verknipfung aulV. Diese ist asso-

.. Addition inV
ziativ.

Seiw € W (existiert nach (UV1)).

= —w=(—1)-weW ((UV3),[(2.26)c))

= 0=—-w+weW (nach (UV2))

= W ist Untergruppe vortV, +). O
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(2.30) Beispiele
(a) SeiV einK-VR.
= {0} <V,V V.

n
(b) SeiW :={(ay,...,an) € KY"| 5 g =0},
iZ1
=W < K" (verwende(2.29)).
(c) C°(R) <C(R) < RE (verwend€2.29).

(d) V = R? (EUKLIDISCHE EBENE)
Geraden durclf8) sind UVR vonV.
Geraden, die nicht durcf§) gehen, sind keine UVR:
(3) liegt in jedem UVR (trivialer UVR).
Eine Gerade durcff) hat die Gleichuny = a-x fur eina € R.

Sie ist also gleicH (%) | x€ R} < R2.

(e) SeiV K-VR, Wi, W, < V.
=W +Wo <V (= {wy+wW2 | Wi € W}, Konvention(2.8)), auBerdem gilthp "\Wo <V. O

(2.31) Definition

SeiV einK-VR.

(a) Sei(vy,...,Vvn) einn-Tupel von Vektoren aug, d.h.v; eV, 1<i <n.

n
EineLINEARKOMBINATION (LK) von (v1,...,vy) istein ElemenveV der Fornv= S av;
i=1
mit g; € K.
(b) Seid+#M CV. Wir setzen:
<M >:={veV |es existierew,...,v, € M, so das¥ eine LK von(vs,...,V,) ist}
Menge aller Linearkombinationen vorTupeln ausv (n beliebig).

IstM = 0, dann setzen wik M >:= {0} (NULLVEKTORRAUM).

< M > heil3t daErRzEUGNISVONM in V. O
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(2.32) Satz
SeiV einK-VR undM C V. Dann gilt:
@ <M><V

(b) IstW <V mitM CW, dannist< M ><W.
(< M > ist der kleinste UVR voiv, derM enthalt.)

Beweis
(a) Wir tberprufen (UV1)-(UV3):
O.B.d.A. seiM #£ 0 (sonst ist (a) klar).
(UV1) M#0=0€<M > (als LK von(v1),v1 € M)
(UV2) Seierw,W €< M >, etwaw = iEla,-vi,V\/ = iﬁla;\/i mit &, a € K,vi,Vi € M.

m n
=W+W =Y avi+ Y &V istLK von (vq,...,Vm,Vj,...,Vp).
i=1 i=1

(UV3) Seiwe< M >, acK.

m
w= Y aVv mitg € K,vi € M.
i=1

m
=a-w= 3 (a-a&)-VvistLKvon (vi,...,Vm).
i=1

(b) Seiw <V mitM CW.
IstM =0, dann ist< M >= {0} <W. (wahr)

m
SeialsoM # 0undw= 3 aVvie<M > mitg € K,v; € M.
i=1

= vecWflrallel<i<m.
MCW

m
(UV3),(UVv2) izj_aI <

=><M><W, O

(2.33) Beispiele

1 -1
@V=R3v=| -1 |, w=[ -1
0 2
3 0
=V —2-Vp = 1 ] istLKvon (vi,vo) undvi+2-vo = | —2 | istLK von (vi,v7).
_4 2
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a1 3
< A{vi, o} >= & ||lacR,ya=0; <R3
ag iZ1

(b) SeiA= (a&j) € K™" mit Zeilenz,...,zn € K" und Spalters,, ..., s, € K™,

X1
Sindxy, ..., %, € K, dann istA- : eine LK von(sy,...,S), namlich:
Xn
X1 n
Al = Y XS
i=1
Xn

Sindys,...,ym € K, dannist(ys,...,ym) - Aeine LK von(z,...,z,), ndmlich:
m

(Y1,---,Ym)-A= _Zl)/iZi-
=

<{z,...,zm} >< KX heiRt derZEILENRAUM VonA.
<{s1,...,5} >< KMheildt derSPALTENRAUM von A.

-1 01
A 0 12 4x3
ZB.:A= s 45 |€R
1 -2 3
1 -1 0 1 -2
0 1 2 —2
(1)A-<01)1- 3 | 1O 4 |- 5= 3
1 —2 3 -2
2) (1,1,1,1)-A=1-(—1,0,1)+1-(0,1,2)+1-(3,4,5)+1- (1,-2,3) = (3,3,11)

(c) K=R,V = CM(R),V]_ =idg,Vv2 = sin.
<{vy,vo} >={a-idg +b-sin|a,be R}
a-idg +b-sin:R — R,x— a-Xx+b-sin(x)

(2.34) ! Definition
SeienV,W K-VR, ¢ :V —W.
(1) ¢ heil3tLINEARE ABBILDUNG (K-HOMOMORPHIMUSY), falls gilt:

@ o( v+V )=0¢(v)+¢(V)farallev,V eV.
S~~~ ———
Addition aufV Addition aufw
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(b) d(a-v)=a-d(v) firalleac K,veV.
Homk (V,W) :={W:V — W | Y linear}.

(2) FUrW =V und¢ linear heil3th ein ENDOMORPHISMUS
End (V) :=Homk (V,V).

(3) Sei¢ linear. Dann heil¥% ein (vgl.[(2.4)):
e MONOMORPHISMUS falls ¢ injektivist

e EPIMORPHISMUS falls ¢ surjektivist
e ISOMORPHISMUS falls ¢ bijektivist

V undW heiRenisoMORPH geschriebel =W, falls ein Isomorphismug : V — W exis-
tiert. OJ
(2.35) Beispiele
(@) K=R,V =R3W=R2

a
d1:V—W,| b H(g)istlinear.
c
a l+a
d2:V—-W,| b |—>( b )istnichtlinear.
c

a
d3:V W, ( b ) — ( t;az > ist nicht linear.

c
(b) ¢ : KM K™M A Aljst ein Isomorphimus.

(c) K=R,V=REreR
&:V—=R,f— f(r)istR-linear AUSWERTUNGSHOMOMORPHISMU}

&(f+9): (f+g)(r)="F(r)+9(r) =&(f)+&(9), &(@ f):(a-f)(r)=a-f(r) =a-&(f)
furalle f,ge R® ac R.

(d) ! SeiAe K™N,
da: K" — KM da(X) :=A-xist linear (vgl/(2.21).

(e) K=R,V =C®(R).
¢:V —W, f— f’ (Ableitung) ist linear (Ableitungregel). O
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(2.36) Definition

SeiV,W K-VR, ¢ € Homk (V,W).

(a) Kern(¢) :={veV |d(v) =0}, derKERNVON §.
(b) Bild(¢) :={$(v) | veV}, dasBILD von .

Kern(¢) CV,Bild(¢) CW.

(2.37) Bemerkung

(a) Kern(¢p) <V

(b) Bild(¢) <W

(c) ¢ injektiv < Kern(¢) = {0}
(d) ¢ surjektive Bild(¢p) =W

(e) SeiveV undw=¢(v).
= o w) = v+ Kern(¢)
——

—_——
eine Faser vop zuw  Konvention(2.8):{v+V/|vV eKern($)}

Beweis

(@) (UV1) ¢(0)=¢(0-v)=0-¢(v) =0=0€c Kern(p).
(UV2) Seienv,V € Kern(¢). = ¢(v+V) =d(V) +¢(V)=0+0=0=v+V € Kern(d).
(UV3) Seienac K,ve Kern(¢). = ¢(a-v)=a-(v)=a-0=0=-a-ve Kern().

Aus|(2.29)folgt: Kern(¢) <V.
(b) (UV1) 0=¢(0) = 0€< Bild(¢).

(UV2) Seienw,w € Bild(¢), etwaw = ¢(v) undw = ¢(V) firv,v e V.
=wW+W =0(V)+¢(V)=0¢(v+V)=w+w € Bild().
(UV3) Seienac K,we Bild($), etwaw = ¢(v) flr einve V.

=a-w=a-¢(v)=¢(a-v) cBild().
Aus|(2.29)folgt: Bild(¢p) <W.

(c) ,=": Seive Kern(¢). = ¢(v) = 0= ¢(0) = v=0, da¢ injektiv.
,<": SeiKern(¢) = {0} und seien,vV' € V mit ¢(v) = ¢(V).
=0=0¢(V)—¢(V)=0(v—V)=v-V eKermn(p) = {0} = v=V.

(d) Klar.
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& 2 Vektorrdume

(e) Zu zeigend 1({w}) = v+Kern(¢) (mitve V).
,2" Seiu=v+V mitV e Kern(¢).
=>0U)=0(V)+¢(V)=w+0=w
= ue o t({w}).
,C" Seiue ¢L({w}). Zu zeigenu = v+V mit einemv’ € Kern(¢).
SetzeV =u—v.=¢(V)=¢(u—v)=¢(u) —dp(v) =w—w=0
=V eKern(¢), d.h.u=v+V € v+Kern(p). O

(2.38) Beispiele

(@ K=R,V=C*(R)
o:V-V, T f
¢ ist surjektiv (Hauptsatz der Infinitesimalrechnung).
Kern(¢) = {f € C*(R) | f ist konstan} = R.

(b) ! SeiA e K™ b e K™ Dann gilt:

(1) Kern(pa) = {c € K" | A-c = 0} ist die Losungsmenge des homogenen LAS- 0.

(2) Seic e K" die Lésung des LGBx = b. Dann ist die Lésungsmenge dieses LGS gleich
c+Kern(da) (vgl.[(1.31)c)(2)).

(3) LOSBARKEITSKRITERIUM: Die folgenden Aussagen sind aquivalent:
(i) Ax=Dbistl6sbar
(i) be Bild(da)
(i) b e Spaltenraum vor
(iv) Spaltenraum vol = Spaltenraum voiiA, b)

Beweis
(a) s. Analysis

(b) (1) Klar.
(2) Die Losungsmenge des LG& = bist:
{< €K"| pa(C) = b} = ({b}) = c+Kern(dpa) (nach(2.37e)).
(3) Seiensy,..., sy € K™die Spalten vor.
(i) = (ii): Trivial nach Definition vonpa.
(i) = (iii): be Bild(¢pa) = es existiert € K" mit Ac=h.
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2 Vektorrdume und lineare Abbildungen

G
n
Seic= : mitcie K. = A.c= Y ¢s, d.h.b e Spaltenraum vor.
c (2.33)(b) i=1
n

(iii) = (iv): bist LK von (sy,...,S) = Jede LK von(sy,...,s,) (d.h. der Spalten von
(A,b)) ist auch LK von(sy,...,S)). = Behauptung.

(iv) = (i): b € Spaltenraum voifA, b) = Spaltenraum vor
n
= es existieremy,...,che Kmitb= 5 cib
i=1
C1

= A : = Db, d.h. das LGS ist I6sbar. O
(2.33)(b) .
n

§ 3 Basis und Dimension

SeiK ein KorperV einK-VR.

(2.39) ! Definition
(@) Ein n-Tupel (v1,...,vy) mit v € V heiBtLINEAR ABHANGIG (l.a.), wennay,...,a, € K
n
existieren mit(ay, ..., an) # 0 € K" und S av; =0.
i=1
Andernfalls heif3fv1,...,vn) LINEAR UNABHANGIG (l.U.).

(b) M CV heiBRtLINEAR ABHANGIG (l.a.), wenn ein l.an-Tupel(vy, ..., Vn) existiert mitv; # v;
furi# jundvie M, 1<i<m.

Andernfalls hei3M LINEAR UNABHANGIG (l.u.).
Konvention:Insbesondere isiC V [.u. O

Schreibweise

n
<V, ..,V > =< A{v,...,Vp} >= S &V mita € K. O
i=1

(2.40) Bemerkung
Seivy,...,va €V und seiM’ CM C V.
(@ (1) 0OeM = Mistla.
(2) M={v} mitv#0= Mist l.u.
(3) M'l.a.= M l.a.
(4) M Lu.= M’ lu.
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§ 3 Basis und Dimension

(b) ! (v1,...,Vn) istl.u. genau dann, wenn gilt:
n
Sinday,...,ape Kmit § avi =0,dannistyy =ax=... =a, =0.
i=1
[Der Nullvektor lasst sich also nur auf die triviale Weise ays. ., vy linear kombinieren.]

(c) Die folgenden Aussagen sind &quivalent:

(1) (v1,...,vn) la.
(2) Es existiertig, 1 <ip <nmit Vi, €< Vy,...,Vig—1,Vig+1,---,Vn >.

(3) Esexistierig, 1 <ig<nmit <vi,...,Vq > =<V1,...,Vig—1,Vig+1s---,Vn >.

Beweis

(@) (1) Das1-Tupel(0) ist l.a.
(2) Folgt aus(2.26)e).
(3) EnthaltM’ ein l.a.n-Tupel von paarweise verschiedenen Vektoren, dann Buch
(4) Ist die Umkehrung von (3).

(b) Ist die Negation von(vi,...,V,) ist L.a.”.

n
(©) ()= (2): (v1,...,Vn) lLa.= es existierty,...,a, € Kmit (ag,...,a,) #0und ¥ av; =0.
— i=1
Seiip so, dass;, = 0ist.
n
= Vi, = — '21 8t @i Vi E< VI, Vig-1, Vil - -,V >
il7zio
(2) = (3):Vip €< V1,...,Vig—1,Vig+1, - - -, Vn >, dann gilt:
<Vi1,...,Vn >=<V1,...,Vip—1,Vig+1,---,Vn >.

()= (1):Vip €< V1,...,Vn >=<V1,...,Vig—1,Vig+1,-- -, Vn >

n n
= es existiery, ..., 8j;—1,8,+1,..-,an €K mit 3 avi =vi,, d.h. 3 avi =0mitg, = —1.
i=1 i=1
ii0

(aq,...,8ip-1,— L 8ig+1,...,an) # 0= (v1,...,Vn) ist La. O
(2.41) Definition
A € K™N hat SPALTENSTUFENFORM wennA! Zeilenstufenform hat. O
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2 Vektorrdume und lineare Abbildungen

(2.42) Beispiele
(@ V=0

 ((3):(3)) st demn
soorm s amitan () s (3) - (8) a0
(23)(%)-(3)

( % 2) - ( é _:23) hat Zeilenstufenform.

= Das homogene LGS mit Matrié ; 2 ) hat nur die triviale Losung.

a=a=0.

1 3 5 . _
(2) (< 5 ) , ( 4 ) ,( 6 )) ist l.a., denn:
(1 L 3y (5)Y_(0O
2 4 6/ \O
(b) ! SeiA € K™" eine Matrix in Zeilenstufenform und seieq ...,z die von0 verschiedenen
Zeilen vonA. Dannist(zy,...,z) l.u.

Analog:Die von0 verschiedenen Spalten einer Matrix in Spaltenstufenform sind I.u.
InsbesondereDie Zeilen und Spalten vol, sind I.u.

Beweis:Seiz = (a1,...,an), 1 <i <r.

Furl <i <r seig j der erste vo verschiedene Eintrag in. = j1 < jo < ... < jr.

r
Seienay,...,ay e Kmit ¥ gz =0.
i=1

=ai-agj, =0, d.h.aj,ji =0flri =1
=a;=0,daaj, #0

r
= Y az=0

=2
=g = 0furalle2 <i <r (per Induktion)

Die zweite Aussage folgt aus der ersten durch Transponieren.

(c) V=C”(R),K=R = (sincos ist|.u.
Beweis:Seiena,b € R mit a-sin+b-cos= 0.
= 0=a-sin(0) +b-cog0) =bund0=a-sin(5)+b-cogJ) = a. O
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§ 3 Basis und Dimension

(2.43) Definition

SeiM CV,vq,...,vh € V.

(2) M heil3tERZEUGENDENSYSTEMVONV, wennV =< M > ist.

(b) V heiRtENDLICH ERZEUGT (e.e.), wenrV ein endliches Erzeugendensystem besitzt.

(c) ' M heiRtBAsisvonV, wennM ein |.u. Erzeugendensystem ist.

(V1,...,Vn) heiBtGEORDNETEBASIS vonV, wennv; # v; fiir i # j und wenn{vy,...,vn}
eine Basis ist. O

(2.44) Beispiele

(a) Oist Basis von{0}. (Konvention)

O -

(b) V=KM Firl<i<mseig := « Positioni.

0
= (ey,...,en) ist geordnete Basis vay, die STANDARDBASIS.

() V=K™MN Furl<i<m,1<j<nseikE ;€ K™"die Matrix mit Eintragi an Position(i, j) und Nullen sonst,
z.B.:

1 00 010 0 0 1 0 0O 0 0O 0 0O
0 o0oo0/’\OOO/)’\'OOO/)’\'1 00/)’\01O0)’\0 01

= (BE11,..-,E1n,E21,...,E2n,E31,...,Emn) ist eine geordnete Basis védi™". O

(2.45) ! Satz (Charakterisierung von Basen)
FurM CV sind folgende Aussagen aquivalent:
(1) M ist Basis vorV.

(2) M ist eine maximale l.u. Teilmenge véh
(D.h.:Miist Lu. und istM & M’ CV, dann istM’ l.a.)

(3) M ist ein minimales Erzeugendensystem van
(D.h.:<M >=Vund< M’ >#V furalleM’ & M.)
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2 Vektorrdume und lineare Abbildungen

Beweis

(1) = (2):Mistl.u., da Basis.
SeiM' CV mitM & M undseve M, vEZ M.
veV =< M >= es existiereny,...,vp € M mitv; #v; firi # jundve<vy,...,vp >.

= <Vi,...,Vp,V>istla.
(2.40)(c)

= M’istl.a., davi,...,Vvn, v paarweise verschiedene Elemente Wrsind.
(2) = (3): zu zeigen: (ax M >=V, (b) IstM’ & M, dann ist< M’ ># V.

zu (a):Seive V,v¢ M. SetzeM” := MU {v}.

=M ; M”" <V = M"ist l.a.

= es existierewy, ..., vp € M mitv; # v; firi # jund(vy,...,vn) ist La.

n
= es existierery, ..., a, € Kmit (ag,...,a) #0und y av; =0
i=1

M:I> ve {vi,...,Vn}, Sagen wiv = vj,, und es gilta;, ;ZO.
.u.

= VE<VL,...,Vig—1,Vig+1,---,Vn >C< M >.

zu (b):SeiM’ G M. Angenommenx M’ >=V.

= M’ ist Basis vorV (vgl./(2.40(a)(4))

= Mistla. (1)= (2)) 4%

(3) = (1): zu zeigenM ist l.u. AngenommenM ist l.a.

= es existierewy,...,vop € M mity; # v; flri # jund(vy,...,vn) ist La.

(24:0>)(C) es existierig, 1 <igp < nmit Vi, €< Vq,...,Vig—1,Vig+1;- - - Vn >.

SetzeM’ :={ve M |V#V,}.
=M SMund<M >=<M>.%

(2.46) Bemerkung

Sei(vy,...,Vn) eine geordnete Basis vah Dann gilt:
n
Zu jedemv € V existieren eindeutig bestimmte Koeffizientn...,a,c Kmitv= 3 av;.
i=1

Beweis

ExistenzKlar wegenVv =< vi,...,Vy >.
n n

Eindeutigkeit:Sei 5 avi=v= Y aVvi.

R i=1

n
=0= 7y (&—&)-v =  g-—a=0firallel<i<n,
=1 .u.

(2.47) Satz

Sei(v1,...,Vm) eine geordnete Basis véhund seierws, ..., w, € V. Dann gilt:
n>m= (Wig,...,Wy) ist l.a.
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§ 3 Basis und Dimension

Beweis
m

Furl < j<nseiengj € K, 1 <i < mdefiniert durchwj = 3 a;jvi (vgl.(2.46).
i=1

SeiA= (a”)lgigm e Kmxn,

1<j<n
C1
Sei| : = 0 eine LOsung des homogenen LBS= 0O (existiert wegem > mnach(1.29).
Cn
n n m m n
= 3 CWj= 3 Cj- J &ajVi= 3 > Ciaij Vi =0
=1 =1 i=1 i=1 =1
N———
C1
=0 fur allei wegenA- ( : ) =0
Cn
= (W1,...,Wy) ist L.u. O
(2.48) ! Satz

SeiV endlich erzeugt. Dann gilt:

(a) V besitzt eine endliche Basis.
(b) SindM1, M3 Basen vorV, dann sindM1 und My endlich und es gilt} M1 |=| M2 |.

(c) (BASISERGANZUNGSSATZ SeiM’ C V |.u. Dann existiert BasiM vonV mit M’ C M.

Beweis

(a) IstV = {0}, dann okay.
SeiV # {0} undn € N minimal, so dass;, ..., V, existieren mitvV =< vy, ..., vy >.
= {Vvi1,...,Vn} ist ein minimales Erzeugendensystem.

= {v1,...,Vn} ist Basis.
(2.45)

(b) Sei(vy,...,vn) geordnete Basis vow (existiert nach (a)) und seiem, ..., Wy € M1, SO dass
(W, ...,Wnp) Lu. ist.

|:> m < n. Insbesondere i$¥; endlich und M1 |<n.
.U.

= n<|Mj|, also| M1 |=n. (Analog firM,.)
(2.47)

(c) V besitze eine Basis mit genalElementen. Sevl C V mit maximaler Elementanzahl unter
allen MengerM” CV mit M’ € M” undM” ist l.u. (nach(2.47)hat jedes solch®l” maximal
n Elemente).
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2 Vektorrdume und lineare Abbildungen

= M ist maximale l.u. Teilmenge vov.

= M ist Basis. O
(2.45)(2)

(2.49) ! Definition
SeiV endlich erzeugtM eine Basis volV.
dim(V) :=dimg (V) :=| M | hei3t dieDIMENSION vonV.
(Anzahl der Elemente einer Basis Vi) O
(2.50) Beispiele
(@) dim(K") =n
(b) dim(K™") =m-n
1 3 1 3

(c) {( 5 ) , ( A )} C Q2 ist Basis von?, denndimg (Q?) = 2 und (( 5 ) , ( A )) ist
l.u. nach(2.42)a).

= {( % ) , ( 2 )} ist maximale l.u. Teilmenge. O

IstV nicht endlich erzeugt, dann setzen wimg (V) := oo.
Im Folgenden;endlich erzeugt” gleichwertig mit ,endlich dimensional®.

(2.51) Korollar (zu (2.48))

Seidimk (V) =n,v1,...,Vn,Vhe1 € V. Dann gilt:

(@) (va,..-,Vn) Lu.= (vq,...,Vy) ist geordnete Basis.
(b) V=<wvy,...,vq >= (V1,...,Vy) ist geordnete Basis.

(€) (v1,...,Vn+1) L&

Beweis
(a) Folgt aug(2.48)c),(b).
(b) Folgt aus(2.48)(b) und(2.45)3).

(c) Folgt aug(2.481a),(b) und(2.47) O
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§ 3 Basis und Dimension

(2.52) Korollar (zu (2.48))

SeienV undW e.e.K-VR. Dann gilt:
VZ=W<se dimK(V) = dimK(W).

Beweis

,="Sei¢ :V — W ein Isomorphismus und séfy, ..., Vvn) eine geordnete Basis véh
= (¢(v1),...,0(vn)) ist geordnete Basis VON.
= dimk (V) = dimg (W).
,<=": Sei(vy,...,Vn) eine geordnete Basis véh Definierek : V — K" durch:
a1 m
Vi K(V) = : e K", fallsv= 3 av; (vgl.[(2.46).
an i=1
Leicht zu seherx ist K-linear und bijektiv, d.hk ist ein Isomorphismus=V = K",
Analog:W = K" (dadimk (W) = dimk (V) = n).
=V=W. [

Ab jetzt: ,Basis” bei e.eK-VR heil3t immer ,geordnete Basis".

(2.53) Satz

SeiV e.d.K-VR undU & V. Dann gilt:
dimg (U) < dimg (V).

Beweis

Seienuy,...,un € U mit mmaximal, so dasfus,...,um) l.u. ist (fallsU # {0}).
Seiue U. = (ug,...,um,u) ist La.

= UE<UL,...,Un>
(2.40)(c)

=U =<uy,...,Un>,d.h.(ug,...,uy) ist Basis vorJ.
Istdimk (V) = u, dann istm < n (nach(2.47).

Warem=n,dannwaré/ = < U,...,Un>=U.% O
(2.51)(a)

(2.54) Beispiel (Version der komplexen Zahlen)

. 10 0 -1
2x2 . .
SeiV =R ,E._Ez_(o 1)€V,I._<1 O)EV,C—<E,I>§V.

(E,1) l.u.= (E,l) R-Basis vonC.
Insbesondere hat jed€s= C eine eindeutige Darstellung als=x-E+y-1 mitx,y € R.
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2 Vektorrdume und lineare Abbildungen

) -1 0
2 _ - _
Es istl _< 0 1)_ E.

= C ist kommutativer Ring mit neutralem Elemdatbzgl. - (ein Teilring vonR?*?).
IsStC=x-E+y-1#0(d.h.x°+y?#£0), dannisC- 1 - (x-E+y-1) =E, d.h.Cistinvertierbar.

= C ist Korper, der Korper der komplexen Zahlen.
{x-E |xe€ R} istein zuR isomorpher Teilkbrper vof. O

(2.55) Definition (elementare Matrizen)

Firm e N definieren wir Matrizen au™=":

(1) Fir1 <i < j<mseiT; die Matrix, die ausEy, durch Vertauschen der Zeileénund j

entsteht.

(2) Furl<i<j<mundceK seiA j(c) :=Em+c-Ej (vgl.(2.44]c)).

= OO
(ol o)
o O

ZB.n=3Ti3= (

(3) Fur0#ceKund1<i< j<mseiMi(c) :=En+(c—1)-E;. O

(2.56) Bemerkung

SeiA e K™,

(@) Tij, Aij(c) undMi(c) € K™ sind invertierbar.

(b) EntstehtA” ausa durch eine elementare Zeilentransformation (¥§121) vom Typ (1)t; ;
oder (2)a; j(c) oder (3)mi(c), dann gilt in den jeweiligen Féllen: (W =T, ;- A, (2) A =
Aij(c)-A (3)A =Mj(c)-A.

(c) Analog werden elementare SpaltentransformationenAvdarch Multiplikation von rechts
mit elementaren Matrizen ak€™*™ definiert.

(d) EntstehB ausA durch eine Folge elementarer Zeilen- und Spaltenoperationen, dann existiert
S€ GLy(K) undT € GLy(K) mitB=S-A-T.

Beweis
@ T =T A=A j(—c), Mi()~t = Mi(c™)

(b) Folgt sofort z.B. au$2.33)(b).
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§ 3 Basis und Dimension

(c) A” entstehe aua durch elementare Spaltentransformationen.

= A’ = (A)!, wobeiA’ eine Matrix ist, die aug! durch eine elementare Zeilentransforma-
tion entstanden ist.
= A"=(E-AY = (AYL.E! = A-E!, wobeiE eine elementare Matrix ist. ME ist E' auch

(b)
elementar.

(d) Nach (b) und (c) isB=S-S1---S1-A-T1- To---Tj mit elementaren Matrize8, T, S €
GLm(K) undT;j € GLn(K). Weil GLm(K) undGLnp(K) Gruppen sind, sin®:= S-S-1-S

undT :=T1-Tp--- T invertierbarundB=S-A-T. l
Beispiel

1 00 1 -1 2 3 1 -1 2 3

-2 10 2 22 2|=(0 4 -2 -4

0 01 3 100 3 1 0 O

100 1 -1 2 3 1 -1 2 3

010 O 4 -2 -4 |=10 4 -2 -4

-3 01 3 1 0 o0 0O 4 -6 -9

100 1 -1 2 3 1 -1 2 3

-2 10 2 22 2|=(0 4 -2 -4 O
-3 01 3 100 0O 4 -6 -9

(2.57) Bemerkung
SeiAc K™ Se GLy(K), T € GLy(K).
(@) ¢s: K™ — K™ vi— S.-vund
Py KN - KN v v. T sindK-VR-Isomorphismen (also linear und bijektiv).
(b) Zeilenraum vorA = Zeilenraum vorss- A und Spaltenraum voA = Spaltenraum voi- T.

(c) Zeilenraum vorA = Zeilenraum vorA- T und Spaltenraum voA = Spaltenraum vois- A.

Beweis

(@) ¢s, Y7 sindK-linear, sie sind bijektiv mit Umkehrabbildurfgg-1 bzw. P11 (siehe(1.21)).

(b) Zeilenraum vorA = Zeilenraum vorS 1. (S-A) C ZeilenraumvorS-A C  Zei-
(2.33)(b) (2.33)(b)

N

lenraum vonrA.

2. Aussage analog durch Transponieren.
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2 Vektorrdume und lineare Abbildungen

(c) Seienz,...,zy, die Zeilen vonA.

T = ceyZm- T = ind die Zeil mA-T.
L Wr(z),...,2m W (zm) sind die Zeilen vo

Py KX — KN st Isomorphimus.

= Y7 |u:U — Pr(U), ur— Pr(u) = u- T ist Isomorphismus fir alle) < K",
U=<2z,...,Zn>= Zeilenraum vorA.

=Pt U) =<Yr(z2),...,W7(2zm) >= Zeilenraum vorA- T

= Behauptung

2. Ausssage analog. O

(2.58) Definition und Bemerkung
SeiA e K™,

(a) A kann durch elementare Zeilen- und Spaltentransformationen in eine Matrix der Form

( %r 8 ) € K™ mit 0 < r < min{m,n} tbergefiihrt werden.

E | O

(b) Esexistiererse GLy(K) undT € GLy(K) undS-A-T = ( 0o

) mit 0 <r < min{m,n}.

(c) dimk(Zeilenraum vorA) = dimg (Spaltenraum voi) =r mit 0 < r < min{m,n}.

(d) rangA) := dimk (Zeilenraum vorA) heildtder RANG von A.

Beweis

(a) Durch elementare Zeilentransformationen folgt Zeilenstufenform wie folgt:

1 x e * 1 x e *
Vertauschen ) Ausraumen
— . —
von Zeilen | von Zeilen
0 0 1 x =x O - 0 1 % - x
0 0 0

(b) Folgt aus (a) ung2.56)a).
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§ 3 Basis und Dimension

(c) Aus (b) und(2.57]c) folgt:

dimg (Zeilenraum vorA) = dimk (Spaltenraum vos- A) = dimk (Zeilenraum von(S- A) -

T) = r = dimg(Spaltenraum voi). O
(2.42)(b) genauso

(2.59) Bemerkung (Charakterisierung von ,Rang®)

SeiA € K™, Dann gilt:

rang A) = Maximalzahl l.u. Zeilen vorA = Maximalzahl I.u. Spalten voA

[,Maximalzahl l.u. Zeilen vorA" heil3t: gré3tes € No, so dass,,...,z, € {z1,...,Zn} exis-
tieren, so das&z,, ..., z,) l.u. ist. Hierbei ist{z, .. .,zn} die Menge der Zeilen voA.|

Beweis

Notation von oben.

=< Z,...,%4, >=<121,...,Zm >= Zeilenraum vorA

= r = dimk (Zeilenraum vorA) = rang A)

Analog fir Spaltenraum. O

(2.60) Beispiel

SeiA e K™,
Bringe A durch elementare Spalteansformationen auf Spaltenstufenfofin(vgl.[(2.41).
0 0
O 0 0
A=| = O
: " 0
* o .. * |:|

Seiens,,...,s die von0 verschiedenen Spalten véh Dann gilt:
(@) rangA) =r
(b) (s},...,s) ist Basis vom Spaltenraum vax

Beweis

(a) Folgt aus (b).

b) Spaltenraum vo&A = Spaltenraum vold\ =< §,,...5 >.
(b) Sp (2.57)(b) P S-S
Nach(2.42(b) ist(s],...s ) l.u., also eine Basis.
Analoge Aussage gilt fur den Zeilenraum. O
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2 Vektorrdume und lineare Abbildungen

(2.61) Beispiel

1 4 1
1 3 2 4 . :
V=< 1 1] 211 3 >< R". Gesucht: Basis voy.
1 1 4
141 1 00 1 00
1 32 . 1 -11 . 1 -10
12 2 1 -2 2 1 -2 0
114 1 -3 3 1 -3 0
= dimrV = 2.
1 0
1 -1 , :
= 1 || -o Ist Basis vorV.
1 -3
O
(2.62) Satz
SeiV einm-dimensionaleK-VR mit Basis(vy, . ..,Vm). Seik : V. — K™ der Isomorphismus aus
ag m
dem Beweis voii2.52)(k(v) := : e KM fallsv=y av).
i=1
am

Seienwy,...,W, € V.
Gesucht: Basis vor W1, ...,Wy >=:W < V.

Methode: Berechne eine Bagis, ..., Ur) von K(W) < KM
N——
=<K(W1),....K(Wn)>

= (k(uy),...,kL(uy)) ist Basis vorw.

Beweis

K lw: W — K(W), w— K(w) ist ein Isomorphismus, der die Basen ubertragt. O

(2.63) ! Beispiel

V =R3<2, Basis:(E11,E12,E21,E22,E31,Ez2) (vgl.[(2.44)c)).

1 2 0O 1 -1 0 01
W1 = 0 2 |, wp= -1 0 |,w3= -1 0 |,ws= 00
3 2 0 -1 -1 0 00
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§ 3 Basis und Dimension

1 0 -1 0 1 0 00 10 0 0 10 00
2 1 01 2 1 2 1 21 0 0 21 00
0 -1 -1 0 . 0 -1 -1 0 . 00 -1 -1 . 00 -10
2 0 00 2 0 2 0 2 0 0 2 2 0 0 2
3 0 -1 0 3 0 2 0 30 0 2 30 0 2
2 -1 00 2 -1 2 0 2 0 -1 2 2 0 -1 3
1 2 01 0 0 00
o2 (oo, [ -1 o], [o02
=((22)(53) (2 2)(22))
ist Basis vonW =< wq, Wy, W3, Wy >< R3*2, O
(2.64) Satz

SeiA e K™"undLg < K" die Lésungsmenge des homogenen L&BS-= 0. Dann gilt:
dimkg Lo =n—rangA).
Beweis

A sei ausA durch eine Folge elementarer Zeilentransformationen entstandefl hatl Zeilen-
stufenform.
= Lo ist die Losungsmenge des homogenen L&GS= 0 (vgl. (1.23).
Weiter gilt:rangA) = rang(A').
gittrangA) = rang(A)
rang A’) = Anzahl der Zeilen vo®, die # 0 sind= Anzahl der abhangigen Variablen.

Aus|(1.27)folgt: dimk Lo (2:60) Anzahl der freien Variablea- n—rang(A’) =n—rang(A) O

(2.65) Satz

SeiA € K™" mit Spaltensy, ...,s, € K" und Zeilenzy, . .., z, € K", Dann sind folgende Aus-
sagen aquivalent:

(a) Alinvertierbar.

(b) Es existierB € K™" mit A-B = E.

(c) Es existiertC € K™"mitC-A=E,.

(d) Das homogene LG8x = 0 hat nur die triviale L6sung.
(e) Furjedesh € K" hat das LGS genau eine Losung.

(f) rangA) =n

Q) (z1,...,2zn) lu.

(h) (s1,---,%) l.u.
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2 Vektorrdume und lineare Abbildungen

Beweis

(9) = (f) = (h): Nach(2.59)
(a) = (c): v (Definition der Invertierbarkeit)
()= (d): Seice K"mitAc=0.=0=C-(A-c)=(C-A)-c=Ey-c=c.
(d) = (f): Der Losungsraunhy des homogenen LGS&x = 0 hat die Dimensiom.
= rangA) =n.
(2.64)
(f) = (e rangA) =n (2.5;?2.47) rangA,b) =n.
(A,b) € K™("+1): erweiterte Matrix des LGBx= b. = Spaltenraum voA = Spaltenraum von

(A,b) = Das LGSAx= bist|osbar.
(2.38)(3)

Aus|(2.38)undLg (2:64) {0} folgt: Ax= b hat genau eine Lésung.

(€)= (h): Seieney,...,e, € K" die Spalten vorip,.

Seib; € K" die Losung vorAx=¢g,1<i<n,d.h.A-bj=¢,1<i<n.

SeiB= (by,...by) € K" = A.B=(A-by,...,A-by) = (ey,...€,) = En.

(b)= (e) A-B=E,= Bl-Al =,

= rang A') = n (Zeilenraum vorE, = Zeilenraum vorB! - Al = Zeilenraum vorA!)

— es existierD € K™Mmit A'-D = E,
nach dem Beweis von (8> (e) = (b)

=Bl =B -E,=B'(A.D) = (B!-A')-D=E,-D=D
= B! =D, d.h.Al invertierbar.

= Aist invertierbar. O
(2.24)

(2.66) Korollar

SeiA € GL,(K), be K"
Die Lésung vonAx = b (eindeutig lésbar nacf?.65) ist gegeben durcA—1- b,

Beweis

Istc € K" mit Ac=b, dannistt=Ey-c=(A1-A).c=A"1.(A.c)=A1.h O

(2.67) Satz (Antworten auf die Fragen am Ende von Kapitel 1, 84)
SeiA e K™ |y < K" die Losungsmenge voiix = 0.

(1) Lo ist ein UVR vonK" mit dimk (Lp) = n—rangA).

(2) Die Anzahl der abhéngigen Variablen ist gleieimg A).

(3) Seib e K", Dann gilt:
Ax= bist |6sbar< rang A) = rang A, b).
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§ 3 Basis und Dimension

(4) Seibe KMundc e K"mit Ac= b, d.h.ce L := Lésungsmenge des LGS = b. Dann gilt:
L=c+Lo.

(5) Seim= n. Dann sind aquivalent:

(a) Es existiertb € K", so dass\x= b eindeutig lésbar ist.
(b) Furjedesh € K" ist Ax= b eindeutig lésbar.

(c) Aistinvertierbar. O

(2.68) Bemerkung (Algorithmus zum Invertieren)

SeiA € K™", Dann gilt:
A invertierbar< (A | Ep) € K™2" kann durch elementare Zeilkeansformationen ir(Ey, | B)
Ubergefuhrt werden. In diesem Fall Bt= A1,

Beweis

.= Bringe A durch elementare Zeilentransformationen auf Zeilenstufenfgrm
Ainvertierbar = n=rangA) = n=rangA)
(2.65) (2.65)

O % --- =«
[ *
=A = . (keine freien Variablen)
0 0
,<=": Nach(2.56)existiert S mit(E, | B) = S(A| En) = (SA| S) = SA=E,undS=B
= Ainvertierbar unds=A"1. O

(2.65)

(2.69) Beispiel

1111
1100 y
A=l 101 0|€Q™

1001
111 1/1 00 0 1 1 1 1/ 1000
11000100| |0 0-1-1-1100]_
10100010 0 -1 0-1/-1010
100 100 0 1 0 -1 -1 0/-100 1
1 1 1 1/ 1000 1 1 1 1/ 10 00
0 -1 0 -1/-101 0 0 -1 0-1/-10 10
0 -1 -1 o-1001| (0 o0-1 1/ 00 -1 1|~
0 0 -1 -1/-1 100 0 0-1-1/-11 00
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2 Vektorrdume und lineare Abbildungen

111 11 0 0 O 111 11 0 0 O
010 112 0 -1 O 010 11 0 -1 O
001-100 1-1] foo01-1{0 0 1-1]|"
1 1 _1 1
000 -2/21 1-1 000 153 -5 -5 3
100 10 0o o0 1 1000—%%%%
010 11 0 -1 O 0100??—?—?
001—1001—1H001o§_?g_?
0001%;%—%% 0001 53 -3 -3 3
111 1\ -z 1 7 1
S S S
1100
1001 2 2 72 2
8 4 Matrizen und lineare Abbildungen
Konvention
Objekte Bezeichnungen
Matrizen AB,C,... (lat. Grol3buchstaben)
Vektorraume UuVv,w,... (lat. Grof3buchstaben)
lineare Abbildungen a, 3, ...,¢, 4y, ... (griech. Kleinbuchstaben)
geordnete Basen 4,3B,C, D, ... (groRRe Skriptbuchstaben)
Grundvoraussetzungen

K sei KorperK-Vektorrdume seien endlich erzeugt, Basen seien geordnet.

(2.70) Erinnerung und Definition

SeiV K-Vektorraum mit Basi®B = (vy,...,Vn).
Definiere:k g : V — K" durch

a1 N
Kg(V) := t | fallsv=3 ayv; (vgl.|(2.52).

an i=1
Kg(V) heildtder KOORDINATENVEKTOR VONV BZGL. B.
K ist ein Isomorphismu¥ — K".

(2.71) Beispiele
(@) V=KX 8= (e ...,&"), die Standardbasis von
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a1
=Kg((a,...,an)) =

an

(b)V=R2,$=((é)’<i>)

(3)-w0(3) (1) (2)-

(2.72) Definition (Abbildungsmatrix)

V, W seienK-Vektorrdaume,B Basis vonV, B = (vy,...

¢ € Homg (V,W).

Definiereajj € K, 1 <i<m, 1< j <n,durchd(vj) =

Dann heiBMZ(¢) :=

1<j<n

(2.73) Beispiel

(@0 Q—>1R2( ) (a“’).

= (e1,e) Standardbasis.

wero((5))=(1)-rerse
wo((8))-(4)rere

(b) ¢ . K3><2 N KZXS, Al—>At
B = (E11,E12,E21,E22, E31, E32)

C = (E11,E12,E13,E21, B2, E23)
1 000

= MZ(9) =

oNeoNolNoeNe
oNeh o Nel
oNoNolNol
ol NeolNoNe
OO OkFr oo
P OOOOOo

(c) SeiAe K™,
d=0a: K" KM v—A-v

§ 4 Matrizen und lineare Abbildungen

a—>b
b ) -

,Vn), C = (Wy,...,Wn) Basis vonw,

m
za”-wi.

(a|j>l<|<m e K™ die (ABBILDUNGS YMATRIX von¢ bzgl. BundC.

O
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2 Vektorrdume und lineare Abbildungen

B = (ey,...,en), C=(ey,...,em) Standardbasen
d(ej) =A-e = j-te Spalte vorAfiralle1 < j <m
= MZ(oa) =A

(d) InC*(R) seiend;, i € No, definiert durch:
po:R—R,x—1
piR—R,x—xX,ieN
SeiV =< po,..., pn > <C”(R).

(Po, - - -, Pn) ist linear unabhéngig:
n n .
Seienag,...,ap € Rmit ¥ ap; :x— ¥ ax
i=0 i=0
= ap=a; =... = an = 0(denn: Polynom# 0 hat nur endlich viele Nullstellen)

= B = (po,-..,pn) Basis von V.
Seip:V -V, f — f’ (Ableitung).

¢(pi):{o fiiri =0

i-pi_1 fori>0

010..0
002 ...0
0 0O0..0O0
:>M£(¢): N : e]R(n—§—1)><(n-i-1) O
00O n
0 0O 0

(2.74) Satz

V, W seienK-VektorraumedimgV = n, dimgkW = m, B, C seien Basen voX bzw.W. Dann
gilt fir ¢ € Homk (V,W):

(@) Ke(d(v)) = MZ(9) - kg (V) fir alleveV
(b) SeiAe MZ() undda: K" — K™ vi— A-v. Dann gilt:

e Kern(¢) = kg L(Kern(dp))
e Bild(¢) =k"1(Bild(¢a))

(c) dimkV = dimk (Kern(¢)) + dimk (Bild(¢))
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Beweis

(@) MZ(9) = (a&j)1<i<m, d-h.¢(vj)

1<j<n

n
SeiveV, etwav= 3 Cjvj.Kg(V) =
=1

=0(v) = E Ci-0(vj) =
=1 j
g 8jj Cj
=1
= Ke(d(v) =
2 amjC;
=

(b) ve Kern(¢p) < ¢(v) =0

>
=1

§ 4 Matrizen und lineare Abbildungen

n
= 2 ajWi.
i=1
C1
Cn

m

j<iiznlauwi> = _E ( %Cjan)wi =3 (g aj Cj )W

i=1 i=1 j=1
C1

=A. : =A-Kg(V).
Cn

(K¢ Isomorphismus)y K- (¢(v)) =0 ﬁ A-Kg(V) =0<Kg(V) € Kern(da)

(Kg Isomorphismus) v € kg~ L(Kern(a))

w e Bild(¢) < esgibtveV:w=¢(v) < esgibtve V : A-Ke(W) =K (P(V)) ?:; es gibt
a

VeV A-Kg(V) = Ke(W) < Ke(w) € Bild(da) < we ke(Bild(9a)).

(c) dim(Kern(¢a)) = dim(Lop), wobeilg die Losungsmenge vofix = 0 ist.

Bild(¢a) = Spaltenraum voA

= dim(Bild(¢a)) = rangA

= n-dim(Bild(¢a)) = dim(Kern(¢a)) (val.[(2.64)

(=b>) Behauptung, dag undk - Isomorphismen sind.

(2.75) Beispiel (vgl.|(2.73)(d))

Vi=<po,....,pn><REmitpi:R— R, X— X; B= < po,...,Pn >
Seip:V -V, f — f’ (Ableitung).

n . n
Seif : R—R,x— Y ax,f=75 apKkg(f)=
i=0 i=0

al

an
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2 Vektorrdume und lineare Abbildungen

010..0 .
002..01 /. 9
- 000..0 _ 2
Mz(9)-Kg(f) = : L=
000..n|\% " &n
000..0
n-1 n—1 .
= 0(f)=1= 5 (i+Da-p,x— 5 (+Da-x O

(2.76) Satz

SeienU, V, W K-Vektorraume mit Basert, B, C und seip € Homk (U,V), Y € Homk (V,W).
Dann gilt:

MZ(Wod) = ME(W)MZ(9).

Beweis
Seienq = (uy,...,Un), B = (V1,...,Vm), C = (W1,...,w;). Dann gilt:
|
MZ(W) = (&j)1<ics MitW(vj) = 3 a;wi, 1< j<m
1<j<m i=1
m
M7 (9) = (bjk)1<j<mMit §(u) = ¥ bjvj, 1<k<n
1<k<n =1
|
MA(Wod) = (Cik)1<i<i MitWod(uk) = _ZlcikWi, 1<k<n
i=

) 1<k<n
Andererseits:

m m I
Wod(u) = Y(d(uk)) =y <_Z bjij> = 3 bjWw(vj) = 3 bi (_Z aijWi)
=1 1 =1 i=1

M3

j

|
=Ck= Y ajby, 1<i<I,1<j<k O
=1

(2.77) Korollar
SeienA € KM B e K™ yndC e K™P. Dann gilt:

(AB)C = A(BC).
Beweis

Folgt aus(¢pao dp) o dc = pao (Ppgodc) mit|(2.76)und(2.73)c). O
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§ 4 Matrizen und lineare Abbildungen

(2.78) Bemerkung

SeienV, W ndimensional&-Vektorraume mit Base® bzw. C und seip € Homk (V,W). Dann
gilt:

¢ Isomorphismus= M?(q)) invertierbar.

In diesem FallMZ(¢) ™ = MS (o).

Beweis

SeiA=MZ(9) € K™". Dann gilt:
2.74)(0)

(0 Isomorphlsmu%im{/::drimw ¢ injektiv (Zﬁc) Kern(¢) = {0} (2%@) Kern(¢a) = {0}

(Zﬂb) rangA = n <= A ist invertierbar.
(2.64) (2.65)

Ist ¢ bijektiv, dann gilt:
MG HME(9) = M2 (¢ tod) =MZ(idy) = En

(:>) Aist invertierbar undh~t = MG (¢~ 1). U
2.65

(2.79) Bezeichnungen

SeienV und W endlich dimensional&-Vektorraume mit BaserB = (v,...,vy) und B’ =
(Vi,...,vp) von V bzw.C = (Wy,...,Wm) und C’ = (W, ..., W) von W. Seip € Homk (V,W). O

Frage

Wie hangerMZ(¢) undMZ (¢) zusammen? O

(2.80) Definition

Bezeichnungen wie if2.79) Dann heiBMg(idv) € K" BASISWECHSELMATRIX.
[Die Spalten vong(idv) sind die Koeffizientenvektoren de’r, 1<j<n, bzgl.fB.] O

(2.81) Bemerkung
Bezeichnungen wie if2.79) Dann gilt:
(@) MZ (idy) ist invertierbar undvZ (idy) ™t = M2 (idv ).

(b) IstT € GLn(K), dann existiert BasiB” vonV mit M2 (idy) = T.
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2 Vektorrdume und lineare Abbildungen

Beweis

(a) Folgt aug(2.78)

(b) SeiT = (tij)1<i,j<n-
Farl<j< nseiv’j’ = i_gltijVj.
SeiB” := (V{,...,V;). Dann gilt:

B” ist Basis vorV, daT invertierbar ist.
Klar: M2 (idy) = T.

(2.82) ! Satz (Basiswechselsatz)

Bezeichnungen wie if2.79) Dann gilt:

MZ () = MS (idw)MZ ()M (idy) = ME (idw) ~MZ(¢)MZ (idy ).
Beweis

Betrachte das Diagramm von Abbildungen:

B Y _c

V w

<idv > idw

V—=w

B C

Abbildung 2.1:Basiswechselsatz
Aus ¢ = idw o¢ oidy folgt die Behauptung mi2.76)und(2.81)a).

(2.83) Korollar (Basiswechselsatz fir Endomorphismen)

SeiV K-Vektorraum mit BaserB und 3’ und seip € Endk (V) = Homk (V, V).
SetzeA:= M2 (), A :=MZ (¢), T := M2 (idy). Dann gilt:
A =T 1AT.

Beweis

Folgt aug(2.82)
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§ 4 Matrizen und lineare Abbildungen

(2.84) Beispiel
=W =R?

onmias (2 §)ano=((3))=a(3)-1(20)

5 5§
Gesucht: Einfachere Beschreibung von

B = (e1,62) mite; = (é),ezz <C1))
B — (v, V) mit v — (;),\/2: ( _12).

B undB’ sind Basen voW .

/. 1 -2
:>T::M£(|dv):(2 L >

1 2
-1_ 1,
Ter(5 )

:>%-T_1AT:(_12 i)(

(o 5)

= ¢(v}) = Vi, §(V,) = —V,, d.h.¢ ist die Spiegelung an der Geraden du<cr8 ) und ( ; )
l

gl

o |
Ul
NS FN
N -
.
N
N~
Il
Ul
VR
N -
| N
|_\
~~
VRS
N B
.
N
~_

gl
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3 Determinanten

Die DETERMINANTE ist eine Abbildung

det :K™" - K
mit ,schénen” Eigenschaften, z.B.:
e detA) # 0< Ainvertierbar

e detA-B) =detA)-detB)

Zur Einfuhrung der Determinante benétigen wir einige Aussagen&per

§ 1 Das Signum einer Permutation

Seine N.

Erinnerung (vgl. (2.3))

Sy = {m: n— n| mist bijektiv},n={1,...,n}
Elemente au§, heiRenPERMUTATIONEN.
S, ist Gruppe mit o“ als Verknipfung, diesyMMETRISCHE GRUPPEaufn Ziffern.

| S [=n!
1 2 3 ... n
Schreibweisen € S, :
T

(1) m2) m(3) ... m(n)
345
ZB.firn=>5: :
4 1 3 5 2
12345 12345
= 0]
4 1 3 65 2 4 3 215 5314 2

81

=
N



3 Determinanten

(3.1) Definition

Sein > 2: T € §, heiBt TRANSPOSITION (Vertauschung), wenn gilt: es existidet~ | € n mit
1(k) =1, t(l) =kundt(i) =i fur allei # k,I.
T vertauscht die Zifferrk undl.

Wir schreiben(k I) fur t. O
1 2345
ZB.furn=>5: (2 4) =
143205
(3.2) Bemerkung
IstT € S, eine Transposition, dann ist£ 1 (= idy) undt? = 1. O
(3.3) Satz

(a) Seit € S, Transposition.

= T ist Produkt einer ungeraden Anzahl von Transpositionen benachbarter Ziffern (d.h. von
der Form(i i +1)).

(b) Seitte §,, t# 1.
= Ttist Produkt von Transpositionen benachbarter Ziffern.

Beweis

(@) Seit=(k I) mit 1 <k < | < n. Induktion Gbel —k:
|-k=1v

k> L (k )= (-1 )k I=1)(I—11)

—

2 T3

-1 % 7 2 9 B 3_1
I3 1-1 3 k B ok
Kk B k 2 -1 B

(k I —1) erfullt die Behauptung nach Induktion

= (k 1) erfullt die Behauptung nach Induktion.
(b) Wegen (a) genlgt es zu zeigen:

Ttist Produkt von Transpositioner)(

Beweise ) durch Induktion tben:

n=2(12=(12,1=(12(12 Vv

n—n+1: Seime S1.
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§ 1 Das Signum einer Permutation

1. Fall:
mn+1) =n+1.
Definierett € S, durcht(i) = (i) fur 1 <i <n.

=TT ist Produkt von Transpositionen a8g
Induktion

= Ttist Produkt der entsprechenden TranspositionerSaus
2. Fall:

(k) =n+1fureinkmit1 <k <n.

Seirt ;=T (k n+1) € Sy41.

=m(n+1)=n+1

1:F> ”T( ist Produkt von Transpositionen
. Fal

= m=T1T (k n+1) ist Produkt von Transpositionen. O

Die Darstellung vormt e S, als Produkt von Transpositionen ist i.A. nicht eindeutig
ZB.:(12(23=(45(12(23(45IinS.

(3.4) Definition
Seitte S,.

(@) Ein Paar(i, j), 1 <i < j < nheilBtFEHLSTANDSPAAR (FSP), wenn giltri(i) > 11(j).

(b) sgn(m) := (—1)I{FSP Vo] ¢ 7 heiRt dasSIGNUM VON TT O

(3.5) Beispiele

(@) m=1lhatkeine FSPs=>sgn_1 )=_1 .
€S €Z

(b) T(i i+1) (miti <n)hat genau ein FSP, namli¢hi +1).
=sgnt)=-1 [

(3.6) ! Satz

Seienrm, o € §,. Dann gilt:

sgn(Tt o) = sg(m) - sgn(o)
(Mit anderen Wortensgn :S, — {1, —1} = Z* ist ein Gruppenhomorphismus.

83



3 Determinanten

Beweis

1. Fall:
n>2undo = (i i+1) (i <n)ist Transposition benachbarter Ziffern.
= sgno)=-1

(3.5)(b)

1 ... i-1 i i+1 i+2 ... n
mo=1(ii+1) =

1) ... mi—1) m(i+1) mni) mi+2) ... m(n)
Es qilt:

(@) (k,i),k<i, FSP vonm< (k,i+1) ist FSP vormt- o

(b) (i,k),k>i+1, FSP vonm <« (i + 1,k) ist FSP vorrt- o
(c)(d) Analog zu (a)(b) fii + 1 statti.

(e) (i,i+1) ist FSP vormt< (i,i + 1) ist kein FSP vormt- o

( ):>( )| {FSP vonrt} |=| {FSP vonr-o} | +1

a)—(e

= sgn(Tt 0) = —sgn(T) = sgn(T) - sgno)

2. Fall:

Schreibeo =11 - - - 11, wobeirt; fir 1 <i <| Transposition benachbarter Ziffern ist (ng8tB8)(b)).
Induktion Uber:

I=1:v(.Fall

| -1—1:Setzed’ =11 T;

= sgn(mt o) =sgn((1t o’) 1)
= sgn(1t o’) -sgn(Ty) (1. Fall)
= sgn(m) sgn@’) sgn(1;) (Induktion)
= sgn(m)sgn(a’ 1) (1. Fall)

= sgn(1r) sgn(o)
O
(3.7) Korollar
Seit € §, Transposition.
=sgnT1) = —1.
Beweis
Folgt mit/(3.3)(a), (3.5)(b),/(3.6). O
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& 2 Determinanten

§ 2 Determinanten
Rkommutativer Ring (z.BZ oderRKorper),n € N, A € R™" fassen wir al®-Tupel der Spalten

S1,...,S vonAauf, d.h. wir schreibeA = (sp,...,5) mits € R

(3.8) Definition

Eine AbbildungD : R™" — R heilitDETERMINANTE, wenn gilt:

(1) D ist multi-linear, d.h.

D(s1,...,Sj-1,a-Sj+b-8j,8j11,...,%) =a-D(sy,...,S-1,5},Sj11,---,5n)
+b'D(Sia"-,Sj—luslj7sj+1a"~73“l)
firallel < j<nundfiralleabeR s,...,%,s € R

(2) Distalternierend d.h.
D(st,...,%) =0, fallss = s; fiir zweii # j.

(3) Distnormiert, d.h.
D(e1,...,en) =1mitE, = (ey,...,&n). O

(3.9) Beispiele
(@ n=1

D:R>! - R, (a) — aist Determinante.
(b) n=2:

D:R>*2 4R ( 2 3 ) — ad — bcist Determinante. O

(3.10) Lemma

SeiD : R™" — Reine Determinante und sgic S,. Dann gilt fur alles,, ...,s, € R™

D(S(1):Sn2) - - - » Smm)) = SGN(TY) - D(s1, - - -, n)

Insbesondere i€ (Sy1), S(2), - - - » Sminy) = —D(S1,- - -, Sn), falls T Transposition ist.
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3 Determinanten

Beweis

n=1.v

Seitt=11--- Ty Mit Transpositiortj, 1 <i <.
Induktion Uber:

I=1:m=1=( j)mitl<i<j<n.

0 = D(s,..-,S+Sj,.--,S+Sj,...,%)

(382 —~ =~

i j
= D(s,..-,S,---,Sj;---»S) +D(s,...,S,...,S,...,5)
(3.8)(1) \ - 2
-0

+P(sl,...,sj,...,s,...,anJrD(sl,...,sj,...,sj,...,snz
:D(Srl(l)7~~~,3n(i;:~~a3r[(j)»~~-a3r[(n)) =0

= D(Sn1),--+»Snny) = —D(S1,- -, )
[ >1:1-1—1
Seil =15---1,d.h.=11- 1.

D(Sn(1),---+Snin)) = D(Styre (1) - - Stam(n)
=D(St, )+ Stn(re(n))

e DSy )

— —sgn(1)-D(sy,...,S)

Induktion

=sgn(ty- 1) -D(s1,...,Sn)

(3.11) Satz (Existenz und Eindeutigkeit der Determinante)

(a) Es existiert genau eine Determinaimte R™" — R.
a
IstA= (aj) € R™", alsosj = : € R", dann ist
anj

D(Sla e 750) = %Sgr(n) ) an(]_),l ' aﬂ(2)72 o aT[(n),n
1SS

(n! Summanden, jeder davon miFaktoren & Vorzeichen).)

(b) Seir € RundD, : R™" — Reine Abbildung, dig3.8)(1),(2) erfullt undDy (ey, ...

= Dy =r-D mit D wie in (x).
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& 2 Determinanten

Beweis
(b) Wir zeigen zuerst (b). Mit = 1 folgt daraus die Eindeutigkeit in (a).
n
D(sy,--,%) = Dr Z 4i;,161,9,--.,%
i1—1

n
z ail,l'Dr (617327"'731)

(38)(1) &,
n n
— Z a,1-Dr | &y, z Qi,26i,,53, - - -, Sn
i1=1 io=1
n n
- Z Z 8i,,18i,,2 Dr (€1;,€,,53;, .- ,n)
i1=1iy=1

n n n

— Z Z Z ail7lai2’2...ain7n-Dr (Ql,aga...;an> (**)
i1=lip=1 ip=1

1 2 --- n
Dr(&y,...,8,) #0nur, falls{iy,...,in} ={1,...,n}, d.h.falls( o . ) =Te
i1 I2 -+ p

S, ist.
In diesem FallisDy (e, ...,6,) = Dr(€y),-- -, €xn)) = SGN(TT) - Dr(€1,...,€n) = sgN(T) - .
Zu jedemm e $, existiert genau ein Summamey) 1 - - ann),n - Dr (€1 - -+ €gm)) N ().

= Dr(Sl,...,Sn) = %an(l)ylman(n),wDr(en(l),..., (n))
i

= )1 ) SYNTY) -1
IS
(a) Existenz SeiD : R™" — Rdie durch(x) definierte Abbildung.
Zu zeigenD ist Determinante.
(3.8)(1) Ubung.
(3.8)(2) Beweis fur den Fall = 1, j = 2, d.h.s; = s,. Der allgemeine Fall geht analog.
Seit=(1 2 €S,
Esgiltfirme S,: (1) > 1(2) < (1) < 1me(2).
Damit ist die Abbildung

{me&[n(l) >n2)} = {me S [nl) <n(2)}, m—Tm1
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3 Determinanten

eine Bijektion.
D(s1,...,%) = %Sgl’(ﬂ) "8n(1),1° " " 8n(n),n
LS

= Z Sgr(n)'arr(l),l”'an(n),n+ Z SgI’(T[) “@n(1),1° " @n(n),n
€A , 1'[6 1

' '

D, D1

D1 = Z\ S9N - &1 2 8n(2),1 8n(3),3"* An(n).n
TeAq —
weil 5,=5,

= Z SN(TY) - Ar2) 1 - @m(1),2* 8n(3),3° "~ @) .n
€A

= Z SQN(TY - (1)1 - @r(2),2* @rme(3),3°* * @rmr(n).n
TEAL

= ; SQN(T) - Ar(1),1* @rm(2),2 " @rm(3),3 " * * @ree(),n
€A

= - sgr(n) “8n(1),1° " 8n(n),n

A2

(3.8)(3) Klar. O

(3.12) Schreibweisen

SeiA = (gj) € R™".
Wir schreibendetA) fur die nach(3.11) eindeutig bestimmte Determinante vénund auch

a1 -+ Qn
|A| := det(A) oder auch : t | :=detA). O
anl ‘- ann
(3.13) Beispiele
(@ n=2:
, 1 2 1 2
v (as) (371
sgn(m) | 1 -1
a1 a2
= a18p2 — az1a
o1 B 11822 — 21812
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§ 3 Rechenregeln und Anwendungen flir Determinanten

(b) n=3:
, 123 12 3 123 123
S n 12 3 2 1 3 13 2 321
sg(1) I 1 1 1

123 123

n 2 31 31 2

sgn(m) 1 1

di; a2 a1z
a1 a2 @a23 | = a1i18p2833 — ap1a12833 — A11832a23 — 831822813 + 1832813 1+ az1812a23
az1 az2 aas

OJ

Regel von Sarrus (fir (3 x 3)-Matrizen)

Schreibe die ersten Spalten neben die Matrix, bilde Produkte entlang der Linien, nehme die
Vorzeichen nach folgendem Schema:

a1l a12 a13 an a2

ag1 ) age \ a3 . \ Az, agz

a a azs - am . Ca

P P P . 31 . 32
- - - + + +
Abbildung 3.1:Regel von Sarrus
Beispiel:

1 2 3 1 23 1 2
0 1 2/= 0 12 0 1=5-443=4
-1 0 5 -1 05-10

8 3 Rechenregeln und Anwendungen fir Determinanten

R kommutativer Ringn € N.
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3 Determinanten

(3.14) Bemerkung

Die AbbildungS, — S,, Tt— 1T L ist bijektiv; fur te S, gilt:
sgn() = sgn(r )

Beweis

Furme Syist(m)t=mn
= Abbildung ist bijektiv.

1=sgn(1) = sgn(r- 7 ') = sgn(my - sgr(tr ')
= sgn(m) = sgn(rr 1), dae {1,-1}. O

(3.15) Satz

SeiA e R™",
= det(A') = det(A).

Beweis
SeiA= (aj)1<i,j<n.
= A= (aj)1<i j<n Mit &) = &j.
= det(A') = ;sgr(rr) 'a;T(l),l"'a;T(n),n

Tic
= Zﬂ SgN(T) - arm1) " 8nn(n)
e~ S ——
(3.14) =, da gleiche Faktorefx)

—1 %
= % STt ~) 8rr1(1),1° B L(n),n

LS

(*) a1 kommt als Faktor im Produléy 1) - - - @ mny VOr < | = (k) < (1) =k« a kommt
als Faktor im Produkdy1() 1+ * @-1() n VOT. O]

(3.16) Schreibweise

SeiA= (aj) € R™", sein > 2 und seier, ] € n. Dann schreiben wir:

Aj = (k) ) 1<kenkzi € RM-Dx(0=1)
1<I<n,l#j
Ajj entsteht aus durch Streichen darten Zeile und dej-ten Spalte. O

(3.17) Lemma

SeiA=(s1,...,5) € R™" (alsos € R") und seien, j en(n> 2).
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§ 3 Rechenregeln und Anwendungen flir Determinanten

= det(?l?'"7sjflaaasj+17"-731> = (_1)I+J del(AU)

Entsteht aus\ dT,I,I’Ch Ersetzen der
j-ten Spaltesj durch diei-te Spalte

g der Einheitsmatrix.

Beweis

(St,.--,Sj—1,6,Sj+1,---,51) kann durchn — j Spaltentranspositionen umd-i Zeilentransposi-

tionen in die MatrixB = ubergefuhrt werden.

(3:1>0) del(sl’ T ’Sj*17a7sj+17 s 75’1) = (_1)n7j+n7i : del(B) = (—1)I+J . det(B)

SeiB = (bkl)lgk,lgn-
Flrme & istbyp) n = 0, auler fum(n) = n.
Farme §istbhn=1.

= del(B) = ;Sgdn) ) bT[(l),l T bn(n—l),n—l ) bn(n),n
e

= ; Sgr(T[)'bT[(l),l"'th(nfl),nfl
Tic
m(n)=n

= ésgdﬂ) Br1)1 Prn-1)n-1
LS

= det(Ajj)

(3.18) Satz (Laplace-Entwicklung)

SeiA = (&) € R™". Dann gilt:

(a) Entwicklung nach dej-ten Spaltg1 < j <n):

det(A) =

(—1)"*1 - & - det(Ayj)

IMm>

(b) Entwicklung nach der-ten Zeile(1 <i < n):

detA) =
J

(—1)" - & - det(Aj)

M =
[
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3 Determinanten

Beweis

(b) Folgt aus (a) durch Transponieren.

(b) SeiA=(s1,...,%), 5 € R\

n
= det(A) = def(sy,...,Sj_1, Zlajja,5j+1,...,51)
i=

n
= ij -det(s,...,Sj-1,8,Sj+1,. .-
(38)(1) i;a” €St 8j-1,8,Sj+1, -, Sn)

n

317) i

(3.19) Beispiel

1
-1 -1 0 1|_ , _411 g_
4 0 3 -1| > 1

2 0 -1 1

3
__2'<<_1) '_1
3
+(—1)-(1.' 3

3 -1
|2

=2-60+18

=80

(3.20) Korollar

SeiA € R™" eine obere Dreiecksmatrix, d.h.:
a1 *
ago

A=
0 Ann
n
Dann istdet(A) = [ a.
i=1
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§ 3 Rechenregeln und Anwendungen flir Determinanten

Beweis

Induktion Ubem:

n=1:v
n—1— n: EntwickledetA) gemaf}3.18)(a) nach der ersten Spalte:
ago * N
A) = . " = . [
detA) = an ) Induktion a1 iDza”
0 ann

(3.21) Satz (Kastchensatz fur Determinanten)
SeienA; € R™", 1 <i < m. Dann gilt:
*

A m

det _ = [] det(A).
. i=1
0

Beweis

Per Induktion kdnnen wim = 2 annehmen, d.h. wir betrachtdet(i‘i) mit A € R™",

0|B
Bec R,
Induktion Ubem:
Of* - =
%
n=1: Behauptung folgt aue3.18)a): , B
*

= det(C)=§(—1)i+l' Sz, -detCy)

=0flri>n

_1\i+l. 5.
Indu_ktioni;( 1) ai1 det(B)

= defA)-detB
(3.19)(a) e(A) - detB)
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3 Determinanten

(3.22) Satz (Multiplikationssatz fur Determinanten)
SeiA B € R™". Dann gilt:

detA-B) = def(A) - det(B).

Beweis

Seia=defA) e R

BetrachteD, : R™" — R, C — det(A-C).

SeiC = (sy,...,) € R™", d.h.s e R".

=A-C=(A's,....,.A )

= D, erfullt die Bedingungen au8.8)(1),(2) und es giltD4(E,) = detA) = a.
= Dy=a-det

(3.11)(b)

= det{A-B) = a- det(B) = det(A) - det(B). O

(3.23) Korollar

SeienA, T € R™", T invertierbar. Dann gilt:

(a) det(T),detT—1) € R* unddetT—1) = detT)~L.
(b) de T~1-A-T) =detA).

Beweis
(b) Folgt aus (a) ung3.22)

(@) 1=det(E,) =def(T1.T) =def(T 1) -de(T)
= det(T),detT 1) sind invertierbar (irR) unddet T—1) = detT) L. O

(3.24) Definition

SeiA e R™",

A= ((—l)i+j ~de1(Aji))
JUNKTE MATRIX).

[Aji ist in[(3.16)definiert; beachte die vertauschten Indizes.

1<ij<n € R™"M heil3t die ZUA KOMPLEMENTARE MATRIX (oderAD-

O
(3.25) Beispiel
(3354
A.A:(adabc adgbc):dei(A).Ez. 0



§ 3 Rechenregeln und Anwendungen flir Determinanten

(3.26) Satz

SeiNAe R™N Dann gilt:
A-A=defA)-E,=A-A

Beweis

Nur fur A-A. Der Beweis filiA- A geht analog.
SeiA= (aj),A= (&j),A-A= (ij).
n

n .
Cji= Y ak-dj= 3 ak (—1)-det(Ay).
k=1 k=1

1.Fall:i = j:
n .
i= 3 ak- (1. detAx) = detA).
= Gjj kzlaik (-1 et Ai) 3 18(b) etA)
2. Fall:i # j:

SeiA' = (a,) die Matrix, die ausA entsteht, indem dig-te Zeile durch die-te ersetzt wird.
= det(A') = 0 ((3.8)(2) +/(3.15)
Aus|(3.18)b) (Entwicklung nach dej-ten Zeile) folgt:
n .
0=detA) = 5 (—1)"*al - detAj)
k=1

(—1)1 K. ay - det Ay)
1

I
=

[l
O X

i

(3.27) Korollar

SeiA € R™", Dann gilt:

(a) Ainvertierbar< det(A) invertierbar.
(b) IstRein Korper, dann gilt:

Ainvertierbar< det(A) # 0.

Beweis
(b) Folgt aus (a).

(@) ,="(3.23(a)
<" Aus|(3.26)folgt: A- (detA)~1-A) = Ep = (detA)1-A)- A 0
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3 Determinanten

(3.28) Satz (Cramersche Regel)

SeiK ein Korper, A= (aj) € K™" mit det(A) # 0.
Nach(3.27)(b) istA invertierbar.

by
Seib= : e K"
bn
C1
Nach(2.67(5) hat das LGRAx= b genau eine Losung : |. Hierfur gilt:
Cn
apjy - agj-1 b1 agjy1 - an
o 1 Ay - Ajo1 b ajy1 - anm
1™ detA) Lo : : : e
am - @nj-1 bn anjyr o a@m

(Ersetzej-te Spalte vorA durchb.)

Beweis

Seiensy, ..., s, die Spalten vorA.
C1 N

Esistb=A- : =3 G-S.
Ch =1

n
(3§)>(1) det(sy,...,Sj—1,b,Sj41,...,%) = .Zlci -det(sy,...,Sj-1,S,Sj+1,---,5) = Cj -def(A). [
. 1= N J/

—0, auRer fili—j
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4 Eigenwerte und Eigenvektoren

§ 1 Der Polynomring

SeiK ein Korper.

n .

s aX': formale” LinearkombinationX: Unbestimmte.
i=0

(4.1) Definition

(a) Ein K-VR V heil3tK-ALGEBRA, falls eine Verknipfung:V xV — V definiert ist, so dass
gilt:
(1) (V,+,-) ist ein Ring.
(2) a-(v-V)=(a-v)-V=v-(a-V)firalleacK,v,v eV.

(b) Seienv, W K-Algebren.

Ein Homo-(Epi-, Mono-, Iso-)morphismus: V — W heil3tK-ALGEBREN-HOMO-(EPI-,
MONO-, ISO-)MORPHISMUS falls gilt:

¢(\1/):\1,-/’¢(V\}-/\/):¢(V)\}/¢N) furallev, vV e V. O
lev lew eV -EW
(4.2) Beispiel
KN ist K-Algebra (mit Matrixmultiplikation). O

(4.3) Definition

Ein Paar(P, X) heil3tPOLYNOMRING in der UnbestimmteX uberK, falls gilt:

(a) PistK-Algebra.

(b) {1=:X0X =X X2=X-X,X3,...} istK-Basis vonP und unendlich. O
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4 Eigenwerte und Eigenvektoren

(4.4) Bemerkung
Sei (P, X) Polynomring GibeK.

(a) Jedesf € P besitzt eine eindeutige Darstellung als Linearkombination

n .
f:EOa;X' mita € K,an#0 *)
i=

m . .
(b) Seienf = 5 aX', g= § biX' € P, dann ist
i=0 i=0

mH-n k
fg=% aXK mit ¢ = S ab |
k=0 =0

Beweis
(a) Folgt aug(4.3)(b).

(b) Distributivgesetz in einem Ring, zusammen [ditl)(a)(2). O

(4.5) Bemerkung

Bis aufK-Algebren-lsomorphismus existiert genau ein Polynomring #ber der Unbestimm-
tenX. Dieserwird mit K[X] bezeichnet.

Beweis

(1) Existenz(vgl. Aufgabe 6, Ubungsblatt 7):
K®No) :— {f : Nog— K | f(i) = Ofiir fast allei € No}
([f(0), f(2),...,f(n)], falls f(i) = Ofur allei > n)

KMo jst K-VR, x : K(No) —, K(No) sej definiert durch «g:= I_gof(l)g(k— 1), k € No.
X :=10,1,0,...] € KMo,
= (K(NO),X) ist Polynomring.
(2) Seien(P,X), (Q,Y) Polynomringe ubekK.
b:P—0Q, i_an,-xi — i_aniYi ist ein K-Algebren-Isomorphismus. O
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& 1 Der Polynomring

(4.6) Definition

Seif = 5 aX € K[X], f £0,am#0.

i=0

deqd f) := mheil3t derGRAD von f.

am, ag heilRentHOCHSTERbZW. KONSTANTER KOEFFIZIENTVON f.

f heiRtNORMIERT, falls gy, = 1.

f heiBtKONSTANT, falls f = ag- 1, d.h. fallsdeq f) = 0.

f heilBtLINEAR, fallsdeq f) = 1. O

Konvention

Das Nullpolynom ist auch konstant.
f = 0 hat keinen Grad. O

(4.7) Bemerkung
Seien0 # f,g € K[X].
(@ f+9#0=-deq f+g) <max{deqf),deqgg)}
deq f) # dedgg) = deq f +g) = max{deq f),deqQ)}
(b) degf-g) =ded f)+dedgq). Insbesondere idt-g # 0.

Beweis

(a) Klar.

(b) Seienay, bzw. by, die héchsten Koeffizienten vohbzw. g, dann istanby, der hochste Koef-
fizientvonf - g. O

Wir betrachterK als Teilmenge voiK[X], indem wira € K als konstantes Polynoa 1 € K[X]
auffassen.

(4.8) Bemerkung
KIX]*=K*={aeK|a#0}

Beweis

Seif = K[X]*, d.h. es existiery € K[X] mit f -g= 1.

= 0=degf-g)=deqf)+de
T gf-9) g f)+dedo)

=deg f)=0,d.h.f e K*. O
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4 Eigenwerte und Eigenvektoren

(4.9) Satz (Division mit Rest in K[X])

Seienf,g e K[X],g#0.
Dann existieren eindeutig bestimnatg € K[X] mit f =qg-g+r undr =0 oderdeqr) < deqg).

Beweis (algorithmisch)

Existenz:f = 0. Setzeq=r =0.

Seienany, bzw. b, die hochsten Koeffizienten vanbzw. g.
Istm< n, setzegq=0,r = f.

Istm> n, setzef ;= f — ‘E‘)—': SXMNL g,

= f; =0oderdeq f1) <m.

o €S existieremy,r € K[X] mit f; =1 -g+r undr = 0 oderdeqr) < dedg).
nauktion

= q:=qi+ - X™ " undr erfillen das Gewuinschte.

EindeutigkeitSeiq-g+r=f =d -g+r' mitq,r,q,r’ € K[X] undr,r’ =0 oderdedr) < dedqq),
degqr’) < deqd).

= (Q-d)-g=r'—r

Angenommenqg # d (d.h.q—d # 0).

=r—r’'#0und es gilt:

degq—d)+degg) = deg(d—q)-g) = defr —r') < degg) ¢

=q-q=0,r—r'"=0. O
(4.10) Definition
Seienf,g € K[X].

(a) g TEILT f, geschriebeg | f, falls h € K[X] existiert mitf =g-h.

(b) Seienf,g# 0.
f,g heilRenTEILERFREMD, falls gilt:
Isth e K[X] mith| f undh| g, dannisth € K.

(c) f heil3tiRREDUZIBEL, falls gilt:
f #0,deq f) > 1undistf =g-hmitg, h e K[X], dann istdeq g) = 0 oderdegh) = 0. OJ

(4.11) ! Satz

Seien0 # f,g € K[X]. Dann gilt:
f,gteilerfremd< es existierem,k € K[X] mit1=f-h+g-k
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& 1 Der Polynomring

Beweis

,<="Seid e K[X]mitd | fundd |g=d| f-h+9g-k=1,d.h.d e K (vgl.|(4.7)
,="Seil :={f-h+g-k|hkeK][X]}und sei0 # d € | von minimalem Grad.
Behauptungd | y fur alley € 1.

Beweis:Seiy € I.

Nach(4.9) existiereng,r € K[X] mity=q-d+r undr = 0 oderdeqr) < degd).
ydel=q-dy—q-d=r €l =r =0 (nach Wahl vord)

= Behauptung

f I d| f undd deK,d#0
g< Beh;iptung| un Ig(4.1:0>)(b) R 7&

=1=dl.del O

(4.12) Korollar

Seip e K[X] irreduzibel,f,ge K[X] mit p| f - g.
= p| f oderp|g.

Beweis

Angenommenpt f.

= p, f teilerfremd. (4.10)(b),(4.10)c))

(4:1>1) es existierem, k € K[X] mit1= f-h+p-k

=p|(f-9)-hplp-k=plo =

~~ Eindeutige ,Primfaktorzerlegung” i [X]

(4.13) ! Satz

Sei0 # f € K[X], ded f) # 0 mit héchstem Koeffizientea € K.
Dann existieren irreduzible, normientg, ..., pr € KIX] mit f =a-p1---p.
Die py,..., pt sind eindeutig (bis auf Reihenfolge) durélbestimmit.

Beweis

Existenz:Induktion uberdeq f).

f irreduzibel= a*. f irreduzibel, normiert”

f nicht irreduzibel=- es existierem, h € K[X] mit f = g-hunddegg),degh) < deq f).
Fertig mit Induktion.

Eindeutigkeit:zu zeigen:

BehauptungSeienpy, ..., pt,d1, - .- gs € K[X] irreduzibel, normiert mip;---pr =qs - - - Gs.
= s=t und es existiertte § mit g = Prgi), 1 < i <t.

Beweis:
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4 Eigenwerte und Eigenvektoren

Pr- Pt =01 -0Os= pllql(qZQS)
=  esexistiertj, 1 < j < smit p1 | q;.

(4.12)und Induktion Gibes

= p1 = (j (dapy, q; irreduzibel, normiert)

= p1-(P2--Pt—01--Qj-1-Qj+1---0s) =0

(4.?)%) P2---Pr=01---Qj-1-Qj+1---0s

= Behauptung (Induktion Ubes OJ

(4.14) Bemerkung und Definition

SeiV K-Algebra,ve V.

Dann existiert genau eid-Algebren-Homomorphismus, : K[X] — V mit 1y(X) = v.
T heil3tEINSETZUNGSHOMOMORPHISMUS

Fur f € K[X] schreiben wirf (x) := ty(f).

Beweis

Eindeutigkeit:Ist T, : K[X] — V ein K-Algebren-Homomorphismus mit,(X) = v, dann gilt fir
n .

f=75 aX' eKX]:
i=0

n . n .
_ . iy ,
Tv(f)rv K-_Iinearizoal &9’(—2 izoa'VI'
=Ty(X)

BeachteV® =1,( X° )=1,(1)=1€eV.

1eK([X]
Existenz:Fir f = E aiX' € K[X] definierety(f) = E aVv (mitwW:=1eV).

i=0 i=0
= Ty € Homk (K[X],V) undty(f-g) =t(f)-1(0). O]

(4.15) Beispiele
m .
f=75 aX
i=0
(@) V=K (K> acK.
f(a)= Eaiai cK (@=1¢K).
i=0

(b) V=K™N ae K™n
m .
f(A) =5 aA e K™ (A0 =E, cK)
i=0
[f=X24+X+1= f(A) =A%+ A+E O

102



& 1 Der Polynomring

(4.16) Definition

Seif e K[X],aeK.
aNULLSTELLE, falls f(a) =0. O

(4.17) Bemerkung

Seif € K[X], a€ K Nullstelle vonf.

= es existiergj € K[X] mit f = (X —a)-q.
Beweis

Es existierem,r € K[X] mit f = (X —a)-q+r undr = 0 oderdeqr) < degX —a) = 1.
=rekK
= 0=f(a)=(a—a)-q(a)+r(a)=0-q(a) +r. |

(4.18) Definition und Bemerkung

Sei0 # f € K[X], a € K Nullstelle vonf.
= es existiert ein eindeutig bestimmt@s= N und es existiery € K[X] mit f = (X —a)™-gund

g(a) #0.

m heif3t dieVIELFACHHEIT vona als Nullstelle vonf.

Beweis

Existenz und Eindeutigkeit folgen a(%.13)und(4.17) dennX — a ist irreduzibel. O

(4.19) Definition

K heilltALGEBRAISCH ABGESCHLOSSENTalls jedesf € K[X], f € K, eine Nullstelle irK hat.
O

(4.20) Satz

C ist algebraisch abgeschlossen (hier ohne BeweisSiDAMENTALSATZ DER ALGEBRA). [
(4.21) Bemerkung

SeiK alg. abg. und € K[X] irreduzibel, normiert.
= f=X—afureinaeK.
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4 Eigenwerte und Eigenvektoren

Beweis

f irreduzibel=-deq f) > 1
= esexistierac Kmit f(a)=0

(4.19)
= X—al|f | = f=X-a O
(4.17) f irreduzibel, normiert

8 2 Eigenwerte und Eigenvektoren

K Korper,V e.d.K-VR, Enck (V) [Enck (V) = Homk (V,V)]

(4.22) ! Definition
Sei¢p € Endk (V), Ae K™,

(1) a€ K heiBtEIGENWERT(EW) von¢ (bzw.A), falls ein0 # v eV (bzw.0 # v € K") existiert
mitd(v) =a-v(bzw.A-v=a-v).

[Erinnerungda : K" — K" vi— A-V]

(2) 0£veV (bzw. 0 # v € K") heiBt EIGENVEKTOR (EV) von ¢ (bzw. A) zum Eigenwert
acK,fallsd(v)=a-v(bzw.A-v=a-v) ist.

(3) Furae K sei
V(a,):={veV|d(v) =a-v} = {ve V| (aidy —)(v) = 0} = Kem(a-idy —¢)
bzw.
V(a,A) = {veK"|A-v=a-v} =V(a a).

IstV(a,¢) # {0} (bzw.V(a,A) # {0}), dann heil3V (a,¢) (bzw.V (a,A)) der EIGENRAUM
von ¢ (bzw.A) zum Eigenwert. O

(4.23) Bemerkung

Bezeichnungen wie if4.22)

(a) ac KEWvong < V(a,¢) # {0}.

(b) V(a,9) # {0} = jedesO#veV(a,d)ist EV vonp zum EWa.

(c) V(0,¢) = Kern(¢)
Oist EW von¢ < Kern(¢) # {0} < ¢ nicht injektivv?OI ¢ nicht bijektiv. OJ
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§ 2 Eigenwerte und Eigenvektoren

Schreibweise

SeiB (geordnete) Basis vov, ¢ € Endk (V).
Mg (9) :=MZ(d) € K™N. O

(4.24) Beispiele

(@) A= <2 é) € R%*?, pa:R? — R2

da(er) = e, da(e2) =&

da: Spiegelung ar< e; + e >.

¢a hat die EW1 und—1.

ba(e1+e)=e+e, dhe+eeV(LA).
ba(er—e) = —(e1—&),d.h.e; —e € V(—1,A).
(e1—ez,e1+€)istlu.

= B = (g1 — &, € + &) ist Basis vorR?,

Mg (9a) = ( _(1) (1))

V(LA) =<e+e>V(-1LA) =<e—e >.

(b) Seidimk(V)=n>2,¢ € Endk (V). Es geltel + 1 # 0in K. ¢ hei3tSPIEGELUNG, falls gilt:
1, —1sind EW von$ unddimg (V(1,4)) =n—1.
Sei0#v; €V (—1,¢), d.h.¢(v1) = —vi und sei(vy, ..., Vvn) eine Basis volV (1,¢).
=V €< Vo,...,Vp >=V(1,0), d.h.B:= (v1,vo,...,V,) ist Basis vorV. Es gilt:

1 0 --- 0
0 1 O
Mg (9) = _
: 0 .0
0o --. 0 1
Wir sagen auchd ist Spiegelung aN' (1,9). OJ

(4.25) Definition

A= (gj) € K™" heiBtDIAGONALMATRIX , falls &; = O fir allei # j.
* 0
A= . O
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4 Eigenwerte und Eigenvektoren

(4.26) Definition
Seip € Endk (V), Ae K™,

(a) ¢ heiBtDIAGONALISIERBAR, falls BasisB vonV existiert, so dasMz(¢$) eine Diagonal-
matrix ist.

(b) A heiRtDIAGONALISIERBAR, falls T € GL,(K) existiert, so das$ 1 A-T eine Diagonal-
matrix ist. O

(4.27) Bemerkung

Bezeichnungen wie if4.26)

(a) ¢ diagonalisierbat=V besitzt Basis aus EV vod.

(b) Adiagonalisierbat= ¢ diagonalisierbar.

Beweis
a 0
. . : a
(@) ,=" Sei B = (vi,...,Vy) Basis vonp mit Mz(¢) =
0 an
= ¢(vj) =aj-vj, 1< j<n,dh.vjist EVvono mit EW a.

(2.72)
»<": Genauso mi(2.72)

(b) SeiB = (ey,...,en) die Standardbasis vdf".
= Mg(da) = A (nach(2.73)c)).
Ist B’ eine andere Basis vd" undT := Mg'(idv) die Basiswechselmatrix, dann gilt:
Mg (da) =T 1-A-T (vgl.[(2.83)
= Behauptung O

(4.28) Definition
A, B € K™ heiRenAHNLICH, falls T € GLn(K) existiert mitB=T-1.A-T. O

Nach(2.83} ahnliche Matrizen beschreiben den gleichen Endomorphismus, nur bzgl. verschie-
dener Basen.
A € K™ diagonalisierbat A ahnlich zu einer Diagonalmatrix.
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§ 2 Eigenwerte und Eigenvektoren

(4.29) Satz
Seip € Enck(V), dimk (V) =n.

(a) Seienay,...,an € K EW vond mit g # a; fir i # j. Seienvj € V EV von ¢ zum EWa;,
1<j<m = (vg,...,vm) lu.

(b) Besitztd n paarweise verschiedene EW, danmistiagonalisierbar.

Beweis
(b) Folgt aus (a) mit4.27(a).
(a) Induktion Gbemn:

m= 1: Klar, davy # 0.

m> 1 m—1— m Seienb; c K, 1 < j < mmit z bj -vj = 0. Es gilt:
J_

= (¢ —am-idy)(0)
= (¢ —am-idy) <Z b; - v,)
— 3 by (& am-idv)(v))
=1

bj - (¢(vj) —am-vj)

?T
RN

I
I
[
=2
o
I
=<

Indﬁtionbj'(aj —an) =0fir1<j<m-1
—am#O0furl<j<m-1

=bj=0fir1<j<m-1

= bm-vm=0

= bm=0,davy#0 O
(4.30) Beispiel

A= ( _g é) € R%*? ist nicht diagonalisierbar.
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4 Eigenwerte und Eigenvektoren

Beweis
AngenommenA wére diagonalisierbar.
SeiT € GLy(R) mitT-1-A-T=B=
-1 0 a2 0
2 _ _R2
“(0 ) (o p)

=T AT TLAT=T A T=T1 () ET=-1)-T1LT=-E
N—_——

a o0
Ob

=A2
=al=bh’=-1% 0

SeiAc K™ 0eK.
aEWvonA < esexistier0Ave K"mitA-v=a-v< esexistier0 #ve K"mit (a-E,—A) -v=

0 < a-E,—Anichtinvertierbar < deta-E,—A)=0.
(2.65)(d) (3.27)(b)

§ 3 Das charakteristische Polynom

SeiK ein Korper.

(4.31) Definition und Bemerkung
(a) SeiAe K™n,

(1) X-En— A€ K[X]™" heil3t dieCHARAKTERISTISCHEMATRIX vonA.
(2) Xa:=detX -Eyn—A) € K[X] heildt dasCHARAKTERISTISCHEPOLYNOM VOnA.
(3) SeiT € GLy(K). Dann gilt:
XT-LAT = XA
(b) SeiV einn-dim.K-VR, ¢ € End (V), B Basis vorVv, A:= Mg($) € K™".
Dann heil3tg := XA dASCHARAKTERISTISCHEPOLYNOM von ¢.
Dies ist unabhangig von der gewéhlten Basis.

Beweis

(@ )
Xt-1a1 = detX-Ep— T 1.A-T)
—def{T 1. (X-En—A)-T) (daT 1. X-E,-T=X-E)

= detX-En—A) =
(3.23) eX-En—A) = Xa
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& 3 Das charakteristische Polynom

(b) Die Unabhéangigkeit voy von B folgt aus (a)(3) ung2.83) O
Ziel

Aec K™N aeK. Dann:

aEW vonA < xa(a) =0. O

(4.32) Beispiele
— 01 2x2
(a)A_(_1 O)e]R .

)@EZ—A::(X _1>,mv:'§ _1‘=X2+L

1 X X
all *
azz , .
(b) A= ) obere Dreiecksmatrix.
0 ann
n
330 XA igl( aii)
Erinnerung

R kommutativer RingA = (&) € R™".
det(A) = Ez& sgn(m @n(1),1° 8n(2),2" " @n(n),n- O
TU

(4.33) Bemerkung

SeienR, SRinge,$ : R— SRinghomomorphismug (1) =1,¢(r+r")=¢(r)+o(r'),o(r-r') =
o(r)-o(r')].

A= (aij) € R, §(A) = (d(aj)) € S

Dann istdet ¢ (A)) = ¢p(detA)).

Beweis

detd(A)) = %ng(ﬂ) O (an),1) - d(amn),n)

=0 ( ;Sgr(ﬂ) 'an(l),l"'an(n),n>
Tic

= ¢(detA)).
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4 Eigenwerte und Eigenvektoren

(4.34) Korollar

SeiA € K™" a e K. Dann gilt:

=d -En—A).
Xa(a) = deta-En—A)
eK eKnxn

Beweis

Betrachte den Einsetzungshomomorphismus:
1A K[X] = K, f —1a(f) = f(a) (vgl.|(4.14)
XA(8) = Ta(Xa) = T(de(X -En—A)) = delTa(X-En—A)) = defa-En—A). 0

(4.35) Satz

SeiA € K™V ndim.K-VR, ¢ € Enck (V), a € K. Dann gilt:
aEW vonA (bzw. vong) < xa(a) = 0 (bzw.x¢(a) = 0).

Beweis

aEWvonA < esexistierDAve K"mitA-v=a-v< es existierd #ve K" mit (a-En—A) -v=

0 < a-Ey—Anichtinvertierbar « defa-En—A)=0 < xa(a)=0.
(2.65)(d) (3.27)(b) (4.34)

SeiB Basis vorv, v € V. Dann gilt:

d(v) =a-ve Mp(d)-ke(v) = a-kg(v) undv # 0 < Kg(V) # 0 [Kg Isomorphismuls

Also:aEW von¢ < a EW vonMg(d) < Xmg (@) (@) = 0. O
N——

=XA

SeiAec K™ aeK.
=V(a,A)={veV |A-v=a-v} istdie Lésungsmenge des homogenen L@FE,—A) -x=0.
(4.36) Beispiele

(@) A= ( _2 (1) ) € R?*? hat keine EW iR, dennya = X%+ 1.

UberC hatA die EW+/1 und/—1.

(b) Ahnliche Matrizen haben die gleichen EW.
(Nach(4.31(a)(3) haben sie das gleiche charakteristische Polynom.)
[B, A dhnlich< es existierT € GLp(K):B=T"1.A-T]
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& 3 Das charakteristische Polynom

arl *
a; n
(c) SeiA &hnlich zu Dreiecksmatri 2 (4'2):)(%(3) Xa= 1 (X—aj)
: . i=1
0 ann
= ai1,...,ann Sind die EW vorA.
(4.35)
Xa zerfallt in ein Produkt von Linearfaktoren.
11 %Dty . .

(d) A= 01)€ K<*<ist nicht diagonalisierbar.

Angenommen, es existieftc GLy(K) mit T-1-A.T = < g 8 )

QX iaT= (X—a)- (X—=b)undxa= (X-1)-(X-1).

AusXa = Xt-1.aT (vVgl.[(4.31(a)(3)) folgt:

a=b=1,dhT LAT=E=A=T1E T=E.4% O
(4.37) Definition
SeiRkomm. Ring A= (ajj) € R™".

n
Sp(A) = Y ai € Rheil3t dieSPUrRvonA. O
i=1

(4.38) Bemerkung
SeiRkomm. Ring,A,B € R™", T € GL,(R). Dann gilt:
(a) Sp(A-B) =Sp(B-A)
(b) SHT1-A-T)=SpA)
Beweis
(a) SeiA=(a;j), B= (hjj).

Die i-ten Diagonaleintréage voA- B bzw.B- A sind:

n n
> aik- b bzw. 3 bik - ai
k=1 k=1
n n n n
= Sp(A-B) = >y ag-bi= 3 > byi - ax = Sp(B- A)
i=1k=1 k=1i=1

(b) SPT~1-(A-T)) =Sp((A-T)-T1) =SpA). O

111
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(4.39) Bemerkung

SeiA € K™, Dann gilt:
Xa=X"—SpA) - X" pcy o X2 4cp- X+ (—1)"-detA)
mit geeigneterty,...,ch_2 € K.

Beweis

SeiEp = (8ij)1<i,j<n (KRONECKERDELTA) und seiA = (&;j). Dann gilt:

Xa=det(X-En—A) = an sgN(TD) - (X - Bry1),1 — 1)) - (X - Sy n — @y )
e ~ 4

fan

fam: Produkt vom Faktorenp, p € K[X] mit p= 0 oderdeg p) < 1.

me §,#id :

= fUr mindestens zwais ist Tt(i) # .

= fanr=0oderdeq fan) <n—2.

n=id:

n
fan= [1(X—ai)=X"—SpA)-X""1+ gmit g= 0 oderdegg) < n-— 2.
i=1
Seicp der konstante Koeffizient vaga.
Co = Xa(0) (:?) det0-E,—A) =det—A) = (—1)"- det(A).

(4.40) Korollar

SeiA e K™ (bzw. ¢ € Endk (V)) fur einenn-dim. K-VR V.
Dann hatA (bzw. ¢) hdchstens EW (inkl. Vielfachheiten).

(4.41) Definition
Seif =X"+an 1- X" 14 .. 4a;-X+ag € K[X] normiert.

00 0 —a
10 .. -« 0 -
: _ o1 - - : :
Dann heiBC(f):=| ~ 7 _ _ die BEGLEITMATRIX von f.
00 .- 1 0 —an2
00 .- 0 1 —ap1
n=1:f=X+aundC(f)=(—ag) € KI*L,

(4.42) Bemerkung

Seif =X"+an 1- X" 1. 4+a-X+acK[X].
Dann istxc(f) = f.
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§ 4 Das Minimalpolynom

Beweis
X 0 0 0 a
-1 X 0 0 a
XE,—C(f)y=| 0 B X —: A K[X]™",
0 o --- -1 X n—2
0 0 -+ 0 -1 X+an1
SeiA= (aj).

Wir entwickelndetA) nach der letzten Spalte (v§B.18)(a)):
n .
Xc(f) = det(A) = 5 (—=1)"""-ain - det(Ain)

-1 X 0
-1 X
A = o = detAyn) = (1)1
0 -1 X
X 0
-1 X 0
0 -1 X . .
Ain = 1 X 0 fur2<i<n.
0 -1 X
0 -1

= detAp) =Xt (=) fur2<i <n.
an=g_1furl<i<n-1.

ann = X +an_1.

= Xc(f) = detA)

:(—1)1+”-ao~(—1)”—1+?222(—1)i+”~a;_1~Xi_1~(—1)”“+(—1)2”'(X+an_1)~X”_1'(—1)0
f.

—ag+ap-X+...+an 2- X" 24 (X+ap 1) X" 1= B

§ 4 Das Minimalpolynom

SeiK Koérper,V ndim.K-VR, ¢ € End (V).

(4.43) Definition
(@) U <V heil3tp-INVARIANT , falls p(U) < U ist.

(b) SeiU <V ¢-invariant.
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4 Eigenwerte und Eigenvektoren

Dann seipy :U — U, u— ¢(u) mitue U.
du € Enck (V) ist die EINSCHRANKUNG von ¢ aufU. O

(4.44) Bemerkung
SeiU <V ¢-invariant.
(@) SeiC = (v1,...,Vvm) die Basis voruJ.
ErganzeC zu einer Basi®B = (v1,...,Vm,Vm+1,---,Vn) vOnV. Dann gilt:

Mg (9) = ( Mcgbu) g ) fiir geeignete Matrize@ undD.

(b) Xou | Xo
Beweis

(@) Furl< j<mistd(vj) =du(vj) €U.
Behauptung folgt aus der Definition vz (¢).

(3:2>1) Xo = del(X -En— Mgg(q))) = det(X Em— MC<¢U)) — del()( Enem— D) = Xou - f fur
ein f € K[X]. -

(4.45) Beispiel

Seivi €V EVvon¢ zum EWa e K.
= U =< vp > ist ¢-invariant.

alx *
: : 0 :

Ist (v1,...,Vn) Basis vorv, dann istMg(9) = | . 5 fiireinD € K(-Dx(=1)
0

Erinnerung

all *
. a2 n
A ahnlich zu ) = XA = [1 X —aj. O
- i=1
0 ann
Umkehrung vor(4.36)c):
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§ 4 Das Minimalpolynom

(4.46) Satz

n

SeiA e K™ mit xa = [1(X — &), d.h. das charakteristische Polynom vaerféllt in Linear-
i=1

faktoren.

= Aist ahnlich zu einer oberen Dreiecksmatrix.

Beweis

Induktion ubem:

n=1: Klar.

n>1n—1~ n: Seivy € K" EV von A zum EWa; (exisitiert nach(4.35)).
B = (v1,...,Vn) Basis vorkK".

ag | - %
0 .
= Mg(da) = | . 5 mit D € K("-1)x(n-1),
0
Mgz(da) &hnlich zuA (vgl. (2.83).
= = = (X—a1) XDp-
XA o XMas(0n) = ( 1) XD
n
= = X — g
Tt XD 'Dz( a)
| d:kt_ Es existiertSe GLy_1(K), so das$S1.D-Seine obere Dreicksmatrix ist.
nduktion
1 ‘ 0O --- 0
0
SetzeT (= | . e Knxn,
: S
0
= defT) =detS) # 0, d.h.T € GLy(K).
a1 ‘ 0 0
0
Weiter gilt: T-1-M T = ist eine obere Dreiecksmatrix. O
0

FurK = C: Jede(n x n)-Matrix ist &hnlich zu einer oberen Dreicksmatrix.

(4.47) Bemerkung
(@) Endk (V) istK-VR mit

+:Enck (V) x Enck (V) — Endk (V), (¢ + W) (V) := (V) +W(v) mit ¢, € Enck (V),veV
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und

T KxEnk (V) — Enk(V),(a-¢)(v):=a-¢(v) mitac K,p € Enck(V),veV

(b) Endk (V) wird K-Algebra mit (a) und : Endk (V) x Enck (V) — Endk (V), (¢,W) — do .

(c) Ist B eine Basis vorV, dann istMg : Enck (V) — K™" ¢ — Mg(¢) ein K-Algebren-
Isomorphismus.

Beweis

Formales Rechnen. O

(4.48) Bemerkung

Sei0#£veV.
Die Folge(v, 0(v), $*(V) =d(d(V)),...,d"(v)) istl.a.

o-W=¢op
Seimminimal,me N, so dasgv, ¢(v),...,06™1(v)) Lu., aber(v,¢(v),...,6™1(v),6™(v)) La.
ist mit ° = id.
= Es existiererap, ..., am-1 € K mit ¢M(v) = mila,-q)‘(v).

i=0

= U =< Vv,¢(V),...,0™(v) > istm-dim. ¢-invarianter UR vorV.

SeiC = (v,¢(v),...,06™(v)) und f :Xm—milajxi c K[X].
iZ0

10 - -0 @&
Dann istM(¢y) = O 1 = C(f).
00 -« 1 0 ame
0 0 - 0 1 an1
(473) Xou = Xc(f) = f
m—1 .
(o) =0"— izoaacb' € End (V)
m—1
f(®)(v) =0M(V)— ¥ ad'(v)=0 0

(4.49) Satz (Cayley-Hamilton)

Sei¢p € Endk (V) bzw. A € K™". Dann gilt:
Xo () = 0 bzw. Xa(A) = 0.
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§ 4 Das Minimalpolynom

Beweis

Aussage fuA folgt aus der fup mit|(4.47)c).

Zu zeigenxy(¢) =0€ Endk(V), d.h.Xe(¢)(v) =Oflralleve V.
v=0:v

Seialsov#0undU =< v,(V),...,06™ 1(v) > wie in|(4.48)
Nach(4.44]c) existiertf € K[X] mit Xo = Xoy - f = - Xou -

= Xo(®) = (f-Xo)(®) = F(9) © X0 (¢)

——
cEntv) 6End<()
= Xo (9) (V) = [F(§) o Xou (®)](V) = T(0)(Xou (®)(v) ) = 0. 0
onachaag)

(4.50) Beispiel

(12 o0 C(X—1 -2
A_(3 4)eQ ,X-EZ—A_(_S X_4)

Xa=(X—-1)-(X—4)-6=X2-5.-X-2
Xa(A) =A2 -5.A-2.E,

12\ (1 2\ (7 10\ ,, (2 0\ _
(3 4)'(3 4)_(15 22)’A TOAS <o 2)_2'E2' -

(4.51) ! Bemerkung und Definition
SeiAe K™" ¢ € Enck (V), wobeiV n-dim. K-VR sei.

(a) Es existiertua € K[X],degpa) > 1 (bzw. py € K[X],dedHy) > 1).

(1) pa (bzw.py) ist normiert

(2) Ma(A) = 0 (bzw. pg(9) = 0)
(3) pa| f (bzw.py | f) fur alle f € K[X] mit f(A) =0 (bzw. f($) =0)

Durch (1) - (3) istua (bzw. lg) eindeutig festgelegt. Es heil3t ddSNIMALPOLYNOM VONA
(bzw. §).

(b) Ist B eine Basis volV, dann sty = ,,(¢)-
(c) IstB € K™"M ahnlich zuA, dann istua = Us.

Beweis

(a) Nur fur A. Der Beweis furp geht analog.
Seil = {f e K[X] | f(A) =0}.
XA € | nach(4.49)=1 # {0}
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4 Eigenwerte und Eigenvektoren

Sei0 # p e | von minimalem Grad und sai€ K der héchste Koeffizient vop

Setzeyp:=a 1.

= degpa) = deq ), pa normiert, d.h. (1), ungia(A) =0, d.h. (2).
Seif € |. = Es existierery,r € K[X] mit f =q-pa-+r undr = 0 oderdedr) < degpa).

Es gilt:r(A) = f(A) — (q- Ja) (A) = F(A) — q(A) - pa(A) =0.
=-r = 0 nach Wahl vorp.

Eindeutigkeit:Seienpy, Yo € K[X] mit (1) - (3).

= Mg | ke und iz | g

= W1 = M, da beide normiert sind.

(b) Folgt aus (a) mit4.47)c).

(c) Folgt aus (b) uni2.83) oder auch durch direktes Rechnen mit (B)=T~1-A-T]. O

(4.52) Beispiele

110
011 0
0 01
(a) SeiA= e K6x6,
1
00
0 00

Xa =X (X— 1) =X (X— 1)

al 0
a 1
(b) Seiae K undA= e Km<n,
1
0 a

= Xa=Ha= (X—a)".
(c) Seif e K[X], f ¢ K, f normiert.
= Xc(f) = Me(r) = T.

a1 0
a
(d) SeiA= 2 _ eine Diagonalmatrix und seiay,
0 an
bi # bj fari # j.
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§ 4 Das Minimalpolynom

Beweis

(@) palxa=X"-(X=1)*mit0<r <2und0<s<4.
Al £ 0fiir allei > 1, (A—Eg)' # Ofiir allei > 1.
= X-(X=1) | pa
A - (A—Es)®=0,A- (A—Eg)?#0.

(b) Xa=(X-A)"

o1 0 - --- 0
oo 1 .- -0
A— a- En = .
0 0 1
0 0 0
0 0O 0 1 0
(A—a-Ep) = 0 1
0
0 0
(c) Ubung.
m m
(d) Deri-te Diagonaleintrag vor] (A—Db; - Ep) ist ﬂ (& —byj)
j=1 =1
=
=0wegena €{bs,...,bm}
m
Fur keinen echten Teilgyvon [] (X —by) istp(A) = 0. O]
i=1
(4.53) Lemma
Sei0# f € K[X] mit f(¢p) =0.
Seieng, h € K[X] teilerfremd mitf = g-h.

Setzel :=Kern(g(¢)),W := Kern(h(¢)).
Dann sindJ undW ¢-invariant und es gilty =U &W, d.h.V =U +W undU NW = {0}.
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4 Eigenwerte und Eigenvektoren

Beweis

Seiue U, d.h.g(¢)(u) =
= 9(¢)((u)) =9(¢ )O¢( ) ¢ og(9)(u) =o(9(¢)(u)) = ¢(0) =0.
= ¢(u) € Kern(g(¢)) =U, d.h.U ¢-invariant.
Analog:W ¢-invariant.
Seiengs,h; € K[X] mit1=g;-g+hy-h(vgl.[(4.11).
¢ einsetzer=id = (g1-9)(¢) + (h1-h)(¢)

——

91()og(9)
=Vv=(091-9)(¢)(v)+ (he-h)(d)(v) fur alleve V.
Zeige:(g-Q)(@)v) € W (h-h)(®)(v) €U.

=Kern(h(¢))
[h(®) o (91-9)($)](v) = (h-g1-9)(9)(v) = (91 F) () (V)
g1(¢ )(f( )(v)) =0.

:0

m

Also: (91-9)()(V)
Analog: (h; - h)(q))(v) eU.

=V=U+W.
Seive UNW.
= v=1[01(¢) 29(9)](V) + [h1(¢) o h($)](v) = 92()( ()(V) ) +ha () ( h(9)(v) ) =0
=0, daveU =0, daveW
= UNW = {0}. O
(4.54) Satz

SeiA € K™, Dann gilt:
A diagonalisierbat= pa zerfallt in ein Produkt von paarweise verschiedenen Linearfaktoren.

Beweis
,=": Folgt aug(4.51)(a) und(4.52)d).
m
, =" Seipa = [ (X —bj) mit by # bj furi # j.
— j=1

m
Betrachtepa : K" — K", setzef := pa,g: =X —by,h:= ] (X —bj).
j=2

= g, hteilerfremd (0.B.d.An > 1)

= K"=UaW mitU = Kern(g($a)), W = Kern(h(pa)).
Kern(g(¢a)) = Kern(pa — bz -id) =V (bg,A).
Sei(uy,...,Un) Basis vorJ und(wy,...,w;) Basis vor.

= Ug,...,Un,Wy,...,W) =: Bist Basis vorV = K".
Aufg.6,BIatt8( e U W, W)
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§ 4 Das Minimalpolynom

Weil U,W ¢-invariant sind, isMz(¢) =

Es gilt: ya(D) = 0. = Up | Ha.
= Mp zerfallt in ein Produkt von verschiedenen Linearfaktoren.

= D ist diagonalisierbar.
Induktion

= Aist diagonalisierbar. (Argument wie im Beweis v@h46)) O
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5 Euklidische und Unitare Raume

Zusatzliche Struktur fir reele oder komplexe VektorrauSielarprodukt
~ Langen, Winkel.

Voraussetzungen

K =R oderC

C={a+ib|abecR},icCmiti’>=—1.

(1,i) l.u. berR (vgl. Beispiel(2.54); R C C.

-:C—C,a+ib+— a—ib (KOMPLEXE KONJUGATION)

- ist ein Korperautomorphismus, d.h. ein bijektiver RinghomomorphisiRus,{c € C | T=c}.
| c|:=+/c-T € Rxo heilt (komplexerABSOLUTBETRAGVON C. (C-T € R>o)

A= (aj) € CV A= (3)

§ 1 Skalarprodukte

SeiK = R oderC und seV K-VR (nicht notwendig e.e.).

(5.1) Definition und Bemerkung

(a) Eine AbbildungB :V xV — K hei3tBILINEARFORM (im Fall K = R) bzw. SESQUILINE-
ARFORM (im Fall K = C), falls gilt:

(1) B(V1+V27 ) B(Vl,W) +B<V27W) und
B(av,w) = a-B(v,w) fur allev,vy,vo,w e V,a € K.
(2) B(v,wy+wg2) = B(v,w1) +B(v,w2) und
B(v,aw) =a- B(v,w) fur allev,w,wq,w; € V,a € K.
(Beachte: FUK = R ista=a.)

(b) Seip Bilinearform (bzw. Sesquilinearform) aif.
B heiRtSYMMETRISCH (bzw. HERMITE’ SCH), falls gilt:

B(v,w) = B(w,v) fur allev,w e V (bzw.B(v,w) = B(w,v) fir allev,w € V).
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5 Euklidische und Unitdare Raume

(x) IstB hermite’sch (alsi = C), dann isf3(v,v) € R fur alleve V.

Sei3 symmetrisch (bzw. hermite’sch).
Dann heil33 ein SKALARPRODUKT aufV, falls 3 POSITIV DEFINITist, d.h. falls gilt:
B(v,v) > Oflralleve V,v+#0.

Beweis

(b) (%) B(v,v) =B(v,v), dap} hermite’sch.
= B(v,Vv) € R. O

(5.2) Beispiele
(1) V=K"(R" oderC")
a by .
<,>VxV—-K,<| :],|:|>= 73 ajbjeKistein Skalarprodukt aif, dasSTAN-
=1

an bn
DARD-SKALARPRODUKT.

R
(2) SeivV:={f:[0,1] — R | f stetig}.V ist R-VR. Furf,geV sei(f,g):= f(t)g(t)dt € R.
0

(,) ist ein Skalarprodukt. -~

(5.3) Satz (Cauchy-Schwarz’'sche Ungleichung)

Sei(,) ein Skalarprodukt auy.
Dann gilt fur allevy, v, € V:

| (vi,V2) | < (v1,v1) - (V2, Vo) SOwie

| (vi,V2) | = (v1,v1) - (V2,V2) < Vi, Vo L2,

Beweis

Ist vo = 0, dann sind beide Aussagen Klar.

Seialsovs £ Ounda:= — Egzg eK.

= 0< (vit+aw,vi+awn) = (vi,vi)+a-(vo,vi) +a- (vi,vo) +a-a- (va,v2)
| (vi,v2) P [ (v, v2) 12 | (v, v2) 2
(V2,v2) (V2,V2) (V2,V2)
| (vi, V) |2
(V2,V2)

= (V1,v1) —

= (v1,V1) — = 1. Behauptung.
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8§ 1 Skalarprodukte

Es gelte] (vi,V2) [2= (v1,V1) - (V2,V2).

= (vi+aw,vi+awn) =0

= vi+aw =0, d.h.vy,v, sind |.a.

Sindvy, v l.a., dann istry = bw, fur einb € K (weil v # 0).

=| (v1,v2) =] b- (v2,v2) [P=| b [ | (V2,V2) [P=Db-b- (v2,V2) - (V2,V2) = (V1,V1) - (V,V2).  [J

ceR

(5.4) Beispiele

(1) Seienaj,bje C,1<j<n.

n _ n n
=] 3 ajbj[?< (,Z EY \2> <,Z | bj !2)
=1 =1 =1

a b]_
Mit Gleichheit genau dann, wenp : | und | : | l.a. sind.
an bn
SN—— N——
Vi V2

(2) Fur alle stetigen Funktionefig: [0,1] — R gilt:
R 2 /R R
<(Prrwra) (*raw o) 0
0 0

f(t)g(t)dt
(5.5) Definition und Bemerkung

0

SeiV e.d. und3 eine Bilinearform (bzw. eine Sesquilinearform) &uf
SeiB eine Basis VoW, B = (V1,...,Vn).

(a) Dann heiBG4(B) == (B(vi,V})) e K™" die GRAM-MATRIX von 8 bzgl. B.

1<i,j<n
(b) SeiA:=Gg(B). Dann gilt fur allev,w € V:

B(v,w) = Kg(V)'- A-Kp(W).
B symmetrisch= A SYMMETRISCH, d.h.A= AL,
B hermite’sches A HERMITE' SCH, d.h. A=A,

Beweis

(b) Seikg(v) =] : |,d.h.v= 5 ajvj,Kg(w) =
1
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5 Euklidische und Unitdare Raume

n
> Blva, ) - by
K1 - B

b1
(a,...,an)-A- (...)(al,...,an)- : =3y 3 aj-B(vj,w) bk

b_n j=1k=1

g B(Vn, k) - bk
k=1

B symmetrisch= B(vj,Vk) = B(Vk,Vj) fur alle j,k
= A=A

Aussage fur hermite’sch analog. O

Bemerkung

Istin|(5.5)V = K" und B die Standardbasis, dann gilt:
B(v,w) =Vt-A-w|fur allev,w € K.

(5.6) Bemerkung
SeiA e K™N,

(@) Ba: K"x K" — K,Ba(v,w) := V- A-w,v,w € K" ist Bilinearform (bzw. Sesquilinearform)
aufK".

(b) Ba symmetrisch= A symmetrischK = R)
Ba hermite’sche A hermite’'sch K = ©)

Beweis

(a) Klar.

(b) Folgt aus(5.5)(b), dennA = G3(Ba), wennB die Standardbasis vda" ist.

Beachteg - A-aj = ajj. O
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§ 2 Langen, Winkel, Orthogonalitét

(5.7) Definition
(@) Ae R™" heiRtPosSITIV DEFINIT, wennA = Al ist undvt - A-v > Ofiir alle0 # ve R".

(b) A€ €™ heiRtPOSITIV DEFINIT, wennA = A istundvt-A.v> Ofiralle0#£ve C". O

Erinnerung
V ndim. K-VR, B = (vi,...,Vn), B’ = (V},...,V,) Basen vorV.
/. . . .. - n
T:= Mg (idv) Basiswechselmatrix, definiert durd@h:= (tjj) € K™" mlt\/j = 3 tijv. O
i=1
(5.8) Satz

SeiV ndim. K-VR und 3 eine Bilinearform (bzw. eine Sesquilinearform) auf SeienB =
(V1,...,Vn) undB’ = (v4,...,V,) Basen vorV undT = ng’(idv) die Basiswechselmatrix.
SetzeA := Gg(B) undA' := Gg (B). Dann gilt:

A=TLAT (vgl.[(2.83).

Beweis
i=
BeachteA = (B(vi,V; ) ( V)

B(vi,vj) = B(kgltkivk,éltuw) > Z ki -ty - B(Vio Vi) O

k=11=1

J/

g

(i,j)-Eintrag vonTtA-T

§ 2 Langen, Winkel, Orthogonalitat

SeiK =R oderC, seiV K-VR mit Skalarprodukt, ).

(5.9) Definition
(@) ImFallK =R [bzw. K = C] heif3t(V, (,)) EUKLIDISCHER [bzw. UNITARER] RAUM.

Die Abbildung|| ||:V — R,v— /(VV) € R>¢ heildt dieEUKLIDISCHE [bzw. UNITARE]
NORM aufV.

(b) (R",<,>) [bzw. (C",<,>)] heil3t dern-DIM. EUKLIDISCHE [bzw. UNITARE] RAUM R"
[bzw. C"]. ]
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5 Euklidische und Unitdare Raume

(5.10) Beispiel

Im n-dim. euklidischen RauriR" ist || v || die ,L&nge" des Ortsvektons

? Ortsvektor”

Abbildung 5.1:Ortsvektor

Lange vonOv (nach Pythagoras):
P=a’+P=1=va2+b2= \/< (3) : (E) >=/<VV>.

ai

Allgemein:v =
an

n n
<V,V>= jZlalz,\|v||:,/<v,v>: /élajz. O

(5.11) Bemerkung (Eigenschaften der Norm)
(1) || || istNorm aufV, d.h.:
(@) ||v||>0furalleveV und||v||[=0<v=0.

(b) ||a-vi||=|a|-||v]| furalleveV,acK.
©) [|vi+v2 ||<|| va || + || v2 || fur allev, v, € V (DREICKECKSUNGLEICHUNG.

(2) POLARISATIONSFORMELN

(a) FurK =R qilt:
(vw) =3 (|[v+w][? = || v|[2 = || w]|?) fiir allev,w e V.
(b) FurK = C qilt:
(vw) =% (|| v+w|2 = || v=w][? +i || v+i-w|[2 =i || v—i-w]|[?) firallev,we V.

128



§ 2 Léngen, Winkel, Orthogonalitat

(3) FUrO#v,0£Awe W gilt:

INAIRR IR

Beweis

(1) (a) Klar mit/(5.1)(b).

(b) [[a-v]l=+/(a-va-v) = ya-a-(wv) = va-a-y/(wv) =[al - || v]|.

(c) [(5.3) besagt] (vi,v2) [2< (v1,v1) - (V2,V2).
= (vi,v2) [<[[va |- [[ v |l.
Damit gilt:

Vi +V2 |2 =] (Vi + Vo, V1 + Vo) |
=| (v1,V1) + (V1,V2) + (V2,V1) + (V2,V2) |

<| (vi,va) |+ | (vi,v2) | + | (v2,va) | + | (v2,v2) | (Dreiecksungleichung)

2 2
= v l[F (vl (T2 [+ [[v2 [ [[va ] + [ va |l

2
= ([[va [[ +[lv21])

(2) Ubungsaufgabe auf Blatt 14.

(3) Folgt aus(5.3) (wie im Beginn des Beweises zu (1)(c)).

(5.12) Definition und Bemerkung

(@) veV heiRtNORMIERT, falls || v ||= 1.

(b) Ist0#veV, dann istH—xH normiert.

Beweis
(b)
\Y} 1 \Y;
VI B ) | [| V] |v]|
Bemerkung

Benutze(5.11)(3), um fir euklidische RAumeaA/INKEL“ zu definieren.
V euklidisch,vyw e V, v,w # 0.

_ (vw)
e S T St
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5 Euklidische und Unitdare Raume

Abbildung 5.2:Winkelberechnung

Es existiert genau ein <a< i — (W) :(L i)
:’ J eRO0sas JL . miteost= mrmg =\ wy

Kreiszahl

v (a1t w _ b1\ _
m_(az)am_(bz)ay_a—{_ﬁaa_y_ﬁ

cosa = coqy— ) = cosy- cosB+ siny-sinf3
cosP = az, sin = ap, cosy = by, siny= by

(5.13) Definition

SeiV ein euklidischer Vektorrraum.
FurO#v,weV seia € R, 0 < a < 11, definiert durchcosa = |\/(|\|/f\|l}l\3v‘|.

o heiBtWINKEL zwischernv undw.
V, W heiRenoRTHOGONAL i< o = § < cosa = 0 < (V,w) = 0.
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§ 2 Langen, Winkel, Orthogonalitét

(5.14) Bemerkungen

Bezeichnungen wie i(6.13) Dann gilt:
vwla. < | (v,w) [?= (v,v)- (W,w
(5.3)|( ) [= (v V) - (w,w)

S| (vw) [=]| V]| || wl]]
& cosa € {1,-1}
& o =0odera =T,

wobeia den Winkel zwischewr undw bezeichnet.
Sindv undw normiert, dann gilt:

a=0sv=w
Aa=TT&SV=—W O

(5.15) Beispiel (vgl. (2.27)(f): Suchmaschinen)

Term-Dokumente-Matrixv

e Zeilen:Terme M)

e Spalten:Dokumente 1)

e Eintrage:Haufigkeit eines Terms- Zeile) in einem Dokument{ Spalten)
e Suchanfrage(0,1)-Vektor e R™ (s)

e GesuchtDie Dokumente, zu denesiam Besten passt.

e Mdglichkeit: Euklidische Norm auR™ als MaR fir die ,,Gleichheit* vors mit Spalten von
M.

Seiendy, ..., d, die Spalten vom; normiere zwc; = Hg_ill’ N IIS_:H (Preprocessing).

Berechne< H—zu,cj > fir 1 < j < nund gib diejenigen Dokumente aus, fur die dieses
Skalarprodukt gré3er als eine vorgegebene Schranke ist.

e Intuition: < ﬁ,Cj > > 0fur alle j, da alle Eintrage der Vektoren O.
S o> — S _ .
<> =1 g =6

< ||_§|\’°i > > 0« kein Ubereinstimmung zwischeyundc;. 0
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5 Euklidische und Unitdare Raume

(5.16) Satz (Schmidt'sches Orthogonalisierungsverfahren)

Seienvy,...,vp €V Lu. und sei0 < m < nmit (vi,vj) = djj (Kronecker-Delta) fil <i,j <m
(keine Bedingung fum = 0).
|
Dann existiererwy,..., Wy €V mit wj =vj fir 1 < j <mundw = 3 ajv mit geeigneten
=1
aj € K, #0und(wj,wg) =0y fur1 < j,k<n.

Beweis (algorithmisch)

Induktion bem—m:
n—m=0:v
n—m> 0: Ist wy1 wie gewunscht konstruiert, dann gt vy, ..., Vim, Vimy1 >
=< Wi ,...; Wm ,Wme1 >, deNNVmy1 €< W, ..., Wm, Wimg1 >, Weil 81 me1 # 0.
=Vi =Vm
=<Vi,o s VmyWme1, Vme2, -, Vin >=<V1,...,Vm, Vm+1,Vm+-2, - - -, Vn >
=< V1, , Vm, Wm+1, Vmi-2, - - -, Vn > ISt Lu.
Es genlgt also, die Behauptung fik= m+ 1 zu beweisen.
m
Seiu:=Vmi1— ¥ (Vmi1,Vj)V]
j=1
= u#0,da(vy,...,Vm+1) l.U.
Esqiltfurl<k<n:

m
(U Vi) = (Vm1, V) — ¥ (Vme1,Vj) - (VisVk) = (Vime1, Vi) — (V1 Vi) = 0.
=1 SN——
0 ,j#k
{1 =k
= W1 i= H_UH erflllt das Gewiinschte (vgl. Abbildurfg?3). O

u

(5.17) Beispiel

V=RS3<,>n=3m=0.

1 1 0
vi=|2|,v=(0],v3=1]-1
2 1 1
3
— v _ |2
W=t = | 3
® 1 2
1 ] 2
U=Vv—<wvw>w=1|0|-1-[%5]| = _%
1 g 1
3 3
2
3

<uu>=l=u=w=|—%

Wl
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§ 2 Léngen, Winkel, Orthogonalitat

U1

Abbildung 5.3:0rthogonalisierbarkeit

0 z —2
Ui=V3— < V3, W1 >Wi— < V3,Wp > Wp = (1) —0-wy—1- (%) = (%)
1 2
1 3 5
<uu>=1l=wz= ( ) O
2
3

(5.18) Definition

WIFRWIN

(a) SeiV e.d. Eine Basigvy,...,vy) vonV heilit ORTHONORMALBASIS (ONB) vonV, falls
gilt:
(Vi,Vj) = 6ij,l§ i,j<n

(b) SeiU <V.

Ut :={veV|(uv)=0firalleucU} heillt derORTHONORMALRAUM zuU. O

(5.19) Korollar

Seidimg (V) =n.
(a) V besitzt ONB.

(b) IstA € K™ positiv definit, dann existiel® < GL,(K) mitA=S-S
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5 Euklidische und Unitdare Raume

(c) IstU <V, dannistv =U @U* (d.h.V =U +U*+ undU nU+ = {0}).
Insbesondere igtim(V) = dim(U) +dim(U+).

Beweis

(a) Folgt aug(5.16)fir m= 0.

(b) SeiB die Standardbasis vdf" und B’ eine ONB bzgl. des Skalarproduka (Ba(v,w) =
V' - A-wist Skalarprodukt nactb.6) und(5.7)).
Nach(5.8) existiertT € GLy(K) mit En = Gg (Ba) = T!-Gg(Ba)- T =TH-A-T.

S:= T 1leistet das Gewiinschte.

(©) (,) luxu ist Skalarprodukt aud .

Sei (v1,...,Vm) eine ONB vonU, ergdnze zu ONRvy,...,Vm,Vm+1,---,Vn) VON'V (nach
(5.16).

SeiW :=<Vmi1,...,\p > =V =UDW.
Zu zeigenW = U,
Klar:W CU+. v

n
Seiumgekehrt e UL, v=5 ajvj.
=

n
=0= (VW) = Y aj(vj,w) =afurallel<k<m.
=1

=veW.

Also gilt: W = U+ und beide Behauptungen folgen. O

(5.20) Definition

(@) ¢ € Endk(V) heiBtoRTHOGONAL, falls K = R ist (bzw. UNITAR, falls K = C ist) und es
gilt:

(0(v),p(w)) = (v,w) fur allev,w e V.
(b) Ac R™" heiRtoRTHOGONAL, falls A'- A= E, ist.
A€ C"™" heiRtUNITAR, falls Al - A = E, ist.

O(n) :={A € R"™" | Aorthogona} ORTHOGONALE GRUPPE

U(n):={Ae C™"| Aunitar} UNITARE GRUPPE O
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§ 2 Langen, Winkel, Orthogonalitét

(5.21) Bemerkung
(a) SeiV ndim. und‘B eine ONB vorv.
Seip € Endk (V) undA = Mgz(¢). Dann gilt:
A orthogonal (bzw. unitdr= ¢ orthogonal (bzw. unitar).

(b) SeiA e K™", Dann gilt:
A orthogonal (bzw. unitary> Spalten vorA bilden eine ONB vorkK" bzgl. <, >.

(€) O(n) < GLn(R),U(n) < GLa(C).

Beweis
(a) Weil B eine ONB ist, istGgz ((,)) = En, also gilt:
(v,w) = Kg(V)t-Kg(w) fur allev,w € V (vgl.|(5.5)b)).
Andererseits iskg($(v)) = A-Kg(V) (val.[(2.74).
= (O(v),0(W)) = Kp(®(V)'-Kp(®(W)) = (A-Kp(V))' - (A-Kp(W)) = Kg (V)" - A A-Kp(W).
Mit v,w € V durchlauferkz(v), Kz (w) ganzK",

= Behauptung.
(b) Matrixmultiplikation.

Ln(C) (vgl.[(2.65).
AtIK)E: Bt'En'EZ En

ABeU(n):(A-B)-(A-B)=B
=A-BeU(n).
(ADE (AT = (A) - (A1

(c) Klarist: O(n) C GLy(R),U(n) C G
t
.

= (A-AYL= (A A)I=E,=E, O
At=A-1 vertauscht miA

(5.22) Definition

SeiA e ¢C™N,
At = Kt heil3t die zuA ADJUNGIERTE MATRIX. O

Zusammenfassung
(a) Ae C™M:
A hermite’sche AT = A (vgl.[(5.5)(b))

A unitar < A invertierbar undA—1 = AT
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5 Euklidische und Unitdare Raume

(b) Ae R™™
A symmetrische Al = A (vgl.|(5.5)(b))
A orthogonal< A invertierbar undA—! = Al

(5.23) Definition

¢ € Endk (V) heiBtSELBSTADJUNGIERT falls gilt:
(¢ (v),w) = (v,¢(w)) fur allev,w e V.

Analog zu(5.21)qilt:

(5.24) Bemerkung

SeiV n-dimensional undB eine ONB vorV. Sei¢ € End (V),A:= Mg(¢). Dann gilt:

¢ selbstadjungierts A = A,

Beweis

Farv,w eV gilt:
(O(V),W) = Kg (0(V)" - Kg (W) = Kg (V) A-Kg (W) und
(VM OW) =Kz (V) Kg (B(W)) =Kz (V)" -A-Kg(W).

Also: ¢ selbstadjungierts At =A< A = A,

—

§ 3 Der Spektralsatz

SeiK = R oderC, sei(V, (,)) einn-dim. eukl. oder unitéarer Raum.

(5.25) Lemma

SeiA € R™" symmetrisch.
Dann existierea € R mit xa(a) = 0.
(A besitzt [mind.] einen reelen EW.)

Beweis

Xa € R[X] C C.
Seiac C mitxa(a) =0(C ist alg. abg.).
Sei0#Ave C"mitA-v=a-v(vEV zum EWa).

=a-(Vv)=(av)-v=Av.v=v. A.v=\F. A V=V AV=V. A.v=V

a- (Vt-v).
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§ 3 Der Spektralsatz

Weil v # 0, ist auchy! - v # 0.
<VV>
= a=a. 0J

(5.26) Satz (Spektralsatz)

Sei¢ € End (V) selbstadjungiert. Seh € K™ mit A=A (d.h. A symmetrisch oder hermi-
te’sch).

(a) Es existiert ONB vorv, die aus EV vorp besteht.

(b) K=TR:
Es existiertSe O(n), so dassS - A- S eine Diagonalmatrix ist, deren Diagonaleintrage die
EW vonA sind.

(c) K=C¢C:

Es existiertSe U (n), so dassS" - A- Seine Diagonalmatrix ist, deren Diagonaleintrage die
EW vonA sind.

Beweis

(a) Induktion Ubem:
n=1v
n> 1: Sei3 ONB vonV, A= Mgz().

K=R = Al=A = esexistieryy € R: x¢(a1) = 0.
(5.24) (5.25)

K=C = esexistiery € C: x¢p(a1) =0.
C alg. abg.

Seivy €V EVvon¢ zum EWay, || v1 ||=1.
SetzeW =< vq >+,
BehauptungW ist ¢-invariant.
Beweis:Seiw e W.
= (v1,0(W)) = (¢(v1),W) = (a - V3, W) = a1 - (v,w) = 0, daw €< vy >+
= d(w) e< vy >t=W
= Behauptung.
(,) lww ist Skalarproduktdy selbstadjungiert.
= W besitzt ONB(v2,...,vy) aus EV vonpy

Induktion

= (V1,...,Vn) ist ONB aus EV vorp.
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5 Euklidische und Unitdare Raume

(b)(c) BetrachteV = K", <, >, B Standardbasis.
¢ = cl)A K" — Kn,Vr—> A-V,A: M@(q)A).

selbstadjungiert.
L jungi

SeiB' = (v,...,V,) eine ONB aus EV vopa, da(Vvj) =aj-vj, 1< j<n.

SeiS= Mg’(idv) die Basiswechselmatrix.

a 0
= =Mg($p) = S1-Mg(p)-S=S1-A-S
(2.83)
0 an
Die Spalten vor§sind diev’j, sie bilden also eine ONB vow.
= s§1=73.
(5.2)(b)

(5.27) Korollar

SeiA € K™", Dann gilt:
A=A (d.h.A symmetrisch oder hermite’sch)
=- A diagonalisierbar.

(5.28) Beispiel

SeiK =RR.
Eine QUADRATISCHE GLEICHUNG UberR ist eine Gleichung

>

n
Q: Z ajk-Xj~Xk—|—ij~Xj—l—a:0.
== =1

z—
Il

by
Hierbei istA= (ajx) e R™"b= | : [,aeR.
bn
X1,--.,%n Sind dieUNBEKANNTEN der Gleichung.
C1
EineLOsuNGvonQistein Element= | : | e C"mitc'-A-c+bt-c+a=0.
Cn

Q(C) = Menge der Lésungen vaQ.

Q(C) heil3tQUADRIK .

Q(R) := Q(C)NRR": reele Punkte vo(C).
Geometrische Beschreibung vQiR):
Spezialfall:A= A',b = 0.
Q:X-A-x+a=0,xecC.
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§ 4 Orthogonale Endomorphismen

a 0
Nach(5.26)(b) existiertSc O(n) mit S1. A. S= ,
0 an
C1
Mit ¢ :=S-cfurc= | : | € R"gilt damit:
Cnh

()t-Acd+a=0sd-(§-A9 .cta=0s jﬁlajcjz> +a=0.

n
Mit Q' : (jzlajsz) +a=0habenwirQ(R) =S-Q(R).
Koordinatentransformation! := S-x,x € R", bildetey, ..., e, (Standardbasis vaR") ab auf die
ONBE€,...,€, mit€; = S-ej (Spaltej von S).
< e >,...,<ey> heildt einSYSTEM VON HAUPTACHSEN(TUr Q.
Satz(5.26)(b) heil’t auch Satz von detAUPTACHSENTRANSFORMATION O

Beispiel

SeiA=
Q:x-A-x—

- 3

1__
st=8=7% —2 1

9 0
$.A-S— (O 4)
Q' : 9x2 +4x3 = 36 (Ellipse)

1 -2
/. . 2 A 1 1.
x._Sx,xelR,e/_Sel_\/g (2)’%_\6 (1) O

8 4 Orthogonale Endomorphismen

5 2
2 8
36

SeiK =R, sei(V, (,)) einn-dim. euklidischer Raum.

(5.29) Bemerkung

SeiAc0(2).
Dann existierti € R,0 < a < 2rtmit:

cosa —sina
(1) A= (sina cosa > oder
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5 Euklidische und Unitdare Raume

) A:(

cosa  sina
sind  —cosa

Im Fall (1) istda : R? — R? eine Drehung um den Winked undxa = X2 —2-cosa - X + 1.

a
Im Fall (2) istga eine Spiegelung an der Geraden du(081> , (Z(l)ns"%) und A ist ahnlich zu

2
-1 0 ,
( 0 1> (vgl.[(4.24).

Beweis

) ab
SelA= (c d)'

2
a +02:1 2 2

—  b?+d’=1 und §2+b2_1 ALA=E,=A-Alj

A0 4. pic.d=0 +d-=1

= Existenz vom wie behauptet.

(1) daler) = (Z?:g) ,0a(er) = <—C (S)';G)

sine | paler)

Abbildung 5.4:da(e1) undda(er)

Berechnung voma selbst.

(2) daler) = (2?,?3) Oa(e2) = (flgasa)
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§ 4 Orthogonale Endomorphismen

¢aler)
o tosa
|
sin o
@ |
T |
l €1
|
|
| — COS &
|
|
|
N |
sin o

Abbildung 5.5:a(e1) undda(en)

_|[X—cosa —sina | o o N2 1w
Xa="_sina X cosal =X coga —sirfa=X2—1=(X-1)-(X+1).
Behauptung folgt augt.29)(b) und(4.24) O

(5.30) Bemerkung

Seif € R[X] irreduzibel.

=deq f) <2

Beweis

Ist f linear, dann okay.

Sei alsodeg f) > 2, f = Janjxi,am =1(0.B.dA)m>2

m .
Seize C Nullstelle vonf, d.h.0= 5 a;z.
j=0

_ m . m .
=0=0= S @-2Z = ¥ a;-2, d.h.zistauch Nullstelle vorf.
=0 j=0

z=17 sonst ware € R eine reele Nullstelle vori undX —z| f in R[X].
=X—-z#X—-zund(X—-2)-(X—2)| fin C[X]

(X—2)-(X=2) =X%—(z+2)-X+2-2€ R[X]

Fassen wiX — z) - (X —2) fur jede Nullstellezvon f zusammen, dann erhalten wir eine Fakto-
risierung vonf in € R[X] in Faktoren vom Grad.
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5 Euklidische und Unitdare Raume

= Behauptung. O

(5.31) Bemerkung

Sei¢ € Endg (V) orthogonal.

(@)
(b)

IstW <V ¢-invariant, dann ist aucW ¢-invariant und es gilty =W oW+,

Es existier®W <V ¢-invariant mitdimg (W) < 2.

Beweis

(@)

(b)
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SeiB eine ONB vorV undA = Mgz(9).

= Aorthogonal = Ainvertierbar undA—! ist auch orthogonal
(5.21)(a) (5.21)(c)

= ¢ ~List orthogonal ung(W) =W, (W) =W.
(5.21)(a)

Sei nunw € W,u € W+,

= (U 0() = (072w),6~(H () = (§-1(w),u) = 0, dau € W* und~(w) € W.
= ¢(u) € W, d.h.w+ ist ¢-invariant.

Die 2. Behauptung ist geradg.19]c).

Seixy = f1--- fr mit fi € R[X] normiert und irreduzibel.

Ist f;j linear fur einj <r, dann hatp einen EV, also auch eineladim. ¢-invarianten Unter-
raum.

Sei alsodeq fj) =2fir1<j<r.

Sei0£AweV.
Ty O X6 (@)(W) = (Fa(@) -0 1r(6) (W)

= Es existiertl < j <r mit

vi= (fisa(@) oo fr(9)) (W) # 0und fj(9) o (fja(d) o 0 fr(9)) (W) =0.

[ J/

Konvention:idy , falls j=r

= V£0,(¢)(v) =0.

=<V, (V) > ist p-invariant. O




§ 4 Orthogonale Endomorphismen

(5.32) ! Satz

Sei¢ € Endg (V) orthogonal.
Dann existiert ONBB vonV mit
0

0

mit Aj = (1) € R oderAj = (—1) € R**! oderAj = (
aje Rmit0<a; <2m

Mg (9) =

cosnj —sina;

) € R2%2 fir ein
sinaj  cosa|

Beweis

Sei0 #W <V ¢-invariant mitdimg (W) < 2.

(:3>)V =W &W undW- ist ¢-invariant.
5.31

SeienB; = (v1,...,Vj) (Mit j = 1,2) bzw. B, = (Vj+1,...,Vn) ONB's vonW bzw.W-.
= B = (v1,...,Vn) ist ONB vonV und

_ MQ31<¢W> 0
MB(q)) - ( 0 ‘ M@Z(d)wl) )
Nach Induktion Gben geniigt es also, die Behauptung fiik 2 zu beweisen.
n=1v
n = 2. Verwende(5.29)

o+TT a
Im Fall (2) istB; = C(.)Sagn , C(.)SO% die gesuchte ONB. O
sin%Tt sing

— ENDE —
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