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Aufgabe 9:

Essei 2 < n € Nund A € C*"*". Das Minimalpolynom 4 von A sei gleich
k
[I(X —a;) fur ein £ € Nmit 1 < k < n und es gelte o; # o fiir ¢ # j und
i=0

ny _

o; 1 fiir gewisse 1 < n; € N und alle 1 < ¢ < k. Zeigen Sie, dass es ein

1 <m € N gibt, fiir das A™ = E,, ist.

Die Aufgabenstellung sieht komplizierter aus als sie eigentlich ist. Zun&chst
zerfallt das Minimalpolynom in paarweise verschiedene Linearfaktoren, wobei
jeder Eigenwert der Matrix einspotent ist (d.h. es existiert eine Potenz dieses
Eigenwertes die 1 ist, z.B. a5 = 1).

Da A paarweise verschiedene Eigenwerte hat, ist A diagonalisierbar, also gilt:

3B € GL,(C),A' cC"™": A=B-A"-B™!

Mit einer Diagonalmatrix A’. Auf der Hauptdiagonalen von A’ stehen bei dieser
Darstellung die Eigenwerte von A. Setzt man nun z = lem ({nq,...,n;}) als
kleinstes gemeinsames Vielfaches von nq, ..., ng, so gilt fiir A*:

z

A*=(B-A"-B7")
=B-A'-B'.B-A....B
——
En
=B-A%.B7!

Potenziert man eine Diagonalmatrix, werden lediglich die Diagonalelemente po-
tenziert, also die Eigenwerte die auf der Diagonalen von A’ stehen. Da fiir alle
n; gilt n;|z wird jeder Diagonaleintrag zu 1.

Aufgabe 10:

Es sei K ein Korper und A € K™*™ fiir ein 1 < n € N. Weiter seien f,g € K[X]
zwei Polynome. Zeigen Sie, dass die Matrizen f(A) und g(A) vertauschbar sind,
dass also f(A)-g(A) =g(A)- f(A) ist.



Zuniichst setze m := deg f,n := degg. Dann gilt f(A) = 3 a;A* und g(A) =

k=0
n

bp A*. Das Produkt von Polynomen ist iiber die Faltung definiert:
k=0

f(A)-9(A) = g(A) - f(A)

m+n k m+n k
<~ Z ZalbkflAk = Z ZakflblAk
k=0 1=0 k=0 1=0

Das ganze liuft dann darauf hinaus, das genau alle Koeffizienten vor dem A*
gleich sein miissen, also die Summanden fiir die jeweiligen k& € m + n.

k k
& Zalbk—lAk = Zak_lblAk,ij eEm+n
=0 =0

Substitution der Indizies mit der Funktion ugy =k — [, k fest:
k k—k 0 k k
< Zalbk—l = Z Ok—uby = Z ak—uby = Z ap—uby = Zak—lbl
=0 u=k u=k u=0 =0

Bis auf die Bennenung die Indizes sind die Summen gleich. Also gilt q.e.d.

Aufgabe 12:

Esseil <n € Nund A € C"*" mit A*> = E,,. Zeigen sie dass A Diagonalisierbar
ist.

Die Matrix A ist genau dann diagonalisierbar, wenn ich Minimalpolynom 4 in
paarweise verschiedene Linearfaktoren zerfillt. Aus A% = E,, folgt A% = A =
A3 — A" = 0, also hat das Polynom p € K[X],p = X? — 1 eine Nullstelle
bei p(A). Nach Caley-Hamilton gilt dann: p4|p. Hier ist leicht zu sehen das
pa = X3 — 1 ist. Ebenso schnell sieht man, das p4(1) = 0 ist. Da degus = 3
gilt, muss es drei paarweise verschiedene Eigenwerte 1,p,q € C geben, so dass
das Minimalpolynom zeféllt in:



pa=X3-1
=X -1DX-p)(X —q)
=X’ —(p+q+1D)X*+ (pa+p+a)X —pg

Ahnlich dem Verfahren bei der Partialbruchzerlegung kann man hier drei Glei-
chungen folgern:

1.p-qg=1
2. p+q+1=0(=p*+p+1=0)
3.p+q+pg=0

Von dieser Stelle an ist die Losung der Aufgabe ein gigantisches Zahlengewusel.
Es gilt im Prinzip nur jeweils einen Wert fiir p und ¢ zu finden, so das p, g die
drei Gleichungen erfiillen. Den Beweis schliesst man dadurch, dafs man zeigt,
das die drei Werte {1, p, ¢} paarweise verschieden sind.

Aufgabe 13:

Matrix einfach mit Gaufl bearbeiten. Wem multiplizieren in solchen kreativen
Korpern zu fehleranfillig erscheint, man kann die gleichen Operationen auch
durch addieren durchfiihren, was sich in dem Korper recht naheliegend war. Als
Ergebnis erhalte ich nach Gauk:

-1 -1 -1 -1
0 -1 1 -1
-1 0 -1 -1
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Aufgabe 6:

Berechnen Sie die Determinante, das charakteristische Polynom x4 un einen
Eigenvektor v der folgenden Matrix A € Q33

4 -9 0
A=|5 —-11 -5
0 0 1
Determinante:
4 -9 0 4 9
detA=det| 5 —11 -5 | =1det l 5 11 ] =45-44=1
0 0 1
Char. Polynom:
A—4 9 0
xa=det(AE3 —A)=det | -5 A+11 5
0 0 A—1
A—4 9
(A ) det 5 a4l (A ) [(A V(A + 11) + 45]

Eigenvektor zum Eigenwert 1:

Jv € Q3 : Av = 1v = v, wobei v der gesuchte Vektor ist, also

4 -9 0 U1 U1
Av=v<& | 5 —-11 -5 vy | = | w9
0 0 1 V3 U3

< 4dv; — Yug = v1 A Bvp — 11vg — Hug = vy
= —3v1 = —9v3 A bvy — Hug = 1209

= v1 = 3va A —3vy = —bHug
3s

=v=| s |,seQ\{0}
3
gs

Aufgabe T:

Sei Fo = {0,1} der Kérper mit 2 Elementen. Bestimmen Sie die Menge aller
x € F3*! mit Az = b, wobei A € F3*® und b € F3** die folgenden sind:



000 10 0
A::llOOI,b:ZO
11010 1
1 01 01 1
Gaufdalgorithmus:
000 10]0 000 10]O0 00010
1100 1] 0 000011 00 0 01
e ad g
1101 011 110 0 0] 1 1 1.0 0 0
1 01 0 11 1 01 0 11 1 01 0 O

x4 =0ANx5=1ANx1+22=1AN2x1+23=0
24 =0ANz5=1A29=1—21 N1 = 23

=24 =0Nx5=1ANa2=1—23 \Nx1 =23

S 0 1

1—s 1 0

== S ,se€Fa=a2=|0 |Vae=|1
0 0 0

1 1 1

Aufgabe 8:

Es sei A € R3*3 eine Matrix, fiir die A% + A2 + A 4 E3 = 0 ist, wobei E3 die
3 x 3-Einheitsmatrix ist.

(a)

Zeigen Sie, dass das Minimalpolynom s 4 von A einTeiler von X4 — 1 ist.

Zuerst entspricht X4 —1 = (X —1)(X3+ X2+ X +1). Wobeip = X3+ X2+ X +1
das zu A% + A% + A + E5 gehérige Polynom ist. Da p das Polynom X* — 1 teilt
ist nurnoch zu zeigen das p4 ebenfalls p teilt (Transitivitdt von alb). Einzige
Nullstelle von p ist p_;y = 0. Nach Faktorisierung von p ist also entweder
p1 = (X +1)(X?2+1), pp = (X2+1) oder p3 = (X + 1) das Minimalpolynom.
Nach Caley-Hamilton ergibt sich pa = X3 + X2 + X + 1. pa|X* — 1 wurde
bereits zu Anfang gezeigt.

(b)
—1 2 4
Es sei zusétzlich A2 = 0 -1 0 |.Wasist dann 429067
0 1 1

O R~ O



1
Mit gegebenem A? ergibt sich A* = | 0
0

o = O

0
0 |. Also folgt A2006 = A2004.
1

501

A2 = (AN A2 — A% = 42,

Aufgabe 9:

Es seien K ein Korper, V und W K-Vektorrdume und ¢ : V' — W eine K-lineare
Abbildung. Zeigen Sie: Sind v,w € V und ist (go(u),go(w)) linear unabhingig,
dann ist (v,w) linear unabhingig.

Indirekter Beweis:

(vyw)la.=>3INEK: w=w
= P(w) = P(w)

= AP(v) = P(w)
= (P Pw)) La
= g.e.d.

Aufgabe 10:

Es seien n € N mit n > 2 und X,Y € Q"*™ zwei Matrizen. Zeigen Sie ,dass die
Menge {A € Q"*"|AX =Y A} ein Untervektorraum von Q"™*" ist.

Definiere U := {A € Q"*"|AX = Y A}, zu Zeigen also: U < Q"*™.

UVR-Kriterium 1 (U # )

0=0
=0X=Y0
=0eU
=U#0

UVR-Kriterium 2 (s € Q,Ac U= sAeU)

AX=YA

= s(AX) =s(YA)
= (sA)X =Y (sA)
= (sA)eU



UVR-Kriterium 3 (4, Be U = (A+B)eU)

AX=YANBX =YB
= AX+BX=YA+YB
= (A+ B)X =Y(A+ B)
= (A+B)eU

= U < Qnxn,

Aufgabe 11:

Es sei n € N\{0,1} und (, ) : C"*! x C"*! — C eine beliebige Sesquilinear-
form auf C™*'. Weiter sei A € C™*™ und @4 : C"*! — C™"*! v — Av. Es gelte
(Av,w) = (v, Aw) fiir alle v,w € C"*! (das heiRt, ¢4 ist selbstadjungiert be-
ziiglich ( , )). Sei v € C"*! Eigenvektor von ¢4 zum Eigenwert a und w € C**!
ein Eigenvektor von ¢4 zum Eigenwert b mit a # b. Zeigen Sie, das (v,w) =0
ist.

Wegen gegebenen Eigenwerten gilt: Av = av, Aw = bw. Damit gilt (Av, w) =
{av,w) = a{v,w) und (v, Aw) = (v,bw) = b{v,w). Aus der in der Aufga-
benstellung beschriebenen Selbstadjungiertheit (Av,w) = (v, Aw) folgt dann
b (v,w) = a (v,w). Nach Aufgabenstellung gilt auch a # b, damit bleibt fiir die
Gleichung aus der Selbstadjungiertheit nur die Losung (v, w) = 0.
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Aufgabe 9:

Invertieren Sie die Matrix

I
W W N

11
0 4
1 2

mit Hilfe des in der Vorlesung vorgestellten Verfahrens. Dokumentieren Sie ge-
nau, welche Umformungen Sie in jedem Schritt vornehmen und geben Sie am
Ende die Matrix A~! explizit an.

21110 0] 6 333 0 0]
304/010|~[3041]010
3120001 312100 0 1

03 513 20] [oo 13 1 -3]
~ | 3 410 1 0l~|30 4]0 1 o0
01 -2 0 -1 1 01 -2 0 -1 1
00 1 3 1 3] [100]-4 -1 4]
13 00]-12 =3 12|~]01 0 6 1 -5
01 0 6 1 -5 00 1 3 1 -3
4 —1 4

~ AT = 6 1 -5

3 1 -3

Aufgabe 10:
Es sei A € F3** die folgende Matrix (F3 = {—1,0,1}):

1 0 1 -1
A= 1 -1 -1 -1
0 0 0 1

0 0 1 0

Berechnen Sie das charakteristische Polynom von A und geben Sie die Eigen-
werte von A an. Bestimmen Sie die Dimension sdmtlicher Eigenrdume von A.
Bestimmen Sie das Minimalpolynom von A. Ist A in Fé“ diagonalisierbar?



Char. Polynom:

X-1 -1 1
xa=det(XFEy—A)= (X +1)-det 0 X -1

0 -1 X
X -1
= (X + DX —1)-det | X]

Eigenwerte von A:

Aus x4(x) = 0 folgt = € {—1,1}. Die Matrix A besitzt die Eigenwerte —1 und
1.

Dimension der Eigenrdume:

dim(Fig(A,1)) = dim(ker(1E4 — A))

0 0 -1 -1 -1 1 1
= dim(ker -1 ) = dim(ker 0 01—l ) =2
0 0 1 -1 0 0 0 0
0 0 -1 1 0 0 0 0
dim(Fig(A, —1)) = dim(ker(—1E4 — A))
1 0 -1 1 0 0 0
-1 0 1 00 -1 0
= di k = di k =1
dim (ker 00 —1 —1 ) = dim(ker 00 0 —1 )
00 -1 -1 00 0 O
Minimalpolynom:

Fiir das Minimalpolynom kommen einige Polynome in Frage. Mittels Caley-
Hamilton (pua(A) = 0) findet man durch Ausrechnen der Polynom das Mini-
malpolynom:

o [(X+1)(X =Dy = (X2 —1)4) #0
* [(X+ (X - 1)2](,4) = (X?-1)(X - 1)(a) #0
o [(X+1)*(X —1)]

(A) = (X2 - 1)(X+1)(A) =0

Also ist pa = (X +1)?(X — 1) das Minimalpolynom.



Ist die Matrix A diagonalisierbar?

Nein, denn die Summe der geometrischen Vielfachheiten (Summe der Dimen-
sionen der Eigenrdumen) ist kleiner 4. (Es gibt nicht genug linear unabhéngige
Eigenvektoren um eine Eigenvektorbasis zu konstruieren.)

Aufgabe 11:

Beweisen oder widerlegen Sie die folgende Behauptung: Ist V ein K-Vektorraum
iber einem Korper K und sind u, v und w Vektoren aus V' mit der Eigenschaft,
dass jedes Paar (u,v), (u,w) und (v, w) linear unabhéngig ist, dann ist auch die
Folge (u,v,w) linear unabhéngig.

Die Behauptung ist falsch. Wahle u,v € V linear unabhingig. Wéhle w = u+v,
dann gilt (u,v), (u, w) und (v, w) linear unabhingig, aber (u,v,w) = (u, v, u+v)
linear abhingig.

Aufgabe 12:

1
Es sei A := 1 1 € Q%*2 und ¢ : Q22 — Q2?*? die Abbildung, die
durch die Vorschrift ¢(B) = B- A (normales Matrixprodukt!) fiir alle B € Q?*2
definiert ist.
Zeigen Sie, dass ¢ eine Q-lineare Abbildung ist. Berechnen Sie die Matrix M5 ()

der linearen Abbildung ¢ beziiglich der geordneten Basen

s ([t o] [t o Jor]]o =
S\lo 1]l o =11 o1 o0
c_(lrolfor] ool oo
“\loo|'lOoO|'|1TO]|O 1

Geben Sie eine Basis von Kern(y) an. Geben Sie eine Basis von Bild(y) an.

und

Linearitét:
Mit M, N € Q?*2 k € Q folgt
o (kM) = (kM)A =k(MA) = ko(M)
e 9((M+N)=(M+N)A=MA+ NA=p(M)+ ¢(N)

=  ist Q-linear.



Basiswechselmatrix:

Den n-ten Basisvektor aus der Basis I abbilden und aus den Basisvektoren der
Basis C linearkombinieren. Die Koeffizienzen fiir die Linearkombination ergibt
die n-te Spalte der Matrix ME ().

Analog fiir die Basisvektoren by, ..., b4 aus B folgt dann

O

I
[ = T =
e

Basis des Kerns:

Betrachtet man die Abbildungsvorschrift fiir eine beliebige Matrix, erhalt man:
Ty r—=y -y
o( ) =
z w Z—w z—w
Kern(p) = {M € Q**?|p(M) = 0}
:{ Tz Yy ] €Q2X2| [ r—y T-Y ] :O}
z w Zz—w z—w
] 6@2X2|x=y/\z:w}
w
VAR 0 0
N[O 07|11

1 1
Also ist die Basis des Kerns ([ 0 0 1 , l (1) (1) 1)

Il
——
ISES]

NS

Basis des Bildes:

Sei M die Darstellungsmatrix der Abbildung ¢.



1 -1 0 0 1000
1 =10 0 1000 11 0 0
- Bild(y) =
M 0 01 1|7 o 10 o] B <[0 01’[11
0 0 1 -1 0100

Also ist die Basis des Bildes ( L1 , 00 ).
0 0 11

Aufgabe 13:

Es sei K ein Korper und A € K™*" eine Matrix, wobei n € N und n > 2
ist. Das Minimalpolynom von A sei gleich X"~!. Zeigen Sie, dass dann das
charakteristische Polynom von A gleich X" ist.

Zunichst ist bekannt p4 = X" ! und degy, = n sowie pa|xa. AuRerdem
wissen wir das p4 die gleichen Nullstellen besitzt wie x4, nur in evtl. unter-
schiedlicher Vielfachheit. Es gilt also:

palxa=3p € K[X]: xa=p-pa
Wobei fiir die Grade der Polynome gilt:
deg xa = deg(p-pua) = degptdegua = degp = deg xa—degua =n—(n—1) =1

Also ist p von der Form p = (X — a) mit & € K. Da uy und x4 die selben
Nullstellen haben, folgt o = 0, da 4 keine anderen Nullstellen als die 0 selbst
hat. Also ist p = X — 0 = X und damit yq4 = ps - X = X" 1. X = X"

)
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Aufgabe 11:

Es sei K ein Kérper, n € N mit n > 2 und v € K™*! ein Spaltenvektor ungleich
0. Weiter sei A := v - v'. Zeigen Sie, dass A den Eigenwert 0 hat. Welche
Dimension hat der Eigenraum von A zum Eigenwert 07

U1
Seiwv:= | ! dann gilt A =wv-0v" = [v; - v,v2 - v,...,v, - v]. Die Spalten der

Un,
Matrix sind also lediglich Vielfache des Vektors v. Dann folgt direkt:

rgay =1<2<n=0ist EW zu A, q.ed.

Weiter gilt fiir die Dimension des Eigenraumes zum Eigenwert 0

dim (Eig(4,0)) = dim (ker(4_og,))

= dim (ker(A))
=n—rg(A)
=n-—1, qed.

Aufgabe 12:

Fiir welche n € N gilt die folgende Aussage? Fiir alle A € Q"*" gilt A - At =
At - A. Vergessen Sie nicht die Begriindung.
Fiir n = 1 gilt die Aussage natiirlich. Fiir n = 2 betrachte die Matrix A =

b

g . ] Ja#0+#b,a,bec Q. Dann ist A = Z 8 , wobei gilt

22 0 a®> ab
Aat=] 1 — A A
0 0 ] 7 l ab b?
b
Ik
Fiir grofsere n betrachte jeweils die Matrix A = , Wo sich
0 En72

das selbe Resultat ergibt. Also gilt die Aussage nur fiir n = 1.

Aufgabe 13:

Es sei K ein Korper, n € N und A € K™*"™ eine invertierbare Matrix. Zeigen
Sie, dass es dann ein Polynom f € K[X] gibt, so dass f(4) = A1 st



Es gilt xa = Y ¢, X* (char. Pol.). Nach Caley-Hamilton gilt y4(A) = 0, also
k=0

Xa(4) = e A = (Z ckAk> +cA° =0
k=0

k=1

Das lasst sich Umstellen zu

n
g cpAF = —¢q
k=1

Weiter gilt ¢g = (—1)"det(A) (Ubungsblatt) und wegen A invertierbar folgt
co # 0. Also kann man bedenkenlos durch —¢y dividieren.

1 n
_—— E CkAk =1
Co
k=1

Und jetzt multipliziert man die gesamte Gleichung mit A~!, was das gesuchte
Polynom liefert:

Aufgabe 14:

Es sei K ein Korper, 2 < n € N und A € K™*" eine diagonalisierbare Ma-
trix. Zeigen Sie, dass dann fiir jedes Polynom f € K[X] die Matrix f(A) auch
diagonalisierbar ist.

Setzt man eine diagonalierbare Matrix in ein Polynom ein, passieren folgende
Dinge: Die Matrix wird potenziert, skaliert und aufsummiert. Zu zeigen ist also,
dass diese drei Operationen die Diagonalisierbarkeit unangetastet lassen.

Die Matrix A ist diagonalisierbar genau dann, wenn eine Matrix B € GL,,(K)
und eine Diagonalmatrix A’ existieren, so dass gilt:

A=B-A.B!

Zur Operation der Potenzierung: Es gilt also




Da alle Potenzen von A’ ebenfalls Diagonalmatrizen sind ist auch A’™ eine. Also
ist A™ immernoch diagonalisierbar.

Fiir die Summation und die Skalierung von diagonalisierbaren Matrizen bleibt
die Diagonalisierbarkeit ebenfalls unberiihrt, daher gilt die Aussage.



