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Kapitel 1

Motivation und Grundlagen

1.1 Mengen

Definition 1.1.1 (Cantor) Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung
von bestimmten, wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Den-
kens zu einem Ganzen.

Probleme:

e Zusammenfassung zu einem Ganzen?

e Fuhrt zu Widerspiichen

Russel Paradox:
Sei M die Menge aller derjenigen Mengen, die sich nicht selbst als Objekt enthalten.
Frage: ist M als Objekt in M enthalten?
Aufldsung der Widerspriche
e Axiomatische Mengenlehre (Logik-Vorlesung)
e Naive Mengenlehre (Unser Standpunkt). (Cantors Definition, aber vorsichtig
verwendet)
Arbeitsweise

Eine Menge ist gebildet (existiert), wenn feststeht, welche Objekte daatggelDie
Objekte, die in einer Menge M liegen, heil¥elemente von M, wir schreiberx € M,
falls x Element von M ist. Sind M und M’ Mengen, dann gilt:

M = M’ < Jedes Element voM ist Element vorM’ und umgekehrt

9



10 KAPITEL 1. MOTIVATION UND GRUNDLAGEN

Schreibweise @ir Mengen
e Aufzahlung:{1,3,17} = {3,1,17} = {1,3,17,3,1}

e Beschreibung:

N := Menge der natrlichen Zahlen= {1,2,3,...} 0¢ N
Z := Menge der ganzen Zahlen {...,—2,-1,0,1,2,...}
Q := Menge der rationalen Zahlen
R := Menge der reelen Zahlen

Aussondern:

M sei eine Mengek eine Eigenschaft (die eime M hat oder nicht). Dann ist auch
{x e M| x hat Eigenschaft E eine Menge.

z.B.:{xe N| xist gerade}

Definition 1.1.2 M, N seien Mengen

a) NC M :& [furallexe Ngilt: xe M]
N ist Teilmenge von M
Es giltM =N <« [N C M undM C N]

-

M

Abbildung 1.1: Teilmeng&l C M

b) Durchschnitt von Mund NM NN := {x € M|xe N} = {x e N|x € M}

;

Abbildung 1.2: Durchschnif¥l "N

c) Vereinigung von M und NMUN := {x|x € M oderx € N}
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Abbildung 1.3: Vereinigungl UN

d) Cartesisches Produkt von M und M:x N := {(x,y)|x € M undy € N}
(x,y) ist geordnetes Paad.h.(x,y) = (X,Y) & X=X Ay =VY]

R

R

Abbildung 1.4: Cartesisches ProdNtx N

e) Potenzmenge von NMot(M) := {X | X C M}
Beispiel:M = {1,2},Pot(M) = {0,{1},{2},{1,2}}

Allgemein gilt: HatM n Elementef € Np), dann hatPot(M) 2" Elemente.

f) 0: Leere Menge (die Menge ohne Elemente).
0 C M fur alle Mengen M.

Eine Menge M heil3endlich, wenn M nur endlich viele Elemente hat. Wir schreiben
in diesem Fall
IM| := Anzahl der Elemente von M

1.2 Vollstandige Induktion

Beweismethode, beruht auf:

(I) SeiACN. Dann gilt: Istl1 € Aund ist fur jedesn € A auchn+ 1 € A, dann ist
A=N.

Behauptungen der Formur allen € N gilt 4(n)* lassen sich nach folgendem Sche-
ma beweisen:
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Induktionsanfang
Zeige A4(1) ist richtig.

Induktionsschritt

Annahme:4(n) ist richtig.

Zeige unter dieser Annahn®@(n+ 1) ist richtig.

Dann gilt 4(n) fur allen € N, denn die Mengé\ := {n € N|A4(n) ist richtig} erfullt
die Vorraussetzungen von (1), und ist somit glei¢h

Beispiele:

a)

Behauptung: Seixe R,x > —1

Fur allen € N gilt: (1+x)" > 14 nx

Induktionsanfang
n=1 1+x>1+xistrichtig.

Induktionsschritt
n— n+1: Es gelte(1+x)" > 1+ nx

(1+x)"*1 = (1+X)(1+x)"
> 1 1
> (14 x)(1+nx)
( @+x)">14+nxund1+x>0)
= 1+ X+ nX+ X
> 1+ X-+nx
~~
(n@>0)

= 14+ (n+1)x

b)

Der Induktionsanfang ist wichtig!

i L (
Behauptung: Fur allen e N gilt: 'y i =72 (falsch!)
- i=1

Induktionsschritt: n—n-+1

n+1 n 1\2 2 1 2 9 1,2
izli _ izli Y (n+1)= (n+22) YN+l = n +n+§+2n+2 _n +:;n+4 _ ((n+12)+2)
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Bemerkung: Es nicht rotig, bei 1 zu beginnen!

1.3 Abbildungen

Definition 1.3.1 SeienM, N Mengen.
Eine Abbildungf vonM nachN ist eine Vorschrift, die jedem< M genau ein Element
f(x) € N zuordnet.

Schreibweise: f: M — N

x— f(x)
M heif3t Definitionsbereich voh
N heil’t Wertebereich voh

xeM heilt ein Urbild vonf (x) e N
f(x) € N heil3t ein Bild vorx € M

Beispiele

a)
f:N—-R

i — i
Oft benutzen wir @ir Folgen (d.h. Abbildungen mit Definitionsbereitl) die
Schreibweise

a,ag,..., & ,...
~—~
f(i)
so dass unsere obige Abbildung geschrieben werdantk als:

1,4,9,16, ...

b) Die Addition inZ ist Abbildung:

Lx1— 7

(X,y) — x+y

c) Sei M Menge,
idy:M—M

X=X

heilt die Identit auf M.
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Definition 1.3.2 (inkl. Beispiel) Sei M eine Menge (z.B1 = R)

a) FurneNsein:={1,2,...,n} CN.
z.B.:3={1,2,3}

b) Einn-Tupelmit Werten in M ist eine Abbildung:: n — M.
(Wie bei Folgen verwenden wiilif n-Tupel t die Schreibweideg, to, ...,t,, meist
mit Klammern(ty,to, ..., t,), wobei wirt; :==t(i), i = 1,...,n gesetzt haben.)
zB.:t:3—R,t(1)=0,t(2) = /3,t(3) = -3
wird geschrieben al§0, /3, —3)

1.3.1 Injektive, surjektive und bijektive Abbildungen

Definition 1.3.3 Seif : M — N Abbildung.

a) Fur X C M sei

f(X):={ f\(}/) Ixe X} ={yeN|Ixe Xmity=f(x)} CN

Argument
Das Argument hei@ild von X.

b) FurY C N sei
fHY):={yeM|f(y)eY}CM

dasUrbild von Y. (f ~1 hat nichts mit Umkehrfunktion zu tun).
Die Mengenf ~1({y}) C M, y € N heiRen digrasern von {

c) fheiltsurjektiy, falls f(M) = N (siehe Abbildung 1.5).

M N

Abbildung 1.5: Surjektive Abbildung
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N7
(T

Abbildung 1.6: Injektive Abbildung

M N

Abbildung 1.7: Bijektive Abbildung

f heil3tinjektiv, falls gilt: Sindx,x' € M mit f(x) = f(X), dann istx = X’ (siehe
Abbildung 1.6).

f heil3tbijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist (siehe Abbildung 1.7).
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Beispiel

o f:R—R,x— 2x(Abbildung 1.8) ist bijektiv

L L
-10 5 0 5 10

Abbildung 1.8:f (x) = 2x

e f:R—R,x— x? (Abbildung 1.9) ist weder injektiv noch surjektiv.

L L
-10 5 0 5 10

Abbildung 1.9:f(x) = x?

f(R) =Rsp:={xeR|x>0}
f1: R — Rxo, X — X2 ist surjektiv aber nicht injektiv.
Fasern vorfy: f 1 ({y}) = {— /¥, ¥}, Y € Rxo

o f:7Z — 7Z,x+— 2xistinjektiv, aber nicht surjektiv.



1.3. ABBILDUNGEN 17

N — {0,1}, x— Rest von x bei Division durch 2
L({0}) = {xe N|x ist geradé
~1({1}) = {x € N|x ist ungeradg

o f:
f-
f

f hat genau zwei Fasern.

e F:RxXxR—R, (XY)— 2X+Yy

Fura e R qilt:
f1({a}) = {(xy) e RxR|2x+y=a} = {(x,y)|, y= —2x+a} (Vergleiche
Abbildung 1.10)

4

Abbildung 1.10:f ~1({0}) und f~1({1})

Definition 1.3.4 Seienf : M — N undg: L — M Abbildungen. Dann heil3t die Abbil-
dung
fog L—N, x— fog(x):="f(g(x))

die Komposition von f mit g(siehe Abbildung 1.11).

g

/g—\
L————M
gl Ny 2

Abbildung 1.11: Kompostion von f mit g
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Bemerkungen:

Seif : M — N. Dann gilt: f bijektiv < f besitzt einddmkehrabbildung, d.h. es exis-
tiertg: N — M mitgo f =idy und f og=idy.

Ist f bijektiv und g Umkehrabbildung vorf wie oben, dann isty durch f eindeutig
bestimmt und wird mitf ~ bezeichnet.

Konventionen

1. Zu jeder MengéM existiert genau eine Abbildury— M.

2. IstM # 0 eine Menge, dann existiert keine Abbildukg— 0

Beispiele
1.
f : R—R, x> 2xistbijektiv.
f1: RoSR, x— %x ist die Umkehrabbildung.
2.

f : Roo— Rsg, X X ist bijektiv.
f~1 : Rso—Rso, X v/Xistdie Umkehrabbildung.

1.4 Lineare Gleichungssysteme und Matrizen
Definition 1.4.1 Ein lineares GleichungssystetiberR), kurz LGS, hat die Form

Xy + aXe + ... 4+ amXn = b
11Xy + aXe + ... 4+ amXy, = b

amX1 + amXe + ... + am¥n = bm
mitajj, b cR,1<i<m1<j<n

Die a;j heil3en die Koeffizienten des LGS...., X, sind,, Unbekannte®.
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Gegeben:jj, b € R
Gesucht:Alle Losungen des LGS.

Eine Losungist eine, Liste* s1,%p,...,5y mit sj € R,1 < j < n (spater als Spalte ge-
schrieben), so dass alle m Gleichungen des LGS richtig werddill{eihd), wenn
Xj = sj gesetzt wird.

1.4.1 Bemerkung

Die Menge der bsungen eines LG&ndert sich nicht, wenn
a) zwei Gleichungen vertauscht werden,
b) das c-facheqe R) einer Gleichung zu einer anderen addiert wird,

c) eine Gleichung mit einemme R, c # 0 multipliziert wird.

Beweis:

a) Klar.

b) Linke Seiten der beiden Gleichungen nach Einsetzersyon, sy:

vor\ nach
ap ap
dy | a2+Caqg

Rechte Seiten der beiden Gleichungen:
vor | nach
by by
by | bo+chy

Zu zeigen

a; =bjunday =hy < a; =byunday+cay = by +cby

Beweis:
e a;=by=ca=ch
= ap+Ca;=bhy+ch
n" a+Ccag = by +chyundca; = chy

= ap = by (Subtraktion vorcay = chby)
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c) Linke Seiten:

vor | nach
a ca

Rechte Seiten:

vor | nach
b cb

Zu zeigen:
a=Db« ca=cb

Dies ist richtig, weilc # 0.

1.4.2 Beispiele

a)
X1 + 2% + x4 =1
X1 + 2% + 2%3 + 34 = 5 *)
21 + 4% + 3% =5
3 + 24 = 3

Addiere das (-1)-fache der 1. Gleichung zur 2. Gleichung.
Addiere das (-2)-fache der 1. Gleichung zur 3. Gleichung.

X1 + 2% + Xg =
2X3 + 2X4

)(4_

X3 + 2% =

|
wwhPR

Multipliziere die 2. Gleichung miizl, dannach
Addiere das (-3)-fache der 2. Gleichung zur 4. Gleichung.

X1 + 2% + x = 1
+ X3 + X4 = 2
X2 = 3

Addiere die 3. Gleichung zur 4. Gleichung.
Addiere das (-1)-fache der 3. Gleichung zur 2. Gleichung.
Addiere das (-1)-fache der 3. Gleichung zur 1. Gleichung.
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X1 + 2X2 = -2
+ X3 = -1 *k
. = 30

0= 0

Nach Bemerkung 1.4.1 haben die LGS (*) und (**) die gleiché@singen.

S1, ..., Ist Losung von (**)<

s =-2—-2a

s =4a, acR beliebig
$s=-1

=3

Insbesondere hat (*) unendlich viel&ungen.

b)
X1 — X =1
2X1 + 33X = 0
X1 — Xo = 1
g = -2
X1 — Xo = 1
X = —%
X1 = %
Xo = —%
Es gibt genau einedsung.
C)
X1 — X = 1

-2 + 2% =0

4 Widerspruch!
Dieses LGS hat keinedsung.

Ein LGS (mitm = n) kann also unendlich viele, genau eine oder gar keigguhg
haben.
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Fragen:

1. Wie sieht man den Koeffizienten eines LGS an, ob es unendlich viele, genau
eine oder gar keinedsung hat?

2. Mathematische Rrisierung des Begriffed. dsung”.

3. Hat die Menge der&sungen eingStruktur*?

Beispiel (Elektrotechnik)

Netzwerk aus Leitern und Widegstden:

Abbildung 1.12: Netzwerk

|: Stromséarke des ein- (und aus-) flie3enden gerichteten Gleichstroms (in A).

Rj, 1 < j < 5: Bekannte Widersinde
lj, 1 < j <5: Gesuchte Stromatken (in A)

Kirchhoff’'sche Gesetze:

a) Summe der Stme in jedem Knoten ist 0.

b) Summe der Spannungen in jeder Schleife ist 0.

= LGS:
i + Iz =
lo — I3 — g
I1 + I3 — g
la + I =

&
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—Ril1 + Rl + Rslg =0 b)
— Rsl3 + R4ly — Rgls = O

1.4.3 Korper

Definition 1.4.2 Eine MengeK heil3tKorper (field), wenn zwei Abbildungen definiert
sind:
+:KxK—=K, (ab)—a+b

KxK—=K,(ab)—a-b

so dass qilt:
1. (a+b)+c=a+(b+c) Vab,ceK
2. 0eKmita+0=0+a=a VacK
3. Vae K existiert —ac K mita+(—a)=0=(—-a)+a
4. a+b=b+a VabekK
5. (a-b)-c=a-(b-c) Vab,ceK
6. Esexistierlc K,1#40, mitl-a=a-1=a VacK
7. Furalleac K, a# Oexistiertal c K mita-al=1=a1l.a
8. a-b=b-a VabekK
9. a-(b+c)=a-b+a-cund(a+b)-c=a-c+b-c Vab,ceK
Bemerkung
Sei K ein Korper:
a) Rira+ (—b), a,b € K schreiben wia—b.

b) Fura-b, a,b € K schreiben wiab.
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Beispiele
a) R und@ sind Korper,Z ist kein Korper.
b) Q(+/3) := {a+bv3|abec Q} CRistein Kdrper (mit+ und- ausR)
zB.1, 1=1+0-v3 1EV3 -17+73
0, 1 € R liegen inQ(+/3), mit a+ by/3 € Q(+/3) ist auch—(a+by/3) = —
(—b)v3 e Q(V3)
= (nach Definition 1.4.2): 1. bis 6., 8., 9.
Wie ist es mit(a+by/3) " fir a+by/3 £ 0?
a+by3+#£ 0= a®—3b? # 0 (Dies liegt an der eindeutigen Primfaktorzerle-
gung inZ.
- o V3 €Q(v3)
a2—3p? 3b2
und ergibt: 1 (a—bv3)(a+bV3) = ; =1
I @ T
Also istQ(+/3) ein Korper.
c) Wir definieren auf der Meng€0,1} eine neue Addition und eine neue Multi-

plikation (die wir auch mit+ und- bezeichnen) mit Hilfe der beiden folgenden
Tafeln:

+/0 1 - 10
0|0 1 0|0
1/1 0 1,0

Dann ist{0,1}, zusammen mit diesen neuen Veilfungen, ein Krper, den
wir [Fo bezeichnenl{ steht fir Field, Index 2 @ir 2 Elemente).

1
0
1

1.4.4 Matrizen
Definition 1.4.3 SeiK ein Korper,m,n € N

a)

Eine (mx n)-Matrix A Uber Kist ein rechteckiges Schema vonn Elementen
ajj € K der Form:

a1 a2 ... n

Ap; Ao ... A&
A= ) " (a”>1<|<m

1<j<n
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Die ajj € K, 1 <i <m,1 < j <nheiBen die Eintige (oder Koeffizientenvon
A.

b) K™":= Menge derm x n)-MatrizentberK.

c) SeiA= (aj) € K™",
Die (1 x n)-Matrix z := (&1, ai2, . ..,an) heil’t die i-te_Zeile von Arow). Wir
schreiben auch

Al
Z

Die (mx 1)-Matrix

Sj =

heil3t die j-te Spalte von golumn). Wir schreiben auch = (s1,S,...S)

Beispiel
01 -23
A= 21 o0 0]|ecQ*
12 34
Zeilen von A:
z = (01 -2 3
% =(31 00
zz = (1 2 3 9
Spalten von A:
0 1 -2 3
ss={ 3| ==|1] s=( 0], =0
1 2 3 4

Definition 1.4.4 (Math. prazise Definition einer Matrix Uber K (K Korper)) Eine(mx
n)-Matrix A tber K ist eine Abbildung

A:mxn—K, (i,j) = &
Position  Eintrag in A an Pos i,
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Konventionen

a) Eine(1 x n)-Matrix oder eine(n x 1)-Matrix uberK nennen wir auchm-Tupel
(vergl. 1.3.2).

b) K":=K"™1 Menge deiSpalten-n-TupeliiberK.
2 _
= {() 1xver)

Definition 1.4.5 a) Gegeben sei das LGHerK

11Xy + a;Xe + ... 4+ amXn = b
1X1 + aXe + ... 4+ amXy, = b

amX1 + amXe + ... + am¥n = bm
gj, bieK(A<i<m 1<j<n).

Die Matrix A = (ajj ) 1<i<m € K™ heil3t dieKoeffizientenmatrixdes LGS.

1<j<n

b1
b:= : | € K™heil3t dierechte Seitades LGS.
bm
0
Istb:= : |, dann heil3t das LGBomogen andernfallsnhomogen
0

Die Matrix (A,b) € K™("+1) d h,

a1 a2 ... an b1

a1 agxp ... ax b
A=

8m am2 ... amn bm

heil3t dieerweiterte (Koeffizienten)-Matrixles LGS.

Sil
Eine Losungdes LGS ist ein Elemest= : | € K" (also ein Spalten-n-
S

n
Tupel) mit 5 ajjsj=b; furalle1 <i<m.
=1

Die Losungsmengé des LGS ist die Menge alleidsungen.
Beachtel C K".
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b) Eine Matrix (A,b) € K™ (1) b e K™ bestimmt umgekehrt ein LGS, dessen
erweiterte Koeffizientenmatrix sie ist.

Beispiel

a) Das LGS aus dem Beispiel 1.4.2 hat die erweiterte Matrix

1 1 0 0 01l

0 1 -1 -1 00

1 0 1 0 -10 606

o0 o 1 11 |€K
“RiRR R 0O 00

0 0 -R3 Ry —Rs 0

b) Die Losungsmengen aus dem Beispiel aus der Elektrotechnik im Abschnitt 1.4.2
sind

—2—a
L= _? CR* ina)
3
3
-5
L=0CR? inc)

c) Betrachte das LG8berR
2X1+X%X =3 m=1n=2
Definiere dazu eine Abbildung:
2 X1
¢:R —>]R,( )0—>2X1—|—X2
X2
Dann gilt fur die Losungsmenge L.

L:{( ;) |251+52:3}:¢—1<{3}>

d.h.L ist eine Faser vorp.

d) Allgemein: SeiK ein Korper,A = (gj) € K™" die Matrix eines LGS mit der
rechten Seitd € K™,
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Definiere:
oa: K" — K™, B s

n
mity ;= S ajXj, 1<i<m
i£1

Dann istL := ¢ ,*({b}) die Losungsmenge des LGS.
1.4.5 Der Gaul’ Algorithmus
SeiK ein Korper, z.BR oderQ.

Definition 1.4.6 SeiA € K™", Jede der folgenden drei Umformungen vdmeil3t
elementare Zeilentransformatian

a) tjj A<i#j<m): Vertausche die Zeilen i und j
b) aj(c) (1<i#j<m ceK): Addiere c-fache Zeile j zur Zeile i
c) m(c) (1<i<m),c#0): Multipliziere Zeile i mit ¢

Beispiel

K=Q, m=3, n=4

Bemerkung

Sei (A,b) € K™ (1) ynd sei(A, ) aus(A,b) durch eine Folge elementarer Zei-
lentransformationen entstanden. Dann haben die beiden LGS, deren erweiterte Matrix
(A,b) bzw. (A1) ist (vergl. Definition 1.4.5 b)) die gleichendsungsmengen.

Beweis Folgt aus Bemerkung 1.4.1.
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Definition 1.4.7 Eine Matrix {iber K) hat Zeilenstufenform wenn sie die folgende
Gestalt hat:

O --- 0O * *x x x

O --- 0 0 0O * % =%

0 0O 00 OO * =«

o - 0O 00 O 00O - =
0o - O 00 0O OO O---0
O ... 0 OO0 OOO0TU G O0O--0

Hierbei bestehen die ersten k Spalten und die letzten | Zeilen aus Nullen.
0 bezeichnet einen Eintrag O.
x bezeichnet einen beliebigen Eintrag.

Links und unterhalb vom stehen nur Nullen.

Bemerkung (Gauf3 Algorithmus mit Zeilentransformation)

Jede MatrixiiberK kann durch eine Folge elementarer Zeilentransformationen der in
1.4.6 a) und b) definierten Form in eine Matrix in Zeilenstufenfaiweriihrt werden.

Beweis

A habem Zeilen(me N).
Wir beweisen die Behauptung durch Induktidmerm:

m= 1: klar, da A in Zeilenstufenform.

m—1— m: Sei j; die Nummer der ersten Spalte vAnin der ein Eintrag# 0 vor-
kommt, sagen wir Zeile;. Durch Vertauschen von Zeilen (Zeile 1 und Zeileerhal-
ten wir

0---0 O =« *

0---0 % =« %

0---0 * =« %
—~—

ji—1 j1

Durch ,Ausraumen* der Spaltg; mit elementaren Zeilentransformationen der
Forma;1(c) mit geignetert; € K erhalten wir
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0---0 0 =« *
: C
0---0 O
M~~~
-1 1
Chat(n—1) Zeilen.
Beispiel
1 -2 3 4 2 1 -2 3 4 2
Ac Q5= -1 2 -1 -3 -6 | al,as(-1an(-20 | O 0 2 1 -4
- 1 -2 5 4 1 O 0 20 -1
2 -4 4 8 5 O 0 -20 1
1 23 4 2 1 23 4 2
ag2(—1), as2(1) 0O 0 2 1 -4 as3(1) 0O 0 2 1 -4
O 00 -1 3 O 00 -1 3
0O 00O 1 -3 O 00O O O

Algorithmus (Gaul3’sches Verfahren zum Losen eines homogenen LGS)

Gegeben A € K™ interpretiert als Matrix eines homogenen LGS.
Gesucht Losungsmenge L

Der Algorithmus besteht aus zwei Schritten:

a) Vorwartselimination: Bringe die Matrix mit dem Gaul3-Algorithmus (siehe 1.4.5)
auf Zeilenstufenforn®', etwa

0

0 O % * *x =%
0 0 00O * x =«
0 0 00 OO x =«
o ) ) SRR
0 0O 00 O OO0O@O - =«
0 0O 00 0O OO O---0
oO..-.0 OO OOOT O O--0
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wobei die erstem Zeilen einco enthalten, die restlichem—r > 0 Zeilen nur
Nullen.

b) Ruckwartssubstitution: Die r Unbekannten in den-Spalten nennen wabhéngige Variablen
die andererim—r) heiBenfreie Variablen.

b1l) Bringe die freien Variablen auf die rechte Seite des LGS und ersetze sie der
Reihe nach durchy, - - ,am_r € K (beliebige Zahlen).

b2) Lose von unten nach oben nach denzaigigen Variablen auf. (Nach jedem
dieser Schritte steht in der jeweil&chsten zudsenden Gleichung genau eine

abhangige Variable.)
Beispiel
(vergl. 1.4.5)
1 -2 3 4 2
0 0 2 1 -4
ANeQ*= o o 0o -1 3
0 0 0 0 0
~— O~~~ ~~
X1 X2 X3 X4 X5
X2, Xs sind freie Variablen,
X1, X3, X4 Sind abkngige Variablen.
bl)
X1 + 33 + g = 2a; — 2ap
223 + X4 = 4ap
- X4 = —3ap
b2)
X4 = 3ap
X3 = %az
X1 = 23 —37182
Xo = a1
X5 = a
29 — la
a1
L= tar |lan, aeK
3ay
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Bemerkung

a) Einhomogenes LGIgatimmer eine bsung, @amlich| : | € K™ Diese losung

heil3t auch didriviale L 6sung

b) Hat ein homogenes LG®Beniger Gleichungen als Unbekanrita < n), dann
hat es einaicht-triviale L osung

Beweis
a) klar.

b) Die Anzahl der abiingigen Variablen (in der Zeilenstufenform des LGS) ist
hochstensn, da in jeder Zeile bchstens eim steht.

Anzahl der Unbekanntea n > m > Anzahl der ablngigen Variablen.
= es existiert mindestens eine freie Variable!

Beispiel aus der Chemie

Betrachten wir die chemische Reaktion

PbNs +CrMnOg — P304+ CraO3+MnO; +-NO

PbNs Bleiazid X1
CrMnOg Chrompermanganatx;
PbzOg4 Bleioxid X3
Cry03 Chromazid X4
MnO; Manganoxid X5
NO Stickoxid Xs

Gesucht Anzahl der Molekile jeder Sorte, so dass jedes Atom auf beiden Seiten der
Reaktion gleich oft vorkommt.

Xi: Anzahl des Moleklsi

Fur jedes der 5 vorkommenden Atome erhalten wir eine Gleichung:

X1 X2 X3 X4 X5 Xp
Pb| 1 0 -3 0 O O
N 6 0 0 O O0-1
Ccr{] 01 0-2 0 O
Mh| O 2 O O0-1 O
O 0O 8 -4 -3 -2 -1
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(z.B. 1. Gleichungiiir Pb: x; = 3x3 < X1 — 3x3 = 0)

10 -3 0 0 O 1 0 -3 0O O 0
00 18 0 0 -1 01 0 -2 0 0
Gkt o1 0-2 0 of|l—|00-4 13 -2 -1
00 0 4-1 O 00 0 4 -1 0
00 -4 13 -2 -1 o0 o o U
10-3 0 O 0
01 0 -2 O 0
— | 0 0 -4 13 -2 -1 | Zeilenstufenform!
00 O 4 -1 0
00 O 0 45 -44
( %a \
223
) La
Lésungsmengd: = 18" |laeR
7za
a3a
\ a J

Welche Losungen sind chemisch sinnvoll? Abke € N. Kleinste solche bBsung ist
fura=90:

15
44

5
22
88
90

, d.h.:15«PbNs 4+ 44+« CrMnyOg — 5% P304+ 22+ Cr03+ 88« MnO2+90«NO

Algorithmus (Gauf3'sches Verfahren zum Losen eines inhomogenen LGS)

GegebenA € K™" b e K™, wobei (A b) € K™ ("1 als erweiterte Matrix eines in-
0
homogenen LGS interpretiert wird (wobei Va4 : |) vorraussetzen.

GesuchtLdsungsmengke

Der Algorithmus besteht aus drei Schritten:
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a) Vorwartselimination: Bringe (A,b) mit dem GauRR-Algorithmus (siehe 1.4.5)
auf die Form(A',b’), wobeiA’ Zeilenstufenform hat, etwa

0 - 0|0 * * x * =x --- *|b
0O --- 00000000 - *|b
0O --- 000000 O O|b

0O --- 0]000O0O0 O-- 0Ofby,

b) LosbarkeitsentscheidungDas LGS ist genau dann widbar, falls eine der Zei-
lenb;, ,---, by, ungleich O ist (in diesem Fall ist aldo= 0).

(Istz.B.b; , # 0, was wir nach Vertauschen von Zeilen annehmigmrien, dann
lieferte dier + 1-te Gleichung den Widerspruch:
0=0-X1+0-X2+--+0-Xh=Dbry1 #0)

c) Rickwartssubstitution: Nur, fallsbj, ; =}, =---=b{,=0.
Abhangige und freie Variablen werden wie im homogenen Fall definiert.

cl) Ersetze alle freien Variablen durch 0 uridé nach den alimgigen Variablen
auf (von unten nach oben).
Sil

— Erhalte spezielle bsungs=
S

c2) Bestimme die bsungsmengkg des homogenen LGS mit Matr. Dann gilt
L={s+ulue Lo} C K". Dabei haben wir zur Allkrzung gesetzt:

S1+Ug up
S+u:= : | furu= : | ek
S$h+Un Un
Beispiel

1 -2 3 4 2

|l -1 2 -1 -3 AxcA | -6 4

A=l 1 2 5 4 |€@7 b= 4 |€0Q
2 -4 4 8 5

(A b) € Q¥ ist die Matrix aus Beispiel 1.4.5.
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1 -2 3 4| 2
. O 02 1 -4
O O0O0-1 3
O 00 0 O
= Das LGS istbsbar!
Freie Variablen: X
Abhangige Variablen: xq, X3, X4
Spezielle Bsungx, =0
X1 + 33 + 4 = 2
23 + X4 = —4
31
2
? ist eine spezielle bsung
2
-3

Losungsmenge des homogenen LGS:
Ersetzexo durchae Q

X1 + 33 + 44 = 2a

23 + Xa 0
2a
a

Lo= 0 ]ae@
0
2a + 3
L= a . |laeQ} cqQ?

2
- 3

Einige Fragen:
1. Inwieweit sind die freien bzw. aldingigen Variablen durch ein LGS bestimmt?

(@) Zeilenstufenform, auf did € K™" transformiert werden kann, ist nicht
eindeutig durch A bestimmt.
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(b) Vertauschen von Unbekannten liefert éiquivalentes LGS, aber eine an-
dere Menge von Variablen:

Beispiel:
17
24 + X + x3 =0
2 28 1
§X1 + §X2 — §X3 =0

17
A:<—2 a 1>
2 28 _1
3 9 3

Hierbei steht die erste Spaltarfdie Koeffizienten vorx;, die zweite @r
die vonx, und die dritte fir die vonxa.

(251
0 50

Somit ist die Variables frei.

X3 — 2X1 + 1§7X2 =0
1 2 28
—3 X3 — §X3 + @XZ 0

17

A:( 1 -2 §>
1 2 28
3 3 9

Hierbei steht also die erste Spalte flie Koeffizienten vorxs, die zweite
fur die vonxy und die dritte €ir die vonxs.

_(t2%
00 5

Somit ist hier abek; die freie Variable.
2. Ist die Anzahl der freien Variablen eindeutig bestimmt? Wenn ja, warum?

3. Losungskriterium (ir inhomogene LGS)? Kriteriuniif eindeutigdosbarkeit?

4. Kurze, kompakte Beschreibung degyrdungsmenge?

L=s+Lo:={s+u|ue Lo},
Lo Losungsmenge des zugglyen homogenen LGS (vergl. 1.4.5)

Lo:uvelLg=uU+VELg
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1.5 Aquivalenzrelationen
M : Menge

Definition 1.5.1 a) Eine Relation auM ist eine Teilmeng® C M x M.
SchreibweisexRy< (x,y) € R

b) Eine RelatiorRC M x M heif3t

(R) reflexiv, falls (x,x) € RVx € M
(S) symmetrischfalls gilt: (x,y) € R= (y,X) € R
(A) antisymmetrischfalls gilt: (x,y) € Rund(y,x) e R=x=y

(T) transitiv, falls gilt: (x,y) € Rund(y,z) e R= (x,z) € R

c) Eine Relation, die (R), (S) und (T) &lit, heiRtAquivalenzrelation

d) Eine Relation, die (R), (A) und (T) étk, hei3t(Halb-) Ordnung

1.5.1 Beispiele
(A) Aus der Mathematik

1. M=N, R=,<"
(x<y:=y—xeN)
< nicht reflexiv, nicht symmetrisch
< transitiv
ZM:N, R=, <"
(x<y:&x<yoderx=Yy)
<ist(R), (A), (T)
3. M = Pot(N) fur eine MengeN
R=, C“ist(R), (A), (T) (aber, C* ist keine Totalordnung, d.h. nicht alle
Elemente aus M sind vergleichbar bzglZ“, z.B.
{1},{2} € Pot({1,2}, aber{1} Z {2} und{2} Z {1})
4. SeiN Menge:f :M — N )
R definiert durchxRsX < f(x) = f(X) ist Aquivalenzrelation.
5. , =" ist Aquivalenzrelation auf M (zR = {(x,X) | x€ M})
6. M=27
=3 definiert durchlx =3y 1< 3| x—-y
ist Aquivalenzrelation au?.
((M:3|x—yund3|y—z=3|X—-y+y—z=X—2)
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(B) Aus dem aglichen Leben

1. Menge der hier Anwesenden:
XEy:< x hat die gleichen Eltern (das gleiche Elternpaar) yie
XGy:< x hat den gleichen Geburtstag (Tag und Monat) yvie

2. M = Menge der StichérterxAy:< x hat den gleichen Anfangsbuchstaben
(Grof3schreibung ignoriert) wig

3. M Menge von farbigen Glasperlen in einer Dose.
XFy:< x hat die gleiche Farbe wig

E, G, AundF sindAquivalenzrelationen. Ein&quivalenzrelation fasst Elemen-
te vonM unter einem,Gesichtspunkt* zusammen.

Definition 1.5.2 SeiR eineAquivalenzrelation auf1. Fir x e M heiRt
Cyx = {y € M | xRy} eineAquivalenzklass&onR.

M/R:= Menge deAquivalenzklassen von R.

M/RC Pot(M)

1.5.2 Beispiele (vergl. 1.5.1)

a) R wiein 1.5.1(A)(4),f :M — N
XRiX' & f(X) = f(X)
XEM:Cy={XecM|f(x)=f(X)} = f~1(f(x))
M/Rs : Menge der nichtleeren Fasern von f.

b) R=,=", xeM
Cx={x}
M/R={{x} [xe M}

C)M:Z, R:,,Eg,,
X=3y:&3|x—y
Co={yeZ|3|y}
Ci={yeZ|3y—1} ={yeZ|y=3x+1fureinxe Z}
Co={yeZ|y=3x+2fureinxe Z}
Das sind alléAquivalenzklassen bzgks.

d) M: Menge der Anwesenden
R = E (gleiches Elternpaar)
Aquivalenzklasse: Geschwisterklasse

R = G (gleiches Geburtsdatum)
Chir = {a|ahat am 27.07. Geburtstag
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e) M: Stichworter in einem Lexikon
R = A (gleicher Anfangsbuchstabe)
AguivalenzklasseCy = {Worter, die mit einem x oder X anfanggen

f) M: farbige Perlen
Aquivalenzklasse besteht aus einer Menge von Perlen gleicher Farbe.

Definition 1.5.3 Eine Partition von M ist eine Mengd® von nicht leeren Teilmengen
vonM, die Teile von Fsind, mit:

agM=QyC (={xe M| es existierC € Pmitx € C})
CeP

b) SindCy, C; € P mitCy £ Cy, dann istC; NCy = 0.

Abbildung 1.13: Partitio® = {C3,C,C3,C4}

1.5.3 Bemerkung

a) SeiR eineAquivalenzrelation aukl. Dann gilt:M /Rist eine Partition von M.

b) Umkehrung von a): S&l eine Partition voM. Dann existiert eindquivalenzrelation
RaufM mit M/R=P.

Beweis

a) Rirxe M istx e Cy (weil xR, also istCy # 0.
Weiter gilt: M = | Cx.

XeM

Seienx,y € M mit C,NC, # 0.
Zu zeigenCy = C,.

Seize CyNGCy:
= XRzundyRz
= XRzundzRy wegen (S)
= XRy wegen (T)
Seien nuru € Cy beliebig:
= XRyundyRu wegen (S)
= XRu wegen (T)

= ueCy
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Weil u beliebig war, folgtCy C Cx
Analog:Cx C Cy

:>CX:Cy

b) SeiP gegeben.
DefiniereR C M x M wie folgt:
(X,y) € R:< es existierC € P mit x e Cundy € C.
Dann istR eineAquivalenzrelation auf M:

(R) Seix e M, wegen 1.5.3(a) existie® € Pmitxe C = (x,x) € R
(S) (xy) eR=(y,x) €R

(T) Seienx,y,ze M mit (x,y) € Rund(y,z) € R
= es existierC;,C; € Pmit (x € Cyundy € C1) und(y € C; undz € Cy)

(@)

yeCinCy 1.23 Ci=C=(x2€R

Die Aquivalenzklassen voR sind die Teile vorP, d.h.M/R=P.
Dazu zeige ich: Isk e M undC € P mit x € C, dann istC = Cx.
Dies ist aber Klar.

1.5.4 Beispiele

a) SeiN Menge undf : M — N eine Abbildung.

Die zuR = R; gelbrige Partition ist die Meng® /R; der nicht-leeren Fasern
von f.

Abbildung 1.14M /R¢

b) M Menge der Anwesenden.
Die Partition zurAquivalenzrelatiorG aus 1.5.1(B)(1) ergibt sich aus der (nicht
surjektiven und nicht injektiven) Abbildung:

M— 31 x 12
~ =~
1.31 1..12

X+— Geburtsdatum vor

Die Teile der Partition bestehen aus den Teilmengen von Personen, die am glei-
chen Tag Geburtstag haben.
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c) M: Menge von farbigen Perlen.
Die Partition zurAquivalenzrelatiorF aus 1.5.1(B)(3) ergibt sich aus der Ab-
bildung:
M — {Farben}

X — Farbe(x)

Teile der Partition: Menge von Perlen gleicher Farbe.
Definition 1.5.4 (und Bemerkung) SeiR eineAquivalenzrelation auf.
mM—M/R

X’—>CX

heil3t die zR getbrige kanonische (naiirliche) Abbildung.
Ttist surjektiv und ihre Fasern sind gerade diguivalenzklassen vdR

1.5.5 Bemerkung

SeiN Menge undf : M — N eine Abbildung.
R¢ sei dieAquivalenzrelation aus Beispiel 1.5.1(A)(4) umt M — M/R; die zu-
gelorige kanonische Abbildung (vergl. Def. 1.5.4). Dann existiert eine injektive Ab-
bildung: B

f:M/Rf — N

f=fom

Beweis

Definieref : M/R¢ — N durchf~1({y}) — yfirry € f(M).
BeachteM/Rs = {f~*({y}) |y € f(M)}.

Danngilt: f = foTu

Seixe M: Ti(x) = Cx = fL({f(x)}) = fom(x) = f((x)) = f(x)
d.h.f(x) = f om(x) VX € M und damit istf = f o1t

f ist injektiv:
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SeienCy, Cy € M/Rs mit f(Cyx) = f(Cy)

= f(x) = f(X), daCx = 1(x), C, = (X))
=Cx=fH{f(} = FH{f()}) =C

1.5.6 Beispiel

M: farbige Perlen
N: Menge von Farben
f:M—N, X — Farbe(x)

Nicht-leere Fasern von fguivalenzklasse voR¢): Menge von Perlen gleicher Farbe
(Haufchen).

1t Jede Perle wird ihr Farldlufchen zugeordnet.

f: Jedem Hwfchen wird,seine” Farbe zugeordnet.

(NN VI Y .
\\ \\\ \’/V/ﬁ/l ’l lll r rOt
NN : 1) b: blau
N Ny //
~ A 15" g: gelb

s: sonstige Farbe

™ f
-7 T T T T

Abbildung 1.15: Beispiel



Kapitel 2

Vektorr aume und lineare Abbildungen

2.1 Einige algebraische Strukturen

Eine Verkn Gipfung auf einer Menge M ist eine Abbildung x M — M (z.b.+, -)
Einealgebraische Strukturist eine MengéM, auf der eine (oder mehrere) Veiksfung(en)
definiert ist/sind (wird/werden).

Definition 2.1.1 Eine MengeG heil3tGruppe wenn eine Verkipfungs
GxG—G (X,y) — Xxy
definiert ist, so dass gilt:
1. (xxy)xz=Xxx(yx2) VX Vy,zeG
2. Esexistierece Gmitexx=xxe=x ¥xeG
3. Vx € G existiertx' € G mitx«X =e=x *Xx
Gilt zusatzlich
4. xxy=y*xx W¥XyegG,

dann heiRG abelsch(kommutativ).

2.1.1 Bemerkung
Sei (G, x) eine Gruppe.

a) Das Elemene aus 2.1.1(2) heil3t das neutrale Element ®&(es ist eindeutig
definiert).

b) Seix € G. Das Elemenk’ aus 2.1.1(3) ist durchk eindeutig bestimmt. Es heif3t
dasinverse Element

43
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c) IstG abelsch, dann schreiben wir oftfur x, 0 fur eund —x fur x'.

d) Oft schreiben wiG ,multiplikativ*, d.h. fiir = - (oder nichts), 1ir eundx1 fur

X.

2.1.2 Beispiele
a) (Z,+) ist abelsche Gruppe.

b) SeiK ein Kérper. Dann gilt:
(K, +) ist abelsche Gruppe, die additive Gruppe ¥on
(K*,-) ist abelsche Gruppe, die multiplikative Gruppe orthierbei istK* =
{aeK|a#0}).

c) SeiM Menge:
Su:={f:M — M| f ist bijektiv}
Sv ist Gruppe mit der Verkimpfung,,o“:

Klar:
foge Su vf,ge Su

Klar:
(fog)oh=fo(goh) vf,g,he Su

idym ist das neutrale Element bzgl.
Fur f € Sy ist f~1 € Sy (hier ist f ! die Umkehrabbildung aus 1.3.1).

d) Spezialfall von c):
SeiM:=n={1,...n} CN (neN)
S =S, heil3t die symmetrische Gruppe auZiffern.

Eine Element au§, heil3tPermutation.
Fur e S, schreiben wir oft:

Esgilt:|Sy|=nl=1-2-3- ... -n
Weiter gilt S, abelsche n < 2:

n =
n<2= 1S €{1,2} = S, abelsch
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.= Sein> 3. Betrachte:

N
w
I
-
N——

N w N
w = W

RN BN
35 3
N——

12

l1olp #1201

Definition 2.1.2 SeienG,H Gruppen. Eine Abbildungy : G — H heil3t(Gruppen-) Homomorphismus
wenn gilt:

o (xy) = 6(X)9(y) vx,y € G
N~~~ N—_——

Verkn. inG  Verkn. inH
Ein Homomorphismug : G — H heifl3t

Monomorphismus wenn er injektiv ist,
Epimorphismus wenn er surjektiv ist,
Isomorphismus wenn er bijektiv ist.

G undH heiRensomorph falls ein Isomorphismus : G — H existiert.
SchreibweiseG = H.

2.1.3 Beispiele

a) (Z,+) — (R,+), x—X
ist Monomorphismus.

b) (R,+) — (R-o,:), X+— expx)=¢€"
ist ein Isomorphismusepist bijektiv unde*™y = e*- &/ ¥x,y € R)

Definition 2.1.3 Sei(G, -) eine Gruppel) heildtUntergruppevonG, geschriebet) <
G, fallsU bzgl. der Verkiipfung- von G selbst eine Gruppe ist. (aziser: falls gilt
u-ve U Vu,veU. Damit erhalten wir eine Verkipfung auty
—UxU—-U, (uv)— u-v
~~
Verkn. in G

U soll bzgl. dieser Verkipfung eine Gruppe sein.)
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2.1.4 Beispiele
a) Airne No(:=NU{0}) seinZ := {nz| z€ Z}. Dann istn’Z < (Z, +).
Jede Untergruppe vaiZ, +) ist von der ForrmZ fur einn € Ng (Ubung).
0.-Z={0}, 1-Z=17]
b) Seine N, G=§, ={m| n— n, thijektiv}.
U={neG|n(n)=n} <G

Es existiert ein Isomorphism&,_; — U, d.h.S,_1 =2 U (fallsn > 2).

2.1.5 Konventionen

Sei(A,+) eine abelsche Gruppac A, U,V C A. Dann schreiben wir:

a+U:={at+ujucU}CA
U+V :={u+vjueU,veV}CA
zB:A=7, 1+7Z={1+7z|zcZ}={..,—13-6,1,8,15 ...}

2.1.6 Beispiele

SeineN
a) Division durchn mit Rest: Zux € Z existiert ein eindeutig bestimmtegs Z und

reNmitO<r<n-—2lundx=q-n+r.
Schreibweisex modn :=r (der nicht negative Rest vonbei Division durchn)

[zB.n=7 21 mod 7=0
—3mod 7=4
17 mod 7= 3]
b) Definition 2.1.4 Fur X,y € Z schreiben wir:

X=y (modn):< xmodn=ymodn

Klar: = (mod n) ist Aquivalenzrelation

[zB.n=7 —3=232 (mod 7)
—6=1 (mod 7]

c) Bemerkung (vergl. 1.5.1(A)(6)):0F x,y € Z qilt:

X=y (modn)<n|x—y
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d) Bemerkung (vergl. 1.5.2(c)): Seie Z undCy die Aquivalenzklasse vor bzgl.
= (modn). Dann giltCx = x+ nZ (Konvention 2.1.5).

Beweis:Seiy € Z. Dann gilt:
yeCy & x=y (modn) b) und 1.5.2
& nix—y c)
& esexistierge Z mitx—y=qn
&
&

es existierz € Z mity = x+nz
y € X+nZ Konventionen 2.1.5

e) Bemerkung:

1. Seixe Z undr = xmodn. Dann istx+nZ =r +nZ

2. {nZ,1+nZ,...,(n— 1) +nZ} ist die Menge deAquivalenzklassen bzgl.
= (modn)
Sindr,r’ € {0,...,n—1}, r #r’, dann istr + nZ # 1’ 4+ nZ.

Beweis

d

2. Warer +nZ =r'+nZ, dann varer =r’ (modn), alson|r —r’. Wegen
o<r,r<n—1waredanm =r’.

f) Schreibweisex :=x+nZfurxeZ
Z/wz=A{0,1,...,n— 1} = Menge deAquivalenzklassen bzg: (mod n). Die-
seAquivalenzklassen hei3en auBestklassen (modn).

g) Beispiele:
n=2. 0=27 Menge der geraden ganzen Zahlen.
1=1+2Z Menge der ungeraden ganzen Zahlen.
n=7- 0 7er Reihe
1 Menge derjenigen ganzen Zahlen,

die bei Division durch 7 den Rest 1 haben.
777 =1{0,1,2,...,6}
h) Bemerkung: Brx,y € Z qilt:

(X+ nZ)?JEE(H nZ) = (Xx+y)+nZ
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Beispiel:0+1=0+1=1

Beweis
, C- (X+nz)+(y+nz)=(X+Yy)+nzn+2) € (X+Y)+NZ z,22€7Z
, D" (X+y)+nz=(X+0-2)+ (y+n2 € (X+nZ)+ (y+nZ)

Mit obiger Schreibweise (d.lx = x+ nZ) gilt also:X+y = x+Y.

i) Bemerkung:Z/,z ist mit der Verkripfung + aus 2.1.5 abelsche Gruppe mit

genauwn Elementen. Die Abbildung
7 — 7/ nz, X — X

ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus.

Beweis Nach Teil h) giltx+y=X+y furX,y € Z/nz (d.h. + ist Verknipfung
aufZ/ngz).

Die Gruppeneingenschaften werden mit Hilfe von h) aus denjenigeh §e-
folgert:

z.B. AG:

(X+Y)+2=(X+Y) +2=(X+Y) +Z2=X+(Y+2) =X+ (Y +2) =X+ (Y+2)

Oist das neutrale Element.

(—x) ist das zwk inverse Element itZ. /.
:Z — 7Z/nz ist Homomorphismus nach h) und surjektiv.

(Z/nz,+) heildt dieRestklassengruppe modulo n

j) RechneniZ/nz, z.B.n="T7:

Definition 2.1.5 Eine MengeR heil3tRing, wenn aulR zwei Verkiipfungen
+:RxR—R

-:RxR—R
definiert sind, so dass gilt:

1. (R,+) ist abelsche Gruppe
2. (X-y)-z=x-(y-2) WxVy,zeR
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3. Esexistierle Rmitl-x=x-1=x VXxeR

4. Distributivgesetz:
X-(Y+2) =x-y+X-zund(X+Yy)-z=Xx-z+y-z VYXYy,zeR

Gilt zusatzlich:
5 Xy=y-x ¥XyeR

dann heil3t kommutativ

2.1.7 Beispiele
a) (Z,+,) ist ein kommutativer Ring.

b) Korper sind kommutative Ringe.

Definition 2.1.6 SeiRein Ring:

a) Ein Elemenk € Rheiltinvertierbaroder auchEinheit, wenn eirk’ € Rexistiert
mitx-X' =1=x-x
Ist x € Rinvertierbar, dann is’ durchx eindeutig bestimmt und wir schreiben
x1.=¥.

b) SeiSein Ring undp : R— SAbbildung.
¢ heil3tRinghomomorphismuswenn gilt:

1. ¢ ist GruppenhomomorphismyR, +) — (S, +)
2. 0(x-y)=0(X)-¢(y) vxyeRund¢(l)=1

2.1.8 Bemerkungen und Beispiele
SeiRein Ring:

a) (R*,.) ist eine Gruppe.

b) SeiR kommutativ, dann gilt:

RKorper& R* = {xeR|x#0} #0

c) Z*={-1,1}

Beweis zu a)z.z. ist nur:
X1, X2 € R" = x1- % e R

Dies gilt wegen(x; - x2) - (%1 x; ) =1= (1 xg 1) - (%1 - %).
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2.1.9 Beispiel (Forsetzung von 2.1.4)
Seine N

a) Seierx,X,y,y € Z mitx=x undy =y (mit X=X+ nZ), dann giltxy = x'y’.
[zB.n=7, x=3, X=-4 y=1 y=8
X-y=3 Xy =-32=7-(-5+3

b

N

Definiere- : Z/nz — Z./nz durchX-y := Xy

Wegen a) ist dies wohldefiniert, d.hamgt nicht ab von der Wahl der R&sentanten
X € Xbzw.y €.

Zusammen mit+ aus 2.1.4 isZ/,z ein kommutativer Ring mit Einselemeht
und :Z — Z/ny ist ein surjektiver Ringhomomorphismus.

c) EinheiteninZ/,z:
Bemerkung: Er x € Z qilt:

X€(Z/nz)" < 9gT(x,n) =1 (xundn sind teilerfremd)
Beweis:

,=" Indirekter Beweis:
Angenommen, es existiedit# 1, d € N mit d|n undd|x.
= Sein=d-bfireinbe N
=0<b<n,dhb#0
Ausn|xbfolgt: x-b=x-b=0
X € (Z/nz)* = es existier’ € Z mitx' -x=1
=0=x-0=xX-X-b=1-b=b
,<" Betrachte: Ix:Z/0z — Z/nz, y— Xy
Zeige lx ist injektiv.
Dazu Seienyt,yz € Z/nz MitX-y1 = X- V2
=XY1—Y2) EnNZ=Yy1—Y2€nZ (weil ggT(x,n) =1) =y1 =¥
|y ist injektiv undZ/z ist endlich.
= Iy ist bijektiv und damit surjektiv.
= Es existienty € Z/z undX-y = 1. = y-x = 1, also isty = ()1, d.h.
Xe (Z/nZ)>|<

d) Wie rechnen wirirZ/nz = {1,2,...,n—1}?

T+S=r+s=(r+s) (modn)
r-S=r-s=(r-s) (modn)
n=7:
6-5=30=2oder
6-5=(-1).5=-5=2
§10000000_ @moooooo: 75000000_ 7
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2.1.10 Korollar

Sein> 2:
7/ nz, ist Korper < nist Primzahl

Beweis
Z/nz, ist Korper 2'}-£>8b)(Z/nZ)* ={1,..,n-1}

2'%:'>90)99T(j,n) =1 1<j<n-1

& nist Primzahl

BezeichnungSeip eine Primzahl:
Fp :=7Z/ oz bezeichnet den endlicherdkper mitp Elementen.

2.1.11 Beispiel RSA-Kryptosystem
Public-Key-Kryptosystem, beteiligte Personen: Alice und Bob.

geheime Nachricht

Alice Bob

1. Einrichten des Kryptosystems

e Bob wahlt (kauft) Primzahlemp, q, p # q grof3.
e Bob setzin:= pq.
e Bobwahltabe Nmitl<ab<n—1mitabmodd(n)=1

[d(n) = |(Z/nz)*| = Anzahl der Zahlerj, 1< j <n—1mitggT(j,n)=1
(Eulerschep-Funktion) ]

Hier: ¢(n) = ¢(p-a) = (P—1)(q-1)
Mit anderen Wortena+ ¢ (n)Z undb+ ¢(n)Z sind zueinander invers in
Z/nz.

e Bob publiziertn unda (z.B. auf seiner Homepage).

e Bob befalt b fur sich.
2. Verschiisseln
e \lerschlisselt werden Zahlen a§§,1,....n—1}
Iha:{0,1,...,n—1} - {0,1,....,n—1}

X X2 modn
(Beachtexd modn=x2=x2inZ/nz.)
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3. Entschilisseln

dn7b In’a {O, 1,...,n— 1} — {O7 1,...,n— 1}

y— y? modn

Es gilt: dnp(ena(X)) = x, (wegen(x® modn)® modn = x (hier ohne Be-
weis)).

Beispiel

p =3 undq= 11 (realitatsfern, in Anwendungep undq ca. 100-stellig)
n=p-q=33 ¢(n)=(p-1)(q—-1)=20

a=3 b=7 ab=21 21 mod 20=1

Klartext: 13

Geheimtext:
x2 mod 33= 13° mod 33

13 =159=4 (mod 33
133=132.13=4.13=52=19 (mod 33

— 13 mod 33= 19

19" mod 33:
19=—14 (mod 33
14 =196=(—2) (mod 33

= 19" = (-14)(-2)°=14.-8=112=13 (mod 33

19’ = 893871739



2.1. EINIGE ALGEBRAISCHE STRUKTUREN 53

2.1.12 Matrizen

Ab jetzt betrachten wir Matrizetiber beliebigen kommutativen Ringén
R™": Menge der Matrizerfa;j ) 1<i<m € R™" mit & € R.
1<j<n

Definition 2.1.7 (Matrix-Arithmetik) SeiR kommutativer Ring:

a) Fur A= (aj) € R™" heil3t

A= (aji)lgjgn e ™M

1<i<m

die Transponierte vorA.

b) Fur A= (&;) € R™"undr € Rsei

r-A:=(rajj)icism € R™"

1<j<n

die skalare Multiplikation vonA.

c) Fur A= (aj) € R™"undB = (bj;) € R™" sei
A+ B = (&j +bjj) 1ci<m € R™"
1<j<n

die Summe vorA und B.

d) Fir A= (aj) € R*™undB = (bjj;) € R™" seiC = (¢jj) € R*" definiert durch:
m
Gj =) akbgj, 1<i<l, 1<j<n
=]

c=: A-B=: AB heil3t dasProdukt vonA und B. [AB ist nur definiert, falls die
Anzahl von Spalten voAgleich der Anzahl der Zeilen vdhist.]
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2.1.13 Beispiele

a)
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[(I x m)-Matrix] - [(mx 1)-Matrix] — [(I x 1)-Matrix]
1
, 2
B = 3 1. Spalte vorB
4

20
=A-B = ( 3 ) 1. Spalte vorA- B
3

[(1x m)-Matrix] - [(mx n)-Matrix] — [(1 x n)-Matrix]
A=(-100 1) 2. Zeile vonA
=A-B=(3 -3) 2. Zeile vonA-B

c) [(1x m)-Matrix] - [(mx 1)-Matrix] — [(1 x 1)-Matrix]

b11 m
(a11,-..,@1m) - : = (Z alkbk1> e K1 | Skalarprodukt*
bml k=1
V4]
d) SeiA=| : | mitz e R>™M d.h.AcR>*M
4

B=(st,...,5) mits € R"=R™1 d.h.Bec R™", dann ist
A-B=(z"5j) 1<i<

1<j<n

X1
e) SeiA= (aj) eR™", x=| : | eR™
Xn
n
2 a1jX;
=1
A-X=
n
2 amjXj
=1
Deshalb schreiben wir ab jetzt ein LGHBer einen WrperK mit Matrix A =
by
(aj) € K™"M und rechter Seitb = ( ) € K™ formal als Matrixgleichung
bn

A-x=b
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X1
mit der Spaltex:= : € K" der Unbekanntese K" mit A-s=bh.
Xn

Definition 2.1.8 SeiR ein kommutativer Ring

a) 0 € R™" bezeichnet di&ullmatrix, d.h.0 = (a;) € R™"
mita;; =0 Vi,jmitl<i<m1<j<n.

b) Furne N seiE, = (jj)1<i j<n € R™Mmit

5 1, fallsi = j
"1 ) 0, sonst

E, heil3t dien-reihige Einheitsmatrix.

2.1.14 Satz

SeiR kommutativer Ring.

a) RuralleA, B,C € R™" gilt:

(A+B)+C=A+(B+C)
0+A=A=A+0 (0eR™")
A+ (-1)A=0=(-1)A+A
A+B=B+A

WD

b)

H

.(A-B)-C=A-(B-C) VAcR*M™ BcR™" C¢cR™P
2. EPA=A=AE, YAcR™"

3. (A+B)C=AC+BC VYA BcR*™ CeR™"und
A(B+C)=AB+AC VAcR*M B,CcR™"

4. r(sA) = (rs)A vr,se R, Ac R™"und
r(AB) = (rA)B=A(rB) Vre R Ac R*™ B¢ R™"
c) 1. (AY=A VAcR™"
2. (A+B)!f=A"+B" VA BcR™N"
3. (AB!=B"-A" VAcR*M Bc R™"
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Beweis

a) Klar.

b)

c)

1. Beweis spter.

2. Diei-te Zeile vonEy, ist

z=(0 --- 010 - 0)eRM
Ist A= (ajj), dann ist digj-te Spalte von A:
a1
Sj = :
mj
Offensichtlich gilt:
z-sj=(aj) ER"' = En-A=A

Analog:A-En=A

. SeiA= (aj), B= (bjj), C=(cij)

SeiD=A+B= (a” + b” ) 11§.i§'
<j<m
= Der Eintrag an Positiofi, j) von (A+B)C = DC ist

(aik + bik )

M3

il
[

(@ikCxj + bikCkj)

il
=

I
M3

3

= (ackj) + g (bikckj)

1

~
[
=

Eintrage an Positiofi, j) von A-C+
Eintrage an Positiofi, j) vonB-C =
Eintrage an Positiofi, j) vonA-C+B-C
2. Aussage analog.

4. Selbstiberlegen.

1. Klar.
2. Klar.
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3. SeiA= (aj), B= (bij)
:>At:(a1-’j)mita1-’j = a;jj

Eintrag an Positioti, j) von (A-B)! =

Eintrag an Positiorfj,i) vonA-B =

m m m
Yakbi = > baak= ) bja;=
k=1 R kommutativ=1 k=1

Eintrag an Positiori, j) von B! - A".

2.1.15 Korollar

Sein € N, Rkommutativer Ring.
= R™" ist ein Ring (bzgl. Matrix-Addition und Multiplikation). Die neutralen Ele-
mente sind (bzgl. +) undE, (bzgl. ).

Definition 2.1.9 SeiR kommutativer Ringy € N.
GLn(R) := {A€ R™" | Ainvertierbar} = (R™")* (vergl. 2.1.6)

GLn(R) ist Gruppe, dievolle lineare Gruppéiber R

2.1.16 Bemerkung

SeiR kommutativer Ringn € N, dann gilt:

A€ GLy(R) = A' € GLy(R) und (A~ = (A1)t

Beweis
A (A = (AT A = (B =E,

und
(AHLA = (A-ATY = (B =,

=- Behauptung
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2.2 \Vektorraume

Definition 2.2.1 SeiK ein Korper. Ein(K-)Vektorraum (Vektorraum tiber K) ist eine
abelsche GruppéV, +) zusammen mit eineskalaren Multiplikation

KxV =V, (a,v) — av

so dass gilt:

(V1) (a+bjv=av+bv VabeK,veV
(V2) a(v+V)=avt+aV  VaeK,vwVveV
(V3) a(bv) =(ab)v = VabeK,veV

(V4) lv=v vweV

Die Elemente eings-VR heilRerektoren

2.2.1 Bemerkung

SeiV einK-Vektorraum, dann gilt:

a 0 w= 0 vYveV
0e(K,+) 0<(V,+) (Nullvektor)

b) a-0=0 Vae K

c) —v=(-1v WeV

d) (—a)v=—(av) VYacK,veV
e) Rirae Kundv eV gilt:

av=0<a=0vv=0

Beweis

Ahnlich wie die analoge AussagérfKorper.

2.2.2 Beispiele
a) V = {0} ist einK-VR, der trivialeK-VR.
b) (K,+) ist K-VR mit der skalaren Multiplikation

Kx K —K, (a,b) — ab
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c) (aus LA:))K™"istK-VR (folgt aus 2.1.14).

d) (aus Analysis:RR := {f : R — R} ist R-VR (mit der tiblichen Summef g
und den skalarem Vielfachen f von Funktionen).

C(R) := {f ¢ RR | f stetig} istR-VR.
C*(R):= {f € RR | f ist beliebig oft differenzierba} ist R-VR.

e) (aus Physik:) Wellenfunktion

{LD:IR{4—>C /Lp(x,t)|2dz—1} ist C-VR.
RS

C: Korper der komplexen Zahlen

(Xt) € R*:

X € R3: Ortsvektor

t: Zeitkoordinate

||: komplexer Absolutbetrag

R*: 4-dimensionales Raum-Zeit-KontinuuiR-VR)
Y(Xt): Wellenfunktion eines Teilchens

(X t)|%: Wahrscheinlichkeitsdichte

[|W(Xt)[2dx:  Wahrscheinlichkeit, Teilchen zur Zgiim QuaderQ < R3
Q

f) (aus Informatik:) Suchmaschine speichert Term-Dokumente-Matrizen:
Zeilen= Terme= Suchbegriff
Spalten= Dokumente

Eintrag in der Zeile zdl; (Term Nr.i) und der Spaltd; (Dokument Nr. j)=
Haufigkeit, mit derT; in Dj vorkommt.

Suchanfrage: Folge aus Termen:

Ti1, ..., Tin ~ Suchvektor

Spaltes € R™ (m: Anzahl der zuhssigen Terme) mit

S — 1, J S {|1,,|n}
: 0, sonst

Gesucht wird nach Spalten der Term-Dokumente-Matrix,, de Besten* mit
Ubereinstimmt.

Definition 2.2.2 SeiV ein K-VR,W C V. W heil3t K-)Untervektorraum(UVR) von
V, geschriebeiV <V falls gilt:

1. W ist Untergruppe voriV, +)
2.aweW  VaeK,weW
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2.2.3 Bemerkung
SeiV einK-VR, W CV, dann gilt:

(UV1) W +£0
(UV2) w+wW eW  Yww €W (W ist abgeschlossen bzgt)
(UV3) awe W Vae K,weW (W ist abgeschlossen bzgl. der skalaren Multiplika-
tion)
Beweis
,=" Klar.
,<" Zu zeigen:W ist Untergruppe voriV,+).
Wegen (UV2) ist
+IWXxW—-W  (Ww)—w+w

eine Verknipfung aulW. Diese ist assoziativ.

Seiw € W (ex. nach (UV1))

= —w=(—1)weW ((UV3) +2.2.1)
=0=-w+weW (UV2)

= W ist Untergruppe voitV, +).

2.2.4 Beispiele
a) SelV einK-VR = {0} <V,V <V

b) SeiW := {(ay,...,a,) € K| § a =0}
=W <K  (verwende 2|.:21.3)
c) C*°(R) <C(R) <RR  (verwende 2.2.3)
d) V =R?
Geraden durc?( 8 ) sind UVR vonV. Geraden, die nichtdurcé 8 ) gehen,

sind keine UVR, weil 0 ) in jedem UVR liegt. Eine Gerade dur<h8 ) hat

0
die Gleichungy = axfur eina € R, ist also gleich

(o) Ixem
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e) SelV einK-VR, Wy,Ws <V

=W +Wo <V  (={wi+Ww2|w e M}) (verwende 2.2.3)

Definition 2.2.3 SeiV einK-VR.

a) Sei(vy,...,vn) einn-Tupel von Vektoren aus (d.h.v; e V, 1 <i <n).
EineLinearkombination (LK) von (vi,...,vp) ist ein Elemenv € V der Form:

n
V= Zaivi mitg € K
i=

b) Seid #M C V. Wir setzen:
<M>:={veV |3vi,...,, € M, so dasy eine LK von(vy, ..., vy) ist}

Menge aller Linearkombinationen verTupeln ausM (n beliebig).
Ist M = 0, dann setzen wikM> := {0}.
<M> heil3t dasErzeugnis vorM in V.

2.2.5 Satz
SeiV einK-VR, M CV, dann gilt:
a) <M><V

b) IstW <V mitM CW, dannist<M> <W.
(<M> ist der kleinste UVR voiV, derM entfalt.)

Beweis

a) Wir tberpiifen (UV1) bis (UV3), 0.B.d.A. seM # 0 (sonst ist a) klar).

(UV1) M#£0=0€e <M> (als LK vonvy, v1 € M).
(UV2) Seienw,w € <M> , etwa

m
w=Yav, w=Yay
K MR
mit &, a € K, vi,vi € M.

m n
= W+W = Zaivi + Za{\/i ist LK von (v, ...,Vm,V}, ..., Vi,)
= is
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(UV3) Seiwe <M>,acK

m
W= Za;vi, mita; € K,v; e M
i=
m

= aw= Zl(aa)vi ist LK von (v, ..., Vm)
i=

b) Seiw <V mitM CW.
IstM =0, dann ist<M> = {0} <W.
m

SeialsoM #Qundw= 5 (g)vi e <M> (g €K,y e M).
i=1

= vieW Vi<i<m

MCW
m
= w=) () eW=<M><W
(UV3),(UV2) 1=
2.2.6 Beispiele
a)V=R3
1 -1 3
vi=| -1 1], w=| -1 |=wn-2w= 1
0 2 -4
oder
0
vi+vo=| —2 | istLKvon (v1,V7)
2
a1 3
<fvi,v2}>={| & | |aeR, Zlaa=0}§R3
ag =

b) SeiA= (aj) € K™" mit Zeilenzy, ..., Zm € K" und Spaltersy, ..., s, € K™
SindXxy,...,Xy € K, dann ist

eine LK von(sy, ..., ), namlich

A

X1
A. :
Xn
X1
Xn

n
lei 'S
i=
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Sindyj, ...,ym € K, dann ist(yi, ...,ym) - Aeine LK von(zy, ..., zy), namlich

m
(Y1,--,¥m) A=Y Vi -z
m i; |

<{z1,....zm}> < K" heilt derZeilenraum von A.
<{s1,...,S1}> < K™ heil3t derSpaltenraum von A

z.B.:
-1 01
_ 0 12 4x3
A=l 3 4 5|€R

1 -2 4
1 -1 0 1 2
0 1 2 -2
A (_2)1- 3 |10 sl s =] 5
1 -2 3 -2

(1, 1, 1, 1)-A=
1-(-1, 0, 1)+1-(0, 1, 2)+1-(3, 4 4)+1-(1, -2 3)=
(3, 3, 11)

c) K=R, V =C”(R), Vi = idpg, Vo = Sin
<{vi,v2}>={a-idg +b-sin|a,be R}
a-idg+b-sin:R - R, X — ax+ bsin(x)
Definition 2.2.4 SeiervV,W K-VR ¢o:V—-W
1. ¢ heil3tlineare Abbildung(K-Homomorphismus) falls gilt:

a) d(v+V)=0(v)+ (V) YW,V eV
b) ¢(a-v)=a-d(v) VaecK,veV

Honk (V,W) :={y:V — W | Y linear}

2. FurW =V und¢ linear, heil3ty ein Endomorphismus
End (V) := Honk (V,V).
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3. Seid linear, dann heil3% ein
Monomorphismus wenné injektiv ist,
Epimorphismus wenng surjektiv ist,
Isomorphismuswenng bijektiv ist.

(vergl. 2.1.2)

65

V undW heil3enisomorph geschrieber = W, falls ein Isomorphismus :

V — W existiert.

2.2.7 Beispiele
K=R, V=R3} W=R?

a
01:V — W, b | — ( E‘) it linear.
c
a
a) d2:V —W, b |— ( 1—t|;a> ist nicht linear.
C
a a
d3:V - W, b | — ( b2 ) ist nicht linear.
c
b) ¢ : KMXN _ KNxm A Al ist Isomorphismus.

c) K=R, V=RR reR
&:V—R, f— f(x)

e(f+9)=(f+o)(r)=1(r)+g(r) =¢(f)+e(g vf.geR®
g(af) = (af)(r) =a- f(r) =a-&(f) vi,geRR acR

d) SeiAe K™,
da: K" — KM da(x) :=A-X ist linear (vergl. 2.1.14)

e) K=R, V =C*(R).
o:V -V, f — f’ (Ableitung) ist linear (Ableitungsregel)

Definition 2.2.5 SeierV,W K-VR,$ € Hom(V,W)

a) Kern¢ :={veV | ¢(v) =0}, der Kern vonp
b) Bild$ :={¢$(v)|veV}, das Bild vonp

Kerng CV, Bild¢ CW
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2.2.8 Bemerkung

SeienV,W K-VR, ¢ € Hom(V,W), dann gilt:
a) Kernp <V

b) Bild <W

c) ¢ injektiv < Kern¢ = {0}

d) ¢ surjektive Bild ¢ =W

e) SeiveV undw=¢(v):

= o {w})) = v+Kern¢
N—— —
Fasernvorp zuw  Konv. 2.1.5:{v+V | veKern¢}

Beweis

a) (UV1) ¢(0) =¢(Ov) =0¢(v) =0=0€ Kern¢d
(UV2) Seienv,V € Kern¢ =
d(v+V)=0¢(V)+¢6(V)=0+0=0=v+V € Kernd

(UV3) SeienacK,veKerng =
d(a-v)=a-¢(v)=a-v=0=-ave Kerné.
Aus 2.2.1 folgt: Kernp <V.

b) (UV1) 0=¢(0) = 0< Bild ¢
(UV2) Seienw,w € Bild ¢, etwaw = ¢ (v), W = (V) furv,vV eV
=W+W=0(V)+¢(V)=0¢(v+V)=w+wW €Bild ¢
(UV3) Seienac R, w e Bild ¢, etwaw = ¢(v) fur einve V
=aw=a-¢(v)=¢(a-v) € Bild ¢
Aus 2.2.1 folgt: Bildp <W

c).,=" Seive Kernd = ¢(v) =0=¢(0)
= v =0, da¢ injektiv.
,<=" SeiKern¢ = {0} und seiernv,vV € V mit §(v) = ¢(V)
=0=0(V)—¢(V)=0¢(v—V)=>v—V eKernp = {0} = v=V
d) Klar.

e)vev, vid w, v w
zu zeigenp 1 ({w}) = v+ Kern¢.

.2 Seiu=v+V mitV € Kern¢
= oW =0V +¢(V)=w+0=w=ued ({w})
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,C* Seiuc ¢~1({w}), zu zeigenu = v+ V mit einemv' € Kern¢.
Setzev :=u—v=0(u—v)=¢(u)—p(v) =w—w=0
=V eKern¢, d.h.u=v+V e v+ Kern¢

2.2.9 Beispiele

a) K=R, V =C”(R), d:V—-V, f — f’ f ist surjektiv (Hauptsatz der
Infinitesimalrechnung)
Kern(¢p) = {f € C*(R) | f ist konstan} = R

b) SeiA e K™ be K™, dann gilt:

1) Kernpa={ce K" | Ac=0} istdieLdsungsmenge des homogenen LBS- 0.

2) Seic € K" eine Losung des LGRAx = b. Dann ist die bsungsmenge dieses
LGS gleichc+Kernda

3) (Losbarkeitskriterium): Die folgenden Aussagen saggivalent:
1) Ax=Dbistlosbar
i) beBild da
iif) b e Spaltenraum voA
iv) Spaltenraum vo\ = Spaltenraum voifA, b)

Beweis
a) Analysis.

b) 1) Klar.
2) Die Losungsmenge des LG = bist

{d eK"|pa(c)=b} =c+Kemnda  (nach2.2.86)

3) Seiers,...,s, € K™ die Spalten vorA
i) = ii) Trivial nach Definition vonpa
C1
i) =iii) be Bild pp = Ic € K"mit Ac=h. Seic= : | mitg eK
Cn
n
P Ac= .Zlcis, d.h.b € Spaltenraum voi
2.2.6 b) =

i) =iv) bist LK von (sy,...,S1) = Jede LK von(sy, ..., S, b) (d.h. der Spalten von
(A,b)) ist auch LK von(sy,...,S,) = Behauptung.
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iv) = i) b e Spaltenraum voigA, b) = Spaltenraum voi
= es existierty, ..., ¢, € K mit
n
b= Zcia
i=
C1

A= . | =b, d.h. das LGS isfdsbar.
~— :
2.2.6b) Cn

2.3 Basis und Dimension

SeiK ein Korper,V einK-VR.

Definition 2.3.1 a) Ein n-Tupel (v1,...,vn) mit v; € V heil3tlinear abhéngig (l.a.),

n
wennay, ..., an € K existiert mit(a, ...,an) #0 € K1*" und S av =0.
i=1

Andernfalls heil3tvy, ..., Vvn) linear unabhéangig (l.u.).

b) M CV heilitlinear abhéngig (l.a.), wenn ein l.an-Tupel(vy,...,vy) existiert mit
viZvjfuriZjundvieM 1<i<n
Andernfalls hei3M linear unablangig (l.u.). Insbesondere itC V l.u..

n
Schreibweise:<vy,...,Vn> 1= <{vi,...,Vn}>={ S aVi | g € K}
i=1

2.3.1 Bemerkung
Seienvy,...,Vh € V und seierlM’ C M CV
a) (1) 0eM = Mistl.a.
(2) M={v} mitv#0= Mistlu.
(3) M’ l.a.= Mist l.a.
(4) M Lu. = Mist Lu.
b) (vi,...,vn) ist l.u. genau dann, wenn gilt:
Sinda;, ...,a, € K mit E aVv; =0, dannistay = ay = --- = ap, = 0 (Der Nullvektor
lasst sich nur auf dieITrliviale Weise aus..., vn linear kombinieren).

c) Die folgenden Aussagen sidguivalent:
1) (va,...,vn) lLa.
(2) Es existierip, 1 <ig < nmitvj, € <V1,...,Vig—1, Vig+1, ---, Vn>
(3) Esexistierfp, 1 <ig<nmit <vy,...,Vn> = <V1,...,Vig—1, Vig+1, -, Vn>
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Beweis
a) (1) Dasl-Tupel(0) istl.a.
(2) Folgtaus 2.2.1¢)

(3) Enthalt M’ ein l.a.n-Tupel von paarweise verschiedenen Vektoren, dann auch
M.

(4) Ist die Umkehrung von (3)
b) Ist die Negation voR(vi,...,Vy) ist l.a.”.
c) (1) = (2):

n
(V1,...,Vn) l.a. = Es existiertay, ...,a, € K mit (ag,...,a,) #0und  av; =0.
i=1

n
Seiio S0, dassy, # 0ist= Vi, = — ¥ & aVi € <V1,...,Vig—1,Vig+1, -, Vn>
i=1
i£ig
(2) = (3):

IstVi, € <Vi,...,Vn> = <V1,...,Vig—1,Vig+1, ---, V> , dann ist
<V17 ...,Vn> - <V1, "'7Vi0—1vvio+17 ...,Vn>
(3) = (1)
ViO € <V]_, ...,Vn> = <V1, ...7Vi0_1,Vi0+1, ...,Vn>
= es exay,...,aij—1,ig+1,---,an €K
n n
mit 3 aVi = Vi, d.h. 3 avi =0mit g, = -1
%o =0
(aq,...,8p—1,—1, 8541, ..,a) # 0= (v1,...,Vn) ist L.a.

Definition 2.3.2 A ¢ K™ hat SpaltenstufenformwennA! Zeilenstufenform hat.

2.3.2 Beispiele

a) V = Q2 {(;) <i)}istl.u.Seieml,aze@mit
(222
oo (3 2)(%) (o)

< % 2) — ( é _§> hat Zeilenstufenform
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=- Das homogene LGS mit Matrié ; 2 ) hat nur die triviale bsung

1 3 5 .
{( 2), (4), ( 6>} ist l.a., denn
(1 4o 3y (S5)_/(0
2 4 6/ \O
b) SeiA € K™" eine Matrix in Zeilenstufenform, und seiem, ...,z die vonO0 ver-
schiedenen Zeilen vof, dann ist(z, ...,z) l.u..
Analog: Die vonO verschiedenen Spalten einer Matrix in Spaltenstufenform sind

lLu..
Insbesondere sind die Zeilen und Spalten Eghu..

a=a=0.

Beweis

Furl<i<rsei(a1,...,an) =z, wobeia j, der erste von 0 verschiedene Eintrag
in z sei:

VAl 0 8.17]'1 e al,jr ... A1n

: 0 : :
1zl _10 ... O a&aj ... an
A= ol [0 ...l 0
0 O .. 0

DaAin Zeilenstufenform ist, gilj1 < jo < ... < j;.

Seien nuray,...,a € K beliebig mity[_,az = 0. Dag j, =0 furi > 1, muB
aiay j, = 0gelten. Daay j, # 0 nach Konstruktion vony, ista; = 0. Somit erhalten
r

wir 5 ajz = 0, und durch Induktion ergibt sich = 0auch fir2 <i <r.
i=2
Die 2. Aussage folgt aus der 1. durch Transponieren.

c) V=C”(R), K=R = (sin,cos) ist |.u.

Beweis

Seiena,b € R mita-sin+b-cos=0
= 0=a-sin(0)+b-cog0) =bund
O=a-sin(3) +bcogl)=a

Definition 2.3.3 SeiM C V, Vi,...,Vh €V
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a) M heil3tErzeugendensystenvonV, wennV = <M> ist.

b) V heildtendlich erzeug(e.e.), wentv ein endliches Erzeugendensystem besitzt.

c) M hei3tBasisvonV, wennM ein |.u. Erzeugendensystem Warist.

(V1,...,Vn) heiBtgeordnete BasisonV, wennv; # vj furi # j und wenn{vy, ..., vn}
eine Basis ist.

2.3.3 Beispiele

a) 0ist Basis vor{ 0} (Konvention)

b) V =K™ furl<i<mseig:=1[ 1 (1 ani-ter Position)

0
= (e, ...,em) ist geordnete Basis vad™, die Standardbasis

c) V =Kmn
Furl<i<m, 1<j<nseik j € K™"die Matrix mit Eintrag 1 an Positio(i, j)
und Null sonst:

. B 100 010 001
T 0 0 0)° 0 0 0/’ 0O 0 0)’
00O 0 0O 00O
1 0 0)’ 010/’ 0 01
= (E11,...,E1n,E21,...,E2n,E31,...,Emn) iSt eine geordnete Basis véi™".

2.3.4 Satz (Charakterisierung von Basen)
Fur M CV sind folgende Aussageiquivalent:
1) M ist Basis vorV.

2) M ist eine maximale I.u. Teilmenge véh(d.h.M istl.u. und istM C M’ C V, dann
istM’ l.a.).

3) M ist ein minimales Erzeugendensystem ¥(d.h. <M> =V und <M’'> £V
fur alleM’ C M).
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Beweis

1) = 2): Mist l.u., da Basis.

veV = <M> = es existiert/,...,vn € M mitv; # vj furi # j undv e <vy,...,vh>

= (V1,...,Vn,V) ist l.a.= M’ ist l.a., davy, ..., vy, v paarweise verschiedene Elemente
ausM’.

2)=3):z.z.
a) <M>=V
b) IstM’ C M, dann ist<M’> #V.

zua) SeveV,v¢g M.
SetzeM” := MU {v}
=MCM/'CV
= M" ist |.a.
= es existiervy, ..., vo € M mit v; # v; furi # j und(vy,...,vn) ist La.
n

= es existierfy, ...,ay € Kmit (ay,...,a,) #0und ¥ av; =0
i=1

M |.a. : .

= 've {V1,...,Vn}, Sagen wiv = v;,, und es gibg;, # 0.

=V E <V, ..., Vig—1,Vig+1; -+, Vn> © <M>

zu b) SeiM’ € M. AngenommerM’ ist Basis vorV (2.3.1a) (4))
= Mistla(1)=2)) Widerspruch!

3) = 1) z.z.M ist L.u. AngenommenM ist l.a., es existieryy,...,vh € M mit v; # v;
furi = jund(vy,...,vn) istl.a.= 3ig, 1 <ip < nmitvi, € <V1,...,Vig—1,Vig+1, ---s Vn>

SetzeM’' :={ve M |v# v}
= M CMund <M’>=<M>  Widerspruch!
Damit sind alle Teile bewiesen!

2.3.5 Bemerkung

Sei(vi,...,Vn) eine geordnete Basis véh Dann gilt:
n
Zu jedemv € V existieren eindeutig bestimmég, ...,ap € Kmitv= 5 aV;
i=1

Beweis
Existenz Klar, wegenv = <vi,...,Vh>

n n n
EindeutigkeitSei ¥ avi=v= S avi=0= Y (a—a)v,
— i = iZ1

Al H
:>_ a—a=0 vV1<i<n
(va,...,vn) ISt LU,
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2.3.6 Satz

Sei(vy,...,Vm) €ine geordnete Basis véhund seierws, ..., w, € V. Dann gilt:

n>m= (Wgy,...,Wy) ist L.a.

Beweis

Fur1 < j <nseienajj € K, 1 <i < mdefiniert durch
m
Wj = Z\aiji (siehe 2.3.5)
i=

SeiA = (gj) 1<icm € K™"

1<j<n

C1
Sei : | # 0eine Losung des homogenen LGS = 0.
Cn
(existiert wegem > m)
n n m m n
=y Cwi=3¢avi=3 () caj) -vi=0
=1 =1 i=1 i=1 =1
N——
C1
=0Vi wegenA ¢ |=0
Cn

= (Wy,..,Wy) istl.a.

2.3.7 Satz

SeiV endlich erzeugt, dann gilt:
a) V besitzt eine endliche Basis
b) SindM1,M; Basis vorV, dann sindVl; und Mz endlich und es giliM1| = |M2|.

c) (Basisergnzungssatz) S8’ c V l.u., dann existiert Basisl vonV mit M’ C M.

Beweis
a) V = {0}, dann o.k.
SeiV # {0} undn € N minimal, so dassy, ..., v, existiert mitV = <vy,...,vp> .

= {V1,...,Vn} ist ein minimales Erzeugendensystgh‘;’r'd'{vl, ...,Vn} ist Basis
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b) Sei(v1,...,vn) geordnete Basis vov (existiert nach a) ), und seiewn,, ..., Wy, € M1,

so dasgwi, ..., W) l.u. ist. 2':356m§ n.

Insbesondere id¥l; endlich undM1| <n
2'%6n < |Mj| also|M1| =n
Analog fur My.

c) V besitzt eine Basis mit genawElementen. Sévl CV mit maximaler Elementan-
zahl unter allen MengeM” CV mit M’ C M” undM” ist l.u. (nach 2.3.6 hat jedes
solcheM” maximaln Elemente).

42)

= M ist maximale l.u. Teilmenge vov 3:> M ist Basis vorv.

Definition 2.3.4 SeiV endlich erzeugt\ eine Basis voN .
dimV :=dimgV := [M|

hei3t dieDimensionvonV. (Anzahl der Elemente einer Basis Wih

2.3.8 Beispiele
a) dimK"=n

b) dimK™" =m.n

C) { ( ; ) , ( 2 ) } C Q?ist eine Basis vor?, danndimQ? = 2 und

(( > ) ( : )) st Lu. nach 2.3.2 a)

= {( ; ) , ( 2 )} ist maximale l.u. Teilmenge vo@?.

IstV nicht endlich erzeugt, dann setzen @img V := oo,
Im Folgenden sejendlich erzeugt' gleichwertigendlich-dimensional”.

2.3.9 Korollar (zu 2.3.7)

SeidimgV =n, vi,...,Vph,Vhe1 €V, dann gilt:
a) (vi,...,Vn) Lu. = (v1,...,vn) ist geordnete Basis
b) V = <v,...,vp> = (V1,...,Vn) ist geordnete Basis

c) (V1,...,Vny1) LA
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Beweis

a) Folgt aus 2.3.7 ¢) und b)
b) Folgt aus 2.3.7 b) und 2.3.4 3)

c) Folgtaus 2.3.7 a) und b) und aus 2.3.6

2.3.10 Korollar (zu 2.3.7)
SeienV undW endlich erzeugt&-VR, dann gilt:

V=W & dimgV =dimgW

Beweis

,=" Seid:V — W ein Isomorphismus und séi1,...,v,) eine geordnete Basis von
Vv

= (¢(v1),...,d(vn)) ist geordnete Basis von W dimk V = dimg W

,<" Sei(vi,...,Vn) geordnete Basis vovi. Definierek : V — K" durch

ap
n
vie K(V) = | ¢ | eK" fallsv=S av; (vergl. 2.3.5).
i=1
an

Leicht selbst zu sehem:ist K-linear und bijektiv, d.hk ist Isomorphismus=
VvV K",
AnalogW = K" (dadimk W = dimk V = n)

=V=W

Ab jetzt heil3t,Basis" bei e. eK-VR immer,geordnete Basis".

2.3.11 Satz

SeiV endlich dimensionaleé-VR, U <V, dann gilt:

dimg U < dimgV
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Beweis

Seienuy, ..., Un € U mit m maximal, so das@u, ..., um) l.u. ist (fallsU # {0}).

. _ . 231c
Seiuec U ™™ (4 umu) istLa.25% € <y, ..., Um>

=U = <uy,...,un> d.h.(ug,...,uny) ist Basis von U

IstdimgV = n, dann istm< n nach 2.3.6.

. . 239a
Warem=n, dann vareV = )<u1, vy, Um>=U

2.3.12 Beispiel (Version der komplexen Zahlen)

SeiV = R%*?, E:=E= (1 0) ev, | = (O _1> eV

01 1 0
C:=<E,I><V
(E,I) Lu. (aE+bl =0= (

= E,| R-Basis vonC
Insbesondere hat jed€s= C eine eindeutige Darstellung dls= xE+yl mitx,y € R.

) -1 0
2 _ —
Es istl ( 0 1) E

= C ist kommutativer Ring mit neutralem Elemdatbzgl. - (ein Teilring vonR?*?)

a

—b
b a‘>:O:>a:b:O

Ist C = XE +yl # 0 (d.h. X2+ y2 + 0), dann istC - Xﬁ—yz(xE —yl) = E, d.h.C ist
invertierbar.
= C ist Korper, der Krper der komplexen Zahlen.

{XE |xe R} C Cistein zuR isomorpher Teilkrper vonC.
Definition 2.3.5 (elementare Matrizen) Fur n € N definieren wir Matrizen auk™<":

(1) Far 1 <i # j < mseiT;; die Matrix ausEp, die durch Vertauschen der Zeilén
und j entsteht.
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(2) Fur1<i# j<mundceK seiA j(c) :=Emn+cE (vergl. 2.3.3 c))

1

(c steht in deli-ten Zeile undj-ten Spalte)
(3) Fur0O#ce Kundl<i<mseiMj(c) :=Em+(c—1)E;

1

(c steht in detri-ten Zeile)

2.3.13 Bemerkung
SeiAe K™,
a) Tij, A j(c), Mij(c) e K™™M sind invertierbar.

b) EntstehtA’ ausA durch eine elementare Zeilentransformation (vergl. 1.4.6) vom
Typ:
(1) ti,; oder
(2) & j(c) oder
(3) m(c)
dann gilt in den jeweiligen &len:
(1) A =TijA
(2) A=A j(0A
(3) A'=Mi(c)A
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c) Analog werden elementare SpaltenraumtransformationeAwwuch Multiplikati-
on von rechts mit elementaren Matrizen &is™ definiert.

d) EntstehtB ausA durch eine Folge elementarer Zeilen- und Spaltenoperationen,
dann existierS € GLy(K) undT € GLy(K) mit B= SAT.

Beweis

a) T ' = Tll
Aj(— ) =Aj(-0)
Mi( ) :M|<C 1)

b) Folgt sofort z.B. aus 2.2.4 b).

c) A’ entstehe auA durch eine elementare Spaltentransformation.
= A’ = (EA)! wobeiA durch eine elementare Zeilentransformation entstanden ist.

= A= (EA) = (AYE = AE!

d) Nach b) und c) ist
B=SS 1...SAT ... |
mit elementaren Matrize§, T, j, § € GLu(K), Tj € GLa(K).

Weil GLy(K), GLy(K) Gruppen sind, sind:= §S1...S undT :=TiTo... T
invertierbar undB = SAT

2.3.14 Beispiel

1 00| /1 -12 3 1 -1 2 3
2 10||2 2 22|=[(0 4 -2 -
0 01)\3 1 00 31 0 0
1 00\ /1 -1 2 3 1 -1 2 3
o 10/[0 4 —2 —4|=(0 4 -2 -
301/ \3 1 0 o0 0 4 -6 -9
1 00| /1 -123 1 -1 2 3
2 10||2 2 22|=|0 4 -2 -
301 \3 1 00 0 4 -6 -9

2.3.15 Bemerkung
SeiA € K™ Se GLn(K), T € GLy(K)



2.3. BASIS UND DIMENSION 79

a) ¢s: KM — KM v — Sy, und
lIJT . len N K1><n7 Vi— VT
sindK —V RIsomorphismen.

b) Zeilenraum vorA = Zeilenraum vorSAund
Spaltenraum vo = Spaltenraum vOAT

c) Zeilenraum vorA = Zeilenraum vorAT und
Spaltenraum vo = Spaltenraum VoA

Beweis

a) ¢s, Y7 sindK-linear. Sie sind bijektiv mit den Umkehrabbildunggg 1 bzw. P11
(siehe 1.4.1).

b) Zeilenraum vorA = Zeilenraum vorS1(SA
C ZeilenraumvorS-A C Zeilenraum von A

N~~~
2.2.6b) 2.2.6b)
2. Aussage analog duch Transponieren.

c) Seierz,...,zy die Zeilen vonA

Zgb)le =Y7(z1),...,2uT = Yt (zm) sind die Zeilen vorAT

Pt KX — KN st Isomorphismus

= YPrju:U—=wrU),  u~ Pr(u)=uT istIsomorphismusU < Kxm
U=<2z,...,zn> =Zeilenraum von A

= Yr(U) = <P1(22),...,P7(2m)> = Zeilenraum vorAT

= Behauptung.

2. Aussage analog

Definition 2.3.6 (und Bemerkung) SeiA € K™
a) A kann durch elementare Zeilen- und Spaltentransformationen in eine Matrix der

Form
Er 0 mxn
( =0 ) K
mit 0 < r < min{m,n} Uberfihrt werden.

b) Es existierSe GLn(K), T € GLy(K) mit

SAT= ( %r 8 ) mit0 <r <min{m,n}

c) dimk (Zeilenraum vorA) = dimk (Spaltenraum voR) =r
mitr wie in a) oder b).

d) rangA = dimg (Zeilenraum vorA) heil3t der Rang voA.
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Beweis

a) Durch elementare Zeilentransformationen Zeilenstufenform wie folgt:

0 0|1 * * * *x % *
0 0/0 0 1 x % = *
0 0/0 O 0 1 x =« *
0 0j0OO0OOO0 1. - =«
0 0j0 OOOOO---0
O... 00O OO0OO0O0O0O--0

wobei die erstem Zeilen nicht nur aus Nullen bestehen.

Vertauschen von Spalten

1 % % % % *x % *x x
0 1 % % *x x * *x %
0O 0 00 1 x % =%
0 0O00O0O0OO0OT1:- =«
0 0O0O0O0OOO0OOO---0
O..-.00O0O0OO0O0OO0O---0

Ausraumen von Spalten

1 0|0
0 1/0
0o --- 0‘0

b) Folgtaus a) und 2.3.13 a)

c) Aus b) und 2.3.15 c) folgt:
dimg (Zeilenraum vorA) =
dimk (Zeilenraum vorSA =
dimk (Zeilenraum vor(SAT) =
dimk (Spaltenraum voi)

dimk (Zeilenraum vorA) heil3t auctZeilenrang.
dimk (Spaltenraum voi) heil3t auctSpaltenrang

Nach 2.3.6 c) gilt: Spaltenrang = Zeilenrang.
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2.3.16 Charakterisierung von, Rang"
SeiA € K™" dann gilt: rangA = Maximalzahl I.u. Zeilen vorA = Maximalzahl |.u.
Spalten von A

(-Maximalzahl l.u. Zeilen vo®\* heil3t gioldites € Ng, so dasg1, ...,z € {z1,...,Zm}
existieren, so dasgii, ..., zr) l.u. ist. Hierbeiist{z, ..., z,,} die Menge der Zeilen von
A)

Beweis

Notation wie oben.

2.31 .
=<Z1,...,%>=<21,...,Zn> = Zeilenraum VvorA
= r = dimk (Zeilenraum vor) = rangA

Analog fur Spaltenraum.

2.3.17 Bemerkung

SeiA € K™, BringeA durch elementare Spaltentransformationen auf Spaltenstufen-
form A’ (vgl. 2.3.2). Seiers), ...,s die von 0 verschiedenen Spalten vdnDann gilt:

a) rangA=r

b) (s,...,s) ist Basis vom Spaltenraum van

Beweis

a) folgt aus b)

b) Spaltenraum von AL b)Spaltenraum VOW = <S),...,§>
Nach 2.3.2 b) ists;, ..., ) |.u., also eine Basis.

Analoges gilt fir den Zeilenraum.

2.3.18 Beispiel
V=<(111 1,43 21,(1 23 4>CRr?

Gesucht: Basis von V.

1 4 1 1 0 O 1 0 O
1 3 2 1 -1 1 1 -1 0
12 3] |1 -2 2 1 -2 0
11 4 1 -3 3 1 -3 0
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0
-1 . .
o ist Basis vorv

-3

= dimgpV = 2,

R R R

2.3.19 Bemerkung

Verallgemeinerung: S& m-dimensionaleK-VR mit Basis(vy, ..., Vm).
Seik :V — KM™der Isomorphismus aus 2.3.10. Seven...,w, € V

Gesucht: Basis vorcwy,...,wWp> =W <V

Methode: Berechne Bagisy, ..., Ur) VONK(W) = <K (Wy), ..., K(Wn)> < KM= (K 71(uy), ...,k " (ur))
ist Basis voriv.

Beweis

Klw : W — k(W), W — K (W)
ist ein Isomorphismus, der die Basiépertagt.

2.3.20 Beispiel

V= RBXZ, Basis:(ELl, E;|_72, E271, Egyg, E371, E372) (ng. 2.3.3 C))

1 2 0o 1 10 01
02|, wa=[-1 0o, ws=[-1 0|, wua=[0 0
3 2 0o -1 10 00

1 2
(0 2) 1.E11+2-E12+0-Ep1+2-Epo+3-E31+2-E33
3 2 |
1 0 1 0 0 O 10 0 O 10 0 O
2 1 o 1 2 1 2 1 21 0 0 21 0 0
0 -1 -1 0 0 -1 -1 0 00 -1 -1 00 -10
2 0 0 ol |2 0 2 0ol 7|20 0 2| 7|20 0 2
3 0 -10 3 0 2 0 30 0 2 30 0 2
2 -1 0 0 2 -1 2 0 2 0 -1 2 2 0 -1 3
1 2\ /0 1 0 0 0
=1(0 2 00 0 |,|0 2] | istBasisvortW = <wy,Ws, Wz, Ws> < R3*?
32/ \oo 0 ~1) \2 3
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2.3.21 Satz

SeiA e K™MundLg < K" die Losungsmenge des homogenen L&S= 0, dann gilt:

dimkg Lo = n—rangA

Beweis

A’ sei ausA durch eine Folge elementarer Zeilentransformationen entstande#’ und
habe Zeilenstufenform.
= Lo ist die Losungsmenge des homogenen L&S= 0 (1.4.1)

Weiter gilt:

rangA2 3150), angA’ 23 Anzanhl der Zeilen vom die # 0sind
= Anzahl der abls'tngigen Variablen.

Aus 1.4.5 folgt:

dimk Lo = Anzahl der freien Variablea- n—rangA’ = n—rangA

2.3.22 Satz

SeiA € K™" mit Spaltensy, ...,s, € K" und Zeilenz, ...,z, € K", Dann sind fol-
gende Aussageaquivalent:

(a) Ainvertierbar

(b) Es existierB € K™" mit AB= E,,

(c) Es existierC € K™"mit CA=Ep,

(d) Das homogene LGAx= 0 hat nur die triviale bsung.
(e) Rur jedesh € K" hat das LGSAx= b genau eine bsung.
(f) rangA=n

9) (z,...,zy) ist Lu.

(h) (s1,...,Sn) istl.u.

Beweis

(g9) < (f) < (h) nach 2.3.16

(a) = (c) : Definition der Invertierbarkeit

(c) = (d) : Seice K"mit Ac=0=0=C(Ac) = (CAlc=Enc=c

(d) = (f): Der Losungsrauniy des homogenen LGBx = 0 hat die Dimension 0
2

= rangA=n
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(f)=(e):rangA=n 2'3%2'3'6rang(A, b)=n

(A,b) € K™("*1) - erweiterte Matrix des LGBx=b
= Spaltenraum voi = Spaltenraum voiiA, b)

22208pas LGSA2\>§ :21b ISt losbar.
Aus 2.2.9 und.o “=""{0} folgt: Ax= b hat genau eine &sung.

(e) = (b) : Seieney, ..., &, € K" die Spalten vor,. Seib; € K" die Losung vonAx =
g,1<i<ndhA-b=¢g,1<i<n.

SeiB = (by,...,by) € K™"= AB= (Aby,...,Aby) = (e1,...,en) = En

(b) = (a) : AB=E, = BA' = E, (E}, = E,)

= rangA! = n (Zeilenraum vorE,) = Zeilenraum vorB!Al < Zeilenraum vorA!

nach Bewels 1)=(€)=b) 55 ¢ k< mit Al.D = E,
= B! = B! E, = B/(A'D) = (B'A)D = E.D =D
= B! =D, d.h.Al ist invertierbar.

2116, . . - .

= Alst invertierbar.

2.3.23 Korollar

SeiA € GLy(K), be K.,
Die Losung vonAx = b (eindeutig nach 2.3.22) ist gegeben dukctt - b.

Beweis

Istc € K" mit Ac= b, dann istt = Enc = (A"1A)c = A~1(Ac) = A~ 1b.

2.3.24 Satz

SeiA e K™ Ly < K" die Losungsmenge voix = 0. Dann gilt:
(1) Lpist UVR vonK" mit dimg Lo = n—rangA.

(2) Die Anzahl der abaingigen Variablen ist gleicliangA.

(3) Seibe K", dann gilt:Ax= b ldsbar< rangA = rang A, b)

(4) Seibe KMundc e K"mit Ac=b, d.h.ce L := Lésungsmenge des LGS = b.
Dann gilt:L = c+ Lo.

(5) Seim=n, dann sinchquivalent:

(a) Es existierb € K", so das#\x = b eindeutig bsbar ist.
(b) Fur jedesh € K" ist Ax= b eindeutig bsbar.
(c) Aistinvertierbar.
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Beweis

Aus vorstehendegs%gsultaten zusammensetzen.
zu(5): (b) = (a) ="(c) = (b)

2.3.25 Bemerkung (Algorithmus zum Invertieren)

SeiA € K™ dann gilt:
A invertierbar< (A|E,) € K™2" kann durch elementare Zeilentransformationen in
(En|B) Ubertuhrt werden. In diesem Fall i&= AL,

Beweis

,=": Bringe A durch elementare Zeilentransformationen auf Zeilenstufenfgrm

. . 2.3.22 2.3.15
Alinvertierbar=>"n = rangA ==>"n = rangA’

O % % --- %
=10 0 O -+ x| Keine freien Variablen.

0O 0 0 0 O
Raume nun (von hinten her) die Spalten aus.
,<": Nach 2.3.13 existie® mit (Ey|B) = S(A|E,) = (SAS)
= SA=E,undS=B

2322, . . _
—<“Ainvertierbar unds= A1

2.3.26 Beispiel
11117
_1100 4x4
A=1101 0| €¢
1001
1111/1 000 1 1 1 1l 1 000
11000100| (O 0-1-1/-1100]
1 0100010 0O -1 O0-1/-1 010
100 1/0 0 0 1 0 -1 -1 0/-1001
1 1 1 1l 1 000 1 1 1 1/ 10 00O
0-1 0-1-1010|_ |0-1 0-1{-10 10|
0 -1 -1 0/ -1001 0 0-1 1, 00 -1 1
0 0-1-1-1100 0 0-1-1-11 00
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111 1, 1 0 0 O 111 1/1 O O O
010 1, 1 0 -1 O 010 11 o0 -1 O
001-1, 00 1-1] '{oo0o1-1/0 0 1-1]| "~
000 -2/-11 1-1 000 13 -3 -3 3
100 10 0o o0 1 100 o-% 1 1 1
010 112 0 -1 O Ololii—i—i
00o1-10 0o 1-1| "|oo0o1-1, £ I I _1
000 -3 -4 4) \ooo 1 §-ff |
111 10t 1000—%%%%
:>110020100§§—%—§
1 010 0010 5 -5 35 —5
2.4 Matrizen und lineare Abbildungen
2.4.1 Konventionen
Objekte: Bezeichnungen|
Matrizen AB,C,... lateinische GrofRbuchstaben
Vektorraume U,V,W,... lateinische GrolRbuchstaben
lineare Abbildungen a,p,...,¢, kleine griechische Buchstaben
geordnete Basen | 4,B,C,D,... Skript Buchstaben

GrundvorraussetzungeHl: Korper,K-VR seien endlich erzeugt (e. e.), Basen geord-
net.

2.4.2 Erinnerung und Definition
SeiV K-VR mit BasisB = (vi, ..., Vn).

a1 n

Definierekg : V — K" durchkz(v) := ) ,fallsv="% av; (vergl. 2.3.10).
an i=1

K (V) hei3t derKoordinatenvektor von v bzgl. B.

Kg(V) ist ein Isomorphismug — K".

2.4.3 Beispiele
a) V=K B=(d,..,6,) die Standardbasis von

a
= Kg((ag,...,an)) = ( . )
an
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b) V=R? 8= (((1)) ’ G))
(§--s(0)-()
Kg (2) - (agb)

Definition 2.4.1 (Abbildungsmatrix) V,W K-VR, B Basis vonV, B = (vi,...,Vn),
C = (W1, ...,Wm) Basis vorW, ¢ € Hork (V,W)
Definiereajj € K, 1 <i <m, 1< j <n,durch

o(vj) = iiaijwi

Dann heiBﬂ\/I?(q)) ‘= 8jj . € K™ die Abbildungsmatrix votp bzgl.8 und C.

I<j<n

2.4.4 Beispiele

2 > (a a+b
a) ¢ :R°— R=, b) ™ lazh

B = C = (e,e) Standardbasis
oo =0((p))= (1) ~1ar1e

0
o) =0((7)= (1) ~re-re
=mze) = (1 )
b) &1 K32 K2:3, Ars Al

B = (E11,E12,E21,E22, E31, E3)
C — (E117 Elza E137 E217 E227 E23)

<

aOn

—

£

|
eoNololNolNol
OO FrOoOoOo
oNoNolNoll o]
OrLrO0O0O0OO0OOo
OO OoOr oo

o O oo

c) SeiAe K™N,
d=0¢a: K" KM vi— Av
B=(eL...en), C=(e1...,em) Standardbasen
d(ej) = Agj = j-te Spalte vorAY 1 < j <n
= MZ(da) =A
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d) InC*(R) seienp, i € Np, definiert durch:
po: R — R, X—1

pi i R— R, X—X,ieN
SeiV = <po, ..., pn> < C*(R).
(Po, ., pn) ist Lu.:
Seienag, ...,an € R mit Z ap: X— z ax =0

=Sa=a=...=ay= 0 (denn Polynom;é 0 hat nur endlich viele Nullstellen)
B = (po,--- pn) Basis von V.

Seip:V -V, f — f’ (Ableitung).

o(pi) = {.Of“”??

ipi_1 furi >0
010 .---0
002 .---0
:>M£<¢): oo, c R(MD)x(n+1)
0O 0 0 - n
0O00O0.---0

245 Satz

V,W seienK-VR, dimgV = n, dimgW = m, B, C seien Basen von V bzw. W. Dann
gilt fur ¢ € Homk (V,W):

a) Ke(9(v) =ME(9) kg(v)  WeV

b) SeiA=MZ(¢) undpa:K"— K™ v Ay, dann gilt:
Kem¢ = k' (Kemga)
Bild ¢ =k -*(Bild ¢a)

c) dimkV = dimk (Kern ¢) + dim (Bild ¢)

Beweis

a) M?(q)) = (ajj)iéijggr::, d.h.¢(vj) = Z ajjw; SeiveV, etwav = Z CjVj, Kg(V) =

=1
G
Cn
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= 0(v) = 3 cjo(vj) = g c;(E ajw) = E (E Cjdyj )W = E (,m ajcj)w =
=1 =1 j=1i=1 =1 i=1
J'Zlaljcj G

Ke(@W)=|[ - | =A|: [=AKsgV)

b) ve Kernd < ¢(v) =0 KC<|§>°m'|<c(q>(v)) =0
2. Kg(V) =04 Kg(V) € Kerna
v Kz (Kemnoa)

w e Bild ¢ & esgibtveV:iw=¢(v)
< esgibtveV : Ke(w) =Ke(d(v))
& s gibtveV : A kg (V) = Ko (W)
< Ke(w) € Bild ¢a

& WeK(Bild ¢a)

c) dimKern$a = dimLg, dalo die Losungsmenge vox = 0 ist.
Bild ¢ o = Spaltenraum voiA
= dim(Bild $a) = rangA)
= n—dim(Bild ¢a) = dimKernda (siehe 2.3.21)

2.4.6 Beispiel

(vergl. 2.4.4 a)) _
V= <po,...,pn> < RR B = (po,...,pn) Mit pi : R — R, X— X!
Seip:V -V, f — f/ (Ableitung)

n n

Seif : R—R, x— Yax, f=75ap
i=0 i=0

ao
Kg(f)=1 :

an
01 0 - 0 a1
0 0 2 0 ao 2ap

M3 (0) - K (f) = | =
0 0O n an Nan—1
00O

= ¢(f) = f/:z(“rl)ampi, XHEl(iﬂLl)aiHXi
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2.4.7 Satz

SeienU,V,W K-VR mit BasenA4, B, C und sei¢ € Homk (U,V), Y € Homk (V,W).
Dann gilt:

MZ (Wod) = ME(W)Mz(¢)

Beweis
Seienq = (uy,...,Un), B = (V1,...,Vm) und C = (ws,...,w;). Dann gilt:
MZ(W) = (&) 15 MitP(vj) = 5 ajwi, 1< j<m

M2 (9) = (bjk) 1<j<m Mit d(uy) =

1<k<n

Z
2,0

|
MZ (Wo ) = (Cik) 1si mit Yo d(ue) = 3 Ciwi, 1<k<n

Andererseits:

Bob(B) = W) U 3 by
2

m

= ijklIJ(Vj)

= ijk Z\aljwl
m |

= Z (aijbjwi 1<k<n
j=1i=
m
=1

2.4.8 Korollar

SeienA € K'*™M B e K™ yndC e K™P, Dann gilt:

(AB)C = A(BC)

Beweis

Folgt aus(§ao dg) o bc = dao (godc) mit 2.4.7 und 2.4.4 c).
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2.4.9 Bemerkung

SeienV,W ndimensional&-VR mit BasenB bzw. C und seip € Homk (V,W). Dann
gilt:
¢ Isomorphismus= MZ(¢) invertierbar

In diesem Fall giltMZ(¢) =1 = M& (¢ 1)

Beweis
SeiA=MZ(p) € K™", dann gilt:

2.4.5c)und

(o

imV=dimwW

¢ Isomorphismus = ¢ injektiv
2'@ 2 Kern¢ = {0}
243") Kernpa = {0}
22.9b)und 2.3.21 rangA — n
2322 Ainvertierbar

Ist ¢ bijektiv, dann gilt:

M0 HMZ(9) = M (¢ Lo d) = Mz (idy) = En.

2322, i - -
="“Alist invertierbar undA~t = M2 (o).

2.4.10 Bezeichnungen

SeierV, W endliche dimensional€-VR mit BasenB = (vi,...,Vn) und B’ = (V}, ..., V;,)
vonV bzw.C = (wy,...,Wm) und ' = (W, ..., W) vonW. Seidp € Homk (V,W).
Frage Wie hangeri\/lg’(q)) und Mg’,'(q)) zusammen?

Definition 2.4.2 Bezeichnungen wie in 2.4.10, dann heilf3t:

MZ (idy) € K™"  Basiswechselmatrix

Die Spalten vongl(idV) sind die Koeffizientenvektoren dé;c 1< j<n,bzgl.B.

2.4.11 Bemerkung
Bezeichnungen wie in 2.4.10. Dann gilt:
a) M2 (idy) ist invertierbar undMZ (idy)~* = M2 (idv)

b) IstT € GLn(K), dann existiert eine Basi8” vonV mit M2 (idy) =T
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Beweis
a) Folgtaus 2.4.9.
b) SeiT = (tij)lgi,jgn-
n
Fari<j< nsei\/j’ = tijvj.
i=1

SeiB’ = (v],...,wn), dann gilt: B” ist Basis vorV, daT invertierbar.
Klar: M%" (idy) =T.

2.4.12 Basiswechselsatz

Bezeichnungen wie in 2.4.10, dann gilt:

MZ(9) = MS(idw)MZ()MZ (i)
= ME (idw) " *MZ(9)MZ (ick)

Beweis

Betrachte das Abbildungsdiagramm 2.1: Aus- idy o ¢ oidy folgt die Behauptung

B v C
1% W
2
V ———s
B Wc/

Abbildung 2.1: Basiswechselsatz

mit 2.4.7 und 2.4.11 a).

2.4.13 Korollar (Basiswechselsatziir Endomorphismen)

SeiV K-VR mit BasenB und B’ und seip € Endk (V) = Homk (V,V)
SetzeA:= M2 ($), A :=MZ($), T = MZ (idv), dann gilt:

A =T 1AT

Beweis

Siehe 2.4.12.



2.4.14 Beispiel

V=W =R2 ¢:¢AmitA:(4

glw
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£ )

a a —3a+4b
d.h.¢(<b)) =A- (b) = ( Aot 3b ) ,abeR

GesuchtEinfachere Beschreibung vdn

B = (e1,€2) mit ey = (é) 27 ((1))
B = (v1,Vp) Mit vy = (;) V2= <_12)

B und B’ sind Basen vow.
=T:= Mgl(idv) = (1 _2)

2 1
1 2
-1_1
TS )

=T IAT =

gl

= 0(V)) =V, §(v,) = —V,, d.h.¢ ist die Spiegelung an der Geraden du@'u) und

(2)
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Kapitel 3

Determinanten

Die Determinante ist eine Abbildung:
det :K™" - K
mit ,schbnen” Eigenschaften, z.B.
e det(A) £ 0« Ainvertierbar
e detA-B) =def(A) - det(B)

Zur Einfuhrung der Determinante b@tigen wir einige AussagdiberS, (vergl. 2.1.2).

3.1 Das Signum einer Permutation

Seine N.

Definition 3.1.1 Sein > 2. € S, heil3tTransposition(Vertauschung), wenn gilt:
k£l enmitt(k) =1, t(l) =kundt(i) =i Vi £kl

T vertauscht also die Zifferk undl.
Wir schreibenk 1) furt,z.B. irn=>5:

3 4
3 2 5

IstT € S, Transposition, dann ist# 1(= idp) undt? = 1.

ONE

3.1.1 Bemerkung

95
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3.1.2 Satz

a) Seit € §, Transposition=- T ist Produkt einer ungeraden Anzahl von Tranpositio-
nen benachbarter Ziffern (d.h. von der Fofim + 1))

b) Seimte S,, t# 1 = mist Produkt von Transpositionen benachbarter Ziffern.

Beweis

a) Seit=(k )mitl1<k<I|<n.
Induktionuberl — k:
| —k=1:qilt.
|- k>L(kh=(1-11)(KkI-1)(-11)
(k 1 —1) erfullt die Behauptung nach Induktion.
(k 1) erfullt die Behauptung.

b) Wegen a) geiigt es zu zeigent ist Produkt von Transpositionen (*). Beweis von
(*) durch Induktiontibern:
n=2 (12=(12,1=(12(12

n—n+1 Seime S;1

1. Falt in+1)=n+1
Definierett € S, durcht(i) =mi(i) fur1 <i <n.

Indukion . ist Produkt von Transpositionen a8s

= Ttist Produkt der entsprechenden TranspositionerSaus

2. Falt (k) = n+1fureinkmit1<k<n

Seit ;=1 (k n+1) € S141

=n(n+1)=n+1

LRl 1 (k n+ 1) ist Produkt von Transpositionen.

Die Darstellung vormt € S, als Produkt von Transpostionen ist i.A. nicht eindeutig

(12(23=(45(12(2345inS

Definition 3.1.2 Seitte &,

a) EinPaar(i, j), 1 <i < j < nheiBtFehlstandspaalFSP), wenn giltr(i) > 11(j).

b) sgnm) := (—1){FSP Vo ¢ 7 heiRt dasSignum vontt

3.1.3 Beispiele
a) =1 hat keine FSP’s> sgn1) =1

b) t(i i +1) (miti < n) hat genau ein FSPamlich (i,i+1) = sgn(t) = -1
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3.1.4 Satz
Seienrm, o € §,, dann gilt:
sgnTt o) = sgr(T) - sgr(o)

(mit anderen Wortersgn :S, — {1,—1} = Z* ist ein Gruppenhomomorphismus)

Beweis

1.Faltn<2undo=(1i+1)
(i i 4+1) ist Transposition benachbarter Zifferghl.é»b)sgr(o) =-1

. 1 - i-1 [ i+1 i+2 - n
o =T I+l):(n(1) comi—1) M+ M) TE+2) e n(n)) =
gilt:
a) (k,i), k> FSP vorm & (k,i+ 1) ist FSP vormo

b) (i,k), k>i+1 FSP vormm < (i 4+ 1,k) ist FSP vonro
c) Analog zu a), b)iiri + 1 statti.

d) Analog zu a), b)iiri + 1 statti.

e) (i,i+1)ist FSP vorm< (i,i+ 1) ist kein FSP vorro.

Ay [{FSP vonrt}| = |{FSP vonmo}| +£ 1 = sgnTo) = — sgn(1t) = sgn(Tt) sgno)
2. Falt Schreibes =11 --Tj, wobeit; fur 1 <i < | Transposition benachbarter Ziffer
ist (nach 3.1.2 b)).

Induktiontberl:
| = 1: Gilt nach 1. Fall.
| -1 —1I:Setzed’ :=11---T|_1

= sgnmo) = sgn((mo’)t)

= sgn(1o’)sgnT1)) (1. Fall)
= sgn(m)sgn(o’)sgn(t;) (Induktion)
= sgnm)sgno’T) (1. Fall)
= sgn(m) sgn(o)

3.1.5 Korollar

Seit € §, Transposition= sgnt) = —1.

Beweis

3.1.2a), 3.1.3b), 3.1.4
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3.2 Determinanten

R kommutativer Ring (z.BZ, oderR Korper)n € N
A € R™N fassen wir alm-Tupel der Spalters,, ..., s, von A auf, d.h. wir schreiben
A= (s,....,5) mits € R")

Definition 3.2.1 Eine AbbildungD : R™" — R heil3tDeterminante wenn gilt:

1.) D ist multi-linear, d.h.D(sy, ...,sj_1,as +bsfj,sj+1, sSn) =
aD(S]_,..-,ijl,Sj,Sj+1,...,Sn>—|—bD(S]_,...,Sj71, j>5j+1,---;51)
furallel<j<nundUralleabeR si,...s,s; €R".

2.) Distalternierend d.h.D(sy,...,sn) =0, falls s = s; fur zweii # j.
3.) Distnormiert, d.h.D(ey,...,en) = 1 mitE, = (e, ..., €n).

3.2.1 Beispiel

a) n=1. D:R™“! R (a)—a istDeterminante

b

b) n=2. D:R*?2 R (i d) — ad—bc ist Determinante

3.2.2 Lemma

SeiD : R™" — R eine Determinante und sdic S,. Dann gilt fur allesy, ...,s, € R™

D(Sr1),Sn2)s -+ Srn)) = SGNTHD(SY, -, Sn)-
Insbesondere i€D(Syy), -+, Snin)) = —D(S1, .-, Sn) falls T Transposition ist.

Beweis

= 1Klar.

Seimt=11---T) mit Transpositionem;, 1 <i <|
Induktiontiberl:
I=Ln=1=(j)mitl<i<j<n

3212
0 ~= )D(sl,...,s+sj,...,s+sj,...,sn)
i j
3.2.11.
2.11.) D(Sts-,Ss++,Sjs -, Sn) +D(S1, .S, -, S oo, n)
0
+ D(s1,...,Sj,--sSi5---,Sn) +D(S1,...,Sj,---,Sj, .., Sn)

(. S /

D(ST[(1)37SF[(I)77ST(])77SH(H)) 0
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= D(Sl'[(l)v"'7sl‘[(i)a 7ST[(J)’ 7ST[(I’1)) = _D(Slv 73’1)

[ >1,1—1—1
SeiMl=1,---1,d.h.mt=11- 1

D(Sty(rt(2))s Sty (m(m)))
_D<Sﬂ’(1)> ey Sr[’(n))
Induktion

= —sgn()D(sy,...,S)
= sgnTym)-D(sy,...,Sn)

Falln=1

3.2.3 Satz (Existenz und Eindeutigkeit der Determinante)

a) Es existiert genau eine DeterminabBteR™" — R
a
IstA=(aj) e R™" alsosj=| : | € R", dannist

(n' Summanden, jeder davon miFaktoren (mal Vorzeichen))

b) Seir € Rund D, : R™" — R eine Abbildung, die 3.2.1 1.) und 2.) &Ht und
Dr(e1,...,&n) =t = Dy =r-D mit D wie in (*).
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Beweis

Wir zeigen zuerst b):
Mit r = 1 folgt die Eindeutigkeit in a).

n
Dr(st, - S) = Dr( ) ai16y,%,..,%)
i1=1
n

— z ail,lDr(QpSL 7Sn)

i1=1
n n
= z ai1717Dl’(alu Z ai27262753,...,&])
i1=1 io=1
n n
= z Z ail',laiZ';zDr(al?aZ?S(g?"'7&])
i1=1lix=1

“nn n
= z z Z &,,18,,2---8i,nDr (8,65, ..., 6,) ()
T =1

1 2 .. .n> —es,

D:(&y,...,6,) #0nurfalls{ii,...,in} = {1,...,n}, d.h. falls<Il 5 |
cee n

ist.

In diesem Fall isDy (6, ...,€n) = Dr(€r(1), -+, €n(n)) = SGN(TY (€1, ...,En) =SGN(T)) - I
Zu jedemm € §, existiert genau ein Summargg1) 1 - - ann),nDr (€n(1)s -+ €rgm)) 1N
)

= Dr(s1;-:%) = z&an(l),l' +@r(n),nDr (1), -+ Enn))

S
= 2 aTr(l),l'"aﬂ(n),n'sgr(]-[)'r
ESH
a) Existenz SeiD : R™" — R, die durch (*) definierte Abbildung. Zu zeigeb. ist

Determingnte.
3.2.11.) Ubung.

3.2.12.)BeweisfirdenFali=1, j=2,d.h.sg =s.
Der allgemeine Fall gilt analog. Sei= (1 2) € S,
Esgitme S§: m(1) >mn(2) & m(l) < m(2)
Damit ist die Abbildung

{me&[n(l) >n?2)} —» {me & [nl) <n2)}, M—TT

eine Bijektion.
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D(s1,%,...,80) = Esvsgr(n)an(l),l' “*8m(n),n
e

= Z Sgr(n)an(l),l "+ 8n(n),n + Sgr(n)an(l).,l =+ 8(n),n
TI€EA2

TEAL
D2 D1
D1 = Z SgN(T) A1) 28n(2),1 8n(3),3" ** Sy
A ———
weilsy =

= Z Sgr(n)an(l),lan(Z),Z *+8m(n),n
TI€AL

= Z _Sgr(m>an(1),lan(2).,2'"ar[(n),n
TIcAL

= - A(1),19(2),2" * * An(n),n
€A

3.2.1 3.)Klar.

3.2.4 Schreibweise

Sei A = (aj) € R™". Wir schreibendet(A) fur die nach 3.2.3 eindeutig bestimmte
Determinate von A und audi\| := det(A), oder auch

aj1 -+ Qn
. = det(A)
anl -+ ann
3.2.5 Beispiele
an=2%:
- 12 1 2
' 12 2 1
sgnm: | 1 | -1
a1 a2
= a18p2 — az1a
Bo1 Ao 11822 — A21A12
b) n=3, S
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 2 3 2 1 3 1 3 2 321 2 31 312
1 | -1t | -1 | -1 | 1 | 1
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ailr a2 a13
dp1 az2 a3
az1 az2 ass

= Qdj1dp2d33 — A1412a33 — A11a32a23

—ag1ap0813+ ap1azoal3 + aziai2ay3

3.2.6 Regel von Sarrus {ir (3 x 3)-Matrizen)

Schreibe die ersten beiden Spalten neben die Matrix, bilde Produkte anhand der Linien,
nehme die Vorzeichen nach unterem Schema (Abbildung 3.1):

///
///

/ 3‘32\\\\
- T+ +

a11

Abbildung 3.1: Sarrus-Regel

o

— —(—3)—0—0+5+(—4)+0=4

OoOr N
ganN W

3.3 Rechenregeln und Anwendungenifr Determinan-
ten

R kommutativer Ringh € N

3.3.1 Bemerkung

Die Abbildung
$ =S, memlt

ist bijektiv, fir me S, gilt: sgn(m) = sgn(r?)

Beweis

Fir me S, ist (1)~ = t=- Abbildung ist bijektiv

1=sgn(1) = sgn(m- 7 ') = sgr(m) - sgn(rc 1)
= sgn(m) = sgn(rY), dac {1, -1}
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3.3.2 Satz

SeiA € R™" = detA') = det(A)

Beweis

SeiA= (aj)i<ij<n
= A = (aj)1<i,j<n Mit &) = aj

= detA) = ;ng’(ﬂ)dn(l)l"'an(n)ﬂ
Tic

= Z sgr(Tc ) A1y 1 &g
T €S, 4

g

21 de(a)

(*): Gleiche Faktorenay; kommt als Faktor ity 1) 1 - - - @n(n) n VOr

< | =m(k)
emlil)=k
< a| kommtals Faktor iy11) 1 -+ 8-1(n) n VOT.

3.3.3 Schreibweise
SeiA= (gj) €« R™", n>2und seien, j € n. Dann schreiben wir:

Ajj = (8K ) 1<ken ki € R(—1)x(n-1)

1<I<n, I#]

Ajj ensteht aud durch Streichen dearten Zeile und dej-ten Spalte.

3.34 Lemma

SeiA= (sy,...,51) € R™" (alsos € R"), und seien, j en (n> 2).

de‘(?l? -+ 5j-1,8,Sj+1, 7SI;1) = (_1)I+J del(AU)
)

103

(*) entsteht aus\ durch Ersetzen dgrten Spaltes; durch diei-te Spalteg von Ey,.
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Beweis

(St,---,Sj—1,8,Sj+1,---,Sn) kann durcm — j Spaltentransformationen und- i Zeilen-
transformationen in die Matrix

Ubergetihrt werden.

%del(slw“ﬂsj*]na?SjJrly ,Sn) = (_1)n7j+n7i de‘(B) = (_1)I+J de‘(B)

SeiB = (b )1<ki<n- FUrme S, ist by o = 0 auBer @r m(n) = n.

bn,n =1

= defB) = ;Sgr(n)bn(l),l'"bn(n—l),n—lbrr(n),n
TiE

= ; Sgr(n)bn(l),l T bn(nfl),nfl
rr(rf):n

= ; SgN(M)Pry1) 1+ Bryn—1) n-1
TExn-1

= detA;)

3.3.5 Satz (Laplace Entwicklung)
SeiA= (gj) € R™", dann gilt:

a) Entwicklung nach dej-ten Spalte1 < j <n):

de(A) = 3 (~1)"Tay deta)

b) Entwicklung nach derten Zeile ( <i < n):

de(A) = 3 (~1)*Tay detA)

=1
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Beweis

b) Folgt aus a) durch Transponieren.

a) SeiA=(s,...,%), s eR"
n
=detfA) = det(S]_,...,Sj_]_,Zlajja,3j+1,...,s|q)
i=

n
- Zaijdet(slg...73j_]_,a,5j+1,...,Sn)
i

n

=3 @iy deta)

3.3.6 Beispiel
_11 _21 8 f -1 0 1 1 3 4
=24 3 -1+(-1|4 3 -1
4 0 3 -1 2 -1 1 2 -1 1
2 0 -1 1
3 -1 4 3 3 -1 4 -1 4 3
=2(4 8 Ty ) een(4d T T G)
3 -1 4 3 4 -1
SRR LIRS Sy
=2+60+18=80
3.3.7 Korollar

SeiA = R™" eineobere Dreiecksmatrix d.h.

a1 *

Dann istdet A) = |E| aji .
i=1

Beweis

Induktion:
n=1: gilt.
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n—1— n: Entwickledet A) gemaR 3.3.5 a) nach der 1. Spalte:

22 * , n
detA) = a1 o Indtion 811_|1 aij
0 ann =

3.3.8 Satz (Kastchensatz @ir Determinanten)

SeienA € RN 1 <i <n, dann gilt:

Aq *
Ao

det . = _ﬁdel(Ai)
An)

Beweis

Per Induktion Knnen wirm = 2 annehmen, d.h. wir betrachteiet(%‘%) mit

AcR™" BeR*.

Induktioniibern:
Of* - =
0
n=1 Behauptung folgt aus 3.3.5 a). . B
0
.~  Alx _ A | *
n>1Se|C_(%W)=>C.1_< ) B),lglgn
3.35a) nt! i+1
="defC = -1 i1 detcj
1(®) i;( ) Cip, det(cij)
- =0flri>n

Induktion il(—l)i“aude‘(Ail)det(B)

3359 ge(A) - det(B)
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3.3.9 Satz (Multiplikationssatz fir Determinanten)
SeiA,B € R™", dann gilt:
detAB) = det(A) - det(B)

Beweis

Seia=defA) e R
BetrachteD, : R™" — R, C— detA-C)
SeiC=(sy,...,.s) e R"" d.h.s e R

= AC=(As,...As)
=  Dgerfillt die Bedingungen aus 3.2.1 1), 2) und es dili(E,) = deA) = a

Sgb) Dy =a-det

= def(A-B) =a-detB) = det(A) - detB)

3.3.10 Korollar

SeienA T € R™" T invertierbar. Dann gilt:

a) detT),detT~1) € R unddef{T—1) = de(T)?!
b) defT—1AT) = det(A)

Beweis
b) folgt aus a) und 3.3.9.
a)

1 = defEp)
= de(T1.7T)
= def(T 1) detT)

= det(T), detT~?) sind invertierbar (irR) unddetfT 1) = det(T) L.
Definition 3.3.1 SeiA € R™"

A= ((-1)] det(Aji));; ;o € R
heil3t die zLA komplemenére Matrix (oder Adjunkte vonA).

(Aji ist wie in 3.3.3 definiert; Beachte die vertauschten Indizes.)
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3.3.11 Beispiel

) AL
AR (adabc adgbc):det(A)-Ez
3.3.12 Satz

SeiA € R™", Dann gilt: N N
AA = det(A) - Ep = AA

Beweis

Nur fiir A- A. Der Beweis @ir A- A geht analog. Seh= (A;j), A= (&;), AA= (gj)

Gij = Z Aikdxj = z ajk(— k+J del(A k)

1. Falti= |

n .
= Cj = kzlaik(—l)k“ detAj) 2 dera)
2. Falti#j

SeiA' = (a,) die Matrix, die ausA ensteht, indem man digte Zeile durch dig-te
ersetzt wird.

= defA') =0 (3.2.1a)und 3.3.2)

Aus 3.3.5 b) (Entwicklung nach deften Zeile) folgt:

0 = detA)
— T (1)l det A

k=1
n .
= kz (1)1 *aj detAj)
=1

3.3.13 Kaorollar

SeiA € R™", Dann gilt:

a) Ainvertierbars det(A) invertierbar
b) IstR Korper, dann gilt:

Alinvertierbar < detA) #0
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Beweis

b) folgt aus a)
a) ,="3.3.10 a) N .
.= Aus 3.3.12 folgt:A(detA) ~1A) = E, = (det(A)1A) - A
3.3.14 Satz (Cramersche Regel)
SeiK ein Korper,A= (aj) € K™" mit de{A) # 0. Nach 3.3.13 b) isA invertierbar.

by
Seib=1| : | eK"
bn
C1
Nach 2.3.24 5.) hat das LG& = b genau eine bsung| : |. Hierfur gilt:
Cn
ap1 -+ apj-1 by agjr1 - an
. _ 1 |aa o &y by apjt1 - agn
17 det(A) R :
a1 -+ @nj-1 bn @njr1 - @ain

(Ersetzej-te Spalte vorA durchb)

Beweis

Seiensy, ..., S, die Spalten vor\. Es ist

3211
211) def(sy,...,Sj-1,b,Sj11,...,Sn)
n

= Zlcidet(sl,...,sj,l,s,sj+1,...,an

—0 auRer &iri=j

= cjdetA)
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Kapitel 4

Eigenwerte und Eigenvektoren

4.1 Polynomring
K Korper
ian,-xi ~formale® PotenzreiheX : Unbestimmte
Definition 4.1.1 a) EinK-VRYV heil3tK-Algebra, falls eine Verkiipfung
VXV -V
definiert ist, so dass gilt:

1.) (V,+,-) istein Ring.
2) a(v-V)=(av)-v =v-(av) VaeK, vV eV

b) SeierV,W K-Algebra. Ein Homo- (Epi-, Mono-, Iso-) morphismus
¢:V—-W

hei3tK-Algebra-Homo- (Epi-, Mono-, Iso-) morphismdalls gilt:

B =1 0(v-V)=0(v)-0V) WV eV

4.1.1 Beispiel
K™ ist K-Algebra (mit Matrixmultiplikation).

Definition 4.1.2 Ein Paar (P, X) hei3tPolynomringin der UnbestimmteiX tberK,
falls gilt:

a) PistK-Algebra.
b) {1=:X% X =X1X2=X-X,X3,...} ist K-Basis vorP und unendlich.

111
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4.1.2 Bemerkung
Sei (P, X) PolynomringuberK.

a) Jeded € P besitzt eine eindeutige Darstellung als LK

n .
f= Z)a-x' mitay € K,an #0
i=

m . n .
b) Seienf = ¥ &X', g= S bX' P,
i i=0

i=0
. m-n ] k
dannistf-g= S cXXmitce= S aby_.
k=0 1=0
Beweis

a) Folgtaus 4.1.2 b).

b) Distributivgesetz in einem Ring, zusammen mit4.1.1 a) 2.).

4.1.3 Bemerkung

Bis aufK-Algebra-Isomorphismus existiert genau ein PolynomiibgrK in der Un-
bestimmterX. Dieser wird mitkK[X] bezeichnet.

4.1.4 Beweis
1.) Existenz (vergl. Aufg. 6 Blatt 7)

KMNo) :— £f:Ng — K | f(i) = Ofir fast allei € Ng}
([£(0), f(1),..., f(n)] falls f(i) =0 Vi > n)
KMo jst K-VR.

« + KMNo) o k(No) _, g (No)

sei definiert durch:
k

fg(k) ::IZOf(I)g(k—I), k € No

X:=10,1,0,...] € KMNo) = (KMNo) X) ist Polynomring.



4.1. POLYNOMRING 113
2.) Seien(P,X),(Q,Y) PolynomringdiberK.
¢:P—Q, Z)aiXI — Z}aY'
i= i=
ist einK-Algebrenisomorphismus.

m .
Definition 4.1.3 Seif = 5 aX' e K[X], f #£0, an#0.
i=0

ded f) := mheil3t derGrad von f

am, ap heil3en kchster bzw. konstanter Koeffizient vin
f normiert, fallsan=1
f konstant fallsf =ap-1,d.h.degf)=0
f linear, fallsdeg f) =1
Konvention Das Nullpolynom heif3t auch konstarft= 0 hat keinen Grad.

4.1.5 Bemerkung
Seien0 # f,g e K[X].

a) f+9# 0= deqf+g) <max{deqf) degg)}
deq f) # degg) = dedq f +g) = max{deq f),deqg)}

b) deq f -g) = ded f)+dedg)
Insbesondere gilttg #£ 0

Beweis

a) Klar.

b) Seiera,, bzw. b, die hochste Koeffizienten voh bzw. g, dann istaymb, der lochste
Koeffizient vonf - g.

Wir betrachterK als Teilmenge vorK[X], indem wira € K als konstantes Polynom
a-1e K[X] auffassen.

4.1.6 Bemerkung
KIX]*=K*={aeK|a#0}

Beweis

Seif € K[X]*, d.h. es existieg € K[X] mit f -g=1
1250 _ deq f - g) = deg f) + degg) = deg f) = 0, d.h. f € K*.
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4.1.7 Satz (Division mit Rest inK[X])
Seienf,g € K[X], g # 0, dann existieren eindeutig bestimnete € K[X] mit

f=q-g+r

mitr = 0 oderdegr) < dedQ).

Beweis (algorithmisch)

Existenz

f =0: Setzeg=r =0.

Seienany, bzw. b, die hochsten Koeffizienten voh bzw. g.

Istm< n, setzeg=0,r=f

Istm> n, setzef; ;.= f — ";‘)—':Xm—”g

= f1 = 0oderdeq f;) <m

Induktion g existieremy,r € K[X] mit f =q1-g+r undr = 0 oderdedr) < dedgg)
=q: =0+ %—TX’“‘” undr erfullen das Gewnschte.

Eindeutigkeit

Seiqg+r=f=dq-g+r'mitq,q,r,r € K[X]undr,r’=0oderdedr) < dedgg),dedr’) <
degd’).

= (q—-d)-g=r'—r

Angenommery # q (d.h.q—d # 0):

=r—r'=£0und es gilt:

degq—d) +degg) = deg(q—q)g) = degr —r') < degg)
Widerspruch=q—q =0, r—r'=0

Definition 4.1.4 Seienf,g e K[X].
a) gteilt f, geschriebem|f falls h € K[X] existiert mitf =g-h.

b) Seienf,g=# 0. f,gheiBerteilerfremd, falls gilt: Ist h € K[X] mith|f undh|g, dann
isth e K.

c) f heitirreduzibel falls gilt f £ 0, deq f) > 1und istf = ghmitg,h € K[X], dann
istdegg) = 0 oderdegh) = 0.

4.1.8 Satz
Seien0 # f,g € K[X]. Dann gilt:

f,gteilerfremd< esexh ke KX]mitl=f-h+g-k
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Beweis

,<" Seid € K[X] mitd|f undd|g
= d|fh4+gk=1,d.h.d €K (4.1.5)

,=" Seil :={fh+gk|h ke K[X]} und sei0# d € | von minimalen Gradl(+ {0}).

Behauptungd|y Vy € |
Beweis Seiy € |I. Nach 4.1.7 existiereq,r € K[X] mity=q-d+r mitr =0
oderdeqdr) < degd)

ydel=y—q-d=r el =d|y(nach Wahlvord) =r =0
f,gel B:eh>'d|f undd|g

249 eKk\{0} = 1=dL.d el

4.1.9 Kaorollar
Seip € K[X] irreduzibelf,g € K[X] mit p|fg=- p|f oderp|g

Beweis

Angenommerp /f

= p, f teilerfremd (4.1.4 b), 4.1.4 c))

218 es existieref, k € K[X] mit 1 = fh+ pk
=9g=9-1=(fg)h+p(gk)

pI(fg)h, plp(gk) = plg
~» Eindeutige, Primfaktorzerlegung” ik [X].

4.1.10 Satz

Sei0 # f € K[X], deq f) # 0 mit hochstem Koeffizienterm € K. Dann existieren
irreduzible, normiertgy, ..., pr € K[X] mit f =a- py--- pr.
Die p, ..., pt sind eindeutig (bis auf die Reihenfolge) durthestimmt.

Beweis

Existenz Induktionuberdeq f).

f irreduzibel < a~1f irreduzibel, normiert.

f nicht irreduzibel= es existieremy, h € K[X] mit

f =g-hunddegg),degh) < deq f). Fertig mit Induktion.

Eindeutigkeitzu zeigen:

BehauptungSeienpy, ..., pr undq, ...,gs € K[X] irreduzibel, normiert mip; - -- p; =
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di---0Qs
= s=t und es existiertte § mit

O =Py 1<i<t

Beweis py - =01+ Gs = Pa/da(02- - Gs)
41.9 undln:>dukt|oruberszlj,1 < J < s mit p1|Qj
= p1 = qj (dapy, q; irreduzibel normiert)
= Pr- (P2 Pt—Cu---Gj-1-Gjy1---Gs) =0
4.1.5h)

— P2--Ppt=01---Qj-1-Gj+1---Cs

=- Behauptung (Induktioibers)

4.1.11 Bemerkung und Definition

SeiV K-Algebra,v € V, dann existiert genau elk-Algebren-Homomorphismus
Ty K[X] =V mit1y(X) =v

Ty heiRtEinsetzungshomomorphismus
Fur f € K[X] schreiben wirf (v) := t,(f).

Beweis

Eindeutigkeit Ist 1, : K[X] — V ein K-Algebren-Homomorphismus mit,(X) = v,
m .

danngiltir f = y aX' € K[X]:
i=0

Ty(f) e S atu(X)) = S av
' i; —— i;

Tv(x)i

Beachte\’ = 1,(X%) =1,(1) = 1€ V.
X0 =1 € K[X] per Konvention

m .
Existenz Fur f = § aX' € K[X] definiere
i=0

Tv(f) ::_ia@vi (mitV?:=1eV)

= Ty € Homk (K[X],V) undty(f - g) = tv(f) - T(9)



4.1. POLYNOMRING 117
4.1.12 Beispiel

m .
f=73 aX
i=0

a)V=K (=KX acK

f(a):i_goami (=1€K)

b) V =K™n AgKM™n
m .
f(A)= 5 gA e K™ (AO=E,)
i=0
f=x2+x+1= f(A) =A2+A+E,

Definition 4.1.5 Seif € K[X], a € K. a heiB3tNullstelle vonf, falls f(a) = 0.

4.1.13 Bemerkung

Seif € K[X], a € K Nullstelle vonf

= es existierg € K[X] mit f = (X —-a)-q
Beweis

Es existierem,r € K[X] mit f = (X —a)-g+r undr =0oderdeqr) <degX—a)=1
=reK=0="f(a)=(a—a)g(a)+r(@ =0-q(a) +r

4.1.14 Definition und Bemerkung

Sei0# f € K[X]. a€ K Nullstelle vonf = es existiert ein eindeutig bestimmias: N
undg € K[X] mit f = (X —a)Mgundg(a) # 0.
m heil3t dieVielfachheit von a als Nullstelle

Beweis

Existenz und Eindeutigkeit folgen aus 4.1.10 und 4.1.13, denrma ist irreduzibel.

Definition 4.1.6 K heil3talgebraisch abgeschlossefalls jedesf € K[X], f £ K, eine
Nullstelle inK hat.

4.1.15 Satz

C ist algebraisch abgeschlossen (hier ohne Beweisdamentalsatz der Algebrg.
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4.1.16 Bemerkung

SeiK algebraisch abgeschlossen, und K[X] irreduzibel, normiert
= f=X—-afireinaeK

Beweis

: - Def. 4.1.6 . .
f irreduzibel=deg f) > 1 "==""es existierac K mit f(a) =0
4.1.13 f irred., norm.

="X—-alf =" f=X-a

4.2 Eigenwerte und Vektoren

K Korper,V e.d.K-VR. (End (V) = Homk (V,V))

Definition 4.2.1 Sei$¢ € Endk(V), Ae K™,

1.) a€ K hei3tEigenwert (EW) vonp (bzw.A), falls ein0 # v eV (bzw.0 £ v € K")
existiert mit

¢(v) = av(bzw.Av= av).

[Erinnerung:¢a : K" — K" vi— AV

2.) 0#£veV (bzw.0+# v e K") heiBtEigenvektor (EV) vonp (bzw. vonA) zum Eigenwerta € K,
falls

¢ (v) = av(bzw.Av= av)
Ist.
3.) FuraeK sei

V(a,p) = {veV|d(v)=av}
— {veV|(a-idy —$)(v) =0}
= Kern(a-idy — ¢)

V(a,A) = {veK"|Av=av}
= V(a,¢a)

Ist V(a,¢) # {0} (bzw.V(a,A) # {0}), dann heitV(a,$) (bzw.V(a,A)) der
Eigenraum von¢ (bzw. vonA) zum Eigenwerta.
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4.2.1 Bemerkung

Bezeichnungen wie in Definition 4.2.1.
a) ac KEWvon¢ < V(a,¢) # {0}

b) V(a,¢) # {0} = jedesO# v e V(a, ) ist EV vonp zum EWa
c) V(0,¢) =Kern(d)

OistEWvong <« Kern(¢) # {0}
< ¢ ist nicht injektiv

V&Y ¢ ist nicht bijektiv

SchreibweiseSei B (geordnete) Basis vowi, ¢ € End (V).
Mg() := M3 ($) € K™

4.2.2 Beispiele

) A= (] o) €T ba: B B2 aler) e o) =

da: Spiegelung an<e; + e;>

$a hat die EW1 und —1.

da(er+€) =€ +e, dh.e+eecV(LA)

da(e1—€) = —(61— &), d.h.e; —e € V(—1,A)
(e1—ep,e1+€) istlu.

= B' = (e1 — &, €1 + &) ist Basis vorR?

M0 = (5 )

V(LA =<e +e> V(=LA =<e —e>

b) Seidimk(V)>2, ¢ € Enc (V). Es geltel+1+# 0in K.
¢ hei3tSpiegelung falls gilt:
1,—1sind EW vong unddimk (V(1,¢)) =n—1
Sei0# vy eV (—1,¢), d.h.¢(v1) = —v1 und sei(vz, ..., V,) eine Basis voiv (1,¢)
= Vi & <Vo,....Vp>=V(1,¢), d.h. B := (vq,V,...,V,) ist Basis vorV.
Es qilt:
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Wir sagen auchd ist Spiegelung arnv (1,9).

Definition 4.2.2 A= (&) € K"™" heil3tDiagonalmatrix, falls

* 0
aj=0viZ] A=

Definition 4.2.3 Sei$p € Enc (V), A K™

a) ¢ heilRtdiagonalisierbar falls eine BasigB vonV existiert, so das#lz($) eine
Diagonalmatrix ist.

b) A heiRt diagonalisierbar, fall§ € GL,(K) existiert mitT ~1AT eine Diagonalma-
trix ist.

4.2.3 Bemerkung
Bezeichnung wie in Definition 4.2.3.
a) ¢ diagonalisierbat= V besitzt Basis aus EV vof

b) Adiagonalisierbat= ¢ diagonalisierbar

Beweis

a1 0
a),=" SeiB:=(vi,...,Vn) Basis vonp, mitMz(¢p) = .
0 an
vj) =ajvj, 1< j <n,d.h.vjist EV vond mit EW a;
,<" genau so mit Def. 2.4.1

Def. 2.4.4

b) SeiB = (ey,...,en) die Stardardbasis vag".
= Mg(pa) =A (nach 2.4.4 ¢))
Ist B eine andere Basis vdf" und T := Mg'(idv) die Basiswechselmatrix, dann
ist Mg (da) = T2AT (vgl. 2.4.13)
= Behauptung

Definition 4.2.4 A, B € K™" heiRenahnlich, falls
T € GLn(K) existiert mitB = T AT

Nach 2.4.13Ahnliche Matrixzen beschreiben den gleichen Endomorphismus, nur bzgl.
verschiedener Basen.
A € K™" diagonalisierbar< A ahnlich einer Diagonalmatrix
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4.2.4 Satz
Sei¢ € End (V), dimg (V) =n.

a) Seiempy,...,an € K EW von¢ mit & # a; furi # j. Seivj € V EV von¢$ zum EW
aj,1<j<m
= (V1,...,Vm) L.

b) Besitzty n paarweise verschiedene EW, danrpistiagonalisierbar.

Beweis

b) folgt aus a) mit4.2.3

a) Induktiontiberm:
m= 1: Klar, dav; # 0

m
m>1 m—1— m Seienbj e K, 1< j<mmit § bjvj=0
=1

Es qilt:
0 = (¢—amidy)(0)
= (¢ _am'idV)(ZlbiVi)
j=

bj (¢ —amidv)(vj)

M3 M

bj (9 (vj) —am-vj)

$.._
[N

bj(aj —am)V;
=1

Induktion bj(aj —am)=0furl<j<m-1
= aj—am#A0furl<j<m-1
= bj=0fur1<j<m-1
= bwWm=0=bnh,=0

4.2.5 Beispiel

-1 0
Beweis Annahme A ware diagonalisierbar.

a) A= ( 0 1) e R?*2 jst nicht diagonalisierbar.
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SeiT € GLo(R) mit T-AT =B = (2 )
-1 0 a> 0
2 __ _p2_T-1 -1
A _(o _1>;»(0 bz)_B =T IATTIAT
=T AT =T - DET=(-1)T IT=-E
= a° = b? = —1 Widerspruch!

b) (é 1) € C?*?ist nicht diagonalisierbar. (BeweisiHgr)
c) SeiAec K™ aecK
aEWvonA < es ex0#ve K" mit Av=av
& esex0#veK"mit (aE,—Av=0
2.3,22 d) L .
P=N aE, — A nicht invertierbar

3343 defaE,—A) =0

4.3 Das Charakteristische Polynom

K Korper

4.3.1 Definition und Bemerkung
a) SeiA e KN

1.) XE,— A € K[X]™" heif3t diecharakteristische Matrix von A.
2.) Xa:=detXE,—A) € K[X] heil3t dasharakteristische Polynom vonA.
3.) SeiT € GLy(K). Dann gilt:

XT-1AT = XA

SeiV ein n-dimensionaleK-VR, ¢ € End (V), B Basis vonV, A:= Mg(9) €
K™"N. Dann heitxy := xa dascharakteristische Polynomvon ¢. Dies ist un-
abhangig von der ge@ahlten BasigB.

Beweis

a) 3.
XT—lAT - det(XEn —T_lAT)
= def(T"IXE,—A)T) (daT XET =XE,)

3319 et XE,—A) =X
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a) Die Unabkngigkeit voryg von B folgt aus a) 3.) und 2.4.13.

4.3.2 Beispiele

_ 0 1 2x2
a) A= 10 eR
_(x -1 X =1
XE2—A_(1 x> xA—‘1 X'—x +1
arl *
b) A= obere Dreiecksmatrix
0 ann

n
3.37
i=

4.3.3 Bemerkung

[Erinnerung R kommutativer RingA = (&;) € R™"
det(A) = ;Sgr(n)an(l),l' -+ a(n) ]
US
SeienR, SRinge,$ : R— SRinghomomorphismus

A= (aij) € R™T, ¢(A) = (¢(aj)) € S
Dann istdet¢(A)) = ¢(detA))

Beweis
del(q)(A)) = Zﬁsgr(n)q)(an(l),l) T ¢(an(n),n)
= d)( %Sgr(n)an(l),l"'an(n),m
= ¢(detA))
4.3.4 Korollar

SeiA e K™" ae K. Dann gilt:

x\A@ = detlak,— A)

eK eKnxn
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Beweis
Betrachte den Einsetzunghomomorphismus
Ta: K[X] — K, fi—1a(f) = f(a) (vergl. 4.1.11)
Xa(@) = Ta(Xa)

= Ta(detXE,—A))
433 detaE, — A)

4.3.5 Satz
SeiA e K™" V ndimensionaleK-VR, ¢ € Enc (V), a € K, dann gilt:

aEW vonA (bzw. vonxy) < Xa(a) =0 (bzw.Xxy(a) =0)
Beweis

aEWvonA &  esexO#veK"mitAv=av
& esex0#veK"mit (aEp,—Av=0
2322 a)

EES aE, — A nicht invertierbar
S'Sés b) detag,—A)=0
3.
434 Xa(@) =0

SeiB Basis vorV, v e V. Dann gilt:

d(v) =ave Mg(d)kg(v) =a-Kg(v), und

V#£0<sKg#0 [Kg ist Isomorphismus

Also:aEW von¢ < aEW vonMg(d) < Xm,e)(@) =0
——

Xo

4.3.6 Bemerkung

SeiAc K™ acK.
=V(a,A) = {veV | Av=av} ist die Losungsmenge des homogenen L@GE, —
A)x=0.
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4.3.7 Beispiele

a) A= (_01 é) € R?*? hat keine EW irR, dennya = x° + 1.

UberC hatA die Eigenwerte/—1, —/—1.

b) Ahnliche Matrizen haben die gleichen EW. (Nach 4.3.1 3.) haben sie das gleiche
charakteristische Polynom.)

c) SeiA ahnlich zu Dreiecksmatrix

A ") 4z1s ) N
. = Xa= _rlx — &
0 Ann =
4':>3'5a11, ...,ann Sind die EW vonA. xa zerfallt in ein Produkt von Linearfaktoren.

01
Angenommen, es eX. € GL(K) mit

d) A= (1 1) e K2*2 jst nicht diagonalisierbar.

_ a o
T 1AT: <0 b) :>)(-|——1AT:(X—a)(X—b)

Xa=(X-1)(X-1)
AusXa = X1-1a7 @Us 4.3.1 3.) folga=b =1, d.h.

TIAT=E,=A=TET 1=K ¢
Definition 4.3.1 SeiR kommutativer Ringh = (a;;) € R™".
n
SpA) = ai €R
2
heil3t dieSpur vonA.

4.3.8 Bemerkung
SeiR kommutativer RingA,B € R™", T € GL,(R). Dann gilt:

a) Sp(A-B) =Sp(B-A)
b) Sp(TAT) = Sp(A)
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Beweis

n
a) SeiA= (aj), B= (bjj) Diei-ten Diagonaleintige vonAB bzw.BAsind 5 ajby;

k=1

n

bzw. > bikaxi.
k=1
n n
= Sp(AB) = > aibyi

i=1k=1
n n

= byia;
i;kzl K

= SpB-A)

b) SpTL(AT)) = Sp((AT)T 1) = SpA)

4.3.9 Bemerkung
SeiA € K™" dann gilt:
XA = X"—Sp(AX" L oX"? 4 X 4 (—1)"detA)

mit geeigneterty, ...,ch_2 € K.

Beweis
SeiEn(&ij)1<i,j<n und seiA = (a&;j). Dann gilt:

Xa = de{XEn—A)
= ;ng(”) (XOn1),1 — am(1),1) - (XOr(n),n — @nyn).n)
e

N J/

fan Produkt vom Faktoren,p € K[X] mit p= 0 oderdeg p) < 1

me S, m#id:
= fUr mindestens Zsmit (i) #1i
= fa,t=0oderdeq fan) <n—2
n=id:

n

fan= 2 (X —aji)

1=
X" — Sp(A)X"~1 4-gmit g= 0 oderdegg) < n—2
Seicy der konstante Koeffizient voxa

co = Xa(0) = det(0E, — A) = (—1)"det(A)
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4.3.10 Korollar

Sie A € K™ bzw. ¢ € End (V), fur einenn-dimensionaleK-VR V. Dann hatA
(bzw. $) hochstenst EW (inkl. Vielfachheit).

Definition 4.3.2 Seif = X"+a,_1 X" 1+.. . +aX+ag e K[X] normiert. Dann gilt:

O 0 --- 0 —a
1 0 --- 0 -—-a
c(f):=]0 1 -+ 0 -—a&
o --. 0O 1 —an-1

die Begleitmatrix vonf.

n=1 f=X+ag C(f)=(—ap) e KI*L

4.3.11 Bemerkung

Seif =X"+a,_1X" 1+ ...+ aX +ap € K[X]. Dann istxcf) = f.

Beweis
X 0 0 --- 0 ag
-1 X 0 --- 0 a1
XE,—C(f)=] 0 -1 X : : =:Aec K[X]™"
: 0 -
O --- 0 -1 X X+as1

SeiA = (&j). Wir entwickelndet(A) nach der letzten Spal&3.5a):

n

Ko = detA) = 3 (-1)/"andetAn)

Ay = — det(Aq) = (—1)"1L
1n 1 x (An) = (—1)
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-1 X 0
0
-1 X
0 -1 .. .
Ain = 1 X 0 fur2<i<n
0 -1 X
0 -1

= detAp) = XY far2<i<n
an=ag_1furl<i<n-1
ann=X-+an_1

= Xc(ty = detA)
_ (_1)1+na0(_1)n—1

+z<_1)i+nai1xi1(_1)n1+<_1>2n(x+anl)xnl<_1)o

= agtaX+..+an2X" 2+ (X+a1)X" !
f

4.4 Das Minimalpolynom
K Korper,V n-dim.K-VR, ¢ € Enck (V)
Definition 4.4.1 a) U <V heil3t$- invariant, falls¢(U) < U ist.

b) SeilU <V,u— ¢(u),ucU. dy € End (V) ist dieEinschrankung von¢ auf U.

4.4.1 Bemerkung

SeiU <V, ¢ invariant.
a) SeiC = (v, ...,Vm) Basis vorlJ. ErganzeC zu einer Basi®8 = (V1, ..., Vm,Vm+1, .-, Vn)

vonV. Dann gilt:
Ma(e) = (M)

fur geeignet€ undD.

b) Xou [Xe



4.4. DAS MINIMALPOLYNOM 129

Beweis

a) Fir1 < j<mistd(vj) = dpu(vj) € U. Die Behauptung folgt aus der Definition
vonMgz(d).

b) XEq— My (9) = ( XEn=Mec(bu) XEn_r(n:_D )

22050 = delXEn—Msg(9))

= det(XEm—Mc(pu))-de{XEn_m— D)
Xou - f fureinf € K[X]

4.4.2 Beispiel

Seivi €V EVvon¢ zum EWa e K.
= U = <vp> ist g-invariant.
ist (v1,...,Vn) Basis vorV, dann ist

fur einD e K(M-Dx(n-1)

4.4.3 Satz (Umkehrung von 4.3.6 c))

SeiAe K™ mit xa =L (X — &), d.h. das charakteristische Polynom vorerfallt
in Linearfaktoren.
= Alist ahnlich zu einer oberen Dreiecksmatrix.

Beweis

Induktiontibern.
n=1: Klar.

n>1 n—1— n:Seiv; € K"EV vonAzum EWa; (ex. nach 4.3.5a)}B = (v1,..,Vn)
Basis vonK".

= Mg(da) = mit D € K("-Dx(=1)
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Mgz(da) ahnlich zuA (vergl. 2.4.13)

n

X —ar)Xp 5o = [x-a)

4.3.1 3.3.8
= XA = XMg(oa) = (

'nid' Es ex.Se GL,_1(K), so das$S 'DSeine obere Dreiecksmatrix ist.

110 - o

0
SetzeT (= | . e KN
: S
0
= def(T) =det(S) # 0, d.h.T € GLy(K). Weiter gilt:

s o
0

T-M T=
3(04) s1ps

ist eine obere Dreiecksmatrix.

4.4.4 Bemerkung
a) Endk (V) istK-VR mit

+: Enk(V)xEnk(V) — End (V)
@+W)(V) =0(V)+uw(v)  ¢,WecENd(v), veV
KxEnd (V) — End (V)
(ap)(v) :=ad(v) € End(v), veV

b) End (V) ist K-Algebra mit a) und
Endk (V) x Enck (V) — End (V)
(0. W) — oy

c) Ist‘B eine Basis volV, dann ist
Mg End (V) — K™, ¢ — Mg(9)
ein K-Algebra-lsomorphismus.

Beweis

Formales Rechnen.
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4.45 Bemerkung

Sei0# v e V. Die Folgev(,d(v),$%(v) = d(d(V)),...,d"(v)) ist L.a. .
Seim e N minimal, so dass

Vv, 0(V),...,0™ (V) Lu. aber
(V,d(V),..., 6™ L(v),6™(v)) La. ist(¢° :=id).

m-1 .
= Es existiereray, ...,am-1 € Kmit §"(v) = 3 ad'(v).
i=0
= U = <v,0(V),...,6™(v)> istm-dimensionalet—invarianter UR vorV.

SeiC = (v,¢(Vv),...,6™L(v)) und f = Xm—milaixi € K[X]. Dann ist
iZ0

00 ag
10 a
Mc(du)= |0 =C(f)
ot 0 0 ap2
00 1 an-1
4.41
= Xou = Xc() = f

m—1

f(@)=0m— % aid' € Enck (V)

i=0

4.4.6 Satz (Cayley-Hamilton)
Seip € Endk (V) bzw. A € K™". Dann gilt:

X (®) = 0 bzw. Xa(A) =0

Beweis

Aussageiir A folgt aus der@ir ¢ mit 4.4.4 c).

zu zeigenxy(¢p) =0€ Endk (V), d.h.Xe(¢)(v) =0VveV
v=0: Klar.
Seialsov £ 0undU = <v,¢(V),...,0™ 1(v)> wie in 4.4.5. Nach 4.4.1 c) ex.c K[X]
mit
Xo =Xou T=1TXou
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=Xo(d) = (f-Xou(9))
= (0 oXeu(9))
~—~ ———
€Endk (V) €eEndk(V)
=Xo(®)(v) = [f(d)oXey(9)](V)
= f(®)( Xou((v)))=0
——

=0nach 4.4.5

4.4.7 Beispiel

(12 %2 _(X=1 =2
A_(3 4)6K : XEZ—A_<_3 x-4)
Xa=(X—1)(X—4)—6=X2-5X-2

Xa(A) = A2 —5A—2E;

(3 5-(s 2

20
2_op_ _
A —5A = (0 2) = 2B,

A(A—5Ep) = 2E; = A"l = 3(A—5E))

4.4.8 Bemerkung und Definition

SeiAe K™" ¢ € End(V), wobeiV ndimensionaleK-VR sei.

a) Es expa € K[X], degpa) > 1 (bzw. py € K[X], degpy) > 1, mit

1.) pa (bzw.y) ist normiert

2.) HA(A) = 0 (bzw. py (¢) = 0)
3.) Half (bzw.py|f) VT € K[X] mit f(A) =0 (bzw. f(¢) = 0)

Durch 1.) - 3.) istua (bzw. py) eindeutig festgelegt. Es hei@as
Minimalpolynom von A (bzw. von¢).

b) Ist‘B eine Basis vov, dann ist
Ho = Hm(9)

c) IstB € K™" ahnlich zuA, dann istua = Us.
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Beweis

a) Nurfur A. Der Beweis iir ¢ geht analog.
Seil = {f e K[X]| f(A) =0}. xa €| nach 4.4.6= | # {0}
Sei0# pe | von minimalem Grad und sa € K der lichste Koeffizient vor.
Setzteyp = a1
= deq pa) = dedq ), Ha normiert, d.h. 1.) ungia(A) =0, d.h. 2.)

Seif €l = esexqg,r e KX mit f =q-pa+rundr =0
oderdeqr) < deqpa) Es gilt:

rA) = A -(a-m)(A

= r = 0 nach Wahl vonu.

Eindeutigkeit Seienpy, pp € K[X] mit 1.) - 3.)

= |2 und iz
= W = Mo, da beide normiert sind.

b) Folgt aus a) und 4.4.4 c).

c) Folgt aus b) und 2.4.13, oder auch durch direktes Rechnen mit a).

4.4.9 Beispiele

110 0
011
a) SeiA= 001 L c K66
00
0 00

Xa=X2(X — 1), ha = X(X —1)°

b) Seiae K und

A=| 7 |ekmn

=Xa=Ha=(X—-a)"

c) Seif e K[X], f € K, f normiert.
= Xc(f) = Me(r) = f
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ap 0
d) SeiA= eine Diagonalmatrix.

0 an
Sei{ay, .. ,an} {bq,...,bm} mit by # bj fari # j.

= Ma= ﬂ(x bi)

Beweis

a) HalXa = Ha=X"(X=1)°mit0<r <2und0<s<4

A £0Vi>1
(A—Eg)' #0Vi>1
= X(X —1)|ua
AA—Eg)3 =0, AIA—Eg)?#0
b) Xa=(X—a)"
01 0
A—aE, =
= 1
0 0
c) Ubung.

m n
d) Deri-te Diagonaleintrag vorf] (A—bjEn) ist ﬂ (aibj)
j=1 j=1
——
=0wegena e{by,...,bm}

m
Fure keinen echten Teilgrvon [] (X —bj) istp(A) = 0.
j=1

4410 Lemma

Sei0 # f € K[X] mit f(¢) = 0. Seieng,h € K[X] teilerfremd mitf = g-h. Setze
U :=Kern(g($)), W :=Kern(h(¢)).
Dann sindJ undW ¢-invariant und es gilt:

V=U®W,d.hV =U-+W undUnW = {0}

Beweis

Seiue U, d.h.g(¢p)(u) =0

= 9(0)(9(U)) = g(9) od(u) = dog(d)(u)) = d(g(¢(u) = $(0) = 0
= ¢(u) € Kern(g(¢) =U d.h.U ¢-invariant.

Analog W ¢-invariant.



4.4. DAS MINIMALPOLYNOM 135

Seiengs, h; € K[X] mit 1 =q;9+ h1h 4.1.8

¢ einsetzen= id = (919)(¢) +(h1h)($) € Endk (V)
————
91()og(4)

= v = (019) ()(v) + (heh)(§) (v) Y e V

Zeige (19)(p)(v) e W, (hih)(9)(v) €U

~—~
=Kern(h(¢))
h(¢[(919)(9)(V)] = [h(d) o (919)()](V)
= (ha9)(9)(v)
= (hag)(d)(v)
= (0f)(d)(v)
= [g1(9) o f(9)](V)

Also: (919)(¢)(v) eW
Analog (hih)(¢)(v) eV

=V=U+W
Seive UNW.
=V = [01($)o9(d)](v) + [ha(d) o h($)](v)
= G1(9)(9(9) (V) +he(d)( h($)(v) ) =0
0, daveU =0, daveW
=UnW = {0}
4411 Satz

SeiA € K™", Dann gilt:
A diagonalisierbar= pa zerfallt in ein Produkt von paarweise verschiedenen Linear-
faktoren

Beweis
,=": 4.4.8¢),4.4.9d)
m
=" Seipa = [ (X—Dbj) mit by # bj furi # j.
=1
m

Betrachtepa : K" — K", setzef :=pa, g:=X—by, b= 1 (X—Dbj)
j=2



136

KAPITEL 4. EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN

= g, hteilerfremd (0.B.d.A.n> 1)
= K"=UaW mitU = Kern(g(da)), W = Kern(h(da))

Kern(g(¢a)) = Kern(¢pa —ba-id)
Sei(uy,...,um) Basis vorJ, (wy,...,w;) Basis vorw.

= (U1,...,Um,W1,...,W ) =: B ist Basis vorV
Weil U,W ¢ a-invariant sind, ist

b1 0

Ma(oa) = | - by

Es gilt: pa(D) = 0= pp|pa
= Up zerfallt in Produkt von paarweise verschiedenen Linearfaktoren.

Ind. . . ..
— D ist diagonalisierbar.
= Aist diagonalisierbar (Argument wie in Beweis von 4.4.3)



Kapitel 5

Euklidische und Unitare Raume

Zusatzliche Strukturiir reele oder komplexe Vekt@ume Skalarprodukt ~ Langen,
Winkel.

K =R oderC

C={a+ib|at+becR},icCmiti’?= -1

(1,i) l.a. UberR (vgl. 2.3.10)

RCC

—:C—C, a+ib— a—ib heilRtkomplexe Konjugation. -~ ist ein Kdrperautomorphismus,
d.h. ein bijektiver Ringhomomorphismus.

|c| := v/cC € R>0 heilRt komplexer) Absolutbetrag .

A= (aj) € C™", A= (&)

5.1 Skalarprodukt

K =R oderC, V K-VR (nicht notwendig endlich erzeugt).

5.1.1 Definition und Bemerkung

a) Eine Abbildund3:V xV — K heil3tBilinearform (im FallK =R) bzw.Sesqui-Linearform
(im FallK = C), falls gilt

1.) B(vi+Vv2,w) = B(v1,W) + B(v2,w) und

B(av,w) = aB(v,w) Vv,vi,vo,weV, aeK
2.) B(v,wy +Wwgz) = B(v,w1) + B(v,w2) und
B(v,aw) = aB(v,w) Vv,wg,we €V, aeK

b) Sei Bilinearform (bzw. Sesqui-Linearform) aM. 3 hei3tsymmetrisch (bzw.
hermite’sch), falls gilt:

B(v,w) = B(w,V) VvweV

137
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B(v,w) = B(w,V) Vv,weV

(*) Ist B hermite’sch (als&K = C), dannisf3(v,v) e RV veV
Seif3 symmetrisch (bzw. hermite’sch). Dann heff&in Skalarprodukt auf V,
falls 3 positiv definit ist, d.h. falls gilt:

B(v,v) >0WeV, v#£0

Beweis

Von b) (*):

Bvyv) = B(vv) ,daphermite’sch=B(v,v) € R

v undv vertauscht
5.1.2 Beispiele
V =K" (R" oderC")
ar b1 N
1) <, >:VxV =K, <l :],]:]|>=73abekK
=1
an bn .

ist ein Skalarprodukt avf, dasStandard-Skalarprodukt.

2.) Seiv:={f:[0,1] — R | f stetig}. V ist R-VR.
1
Fur f,geV sei(f,g) ;= [ f(t)g(t)dte R
0
(, ) ist ein Skalarprodukt auf.

5.1.3 Satz (Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung)

Sei(, ) ein Skalarprodukt awf, dann gilt tir allevy,vo € V:

|(vi,v2)2 < (v1,v1)(V2,V2), SOWie
I(vi,v2)2 = (v1,v1)(V2,V2) < V1, Vo sind |.a.
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Beweis

Ist vo = 0, dann sind beide Aussagen Klar. Sei alsg- O unda:= _ave) e

(V2,v2)
=0 < (w1t+a2,vi+awn)
= (v1,v1)+a(ve,v1)+av, Vo) + aa(ve, Vo)
[(vi,v2)[? (v, V)2 | [(ve, Vo)

= (vi,v1) — (V2, Vo) (V2,v2) (V2,V2)
B |(V17V2) |2
= (vi,v1) — “(Vavo)

= 1. Behauptung

Es gelte](v1,Vv2)[? = (v1,v1)(V2,V2).

= (vi+awn,vi+aw)=0
= vi+aw =0,d.h.vy,v,> sind l.a.

Seienvy, V7 l.a., dann istv; = bw, fur einb € K (weil v, # 0).

= (v, )P = V|(v2,v2)[?
= !b_\z!(VzNz)\z
= bb(va,v2)(V2,V2)

= (v1,V1)(V2,V2)

5.1.4 Beispiele

1.) Seiemj,bjcC,1<j<n
L 2 2 2
=1 ajbj|“ < al| Z|b1|
=1 ]
b1

mit Gleichheit genau dann, wenn : : | L.a. sind.
bn

M:

2.) Rur alle stetigen Funktionef,g: [0,1] — R gilt:

| 0/1 (t)dt? < (0/1 2dt) (/ g(t)zdt)

139
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5.1.5 Definition und Bemerkung

SeiV e.d. undp eine Bilinearform (bzw. eine Sesqui-Linearform) aufSei B eine
Basis vonV, B = (v1,...,Vn).
a) Dann heif3t
G3(B) := (B(Wi,Vj))1<i j<n € K™
die Gram-Matrix von {3 bzgl. B.

b) SeiA:= Ggz(B). Dann gilt ur allev,w € V

o B(v,w) =Kg(V)' Akg(W)
e [ symmetrisch= A symmetrisch d.h.A = A'
e B hermite’sche A hermite’sch, d.h.A = A

Beweis
a1 n bl
b) Seikg(v)=| : |, dhv=3 ajvj,Kg(w)= | :
an - bn
n n
=Buw) = B(Y ay;, Y b
=1 k=1
n n o
= 3 Y abBv;.w)
j=1k=1
by
= (al7 7an)A :
bn
n
3 B(va, vic)bx
= (alw"aan)

B symmetrisch = B(vj,v) = B(W,Vj)¥],k
= A=A
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A=A=B(v,w) = Kg(V

Aussage hermite’sch analog.
Istin 5.1.5V = K" und B die Standardbasis, dann gilt:

B(v,w) = VAW Vv,we K"

5.1.6 Bemerkung
SeiA e K™N,

a) Ba:K"x K" =K
Ba(v,w) := VAW, v,w e K"
ist Bilinearform (bzw. Sesqui-Linearform) alf".

b) Ba ist symmetrisch= A symmetrisch = R)
Ba ist hermite’sche A hermite’sch K = C)

Beweis

a) Klar.

b) Folgt aus 5.1.5 b), derdh= Gz(3a), wennB die Standardbasis vdi" ist. (Be-
achte:éAg = aj)

Definition 5.1.1 a) A< R™" heiRtpositiv definit wennA= AlistundVAv>0  VO0#
ve RN

b) A e C™" heil3tpositiv definit wennA = A ist undviAv > 0 VO#£veC.
Erinnerung V ndim. K-VR, B = (v1,...,Vn), B’ = (V},...,V,) Basisvorv. T :=

! . . . . . . n
Mg (idv) Basiswechselmatrix, definiert durdh= (t;j) € K™" mitvj = 5 tjjvi.
i=1

5.1.7 Satz

SeiV ndim. K-VR und 3 eine Bilinearform (bzw. Sesqui-Linearform) auf Seien
B = (V1,...,vn) und B’ = (V,,...,V,) Basen vorV und T = ME (idy) die Basiswech-
selmatrix.

SetzeA := Gg(B) undA’ := G (B). Dann gilt: A’ = T'AT (vgl. 2.4.13).
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Beweis

SeiT = (tij), d.h.vj = zt.,vI
BeachteA= (3 (v,,vj))l, "= (B(v,V)))

B(vi,vj) = B(itkivk; ihm)
= Zztkltlj (Vi, i)

k=11=

(|7J)-E|ntrag vonTtAT

5.2 Lange, Winkel, Orthogonalitat

K=R,C V K-VR mit Skalarprodukt , )

Definition 5.2.1 a) Im Fall K = R (bzw.K = C) heil3t (V, (, ))euklidischer (bzw.
unitarer) Raum
Die Abbildung||.|| :V — R, v +/(\V) € R>o heif3t dieeuklidische (bzw.
unitare) Norm aufV.

b) (R", <, >) (bzw.(C", <, >) heilt dem-dim. euklidische(bzw.unitare) RaumR"
(bzw.C").

5.2.1 Beispiel

Im n-dim. euklischen RauriR" ist ||v|| die ,Lange" des Ortsvektors

” Ortsvektor”

Abbildung 5.1: Ortsvektor
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Lénge0_>v (nach Pythagoras):

1?=a?+b? = | :\/a2+b2:\/<(g>,(g)> = /<>

n n
Aligemein: <v,v>= 5 &, ||V||= /<vv> =,/ 5 &
i£1 iZ1

5.2.2 Bemerkung (Eigenschaften vofi ||)
1.) || || istNorm auf V, d.h.

a) |v][>0 VveVund
IV[[=0<v=0

b) [lavi| = [a]-[lv]] YveV,aeK
C) |[vi+Vo|| <|vi||+]||v2|| Wwvi,v2 €V (Dreiecksungleichung)

2.) Polarisationsformeln:

a) FRirK =R qilt:
(V,W)I%(HV+W|!2—HVHZ—HWHZ) vvweV
b) FirK = C qilt:
(V,W)Z%(HV+WHZ—!IV—WHZ+iHV+iWH2—iHV—iWHZ) vvweV

3.) RIr0#v, 0£AweV qilt:

V|- f|w]
Beweis
1.) a) Klar, mit5.1.1 b).
b)
lav] = +/(avav)
= aa(v,v)
- \/a_a (V,V)

= al [|vI]
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c) Nach 5.1.3 gilt:

Ve 4 vzl |2 (V1 + Va2, V1 + V)|

(V1,v1) + (V1,V2) + (V2, V1) + (V2, V2) |
(v, va) |+ [(va,V2) | + [(V2,va)| + | (V2, Vo)
[Iva] |2+ [[val| [[val| + [Val| [[val] +][val

2
(vl +fva])

IA A

2.) Ubung, Blatt 14.

3.) Folgt aus 5.1.3, wie in Beginn des Beweises zu 1) c).

5.2.3 Zwischenbemerkung

Wir benutzen 5.2.2 3), ugWinkel “ fur euklidische Rume zu defnieieren.
V euklidisch,v,w eV, vw =0

V,W
5223) 5 (W)
[V [|w|

= es existiert genau eim € R, 0 < a < rtmit

cos(al) = (v, w) ( v ’ w )

(VI Hwil XV fwl|

Abbildung 5.2: Winkelberechnung
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v a W b
TV = (a;) : Twll = (b;)
y=o+p, oa=y-p
cog(a) = cogy— B) = cosy) cog(B) + sin(y) sin(p)
coqB) = ay, sin(B) = ap, cogy) = by, sin(y) =by

ai by \ w
= coga :b1a1+bzaz=<< )( >>:<—,—>
1) a2) ' \b2)” = <IN T

Definition 5.2.2 SeiV ein euklidischer VR. it 0 Avw eV seia e R, 0<a < Tt

definiert durch
(V,w)

[IVI] - ffwl]

coqa) =

a heilt derWinkel zwischenv und w.

v,w heil3enorthogonal< a = g@ coa)=0< (v,w)=0

5.2.4 Bemerkung

Bezeichnungen wie in 5.2.2, dann gilt:

(4]

R |

L3 |ww)2 = (wv) - (ww)

(v w)| = £V |||
coja) € {1,—-1}
oa=0odera =1
wobeia den Winkel zwischew undw bezeichnet

v,wl.a.

Sindv undw normiert, dann gilt:
a=0sv=w

a=M=V=—W

5.2.5 Beispiel (vgl. 2.2.2 f), Suchmaschinen)

Term-Dokumente-Matrizem
Zeilen Termem

Spalten Dokumenten

Eintrage Haufigkeit eines Termes

Suchanfrage(0, 1)-Vektor € R", s
GesuchtDie Dokumente, zu denesiam besten passt.
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Moglichkeit Euklidische Norm auR" als Maf3 fir die, Gleichheit* vons mit Spalten
von M.

Seiendy, ..., d, die Spalten voiM; normiere zwc; = llg_ill’ v, Cn = H(Oil_zl\'
Prepocessing3erechne<ﬁ,cj> fur 1 < j < nund gebe diejenigen Dokumente
aus, fir die dieses Skalarproduktdgser als eine vorgegebene Schranke ist.
Intuition: <H—§H,cj > > 0V], da alle Eintage der Vektorep> 0.

S cim s S _ o
<pepCi> =1 g =Ci

<q97:6i> = 0 keineUbereinstimmung zwischesunddi;

5.2.6 Satz (Schmidt'sches Orthogonalisierungsverfahren)

Seienvy,...,vp € V Lu. und sei0 < m < n mit (vi,vj) = & (Kronecker Delta) iir
1<, j < m(Keine Bedingungiir m= 0).

|
Dann existieremvy, ...,Wy € V mitwj = vj fir1 < j <m,undw, = 5 a;Vv mit geig-
j=1

netena; € K, g # 0und(wj,wk) =&k furl < j,k<n.

Beweis

Induktionibern—m

n—m= 0: Klar.

n—m> 0: Ist wy 1 Wie gewlnscht konstruiert, dann gilt:

<V, o, Vmy V-1 = < W1 ooy Wi , Wimye1>

=Vi =Vm
dennvmi1 € <Wi, ..., Wm, Wm41> , Weil 8mpqmy1 # 0.
= <V1, ...,V|'T‘|,Wrn<|,:]_,V|'rH>27 ...,Vn> — <Vl, ,Vm,Vm+1,Vm+1, ...,Vn>

= (V1, ..., Vm, Vm+-1, Vm+2, - .-, Vn) ISt LU
Es genigt also die Behauptundifn = m+ 1 zu beweisen. Sei

m

Ui=Vmi1— > (Vme1,Vj)Vj
=1

= Uu#0,da(vy,...,Vms1) l.U.
Esgiltfurl<k<m:

3

(U Vi) = (Vm+1, V) — > (Vme1,Kj) (V) Vi)

=1
)0, j#k
|1, j=k
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= (Vmt1,Vk) = (Vmy1, V) = 0

= W1 i= H_ﬂl\ erfullt das Gewviinschte.

\ V1

Abbildung 5.3: Orthogonalisierbarkeit

5.2.7 Beispiel
V=R3 <,>n=3m=0
1 1 0
vi=|2], vo= (0], vz | -1
2 1 1

<uu>=1=u=w,=1|-2

~
= N
~—_

147
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U ‘= V3— <V3,Wi> Wi— <V3,Wo> W»

RS
_ g(zi)

-2
<uu>=1=wz=3 (1)
2

Definition 5.2.3 a) SeiV e.d.. Eine Basisy,...,vn) vonV heil3t
Orthonormalbasis (ONB) vorV, falls gilt

(vvj) =98 1<i,j<n

b) U+ :={veV | (uv) =0V uecU} heilt derOrthogonalraum zuJ.

5.2.8 Korollar

Seidimg (V) = n.

a) V besitzt ONB.

b) Istac K™ positiv definit, dann exS€ GL,(K) mit A= SS

c) IstU <V, dannisV =U@U* (d.h.V =U +U+ undU NU+ = {0}). Insbesondere
istdimV = dimU +dimU-+,

Beweis

a) Folgtaus 5.2.60rm=0.

b) SeiB die Standardbasis vak" und B’ eine ONB bzgl. des SkalarproduktBs
(Ba(v,w) = V' Aw ist Skalarprodukt nach 5.1.6 und 5.1.1). Nach 5.1.7 exisTiezt
GLn(K) Mit Ep = Gg (Ba) = T'Gz(Ba)T = T'AT.

S:= T1 besitzt das Geiinschte.

¢) (, )|luxu ist Skalarprodukt aub). Sei(v1,...,vm) eine ONB vonU. Erganze zu
ONB (v1,...,Vm,Vm+1, ---,Vn) VONV nach 5.2.6.

SeiW ;= <Vqi1,...,Vn>=U W =V
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Zu zeigenW = U+
n
Klar: W C U+ Sei umgekehrt e U+, v=5 ajv;
J:

n

0=(MVw =Y aj(viw) =aV1i<k<m
=1

=veW

Also gilt W = U~ und beide Behauptungen folgen.

Definition 5.2.4 a) ¢ € End (V) heildtorthogonal falls K = R ist (bzw.unitar, falls
K = C ist) und es gilt:

@(V),0(w) = (vw) YweV

b) A e R"™" heiRtorthogonal falls AIA = E,,.
A € C™M heiRtunitar, falls A'A = E,.
O(n) := {A € R™"| Aorthogonal heiRtorthogonale Gruppe
U(n):={A€ C™"|U unitar} heil3tunitare Gruppe

5.2.9 Bemerkung

a) SeilV n-dimensional undB ein ONB vonV. Sei$¢ € Enck (V) undA= Mgz(¢).
Dann gilt: A orthogonal (bzw. unér) < ¢ orthogonal (bzw. unér)

b) SeiA € K™, Dann gilt: A orthogonal (bzw. uniér) < Spalten vorA bilden ONB
vonK" bzgl. <,>.

c) O(n) < GLa(R), U(n) < GLa(C)

Beweis

a) Weil B eine ONB ist, istGg( (, ) ) = Ep, also qilt:

(VW) =Kg(V)'kg(w)  WwweW (5.1.5 b))
Andererseits iskz(p(v)) = A-Kg(V) (2.4.5)

= (0(V),0(W) = Kg(d(V))'Kg(d(W))
= (AKQ;( V) (A-Kg(w))
= Kg(V)'-AA-K(W)

Mit v,w € V durchlauferkz(v),Kg(w) ganzK" = Behauptung

b) Matrixmultiplikation.
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c¢) Klarist:O(n) < GLy(R), U(n) < GLy(C) (2.3.22)
ABcU(n): (AB'(AB) = B'(A'AB
= B'E.B
= E,
= ABecU(n)

AHAY = WA
_At)—l
)—1
En

(A
-1

(A
= En

Definition 5.2.5 SeiA € C™N. Al := A’ heift die zuA adjungierteMatrix.
Definition 5.2.6 ¢ € Endk (V) heil3tselbstadjungierfalls gilt:
OV),w) = (vd(w))  WweV

5.2.10 Bemerkung

Analog zu 5.2.9 gilt: S&V n-dimensional une eine ONB vorV. Seip e End (V), A:=

Mgz(¢). Dann gilt:
¢ selbstadjungiers A= A

Beweis

Furv,w eV gilt:

und .
(VO(W)) = Kg(V)'Kgd(W) = Kg(V)'A Kg(W)

Also: ¢ selbstadjungierts Al =A< A = A

5.3 Spektralsatz

K=R, C, (V, (,)) einn-dimensionaler euklidischer oder ugier Raum.
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5.3.1 Lemma

Sei A € R™" symmetrisch. Dann existiert eamc R mit xa(a) = 0. (A besitzt einen
reellen Eigenwert).

Beweis

Xa € R[X] C C[X]
Seia e C mit xa(a) = 0 (C ist algebraisch abgeschlossen).
Sei0 # v e C"mit Av=av (vEV zum EWa).

=a\v) = (av'v
= (AW
= VAlv
= VAV
= VAV
= V(A
= Vav
= Vav

; a(vtv)

Weil v # 0, ist auch&‘/v_/ 40=>a=a
VN>
5.3.2 Satz (Spektralsatz)

Sei¢ € Endk (V) selbstadjungiert. Séi € K™" undA = A (d.h.A symmetrisch oder
hermite’sch).

a) Es ex. ONB vowv, die aus EV vorp besteht.

b) (Satz von der Hauptachsentransformatit¢h: R: Es existiertS € O(n), so dass
SASeine Diagonalmatrix ist, deren Diagonaleéde die EW vorA sind.

c) K =C: Es ex.S€ U (n), so dasSASeine Diagonalmatrix ist, deren Diagonalein-
trage die EW vorA sind.
Beweis

a) Induktionubern:

n=1.
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n> 1: Sei’B ONB vonV, A= Mg(9)

K=R 22O — A°321eg existierey € R : xy(a1) =0

K=C 2820 eg existierey € C: x¢(ar) =0

Seiv; €V EVvond zum EWay, ||v1]| = 1.
SetzelV = < vy >+

Beh: wist ¢-invariant.
Bew.

Seiwe W= (v,1L,o(w)) = (¢(v1),w)
= (a1v1,w)
= a(vi,w) =0, dawe< v >+
= dw)e< vy >t=w

(, )lwxw ist Skalarproduktdy selbstadjungiert
= W besitzt ONB (>, ..., Vvy) aus EV vonpyy
= (V1,...,Vpn) isSt ONB aus EV vorp.

b) c) Betracht&/ =K", <, >, B Standardbasis.
o =0¢a: K" = K" vie Ay A= Mg(da)

5'2:'10¢A selbstadjungiert

SeiB’ = (v},...,V,) ONB aus EV vora.
da(V)) =ajvj, 1<j<n

SeiS=MZ (idy) die Basiswechselmatrix.

a1 0
- 223010 (0a) = S My (9a)S= S IAS
0 an

Die Spalten vor§sind die\/j, bilden also eine ONB voW

28951 _g

5.3.3 Korollar
SeiA € K™, Dann gilt:

A=A (d.h.Asymmetrisch oder hermite’sck} ist diagonalisierbar
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5.3.4 Beispiel
SeiK = R. Eine quadratische GleichurdperR ist eine Gleichung
n n n
Q: ) > awXpx+ ) bjxj+a=0
j=1k=1 =1
by
HierbeiistA= (aj) e R™", b= | : | eR", acR.
bn
X1,...,Xn Sind die Unbekannten der Gleichung. Einésung vonQ ist ein Element
C1
c=|: | eC"mitdAc+b'c+a=0.
Cn

Q(C) := Menge der [bsungen vorQ)

Q(C) heildtQuadrik .

Q(R) := Q(C)NR": reelle Funktion vorQ(C).
Geometrische Beschreibung vQ1R)
Spezialfal A=A, b=0

Q:XAx+a=0, xeC"

Nach 5.3.2 b) existiei € Op(RR) sind

a1 0
S IAS:= SAS=
0 an
C1
Mit ¢’ := Scfurc=| : | € R"gilt damit:
Cn
(d)Ad+a=0

o d(SASc+a=0
n
2
& ajci | +a=0
n
MitQ = 3 aj (:J2 +a=0haben wiQ(R) = S- Q(R). Koordinatentransformation
=1

X :=Sx xeR"

bildetey, ..., e, (Standardbasis voR" ab auf die ONBe), ..., €, mit €] = Sg (Spaltej
vonYs).

<€>,..., <€,> heil} einSystem von Hauptachsenir Q.

(vergl. Satz 5.3.2 b)).
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5.4 Orthogonale Endomorphismen

K=R (V, (,)) n-dimensionaler euklidischer Raum

5.4.1 Bemerkung
SeiA € O(2). Dann existierot € R 0 < a < 2mmit:

cosa  —sina
(1) A= (sina cosa )

2) A_ (COSO sina

~ \sina —cosn
Im Fall (1) ist §a : R? — R? eine Drehung um den Winkel und
Xa = X% —2.cosaX + 1.

oder

a
Im Fall (2) ist ¢ eine Spiegelung an der Geraden du(:g]) , (Z?nsgz> undA ist

2
T -1 0
ahnlich zur( 0 1) (vgl. 4.2.2).

Beweis
SeiA— (a b) ASO(2)
c d
a?+ct=1 a+b*=1
b?2+d?=1 und +d?=1
ab+cd=0

= Einsetzen vom wie behauptet.

(1) da(er) = (‘;ﬁ) . dale2) = (—C CS)';G)

Auf die Berechnung voma wird hier verzichtet.
cosa sina
@ oate) = (o). datex) = Sy

X —coso —sina

w2 o
—sina X+coso| X?—cos’X —sirf'a

XA:‘
= X?2—1=(X-1)(X+1)
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——-—=| € wale

waler)

Abbildung 5.5: zu 5.4.12)

Die Behauptung folgt aus 4.2.4 b) und 4.2.2.

5.4.2 Bemerkung
Seif € R[X] irreduzibel=-deq f) <2

Beweis

Ist f linear, dann o.k.

m .
Sei alsadeq f) > 2, f=5 aX an#0 m>2
=1
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m .
Seize C Nullstelle vonf, d.h.0= 5 a;Z
j=0

B m o m ]
=0=0= Z)aj_z' Z)ajzl
= =

d.h.zist auch Nullstelle vorf.
z+# 27, sonst vérez € R eine reelle Nullstelle vori undX —z| f € R[X].

= X—-z#X—-zund(X—2)(X—-2)|f € C[X]
(X—2)(X—2) = X?— (z4+2)X+zZ € R[X]
Fassen wir(X — z)(X — 2) fur jede Nullstellez von f zusammen, erhalten wir eine

Faktorisierung vorf in Faktoren vom Grad 2> Behauptung iR[X].

5.4.3 Bemerkung
Sei¢ € Endz (V) orthogonal.

a) IstW <V ¢-invariant, dann ist aucW-¢-invariant und es gilty =W ®W-+

b) Es existiertW <V¢-invariant mitdimpW < 2

Beweis

a) SeiB eine ONB vorV undA= Mgy()

>223) 7 orthogonal22%A invertierbar undA—1 ist orthogonal

222 1 ist orthogonal und(W) =W, ¢p—1(W) =W

Sein nurw € W, ue W+
= (W) = (0~ (W), ¢ H(d(W)) = (¢~ *(w),u) =0,
dauec W+ undd—(w) e W
= ¢(u) € WH, d.h.W- ist p-invariant
Die zweite Behauptung ist gerade 5.2.8 b).

b) Seixs = f1--- fy mit f; € R[X] normiert, irreduzibel.
Ist fj linear fur einj <r, dann haty einen EV, also einen 1-ding-invarianter UR.

Seialsodeq fj) =2V1<j<r
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Sei0 £ weV Z0 =Xy ()W) = (f2(¢) 0...0 fr($)) (W)

=esexl< | <rmit

(fira(®)o...ofr(9))(w) # 0

(.

Konvention:idy, falls j =r

fj(®) o (fira(d)o...o fr(d))(w) =0
=V#0, fj(¢)(v)=0
= <V, ¢ (v)> istd-invariant

5.4.4 Satz
Sei¢ € Endz (V) orthogonal. Dann existiert ONB vonV mit
Aq 0
Az
Mg () = .
0 Ax

mit Aj = (1) € R, oderAj = (—1) € R™*! oder

CosO; —Ssind; 2%
A = - J J € R%
) (smorj COS |

fareina; mit0 < aj < 2m

Beweis
Sei0 #W <V ¢-invariant mitdimg (W) < 2

22V =W oW undw ist p-invariant.
SeienBy = (vi,...,vj) (it j = 1,2) bzw. B = (Vj11,...,Vn) ONB’s vonW bzw. W+
= B = (V1,...,Vn) ISt ONB vonV und

My () = ( (Ma;lo(d)w) 0 )

‘ M'Bz(q)WJ-)
Nach Induktioniibern gerigt es also die Behauptungrin < 2 zu beweisen.
n=1:y/
n=2:Verwende 5.4.1.
Im Fall (2) ist

04Tt Y
2= (gnein )+ (aind
SIN=—%— Sins

die gesuchte Matrix.
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