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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Mengen und Abbildungen

1.1.1 Mengen

Definition 1 (Menge, Element) Eine Mengeist eine Zusammenfassung wohlunterschiedener Objekte.
Die Objekte heien dab&lementeder Menge.

SeiM eine Menge. Dann gilt fur beliebige

e X € M: xist Element der Mengh!.

e X ¢ M: xist kein Element vorM.

Bemerkung: Es darf nicht gleichzeitig € M undx ¢ M gelten.

Besondere Zahimengen

Menge der natirlichen ZahlenN = {1;2;3;...}

Menge der ganzen Zahlen  Z={0;1;-1;2;-2;...}
Menge der rationalen Zahlen Q= {2lac ZAbe N}
Menge der reellen Zahlen

PO N Z

Darstellung von Mengen

e Aufzahlung:
enmial M — [1-9-2-E-7-19 — [9-1-2-7-E- .11.3.14.¢.
Beispiel:M = {1;2;3;5;7;13 = {2;1;3;7;5;1% = {2;11;3; 1*;5;1}

e Definition durch ihre Eigenschatft:
Beispiele:P = {x € N|xist eine Primzah}; M = {x e P|x < 11}
Operatoren

e AC B: Aist Teilmenge vorB; es gilt: wenmac A= acB

e A=B: AistgleichB; es git: A=B< ACBABCA
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ANB: Durchschnitt vorA undB; es gilt: ANB = {x|x€ Aundx € B}

AUB: Vereinigung vorA undB; es gilt: AUB = {x|x € Aoderx e B}

A\ B: Differenzmenge vor undB; es gilt: A\B= {x|xe Aundx ¢ B}

e Ax B: Cartesisches Produkt; es git:x B= {(a,b)|ac Aundbe B}
Falls(a,b) = (a,b'), dann gilta= & undb=1b'.

Bemerkungen:

e Distdie leere Menge; es gilk ¢ O fur alle x.

Fir jede Mengd gilt: 0 C A

Der Durchschnitt zweier Mengen kann leer sein. In diesem Fall héiterd B disjunkt.

Ist AUB = 0, dann gilt sowohlA = 0 als auchB = 0.

1.1.2 Abbildungen

Definition 2 (Abbildung, Funktion)  SindX undY Mengen und isf C X x Y, so heil3{X,Y, f) Abbil-
dungvon X nachY, wenn es zu jedem e X genau eiry € Y gibt mit (x,y) € f. In diesem Falle schreibt

man:
X — Y

K x — y=f(x

Zwei Abbildungenf : X — Y, g: A — B sind gleich genau dann, wenn:

e X = A (Definitionsbereich ist gleich)
e Y = B (Zielbereich ist gleich)

o firallexe A= X gilt: f(x) =g(x)

Ein Synonym flr “Abbildung” ist Funktiori'.

Definition 3 (M&chtigkeit einer Menge) |M| ist dieAnzahl der Element@derMachtigkei) der Menge
M, wenn sie endlich ist, sonst

Definition 4 (Injektivitiat, Surjektivitat, Bijektivitat) Die Funktionf : X — Y heif3t...

e ..injektiv, wenn ausf (x) = f(X) folgt x = X’
e ..surjektiy wenn es zu jedeme Y einx € X gibt mit f(x) =.

e ..bijektiv, wennf injektiv und surjektiv ist.
Beispiele:

o Esgilt: [{1,2,3}]|=]{1,2}| =2
X — X
X — X

e Die identische Abbildungdy : ist bijektiv.
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o f1: R — R; ist weder injektiv noch surjektiv.

X — X

>0

o 7! Ro— > ist nicht injektiv, aber surjektiv.

X +— X

R — R . . .
o f3: X % ist keine Fkt., d40,y) ¢ f3 fur alley.

RO — R . . i
o fy: Y e 2 ist injektiv, aber nicht surjektiv.

Rz — R . . . L L , N
o f5: 2 ist keine Funktion, da sie nicht wohldefiniert ist= X' & f(x) = f(X) gilt

nicht, denn(1,1) € fs und(1,.1) € fe.

Definition 5 (Bild, Urbild, Faser) Seif : X — Y eine Abbildung und sex’ C X sowieY’ C Y. Dann

ist...

o ..f(X)={f(X)|X € X'} dasBild von X’ unterf, f(X) hei3t das Bild vorf.

. ... 7f1 (Y) = {xe X|f(x) € Y’} dasUrbild vonY’ unterf.
. _fl (y) = _fl ({y}) = {xe X|f(x) =y} die Faservony unterf.
Bemerkungen:

. f:X—>Yistinjektiv<:>’ S (y)’gl,er
° f:X—>Yistsurjektiv<:>‘ _fl (y)‘zl,er
. f:X—»YiStbiijtiV@’ 7fl (y)‘zl,er

Definition 6 (Verkettung) Sindf: X — Y undf :Y — Z Abbildungen. Dann sei

X — Z

9o % L g(f)

die verkettete Abbildung

Satz1l Sindf:A— B, g:B— Csowieh:C — D Abbildungen. Dann gilt:

ho(gof)=(hog)of

Beweis:Der Definitionsbereich voho (go f) und(hog) o f ist A. Der Zielbereich beider Abbildungen ist

D. Es qilt fur jedesx € A:
(ho(gof))(x) =h((ge f)(x) = h(g(f(x))) = ((heg) e F)(x)
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1.2 Aquivalenzrelationen

SeiM eine Menge.

Definition 1 (Relation) Eine TeilmengeR = {(a,b)|a,be M} C M x M heift auchRelationauf M.
Dann schreibt man au@R bstatt(a,b) € R

Definition 2 (Reflexivitat, Symmetrie, Transitivitat, Aquivalenzrelation) SeiR={(a,b)|a,be M} C
M x M eine Relation. Dann heil®..

o ..reflexiv wennaRaflr allea € M gilt.
e ..symmetrischwenn aus R bfolgt bR afir allea,b € M.
e ..transitiv, wenn aussRbundb R cfolgt aR cfiir allea,b,c € M.

e .. AquivalenzrelationwennR reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.
Beispiele:

e R_={(aa)acM} CMxM (aR-b<« a=b)ist Aquivalenzrelation.

e M=Z,qeN;Ry={(a,a+0qx)|xe Z} C Z x Z ist Aquivalenzrelation.

1.2.1 Aquivalenzklassen

Definition 3 (Aquivalenzklasse) Ist ~ eine Aquivalenzrelation aw, so sei fiira € M
[@.={beMla~Db}

Aquivalenzklasseon a beziiglich~.

Lemmal Sei~ Aquivalenzrelation aul
l.a~bs[a.=[b.
2. (Zwei) Aquivalenzklassen sind gleich oder disjunkt.

3. Jedes € M liegt in einer Aquivalenzklasse.
Beweis:
1. “="™ Es seia~ bin M. Zu zeigen ist: Es gilta]. = [b]~

(@) [~ C [b]~: Es seix € [a]~. beliebig, zu zeigen ist danne [b]..
Zunéchstisa ~ x. Ausa~ b (Vorr.) folgt b ~ a (Symmetrie). Aud ~ aunda ~ x folgt b ~ x
(Transitivitat), was bedeutet, daf¥ [b]...

(b) [b]. C [a]..: Da auchb ~ a (Symmetrie) folgt aus dem Bewiesenéhl.. C [a]...

(c) Aus (a) und (b) folgtial.. = [b]..

“«<": Seilal. = [b]., zu zeigen ist.~ b.
Dab ~ b (Reflexivitét) istb € [b].; da[b]. = [a]. istauchb € [a].., d.h.a~b. O
2. Wir zeigen:[al. N[b]. # 0= [a]. = [b]~.
Sei[a.N[b]. #0. Es gibt alsox € [a]. N [b]~, d.h.a~ xundb ~ x. Nach (1) gilt danrja].. = [x]~
und[b]. = [X]~, also[a]. = [b]~.

3. Nach (1c) gila € [a]... O
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1.2.2 Potenzmengen und Partitionen

Definition 4 (Potenzmenge) M sei eine Menge. Dann heiB{M) = {A|A C M } Potenzmengeon M.
Bemerkung: Es gilt immer:0 € P(M).

Definition 5 (Partition) P C P(M) heif3tPartition von M, wenn gilt:

1. M =acpA(d.h. zu jedenx € M existiert einA € P mit x € A).
2. ANA =0furA#A undA A eP
Bemerkung: Aus Lemma 1 folgt: Ist- Aquivalenzrelation auf, so bilden die Aquivalenzklassen beziig-

lich ~ eine Partition vorM: M/ ~= {[a]~ |a€ M }. Ist umgekehrP C P(M) eine Partition, so kann man
die Aquivalenzrelation- so definierena~ b < es gibtAc Pmita,b € A.

Beispiel:
SeiM=Z unda=mb meNfestta=pnbs b—a=x-mflirxeZ, b—aecm-Z. Dies ist eine
Aquivalenzrelation (meistens schreibt mas: b mod mstatta =, b). Weiterhin gilt:

e [Olm= [0z, ={0;m;2m;3m;...;—m; —2m; —-3m;...} = mZ = {mx|x € Z }

e Seim> 1 [m={L;1+mil+2m;. .;1-m ..} =m-Z+1={mx+1|xcZ}

® Z)= = {[0lm:[Lm;-..; [m—1m} Kongruenzklassen vommodulom

1.3 Korper und Ringe

Definition 1 (Kérper) Eine MengeK zusammen mit den Abbildungen

CKxK — K KxK — K

@b) — atb (genannt Additiopund- : (@b) — ab (genannt Multiplikation

heil3tKorper, wenn folgende Regeln fir beliebigeb, c € K gelten:

(K1) Assoziativitat der Addition{a+b) +c=a+ (b+c).

(K2) Nullelement: es existiert genau ein Nullelememt K mito+a=a-+o =a.

(K3) Inverses der Addition: Zu jedeanc K existiert genau ein Elementa € K mita+ (—a) = o.
(K4) Kommutativitat der Additiona+b=Db+a.

(K5) Assoziativitat der Multiplikation(a-b)-c=a- (b-c).

(K6) Einselement: Es existiert genau ein EinselemenK, 1 £ o0, mit1-a=a-1=a.

N o g M 0 Dnpoe

(K7) Inverses der Multiplikation: Zu jedemc K \ {0} existiert genau eim ™t c K mita-a=! =
-1
ala=1.

@

(K8) Kommutativitat der Multiplikationa-b=Db-a.
9. (K9) Distributivgesetza- (b+c) =a-b+a-cund(a+b)-c=a-c+b-c.

Beispiele:

e (R,+,-), (Q,+,-) und(C,+,-) sind Kérper
e (N,+,-), (Z,+,-) sind keine Korper
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Definition 2 (Ring) Eine MengeR mit Addition und Multiplikation genannten Verkniipfungenund -
(wie beim Korper) und den Eigenschaften (K1) bis (K5) sowie (K9) hRidtg Ein Ring heiRkommuta-
tiver Ring wenn zudem (K8) gilt, uynBommutativer Ring mit Einsvenn (K6) und (K8) gelten.

Bemerkungen:

e Jeder Korper ist erst recht ein Ring (kommutativer Ring, kommutativer Ring mit Eins).

e (Z,+,-) ist kommutativer Ring mit Eins.

Folgerung 1 In jedem KoérpeK gilt:

1. o-x=x-0o=oflrallexe K.
2. (@)~ (—x) = x sowie (b)(—X) -y = X- (~y) = —(xy)

3. Nullteilerfreiheit:x-y=0 < x=0 Vy=o0

Bemerkung: (1) und (2) gilt auch in Ringen.

Beweis:

l.o=0-X+(—0X)=(040) X+ (—0:X) =0 X+0:X—0:-X=0-X+(0-X+(—0-X)) =0-X.

2. (a)—(—x) ist wegen (K3) das eindeutig bestimmte Elemgmntit y+ (—x) = (—x) +y = 0. Nach
Definition von(—x) gilt diese Gleichung fly = x. Also: —(—x) =y =x.
(b) —(xy) ist das eindeutig bestimmte Elemer K mit z+ (xy) = (xy) +z=0. Es gilt(—x)y+xy=
(=x+X)y =o0-y = o (analog(xy) + (—X)y = 0). Also ist(—x)y = z= —xy.

3. “=": wir zeigenx # o = y = 0. Dax # o, existiert nach (K7) eix 1 ¢ K mitx-x 1 =x1.x=1.
Danniy=1.y=(x"1.x)-y=x1(x-y)=xt.0=0.
“«<": folgt unmittelbar aus (1) O

Beispiel:

SeiR? =R xR = {(a,b) |a,b € R}. Dann ist(R?, +,-) mit (a,b) + (&, 1) := (a+a,b+b') und(a,b)-
(a,b') ;= (a-a,b-b') ein kommutativer Ring mit Eins. Das Nullelementdst= (0,0) und das Einselement
ist1:=(1,1).

Hinweis: Da (1,0) - (0,1) = (0,0) = o (verstdRt gegen Nullteilerfreiheit) und.,0) - (a,b) # 1 fir alle
a,b € R ((1,0) hat kein Inverses), ig€ kein Kdrper.

Bemerkungen:

e In einem Ring(K, +,-) gilt stetsK # 0, weil nach (K2)o € K.

e K ={0} mit +:(0,0) — O und - : (0,0) — O ist ein kommutativer Ring, da (K1)-(K5) und
(K8),(K9) erflllt sind.K ist kein Kdrper, da (K6) nicht erfillt ist (dort wird # 1 gefordert).

e IstK = (K,+,-) ein Korper, so giljk| > 2, denn es gibb,1 € K mit 1 # o. So bildet(F,0,1) mit
F, ={0,1} einen kleinsten Korpef(st Nullelement,l ist Einselement) mit den wie folgt definierten
Verknlpfungen:

+
0
1

= olo
o Rk
o
o o|lo
R olk
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1.3.1 Die Kongruenzklassemod m

Definition 3 (Aquivalenzrelation =) Auf Z ist dieAquivalenzrelatiorey, definiert alssm= {(a,b) |[b—a=m-z me Z} C
Z x 7. Die Aquivalenzklasse voa bzgl. =, ist [y 1= [a]=,, = {b€ Z|a=m b}. Die Kongruenzklasse
von=m aufZistZ/ ;) '=Z/ =m= {[@mla€ Z } = {[Olm, [Lm, ..., [M— L]m}.

Lemmal Z/, wird fur jedesme N>1 zusammen mit den wohldefinierten Abbildungen

Zlwmy XL/ — Ll yng. Ll *Z/wm — Z/m)

T ([@mllm) — [atbn "~ ([@m,[blm) — [a-blm

zu einem kommutativen Ring mit Eins.

Beweis:Im folgenden Beweis geltdal := [a]m

1. +,- sind “wohldefiniert”
Sei[a] = [&] sowie[b] = [b]. Nach Def. voney, folgt: @ = a+xmundb’ =b+ym(x,y € Z).
Zu zeigen ist: (aJa+b] = [@ + b'] sowie (b)[a-b] = [& - b].
(@) [@ +b'] = [a+xm+b+ym = [a+b+xm+ym = [(a+b) + m(x+y)] = [a+b]
(b) [@ - b'] = [ab+ aym+ bxm+xynt] = [ab+- (ay+ bx+xymm] = [a-b]

2. (K1) und (K5): Assoziativitat
(K1): ([a]+[b]) +[c] =...=[(a+Db)+c]=[a+ (b+c)] =... = [a]+ ([b] +[c]), daa,b,c € Z
(K5): ([a]-[b])-[c] =...=[(a-b)-c]=[a-(b-c)] =...=[a] - ([b] - [¢]), daa,b,c € Z

3. (K2) Es existiert genau eim:= [0] mit x+o0 =0+ X=X (X € K):
o+[a] =[0]+[a] = [0+a] = [a] = [a] +[0] = [a] + 0
Eindeutigkeit: Habe aucla'] die oben genannte Eigenschaft [a] = x
Dann gilt: [a] = [0+&] = [0+ [&] =[0] =0

4. (K6) Es existiert genau eith:= [1] mit x- 1= x (X € K):
1.[a] =[1]-[a] =[1-a] = [a]. Eindeutigkeit analog zu (3).
5. (K3) Es existiert zu jedeme K ein —x:= [—X] € K mit X+ (—X) =0
6]+ [~a = [a+(-a)] = [a—a = [0] =0
6. (K4) und (K8): Kommutativitét
(K4): [a]+[b] =[a+b] = [b+a = [b]+ [a], daa,be Z
(K8): [a]-[b] =[a-b]=[b-a] =[b]-[a], daa,be Z
7. (K9) Distributivitat
([a]+[0]) - [c] = [a+Db] - [c] = [(a+Db) - c] = [ac+ bc] = [ad] + [bc] = [a][c] + [b][c], daa,b,c € Z

8.0=[0]#[1] =1, dam> 1. O

Satzl (Z/(m),+,-)istgenau dann ein Kérper, wenm= p (fur eine Primzahb).

Beweis:Im folgenden Beweis geltdal := [a]m

1. Z/(m) ist Korper=- mist Primzahl
Beweis durch Kontraposition: Istkeine Primzahl, isZ/; kein Korper.
Seimkeine Primzahlify> 1), d.h.m=abmit 1 < a,b < m. Dann:
[@ - [b] = [a-b] = [m] = [0] = o, also gibt es Nullteiler und /., ist kein Korper.
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2. m= pPrimzahl= Z, ist Korper.
Nur zu zeigen: Istn= p, dann gilt auch (K7), vgl. Lemma 1.
Seila] #o0,ac Z. {[a]-[X]|0<x<m X€Z} CZ/ ).
Zeige: Linke Seite hat gengu= m Elemente, dann gilt Gleichheit, also {4} € Z/ ) mit [1] =
[a] - [X] fir ein0 < x < m. Es reicht zu zeigefa] - [X] = [a] - [y] = X = [¥]:
[ = [a][x] = [ally| = [ay] = ax—ay=a(x—y) = p-2(z€ Z)
Es gilt: “Teilt eine Primzahl ein Produkt ganzer Zahlen, so teilt sie einen Faktor”
p teilt nichta, weil [a] # o, also teiltp die Zahl(x—y), d.h.[x] = [y]. O

Korollar 1 Seip eine Primzahl. Dann ift, :=Z/p,) ein Kérper mitp Elementen.

Bemerkung:Ist K ein kommutativer Ring mit Eins, dann gilt fiire N:

N-1=1+1+..+1=n€eK (nSummanden

1.4 Elementare Umformungen

1.4.1 Der Gaul3-Algorithmus

Ein lineares Gleichungssystem Uber dem Kéigemit m Gleichungen uneh Unbekannterxy, ..., X, € K
(m,n € N) hat die Form:

a11X1 + aiXe +..+ amX = b
aXy + apXe +..t+ amxa = by
amX1 + amXe +..t+ amXn = bm

(im folgenden(x) genannt).

Gegeben sind;j, b e Kmit 1 <i <mund1 < j < n. Gesucht ist die Lsungsmenge

Ly = {(X1,..,%) [% € Kerfullen(x) }
Bemerkung: Die Losungsmenge eines Gleichungssystems andert sich nicht, wenn man...

1. ...zwei Gleichungen vertauscht
2. ...dagx-fache € € K) einer Gleichung zu einer anderen addiert
3. ...eine Gleichung mit # o € K multipliziert

Der GauRsche Algorithmus I6st ein lineares Gleichungssys$tgnin dem die Umformungen (1),(2),(3)
aus obiger Bemerkung benutzt werden, (#nzu vereinfachen, bis man die Lésungsmenge ablesen kann.

Beweis:

1. trivial
2. Zu Zeigenia=b <« a= b (trivial) undd = e« d+ca=e+ch.

(@) “=" Seia=bundd =e. Dannist(c,a) = (c,b). Da- : K x K — K eine Abbildung ist, gilt
alsoca= ch. Weiterhin giltd 4+ ca= e+ cb, da auch+ : K x K — K eine Abbildung ist.

(b) “«<": Folgt aus dem Bewiesenen mifc stattc.

3.a=bc£A0&ca=cbhb(“*<"dac#0) O
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1.4.2 Matrizen

Definition 1 (Matrix)  Es seiK ein kommutativer Ring (oder Korper). Eimax n-Matrix A ist ein
Schema der Form:

a1 a2 ... QAn
A— a.21 a.22 a?n
dm 9m2 ... amn
A=laj] 1,..m = [aj] mit & € K.
j=1,...n

formaler: Einem x n-Matrix UberK ist eine Abbildung

{L..m}x{L..n} — K

Al (Ial) — A('a]):aijeK

Zum Gleichungssystettx) gehort die “Matrix des Gleichungssystems”

@] € KM
und die “erweiterte Matrix”
a1 a2 ... am;m b
a?l a?z a?n b; € Kmx(n+D)
ar;ﬂ amz a,-m b.m

Definition 2 (Elementare Umformungen) Elementare Umformungegenauer “Zeilenumformungen”
sind Abbildungen der Form:

1Vt KM — K™ (1 <i <m;1 < j < m) vertauschite undjte Zeile

2. Ajj(c) : K™ — K™ (c € K;i # j) addiert dag-fache derjten zuriten Zeile

3. Mj(c) : K™N — K™"N (c € K; ¢ # 0) multipliziert dieite Zeile mitc

Definition 3 (Stufenform) Eine MatrixA = [a;j] € K™" hatStufenformwenn es eim (0 < r < m) gibt
und, fallsr > 0ist, weiterhinl < j; < ... < j; < nexistieren mit

o g =1fir1<i<r

e g; =0firl<i<r,1<j<nundj#j

e g; =0flrr<i<m1<j<n

Satz 1 IstK ein Kdrper, so kann man jede Matixe K™" (m n € N) durch elementare Umformungen
auf Stufenform bringen.

Vorbemerkung (Beweis durch vollstandige Induktia)ll man eine AussagA(n) fur allen € N beweisen,
so kann man das Beweisprinzip der “vollstandigen Induktion” benutzen:

1. Induktionsanfang (auch Induktionsverankerung, -voraussetzung): man ba(teist

2. Induktionsschritt: fiin > 1 zeigt man, daf3 aus gultigeA{n— 1) die Aussage\(n) folgt
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Beweis:SeiA(m) die Aussage, daR jede Matdxe K™" mit n € N sich durch elementare Umformungen
auf Stufenform bringen 1&aR3t. Bewei#ém) fur alle m € N durch vollsténdige Induktion:

1. Induktionsanfang: Sen= 1. Sei weiterhinA ¢ K" A= [ayy, ..., ayn).
Sind alleg;; = 0 so istA= [0,...,0] undA hat Stufenform nach Definition= 0. Sonst setzg; =

min{j|a;j # O}
Ml(a;jll)(A) =10,...,0,1,%,...., %]
Beachte daf;j, # 0, also existiertaqjll e K.

2. Induktionsschritt: Es sen> 1, A(m— 1) gelte, weiterhin seh = [a;j] € K™".
Sind allea;; = 0, so hatA bereits Stufenform. Im verbleibenden Falle setze
j1:= min{j |aj = Oflr eini } d.h. j1 ist die erste Spalte, in der ein von Null verschiedenes Element

steht. Setze=min{k|axj # 0}, alsoaj, # 0, &} € K. Dann:

Ami(—amj) A1) (—&i11)j, ) Mi (ai_jll)

Wende danivy; an, bis man folgende Form erhélt:

o ... 01 ..
B=|10 .. 0 0 ..

SeiC € K™" die Matrix, die ausB entsteht, wenn man die erste Zeile weglaft. Nach Induktions-

annahme kann maa durch elementare Zeilenumformungen auf Stufenform bringen; wendet man

diese Umformungen a8 an, so erhélt man:

8 8 é bljj;z b1j3 bij,
B'=| o0 00 0 1

Wende auB’ die UmformungAy, (—by;j, )...A13(—bij;) 0 Ara(—byj,) (B') = B”. Dann haB” Stufen-
form. O

Bemerkung: Der Beweis ergibt einen Algorithmus zum L&sen eines linearen Gleichungssystems (LGS),

der GauR3-Algorithmus oder Fang-Cheng-Algorithmus.

Satz 2 (GauR-Algorithmus) SeiA € K™ (1) die erweiterte Matrix eines LGS. Bringedurch ele-
mentare Zeilenumformungen auf die StufenfoBndas zugehorige Gleichungssystems hat die gleiche
Lésungsmenge wid.

e 1. Fall: es gibt eine Zeilemit a;; = 0 fir j < nundaj, # 0.
Diese Zeile steht dann filx; + ... + 0% = b. Diese Gleichung hat keine Lésung, also ist auch das
LGS nicht I6sbar.

e 2. Fall: es existieren>0und1 < j; <... < jy <n+1, 1. Fall trifft nicht zu.
Wahlex, (1 <k <n,n# jj) beliebig. Jede Wahl bestimmt dary, ..., xj, entsprechend der entspre-
chenden Zeilengleichung.
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1.5 Matrizenrechnung
Definition 1 (Addition, skalare Multiplikation) Es seiK ein Ring oder ein Korper sowi& B € K™"
zwei beliebige Matrizen. Dann ist didditiondieser Matrizen definiert durch:

L Kmxn g gmxn Kmxn
) A B — (A+B)ij = Ajj + Bj
Die skalare Multiplikationist definiert durch:
K x Kmxn K mxn

S,A — (SA)ij Z:S'Aij

Beachte:Es kdnnen nur Matrizen mit gleicher Zeilen- und Spaltenzahl addiert werden.

Definition 2 (Multiplikation): Es seiK ein Ring. FurA = [ajj] € K™" und B = [bjj;] € K™! ist die
Multiplikation A-B = AB € K™! definiert durch

AB= [abjj] = a1bw + ... + ainbnk

Bemerkung:Um abyj auszurechnen benétigt man diie Zeile vonA und diekte Spalte vorB.

Beachte:AB existiert nur, wenn die Spaltenzahl vAmit der Zeilenzahl voiB Uibereinstimmt.

Beispiele:
1 2 3 0 1 1 1 3 4 1 2 3 1 1] .. . .
{4 5 6]4{1 0 1}2[5 5 7} {4 5 6]4—[1 1]lstnlchtdeﬁmert
1 2 3 o 2 4 6 10123 |12 3
4 5 6 ~ |18 10 12 2 1 4 5 6| |6 9 12

Bemerkung: Ein lineares Gleichungssystem

axy 4+ aXe +..t amn = by
QX1+ apXe +..t amXn = b
amX1 + amXe +..+ amn = bm
kann man als eine Matrixgleichug = b schreiben mit:
:11 :12 Zln X1 by
A= | T2t F22 e En ey | b=
Xn bm

ami am2 ... 8mn
Lemma 1 (Assoziativ-, Distributivgesetz) K sei ein Ring,A € K™", B,B' € K™P, C € KP*4, Dann
gilt:
1. AssoziativgesetZA-B)-C=A-(B-C)
2. DistributivgesetzA- (B+B') =A-B+A-B
3. Distributivgesetz(B+B')-C=B-C+B'-C
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Beweis:

1. Assoziativgesetz:

(A-B)-C = (AB)i1Ci1+ ...+ (AB)ipCpj

= (&1byi +... +&nbn1)c1j + ... + (ai1bip + ... + @inbnp) Cpj
a1b1iC1j + ... + @nbniCj + ... + &1b1pCpj + .. + @nbnpCp)j
aj1(b1iC1j + ... +b1pCpj) + ... + @n(bn1C1j + ... + bnpCpj)
a1(BC)1j + ... +@in(BC)nj
A-(B-C)

BemerkungDer Beweis kann kirzer gefuhrt werden unter Verwendung von Summen. Diese Vari-
ante wurde hier jedoch weggelassen.

2. Distributivgesetz:

aik(B+ B )

M=

A-(B+B) =

x
sl
R

= Y a(bgj+by)

M
|

Il
M s

il
i

(aikbj +aij by )

]

n
= aikbkj z auka
k_

I
D

B)ij + (AB);j
AB+ AB);;

—~ o~

Bemerkung: Damit A> = A- A definiert ist muBA € K™ M “quadratisch” sein.

3. Distributivgesetz: Beweisfiihrung analog zu (2). O

Bemerkung: Ist = eine elementare Zeilenoperation (also von der Pa@jmA;j (), M;(c) mit ¢ # 0; siehe
Seite 9), dann gilt:
=(A)-B=Z(A-B)

Definition 3 (Einheitsmatrix)  Die EinheitsmatrixdesK™ ™ ist die Matrix

1 0 O
Em: 0 O eKmxm
0 0 1

Satz1l SeiAe K™" Danngilt.En-A=A.

Folgerung 1 Ist A€ K™" und = elementare Zeilenoperation, so entsteéff) ausA durch Multipli-
kation von Links mit einer “elementaren Matrix” (einEg,-Matrix, mit der elementare Zeilenoperationen
durchgefuhrt wurden), ndmlich nit(Ey,), denn=(A) = =(En-A) = =(Em) - A.
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Satz 2 K sei ein Ring mit Eins, dann ist fiire N derK™" mit der Matrixaddition und der Matrixmulti-
plikation
+ : Knxn X Kn><n SN Knxn . Knxn % Knxn SN Knxn

ein Ring mit Eins K™ st fuir n > 1 nicht kommutativ (d.hAB = BA gilt nicht immer).

Beweis:SeienA, B,C € K™", Dann gilt:

a;1+bia+ci1 ... @mn+bin+Cin
1. (K1): (A+B)+C= : : =A+(B+C)
an1+bni+Cit ... @uin+ban+Can
0 .. 0
2. (K2) Nullelementisb := | : : |. DanngiltA+o=A=0+A
0O .. 0

—aj1 ... —aun

3. (K3) ZuA=[aj] € K™" setze-A= . Dann gilt: A+ (—A) =o.

—an1 ... —amn
(K4) (A+B)ij = aj +bij =bij +a; = (B+A)j

(K5) (A-B)-C=A-(B-C), vergleiche Lemma 1 (Seite 11).

(K6) Einselement ilk™"ist1 := E,. Dann gilt: E,-A=A-E, = A.

N oo g &

(K9) Distributivgesetze gelten, vergleiche Lemma 1 (Seite 11). O



Kapitel 2

Vektorraume

2.1 Definition und Beispiele

Definition 1 (Vektorraum, K-Modul)  Ist K ein Kérper, so ist eifkK-Vektorraum(Vektorraum ibeK)
eine Menge&/ mit den Abbildungen

+_V><V — V und.- - KxV — V
(W) — V4w " (sv) — sV

fur die die folgenden Regeln geltem ¢,w € V, 5,51, € K)

1. (V1) Assoziativitat der Addition{u+v) +w = u+ (v+w).

2. (V2) Existenz eines Nullelements: Es existieg V mito+v=v=v-+o.

w

(V3) Existenz eines Inversen der Addition: Fir jedesV existiert ein—v eV mit v+ (—v) =
(—=v)+v=o.

(V4) Kommutativitat der Additionv+w =w+v.
(V5) Assoziativitat der skalaren Multiplikatiofis; - ) -v= - (- V).
(V6) Existenz eines skalaren Einselements: Es existierk mit 1-v = v

(V7) Distributivgesetzs- (v+w) = sv+ sw.

© N o g &

(V8) Distributivgesetz(s; + ) - V= $V+ V.

Die Elemente au¥ heil3en Vektoren, die Elemente als$kalare. IsK kein Korper, sondern nur ein Ring
mit Eins mit (V1) bis (V8), so heil¢ ein K-Modul.

Beispiele:

e K Korper,m,n € N. Dann istK™" ein K-Vektorraum, es gelten die Matrix-Verknipfungen der
Addition und skalaren Multiplikation.
X1
Speziell istk™?! = | [x €K} ein Vektorraum (bspwR2*! = { [ g ]
Xn

a,beR}).

1Dieses Einselementist das Einselement vaf.

14
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e IstK ein Kdrper, dann isK auchK-Vektorraum.
e SeiM #£ 0 eine beliebige Menge ein Korper. Dann ist
KM := Abb(M,K) = {f : M — K| f Abbildung}
mit den Verknupfungen

KMxkKM — KM und. : KxKM — KM

T g0 — f00+g00 "M (s ) — s f(0)

ein Vektorraum. Speziell ik = {(aj,ap,...)|a; € K} die Menge aller Folgen (ibé¢ und K" =

o K® = {0} ist K-Vektorraum mit einem Vektor, “Nullvektorraum”.

Lemma 1 (Folgerungen aus den Vektoraxiomen) IstV ein K-Vektorraum, so gilt:

1. Es gibt genau einen Nullvektarc V mit (V2) und zu jedenv € V gibt es genau eir-v € V mit
(V3).

2. Seisc K,veV. Danngilt:sv=0 < s=oVv=o.

3. —v=(-1)-v,—1€K.
Beweis:

1. Angenommen, es gébe augke V mit 0+v=v, ve V. Seiv:=o. Dann gilt: 0+v=0+0=o.
Umgekehrt gilt firw := 0: o+w=0+0= 0. Also ist0 = o.
Angenommen, es gabe aushv € V mit v+ ~ v = o. Dann gilt:
—V=0+4(—=V) = (V+ ~V)+ (—V) =~ VF+V—V=~ V4 (V+ (=V)) =~ V+ 0=~V

2. “«<" zu zeigen: (a) Sev €V, dann0-v = o und (b) seks € K, danns-o = o.

(@ o=0v+(—(0v)) = (0+0)v+ (—0)v= (0v+0v) + (—(0v)) = Ov+ (Ov— (Ov)) = Ov+o0 =0v
(b) o=s0+(—(s0)) =s-(0+0)+(—(s0)) =S0+50+ (—(S0)) =0

“=" Seise K,veV,s-v=0. Es gilt zu zeigen, dafl das= 0V v = o gilt.
Wir zeigen (logisch dquivalent): Ist£ 0 = v = o, wennsv= o. Ists# 0, so existiers™* € K mit
st.s=1.Esgiltv=1v=(st-s)v=s1.(syy=s1.0=0. v#oanalog.

3. Nur zu zeigen(—1)v+v=o.
(—1)v+v=(—1)v+1v=(—1+1)v=0-v=0. O

2.2 Teilraume

VoraussetzungV ist einK-Vektorraum.

Definition 1 (Teilraum) U CV hei3tTeilraumvonV (i.Z. U <V), wenn
(U’+|U><U U xU _>Ua'\KxU KxU —>U)

ein K-Vektorraum ist.
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Satz1 U CV istein Teilraum genau dann, wenn...

1.U£0
2.udeU=u+UuecU

3.seK,uelU=s-uelU
Beweis:

e “="1 U sei Teilraum. Dann gelten per definitionem (1),(2) und (3).

e “<=" Wegen (2) ist+-yu U xU — U eine Abbildung, wegen (3}« : KxU — U.
Es gelten (V1),(V4),...,(\V8) fuir alle Vektoren aus also erst recht fur alle auls.
(V2) gilt. Das Nullelement liegt ifJ: nach Lemma 1 (S. 13 =0-uc U.
(V3) gilt. Das Inverse liegt itJ: Nach Lemma 1 (S. 15)-1)-u= —u, also—u € U. O

Satz 1’ (Aquivalent zu Satz 1) ist Teilraum vorV gdw. o € U unds€ K;u,u' € K = su+ U € U.

Beispiele:

e {0} undV sind die “trivialen” Teilriume volV.

e SeiA e K™N K ein Kdrper. Dann ist die Losungsmenge des homogenen linearen Gleichungssy-
stemsAx= o0 € K™ | £ 0 ein Teilraum de& ™.

Satz 2 Fur einen Vektorrauri' gilt:

1. WennU,,U, CV, dann sindJ; "U, undU; + U, Teilraume vorv.

2. WennU; <V firi el, | Indexmenge. Dann i$f;, U; ein Teilraum vorV.
Beweis:

e Uq,Uy seien Teilraume. Dann iste U; undo € Up. Somitisto = o0+ 0 € Up + Us.
Seienvy, vo € U1 +Us unds € K. Sei weiterhinvy = ug + up (U € Ug, U € Up) sowievy = uj + U,
(u; € Ug undu;, € Up). Dann gilt nach Satz 1":

SV + Vo = S(Up + Up) + (Uy +Uy) = (St +Up) + (St + Uy) € Up + Uz

e U sei Teilraum vorV fir allei € 1. Dann isto € U; fur allei € 1, d.h.o € N Ui,
Seienu,u’ € U. Dann ist (nach Satz 1u+u € Uj, i €I, d.h.su+u € N Ui. O

Bemerkung:WennU;, U, TeilrAume vorV/ sind, istU; UU, im Allgemeinen kein Teilraum vox (Beispiel
folgt).

Definition: M sei Menge und sei Korper. Dann ist

KM) = {f : M — K| f(x) % Onur fiir endlich vielexce M }
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BemerkungK M) ist Teilraum vorkM.

Beweis:

e Die Nullfunktion f = 0liegt in KM,
e Seienf;, f, e KM se K. Sei f1(x) # 0 nur furx € {x1,...,%n}, f2(x) # 0 nur firx € {y1,...,ym}.
Dann ist auch{sfy + f2)(x) = 0 flir x e M\ {X1,...,%n, Y1, ---,¥n }- O

Beispiel U1 UU; ist nicht immer ein Teilraum voy):

Seiv,w € R? mit v # w # 0. Die GeradeVv) = {s-v|s€ R} und(w) = {t-w]|t € R} durcho ist Teilraum
desR?. Obwohl(v) und (w) Teilraume erzeugen, i$t) U (w) kein Teilraum.

2.3 Linearkombinationen und Erzeugendensysteme

2.3.1 Linearkombinationen

Sei im folgendery ein K-Vektorraum.

Definition 1 (Linearkombination) Sindvi,...,vy € V, so heil3tv € V Linearkombinationvon vy, ..., v,
genau dann, wenn &s, ..., s, € K gibt mit

V=S1V1 + V2 +... +S$Vn
Wir schreiben fur die Menge aller Linearkombinationen wen.., vy:

(V1,..,Vn) = {{Vv1,...,Vn})
={svi+SV2+... +sW(s €K, 1<i<n}
={3,sYilneNU{0};s€K;yi€Y,YCV}
= {ZVGY f(v) ~v‘f e K } f(v) # 0 fur héchstens endlich vielee Y
= {Linearkombinationen von je endlich vielen Vektoren &ys

Konventionen:

e Das Erzeugnis der leeren Menge ist der Nullvektor
e Leere Summen sind Null

e Es werden nur Summeh, x zugelassen, bei der nur endlich viele Summanden ungleich Null sind
Beispiele:

e n=0: (0) = {o} (per definitionem)

e n=1 (v) ={svjse K}

Definition 1’ (Linearkombination) Sindv; € V, i €1 (I beliebige Indexmenge), so hei3& V eine
Linearkombinationvon (v )ic|, wenn es eine endliche Teilmenec | gibt unds € K fir i € I existieren
mit
V=3 SV
iel’

d.h. wenrwv eine Linearkombination vof; |i € I’ } ist.
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Satz1 IstY CV eine Teilmenge, so ist die Meng¥) ein Teilraum und es ist

Y)=(J{ulu<v;ycu}= () U
u<vYcu
der Durchschnitt aller TeilrAume vah diey enthalten.

Beweis:

1. (Y) ist ein Teilraum

(a) Zunachst liegb € (Y) (trivial, fallsY = 0, sonstve Y mito =0-v € (Y))
(b) Seienvy,v; € (>), s€ K (z.Z.sv+ Vv, € (Y)). Seien weiterhinyg = 3oy f1(y)y undv, =
Syey f2(Y)y (f1, f2 € KIY)). Dann:

+Vo = f +5 f = fi+f . Y
SV + Vo y;s 1(y)y y; 2(y)y Z(Sl 2)(y)-ye(Y)

yE

2. IstU Teilraum vorV mitY C U, so gilt(Y) CU
Ein beliebiges Element votY) ist von der Formy| ;svi mitv; €Y, s € K, ne NU{0}. Da
Y C U, isty; € U fur allei, also auclsv; € U. Mit Induktion nachn laf3t sich zeigen, dal3 dann gilt:

S1V1+... +Svp € U.
3. Y C(Y)isttrivial, daY =1-Y.
4. Aus (2) folgt:{Y) CN{U |U TeilraumY CU } = (Y)Nn{U |U TeilraumY CU } C (Y) O

2.3.2 Erzeugendensysteme und Basen

Definition 2 (Erzeugendensystem) IstY C V Teilmenge undJ = (Y) (ist Teilraum vonV) so heif3ty
ErzeugendensystevonU. U heif3t umgekehrt der vovi erzeugte TeilraurmonV.

V heiRtendlich erzeugteK-Vektorraum, wenrV ein endliches Erzeugendensystem hat, wenn es also
V1,...,Vp gibtinV mitV =< vy,...,vy >.

Definition 3 (Basis) Y hei3tBasisvonV, wenn jeder Vektor € V sich eindeutig als endliche Linear-
kombination von paarweise verschiedenen Vektorer¥Yaschreiben 1aR3t, d.h. wenn

v=3> f-y
yeK(Y)
mit eindeutig bestimmten € K(Y).
Beispiele:
o V=K ={(x,...%)" |x €K}, &:=(0,..,0,1,0,...,0)T mit Lin deri-ten Zeile.

DannistY = {ey, ...,en} Basis von V (Standardbasis d¢8<1).
Begrindung: Sei = (xq,...,X,)" €V beliebig. Dann ist = x1€; + Xp€ + ... +Xnén € {€1,...,€n}.

1 3 0 1 3
o L={xcR’|Ax=0},A=|2 6 2 3 4] . Durch elementare Umformungen:
13 2 20

-3 -1

X1 X1+3X+x4=0 1 0
L:{[ : x3+%x4:0 }: 2| 0 [+4+x4 —% X2, X4 €R

X5 X5 =0 0 1

0 0

Also besteht eine Basis vdnaus den Vektorefi—3,1,0,0,0)" und(—1,0,-0,5,1,0)".
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2.4 Lineare Abhangigkeit und Basen

2.4.1 Lineare Abhangigkeit und Unabhangigkeit

VoraussetzungV ist einK-Vektorraum.

Definition 1 (Lineare Abhangigkeit) Eine Teilmengé&’ CV heilitlinear abhéngigl.a.), wenn ed £ 0
(Nullfunktion) in K(Y) gibt mit
fy)-y=o
2

Y ist linear abhéngig genau dann, wenryes..,yn € Y (y; #Y; firi # j)undsy,...,sn € K ((s,...,%) #
(0,...,0)) gibt mito = ¥ ; sy; und sonstinear unabhangig].u.).

Korollar 1 Fir eine Teilmeng¥ CV gilt:

1. Y linear unabhangigs Syey f(y)-y=o0= f=0fir f e K,
2. SeiX CY CV. Dann gilt: WennX linear abhangig ist, ist auchlinear abhangig.

3. SeiX CY CV. Dann gilt: WennY linear unabhangig ist, ist auéhlinear unabhangig.
Beispiele:

e Qistlinear unabhangig.
e {0} CVistlinear abhangig, well-o =0 (1€ K #0)
e v£o0.Y = {v} istlinear unabhangigs( K), nach Lemma 1 (Seite 15) gdv=0=s=0
o V=R>LY={(1,1)7,(1,-1)7,(0,17)} ist l.a., denmlvy + (—1)v, — 2v3 = (0,0)T =o.
e v#£o. Dannist{v,v} = {v} linear unabhangig.
Warnung:Oft wird die lineare (Un-)Abhangigkeit definiert férTupel (v, ..., vn) von Vektoren.(vy, ..., Vp)

ist linear unabh&ngig genau dann, wenn gfis svi = o folgt, da3s; = ... = s, = Oist. In diesem Fall ist
(v,v) linear abhangig, denn mit-v; + (—1)-vy = o.

Lemmal SeiY CV eine Teilmenge von Vektoren. Dann sind aquivalent:

1. Y ist linear abhangig.

2. Esgibteinue Y mitue (Y\ {u}) (“d.h. uist eine Linearkombination der 'anderen’ Vektoren aus
YH)

3. EsgibteirueY mit (Y) = (Y \ {u})
Beweis:

o (1)=(2): SeiY lLa,, d.h. es gibtf # 0in KY) mit $ycy f(y)-y=o0. Seid# {y|f(y)#0} =
{y1,...,yn} mitdisjunkteny; und f(y;) =: 5 # 0. Dann gilt3{_; Sy =0, S1y1+ ..+ Siyh =0 & y1 =
2Y2+ .+ Y, 51 # 0. Setzeu:=y1 € (ya,...,yn) = (Y \ {u}) (vi # ufiri > 1).
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e (2)=(3): Voraussetzunga € Y mitu € (Y \ {u}).
Offensichtlich gilt: (Y \ {u}) C (Y). Zu zeigen ist also nur nockY) C (Y \ {u}):
Seive (Y),v= Yy f(y)-y, f €K Nach Voraussetzungt= yycv\ (i & (Y)Y, o € KU, also

_ y=u
0=t er\{u} = Z/g 9 _{ gy) yeY\{u
Dann gilt mith(y) = (f(y) + f(u)g(y):
v = v+f(u o—zf y+2f ;(f(y)Jrf(U)g(y))-y
= > hyye(r\{u})
yeYi{u}

e (3)=(1): VoraussetzungY) = (Y \ {u}) flireinue Y. Zu zeigenk linear abhangigu €Y, alsou €
. f/ u
) = 00 U= Sy PO, KO 0 =5y flymi 1) = { T 47

y=u
f #0weil f(u)=—-1+#0. O
Beispiel:
V=R¥>LY={(1,10)7 =v,(-1,-1,0)T =:v5,(0,0,1)T =: vz} ist linear abhangig (denn + v, =

0). V3 Z (Y \ {va}) <V1,V2> V2 € (Y \{Vv2}).

2.4.2 Basen und TeilrAume sowie Teilmengen

Satz 1 Aquivalent sind fur eine Teilmeng@ C V:

1. Bist eine Basis voW.
2. Bist ein linear unabhangiges ErzeugendensystemA/on

3. Bist ein “minimales” oder “unverkirzbares” Erzeugendensystemahh. (B) =V und flr jedes
beBist (B\ {b}) #V.

4. B ist eine “maximale” linear unabhéngige Teilmenge, dhist linear unabhangig, ab&u {v} ist
linear abhangig fur jedesc V \ B.

Beweis:

e (1)=(2): B sei eine Basis, d.h. zu jedent V existiert genau eirf € K& mitve Sy f(b)b (»),
d.h. (B) =V und auf3erderB l.u., denn wendex) aufv = o an, dann:

o= 3 0b)b=Y fo(b)b= f=0
beB beB

e (2)=(3): Nach Lemma 1 (Seite 19).

e (3)=(4): Voraussetzung;B) =V und fiir jedes € Bist (B\ {b}) #V, also istB linear unabhéngig
nach Lemma 1; zu zeigen: fur jedes V \ Bist BU {v} linear abhangig.
Seiv eV \B. Wir durfenv # o annehmen, denBU {0} ist L.a. Weil (B) =V, istv= S ;sv,
s € K,vi € B,v; disjunkt. Es gilt:o = (—1)v+s1v1 + ... + SV Dabeiistv #£ v;, weil v ¢ B. Also ist
{V,v1,V2,...,Vn} linear abhéngig, somit i|U {v} ebenfalls linear abh&ngig.
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e (4)=(1): VoraussetzungB l.u. undBU {v} l.a. fiir jedess € V\ B. Beh.:(B) = V.
Seiv €V beliebig gewabhlt.

— 1. Fall:ve B, danniistv € (B).

— 2. Fall: v=o, dannistv € (B).

— 3. Fall: ve V\ B undv # o. Nach Annahme isBU {v} l.a., d.h.3by,...,b, € B paarweise
verschieden. Also existierens, ..., s, € K mit (s,s1,...,S) # (0, ...,0), so dal®> = sv+s1by +
...+ sybn. Dabei ists # 0, da sonst{by, ...,by} l.a. wére. Also gilt:

_ St s

= S (by,...,bn) = (B)

Also istv linear abhangig voby, ..., b, und somiBU {v} linear abhangig. O

2.5 Existenz von Basen

2.5.1 Basisergdnzungssatz

Satz 1 (Basiserganzungssatz)V sei einK-Vektorraum. Sei weiterhilv = (X}, d.h. X sei ein Erzeu-
gendensystem vovi, undL C V linear unabhangig. Dann gibt &sC X, so dal. UY eine Basis vorv
ist.

“Jede linear unabhangige Teilmenigd&aRt sich zu einer Basis erganzen und zwar mit Hilfe von Vektoren
aus einem vorgegebenen Erzeugendensystem.”

Beweis:SeiM = {Z C X|LUZI.u.}; 0 € M, dennL U {0} = L ist linear unabh&ngigyl # 0.

SeiY € M maximaF, d.h. Y € X undY € M, aber istY ¢ Y’ C X, dann isty’ ¢ M, d.h. LUY ist linear
unabhangig, abdruY U {v} linear abh&ngig fur jedese X Av¢ Y UL.

BehauptungL UY ist Basis. Es ist also noch zu zeigen, daRY) = X.
Wir zeigenX C (LUY), dann folgtv = (X) C (LUY). Seiv e X.

e 1. Fall:veY, dannve (LUY)

e 2. Fall:v¢ Y, dannist. UY U{v} linear abhangig, denn:
0=SV+SiVi+..+SVh &S V= —%vl— —— %vn e (LUY)

mit v; disjunkt und(s,s1,...,s) # (0,...,0), S,5 € M. Insbesondere wichtig ist, da% 0 (gegeben,
weil LUY linear unabhéngig).

Also istLUY eine Basis. U

2.5.2 Folgerungen aus dem Basisergdnzungssatz

Folgerung 1 Jeder Vektorraum hat eine Basis. Jedes ErzeugendensXsiemV enthélt eine Basis.

Beweis:Wende Basiserganzungssatz it 0 an. O

2Fir ein unendlicheX ist der Beweis hier nicht vollstandig. Warum existiert eine solche maximale Mengé® Fiie muR man
das Lemma von Zorn benutzen (aquivalent zum Auswahlaxiom).
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Beispiel:

VoK2x2_) |8 &2 o oy
{{321 az2 i

a1 a
X = {E11,E12,E01, Exn} = { 1 f12 } = a11E11 +aoE+axiErr +akr = (X) =V

a1 a2
1 0., |11 o .
L= {Ezz { 0 1 } ;A= [ 0 0 } } L ist linear unabhéangig.

L kann man unter Hinzunahme von einer TeilmeMge X zu einer Basis voN erganzen:

1. LU{Eq1} istlinear unabhéngig> E11 € Y
2. LU{E11} U{E12} ist linear abhangig> E1o €Y
3. LU{E11} U{Ez1} ist linear unabhangig> Ex1 € Y

4. LU{E11} U{Ex1} U{E2,} ist linear abhéngig> Exo ¢ Y
Also istLUY Basis vorV mitY = {Ej1,Ez1}
Korollar 2  IstU ein Teilraum vori/, X CV Teilmenge vorV, dann gilt:

XCU=(X)CU

Insbesondere gilttX) =V =U =V
Beweis:Klar, denn{X) = N{W|X CW,W <V} O

Lemmal Seienvy,...,vy €V, dann gilt:

U=(VL,.iVn) = (VLo Vie1, Vi SV, Vgt oo Vo) = U N £ |
={V1,...,Vi—1,5M,Vi+1,...,Vn) MitS£0
=(V1,...,Vpn,0)

Beweis:Es ist zu zeigen, daf (1) CU’ und (2)U’ C U:
1. (vi,..,Vio1,Vi, ..o, V) € U7
Vi = (Vi +sv)) —sy; € U’ dav; +svj € U’. Nach Korollar 2 gilt(v, ..., vn) CU".

2. V1,..,Vi—1,Vi41,..,Vn €U, Vi + sy, € U, also auciy’ C U. O

Beispiel:

V=R3U= ((1,1,1),(1,3,5),(1,4,7),(1,5,9))

Gesucht: Basis vod. Es gilt:

U=((1,1,1),(0,2,4),(0,3,6),(0,4,8)) = ((1,1,1),(0,1,2),0,0) = (wy = (1,1,1),w, = (0,1,2))

{w1,w} ist linear unabhéngig, dermw; # sw, (r,s € R), also ist{w,w»} Basis vorlJ.
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2.6 Austauschsatz und Dimension

2.6.1 Der Austauschsatz von Steinitz

Satz 1 (Austauschsatz von Steinitz) Es seierB und B’ Basen de&-VektorraumsV. Dann gibt es zu
jedemv e BeinV € B' mit der Eigenschaft, daB’ := (B\ {v}) U{V'} eine Basis voIV ist.

Beweis:B\ {v} (v € B) ist nach Satz 1 (“Eine Basis vahist unverkiirzbares ErzeugendensystemW¥n
Seite 20) kein Erzeugendensystem ¥arNach Korollar 2 (Seite 22) gibt es eiic B mit v ¢ (B\ {v}).
BehauptungB” = (B\ {v}) U{V'} ist Basis vorV.

e Zu zeigen:B” ist linear unabhangig.
Seio = sV +5Vi +... + Sy Mit vy, ..., vy € B\ {v} paarweise verschieden (d.h.# v; fur i # j)
unds, sy, ..., S € K.

Wenns = 0, so folgt danns;vi + ... +syvny = o (vi € B\ {v}), also auchs; = ... = 5, = 0, weil
B\ {v} linear unabhangig ist. Ist abst~ 0, dann istv' = —2v; — ... — 2y, € (B\ {v}), was aber
ein Widerspruch zv ¢ (B\ {v}) ist. Also muf3s= 0 sein und daher (s.05) = ... =s, =0, d.h.B”

ist linear unabhéngig.

e Zu zeigen:B” ist Erzeugendensystem, d{B") =V = (B).
Nach Korollar 2 (Seite 22) genligt es zu zeigen, Ba:B(B”) ist. Es gilt bereit8\ {v} C (B"). Also
nur noch zu zeigenv € (B”).
Warev ¢ (B"), dann wareB” U {v} linear unabhangigB ist Basis vorV, alsoV' € (B), V' = sv+
V1 + ... + SV mit v; € B\ {v}. v1,...,vy Sind paarweise verschiedes)s, ..., s € K, s# 0 (weil
V ¢ (B\{v})), alsov= 1V — Zv; — .. — 3y, und mitB” := (B\ {v}) U {V} somitB C (B") =
V = (B"). O

Satz2 SindB={vj,...,vn} undB' = {uy,...,un} Basen vor/, dannisn = |B| = |B'| =m

Beweis:Nach dem Austauschsatz (Seite 23) gibt esjgia {1,...,m} so, dafB; = {uj,, V2, ...,Vn} Basis
vonV ist und|B;| = n. Weiterhin existiert einj; € {1,...,m} so, dalB; = {ujl,ujz,v3,...,vn} wieder
Basis vonV ist und|By| = n. SchlieBlich erhalt man, € {1,..,n} mit By = {uj,,...,Uj, }, |Ba| = n. Also
istm>n.

Analog erhélt mam > m. Ausm > nAn > mfolgt jedochm=n. O

2.6.2 Dimension von Vektor- und Teilraumen

Definition 1 (Dimension) HatV eine BasiB mit |B| = n, n € Ny, so hei3in die DimensiorvonV, i.Z.
n=dimV. Nach dem Austauschsatz (Seite 23) gitt dimV A B’ Basis voiV = |B'| = n.
HatV keine endliche Basis, so schreibt man oft adohV = co.

Folgerung 1 IstV ein endlich erzeugter Vektorraum...

., soisdimV=neNg

...und isU Teilraum vonV, so giltdimU < dimV mit dimU = dimV gdw.U = V.
...und istM C V Teilmenge, so giltiM| < dimV = (M) #V

...und istM CV Teilmenge, so giltiM| > dimV = Mlinear abh&éngig

...und istM C V Teilmenge, so giltiM| = dimV, (M) =V =- M Basis votV/

o o & w NP

...und istM CV Teilmenge, so giltiM| = dimV, Mlinear unabhangig=- M Basis vorv
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Beweis:

1. Jedes endl. Erzeugendensystem Vaenthalt eine endl. Basis vanh (Folgerung 1, Seite 21), also
dimV < oo,

2. Jede Basis vobd kann man zu einer Basis vah erganzen (Basiserganzungssatz, Seite 21), also

|B'| < dimV = nsowiedimU = n=- |B’| = n. Dann istB’ auch Basis voiv.

3. MCV, M| <dimV=n. Ware(M) =V, so enthielt&M eine Basi8 C M, |B| < dimV, was jedoch
ein Widerspruch zu Satz 2 (Seite 23) ist,RlBasis vorV ist. Also (M) #£V.

4. .. O
Beispiele:

e dim{o} =0, Basis von{o} ist 0.
e dimK"=n,neN, dennB = {ey, ey, ...,ey} ist Basis vorK".

o dimK™"=mn denn{ E;j|1<i <m 1< j<n}istBasis.

Satz 3 (Dimensionssatz) SeiV ein K-VektorraumdimV € Np undUy,U; seien Teilrdume vok. Dann
gilt:
dimU; +dimU, = dim(U1 4+ Uz) 4+ dim(U1 NUy)

Beweis:Sei{uy, ...,uq} Basis vorJ;NUy, d = |B| = dim(U1NU,); es gilt: U1 NUz C U3 AU NU, C Us.
Nach dem Basisergénzungssatz (Seite 21) kann Bnzu einer Basid; von U; und zu einer BasiB,
vonU, ergdnzen. Dann i®; = {uy,...,Uq,V1,...,Vm}, d+ m=dimU;, sowieBy = {u, ..., Ug, W1, ..., Wn },
d+n=dimU,.

Behauptung:B’' = {uy, ...,Uq,V1, ..., Vm, W1, ..., Wn } ist Basis vonU; +U,. Dann sind die Vektoren i’
paarweise verschieden, denre U1 \ U2 Awj € U\ Uy, also|B'| = d+m+-n. Also:

dim(U;4+Uz) =d+m+nAdim(U;NUy) =dAdimUy =d+mAdimU, =d+m = Satz3
Beweis der Behauptung:

e (B)=Ui+Uz={u+U|ueUiAU €Uy}.
d
Seiu+ U € Uy + U, beliebig (d.h.u € U; undu’ € Up). DaB; Basis vorUy ist, gilt: u= ¥ su; +
i=1

m d n
Y tjvj mits,t; € K. By ist Basis vorlJ,, also gilt: ' = 3 sui+ 3 tywi mit s,t; € K. Es folgt:
j=1 i=1 k=1

d m n
u+u = Zl((s +) U+ Y GV Y W E (B') (u,vj,wk €B)
i= j=1 k=1
o . o d m n .n d m
e B'istlinear unabhéngig. Sei= § sui+ 3 tjvj+ ¥ twemit 3 tweeUsund 3 sui+ 3 tjvj e
i=1 =1 k=1 K=1 i=1 i=1
U;.
n d m d
(*) — Zt{(wk: Zsui + )ty = Zs’ﬁui eUinuU;
K=1 i= =1 i=
AuRRerdem gilt:

d n
0= le{ui + 3 tewi (U, Wi € Bp)
is K=1
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Somit istB; linear unabhangigy, = ... =t} = ... =t = 0. Aus (x) folgt:

d m
0= ) SU+ ) tjv;
2302,

mit u;,vj € By l.u.; daraus folgt jedocB, linear unabhéngig, alsg =... =53 =0,t =. ..

O

Beispiel:
V =R3,U; = (e1,e), U = (e, €3). Dann:
U1NUp = (&), Us +U = R3, dimU; = 2, dimU, = 2, dim(U; NUy) = 1, dim(U; +U,) = 3.

25



Kapitel 3

Lineare Abbildungen

3.1 Lineare Abbildungen

Definition 1 (Lineare Abbildung) Eine Abbildungd :V — W heil3tlinear (K-linear), wenrv, W Vek-
torraume ubeK sind (genauer(V, +,-) sowie(W,+, -) Vektorraume) und

1. Additivitat: ¢(v+V) = ¢(v) + (V) fir allev,vV e V
2. Homogenitétp(sv) =s- ¢(v) firallese K,ve V

Die Menge aller lin. Abbildungen vod nachW ist Homk (V,\W) = {¢ :V — W| ¢ ist K — linear}.

Lemmal

1. ¢:V — W (V,W sindK-Vektorraume) ist linear genau dann, wenn firr alé € V undt € K gilt:
d(tv+V)=t-d(v)+(V).
2. Istd : V — W linear, so giltp (o) = o.

Beweis:

1. “=" Aus D1.1 und D1.2 folgt die erste Teilaussage von (1).
“«<" Aus (1) folgten fiirt = 1 undv=V bzw.t =s—1D1.1 und D1.2:

(V) = (s—=1)o(V) +6(V) =td(V) + ¢(V) = d(tv+V) = d((s— 1)v+V) = d(sV)
2. ¢(0) =¢(0-0) =0-¢(0) =0 O
Beispiele:

e VW sind K-Vektorrdume. Die Nullabbildung = 0 definiert durchd : V — W,v+— o ist eine
lineare Abbildung.
e V=W=K,ab,ceK. ¢;: K — K,x—— cxist linear, da
dc(tx+X) = c(tx+X) = ctx+cxX =tex+ X = ted(X) + dc(X)
Dagegen ist) : K — K,x+—— ax+ b nur linear firb = 0.

e VistK-Vektorraumc e K. ¢.:V — V,v+—— cvist lineare Abbildung.

Definition 2 (Basisfolge) (vi)icl (I Indexmengé) heilt eineBasisfolgevonV, wenn
1Dies schlieRt die Basisfolges, ..., vq) ein (wahlel = {1,...,n}).

26
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Lovi#vjflri#j
2. {vi]i €1} ist Basis vorV

Beispiel:

SeiV =R3,g:=(0,...,0,1,0,...,0) €V mit 1 an deri-ten Stelle.(e1, &, &) # (&2, €1, €3) sind Basisfolgen,

(e1,e,€1,€4) ist keine Basisfolge{e, e, e3} = {ey,e1,e3} = {€e1,e, €1, 63} sind zwar keine Basisfolgen,
aber Basen.

Satz 1 Es seierV,W K-Vektorrdume.(v)ic (I Indexmenge) sei eine Basisfolge vdn w; € W seien
beliebige Vektoren iV (i € I). Dann existiert fii € | genau eine lineare Abbildung

vV — W
Vi — (Vi) =w

¢:

“Die Bilder einer Basisfolggv,...,vy) kann man beliebig vorschreiben, und es gibt dann genau eine
lineare Abbildung mit diesen Eigenschaften.”

Stimmen zwei lineare Abbildungein g : V — W auf einer Basisfolge Giberein, so sind sie gleich.

Beweis:

e Eindeutigkeit vond. Seiv € V. damm gibt es eine eindeutige Darstellung Worn der Form

v= 3 sv; mits € K,s # 0 nur fur endlich vield. Ist$ : V — W linear, so folgt, daf3
i€l

D) =3 O(sW) = 3 s0(w) = 3 swi =5 sw fallsp(u) = w

S S e
eindeutig bestimmt ist.

e Existenz vonp. Definiered :V — W,v= 3 sv; — sw;. Beachte dabei, daf@wohldefiniert ist,
i€l
weil die s durchv eindeutig bestimmt sind (Basis-Eigenschaft). Behauptungen:

— ¢(v;) = w; folgt aus Definition.
— ¢ istlinear. Beweis: Sei= S sv;,V = ¥ sVv;,t € K. Dann:
i€l i€l

Otv+V) = ¢(Z(ts +S)vi) = Z(ts +S)wi :tZ(swiHZ(S{Wi) =1¢(v) + (V)

e le

Beispiele:

e V=W=R? B=(e,&). Es gibt genau eine lineare Abbildug R> — R? mit ¢(e1) = wy A
d(e2) = wa.

o V=K™ W=K™! |stAe K™N soistdie Abbildungpa:V — W,x+— Axlinear.
Seig = (0,...,0,1,0,...,0)T € K™ mit 1in deri-ten Zeile. Dann istey, e, ..., &) Basisfolge von
K™ Es gilt:
da(e) =Aq = (ay,...,am)" (diei —te Spalte vor)

Nach Satz 1 (Seite 27) igta die eindeutig bestimmte lineare Abbildugg: K" — K™ mit
d(e) = (agj,...,ami)". Also Hom (K™ K™1) = {pa|Ac K™},
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3.2 Isomorphismen

Erinnerung: Ist ¢ : X — Y Abbildung, so heil3® injektiv gdw. ¢(x) = ¢(X') = x = X, und surjektiv
gdw. Y = Bild ¢ := {¢(x) |x € X }. ¢ heildt bijektiv gdw.¢ injektiv und surjektiv ist (als@¢1:Y — X
mitdpod 1 =idy undp Lo =idy, vgl. 1.1.2, Seite 2).

Definition 1 (Mono-, Epi-, Isomorphismus) Eine lineare Abbildung :V — W heil3tMonomorphis-
mus wenné injektiv ist, Epimorphismuswennd¢ surjektiv ist undisomorphismuswenn¢ bijektiv ist.
V,W heil3en isomorph&-Vektorraume (i.ZV =W oderV = W), wenn es (mindestens) einen Isomor-
phismus) : V — W gibt.

Lemma 1l

1. Istd : V — W ein Isomorphismus, so i$t~* auch linear, also Isomorphismus.
2. Sind$ :V — W, §: W — U linear (bzw. isomorph), so istaudio ¢ : V — U linear (isomorph).

3. = ist Aquivalenzrelation (vgl. S. 4), d.h. reflexiV V), symmetrisch\{ =W = W = V) und
transitiv / @WAW =2 U =V =U).

Beweis:

1. Seiw,w € W unds e K. Da¢ surjektiv ist, istw = ¢ (v) fur einv e V undw = ¢(V) fur einv e V.
¢ ist auRerdem linear, alsp(sv+V) = sp(v) + ¢(V) = sw+w, d.h. ¢~L(sw+w) = sv+V =
sp~L(w) + 6 ~1(w), also istp ! linear (Isomorphismus).

2. Seiv,V €V undsec K.

(@) ¢,y linear= Yo ¢ istlinear.
;I;;E%SHV) = W(O(sv+V)) = W(SH(V) + (V) = SW(®(V) +W((V)) = S(Wod) (V) + (Wo
(b) ¢,y injektiv = Yo ¢ ist injektiv.
Sei(Wod)(v) = (Pod)(V), v,V €V. Dann (dap und¢ injektiv sind):
WO V) =P(d(V)) = ¢(v) =0(V) = v=V.
(c) ¢, surjektiv= Yo ¢ ist surjektiv.
Seiu e U. Day surjektiv ist, gibt es einv € W mit u = Y(w), daé surjektiv ist, existiert ein
veV mitw=¢(v), daheru= (Pod)(v).

3. Zunachst einmal ist immer die identische Abbildueg:V — V ein Isomorphismus, alsé =V,
= reflexiv. Die Symmetrie folgt aus (1), Transitivitat aus (2). O

Satz1 Es sei(vi)ic eine Basisfolge vol (I Indexmenge) und : V — W linear. Dann gilt:

1. ¢ Monomorphismus= (¢ (vi))iel linear unabhéngig ais-Tupel (d.h.¢(v;) disjunkt und{¢(vi) };,
linear unabhéngig) bzwy sd(vi) =o=s5=0(i ).
iel

2. ¢ Epimorphismus= (¢ (Vi))ic; =W

3. ¢ Isomorphismus= (§(v1))ic ist Basisfolge
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Beweis:
1. Esqgilt;
¢ Monomorphismus
< ¢ injektiv
S ov)=¢(V)=>v=V;vV eV
& d(ysvi)=0¢(ySvi) = s=sVie I) s,S €K, s,s5 # 0fir endl. vielei €1
& Zs¢(vi)zzs;¢(vi):>s—q:o> fur allei €1
< OZZ(S—%’)~¢(Vi)=>S—§’:o> fur allei €
< (¢(vi))iel ist linear unabhangig
2. Esqilt:
¢ Epimorphismus
< W=Bildd¢ ={¢(v)|veV} s # 0 nur fir endl. viela € |
={o(Zisv)ls eK}={3isd(v)|s €K}
=(0(Vi))ic|
3. Folgt aus (1) und (2). O

Satz 2 SindV,W K-Vektorrdume und endlich erzeugt, so =W < dimV = dimW. Insbesondere
istV = K", wenndimV =n.

Beweis:

e V=W,V endlich erzeugtyvs, ..., vy) sei Basisfolge voi, n=dimV, ¢ : V — W Isomorphismus.
Nach Satz 1 (3) (Seite 28) i&p(v1), ...,d(vn)) Basisfolge vorw, alsodimW = n=dimV.

e SeidimV =dimW=n. V hat Basisfolgevi, ...,vn), W hat Basisfolgews, ...,w,). Nach Satz 1
(Seite 27) existiert genau eine lineare Abbildgng— W mit ¢(vi) =w;. Nach Satz 1 (3) (Seite 28)
ist ¢ ein Isomorphismus/ =W. O

Definition 2 (Gleichmachtigkeit): SeienB, B’ Mengen, so heieB undB' gleichmachtidi.Z. |B| = |B'|),
wenn es eine bijektive Abbildungy: B— B’ gibt.

Bemerkung: Ist B Basis vorv, B vonW (V,W K-Vektorraume), so gilV W < |B| = |B/|
Beispiel:

IstdimV=ne N (V istK-Vektorraum) und = (v1, ..., vn) Basisfolge vorV, so istgg ein Isomorphismus
mit

\V/ _ Knxl
. X1
LCE V=51 %V — [ 2 ] = ¢s(v) =8 V]
Xn
Allgemeiner: IstB eine Basis VoW, so ist
\Y, — K®

Vel v st —

Isomorphismus.
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3.3 Kern und Bild

Definition 1 (Kern, Bild) Ist¢ :V — W eineK-lineare Abbildung, so ist defern von ¢ definiert als
Kerng ={veVI|p(v)=0}= (o) und dasBild alsBild$ = {$p(v)|ve V }.

¢

Lemmal Istd:V — W linear, so gilt:

1. Kern¢ ist Teilraum vorv und es gilt:

Kerng = {o} < ¢ ist Monomorphismus (injektiv)
2. Bild ¢ ist Teilraum vorW und es gilt:

Bild ¢ =W < ¢ ist Epimorphismus (surjektiv)

Beweis:

1. Seiv,V € Kern¢, s€ K. Zu zeigenssv+V € Kerng.
d(sv+V) =shp(v) + (V) =s-o0+o (weil v,V € Kerng), alsosv+V € Kerng.

2. Esgilt:
¢ injektiv. < d(v)=¢(V)=>v=V v,V eV
& flv—V)=o=v-V =0
s o(V)=o0=>V'=o0 viev
< Kerng = {o}
3. SeiBild$ = {¢(v)|ve V}, zeige, daBild ¢ Teilraum ist. Seien als¢(v),d(w) € Bildd, se K,
dann istsp(v) + (V) = ¢(sv+V) € Bild ¢. O
Beispiel:
SeiAe K™,
Kn><l _ Km><1
ba:

(X, X) T A (Xg, . Xn) T

Kernda = {(X1,....%)" |A- (Xa,....%:)T = o } ist die Losung des homogenen Gleichungssystems mit Ko-
effizientenmatrixA. Weiterhin ist also die Losungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems
Kernda, also ein Teilraum voi"™1,

Satz 1 (Dimensionssatz) IstdimV=n< cund¢ :V — W (dimW < o) eine lineare Abbildung, dann

gilt:
dimKernp +dimBild¢ = dimV

Beweis:SeiB = (v, ...,Vq) Basisfolge vorKernd, dann istd = dimKern. Nach dem Basisergdnzungs-
satz (Seite 21) kann mdhergéanzen zu einer Bad® vonV:

BI = (V17 -5 Vd, Vd+1, "'avn)a n= dlm\/7 |{Vd+la "'7Vn}| =n—-d
Zu zeigen:n—d = dimBild¢, alsoB"” = (¢ (vVg+1),-.-,§(vn)) ist Basisfolge vorBild ¢, oder (1)(B") =
Bild ¢ sowie (2)B” linear unabhangig.

n
1. Seiw € Bild ¢ beliebig,w = ¢(v) fir einv € V, B Basisfolge vorV, alsov= 3 sv;, 5 € K. Es gilt:
i=1

n

w=0(V)=¢ (iisvﬁ = i=ia(l)(vi) = i:;fd)(vi)

dennd(vi) =...=d(vg) =0, Vi € Kernd, 1 <i < d, alsow € (B").
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2. Seisg10(Vat1) + ... +Sd(vn) = 0o mit s € K, zu zeigensg11 = ... =5, =0.
Es qgilt ¢ < § svi> = o, welil ¢ linear ist. DaB = (v,...,vy) Basisfolge vonKern¢ ist, gilt
Siigi1SVi :dg‘j}:lsjvj mit sy, ...,5¢ € K. Demnach gilt also:
n d
0= — SVi+ ) sjvj,alsos =... =9 =-%+1=...= =0

i=d+1 =1

Die Linearkombination der Vektore (v1),...,$(vy)) = B” ist also linear unabhangig. O

Definition 2 (Rang einer Abbildung) Ist$ :V — W lineare Abbildung, so ist ddRangvon ¢ definiert
als
Rgd :=dimBild¢

Folgerung 1 Ist¢ :V — W linear,dimV,dimW < o, so istdimKernp = dimV —Rg f.
Beispiel:

AcK™N & =da, da: K™ — K™ x 1 Ax. Kernd ist die Losungsmenge des Gleichungssystems
Ax= o, also ist die Losungsmenge Vektorraum der DimensierRgda.

Definition 3 (Rang einer Matrix) Ist A e K™" (K Kérper), so ist deRangder Matrix A definiert als
RgA:=Rgpa = dimBildda

wobeida : K™ — KM s Ax.

Beispiel:

RgA:= Rgda := dimBildda, & Einheitsvektoren{e, ...,e,} Standardbasis vak"™?*.

Bild pa = (da(er), ..., da(en)) = (Aer, ..., Atn) = ((aa1, -, 8m) T, ., (@, -, 8mn) | )
Dabei heiB{{ (a11,...,am) ", .., (ain, ...,amn) " } der Spaltenraum voA.

Folgerung 2 SeidimV <o und¢ :V — W linear. Dann gilt:

1. ¢ ist Monomorphismus (injektiv) genau dann, weRgp = dimV

2. ¢ ist Epimorphismus (surjektiv) genau dann, wdtgh = dimw

3. IstdimV = dimW, so gilt: $ Monomorphis= ¢ Epimorphismus= ¢ Isomorphismus

4. ¢ ist Monomorphismus genau dann, wekerng = {o}, also wenrdimKern=0
Bemerkung: Sei f : X — Y eine Abbildung und seieX undY endliche Mengen.f ist genau dann
injektiv (surjektiv), wennX| = |Bild f| (JY| = |Bild f|).
Beispiel:

Es sei die/ die Menge der Polynomfunktionen v@&nachR, also

V:P(R):{f:R%R

n .
dne Ng;ag,...,an € R: f(x) = Z)aix',xeR}
i=

Sei weiterhing : V. — V, f — ' (f’ Ableitung von f) linear. Dann gilt(cf, + f2)' = cf] + f},c €
R, f1, f, € V. Kernd = (po) (wobeipo(x) = 1 = x%), dimKernd = 1, ¢ nicht injektiv, aber surjektiv.
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3.4 Homomorphiesatz

Frage: Seb : V — W. Es ist bekannt, daB_(I)1 (0) = Kerng. Was ist _¢l (w) fir we W?
Beispiel:
V =R2

¢ Y —>V7 (Xay) — (X_yvy_x)
Kerng ={(x,y) eV |x=y},Bildp ={(z —2) eV|ze R}
Vo= (z,0),w=0(v) = (z,—2) € Bild

_<I)1 (w) ={(xy)|0(xy) =w}={(xy) |x—y=z}

={vo+x|xeR?} = {vp+ulucKernd}

Satz1 Ist¢:V — W eine lineare Abbildungw € W mit ¢(vo) = w flr einvp € V, d.h. w € Bild .

Dann ist
-1

5 (W)= {VI0() =w} = {vo+ulue Kemo}

Definition 1 (Restklasse, Restklassenraum)IstU Teilraum vonV so ist furv e V
v+U :={v+ujlueU}

die NebenklasséRestklassevon V nachU. Die Menge der Restklass&fyU := {v+U |veV } heildt
Restklassenrautffraktorraun).

vergleiche hierzu auch/ ) = {[Xm|Xx € Z,me N}; [XJm = {x+2zm|z€ Z }, Seite 5.

Bemerkung: Ist U Teilraum vonV, so sei furv,v €V definiert: v~y V. < v—V € U. Dann ist~y
Aquivalenzrelation und

My ={VeVv—VeU}={v+ulueU}=v+U

Satz2 IstU Teilraum vorV (V istK-Vektorraum), so wird/ /U = {v+U |v €V } zu einenK-Vektorraum
mit (v+U)+ (V+U) = (v+V)+U unds- (v+U) :=sv+U (v,V € U,se K). Die Abbildungmy :V —
V/U,v+— v+U ist dann ein Epimorphismus niternty =U.

Satz 3 (Homomorphiesatz) Sei¢ :V — W eine lineare Abbildung.

1. Dann istkern¢ Teilraum vonV, Bild ¢ Teilraum vonw.

2. IStTt=Tiemy : V — V/Kerng,vi— v+ Kernd, so gilt® : V /Kerng — Bild ¢, v+ Kernp —
¢ (v) ist Isomorphismus undl = o1t

Beweis:

1. Bereits erledigt, vgl. Lemma 1, Seite 30
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2. Wohldefiniertheit vorb:
v+Kerng =V +Kerng < v—V e Kernd < ¢(v—V) =0< d(v) = (V)

"=" bedeutet:® ist wohldefiniert, “=" bedeutet:® ist injektiv. Offensichtlich ist® surjektiv, also
bijektiv. Uberprifung der LinearitatyV' € V,s¢c K):
®(s(v+Kerng) + (V +Kerng)) = d(sv+V +Kernd)

O (sV+V) = sh(v) + (V)
sb(v+Kernd) + ®(V +Kernd)

O
Folgerung 1
1. IstU Teilraum vonV, dimV < e, dann gilt:dimV/U = dimV —dimU.
2. Jeder Teilraum eines Vektorraums ist Kern einer linearen Abbildung.
Beweis:

1. Sei¢ :V — W eine lineare Abbildung. Nach Dimensionssatz gilt dashim Kern +dimBild$ =
dimV. Wende diesanmii=1y :V —V /U,v— v+U. DannistBild y =V /U undKernty =
{veV|lv+U=0+U}=U.

2. UistKernvonry :V —V/U O

3.5 Rang einer Matrix

Definition 1 (Zeilenraum, Spaltenraum) SeiA = [a;;] € K™". Dann ist deZeilenraumZR(A) (Spal-
tenraumSRA)) definiert als:

ZR(A) = <(a11,a127~-7aln)7~~~7(aml7am2w~7amn)> S len

ai1 ain
SF(A):=<[ : ][ ; ]><Km“
am1 Amn

Satz1 IstA=[g;] € K™", soqilt:

1. RgA: dim SF{A) =dim <(a11,a21, ...,am1>T, . (aln,aZn, . amn)T>
2. Der Rang vorA &ndert sich nicht bei elementaren Spaltenoperationen.

3. Der Rang vorA &ndert sich nicht bei elementaren Zeilenoperationen.
Beweis:

1. Seipa: K™ — K™ x+— Ax Dann:
RgA=dimBildpa = dim{pa(e1),...,da(en)) = dim(Aey,...,Ae,) = dimSRA)

2. Gilt nach Lemma 2, Seite 22.
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3. Betrachte das Gleichungssystam= 0. Das Gleichungssystem hat die LésungsmengeKernda.
L andert sich nicht bei elementaren Zeilenoperationen, daher gilt, séffawrf A durch elementare
Zeilenoperationen entstelernd = Kernda.
Nach dem Dimensionssatz dimKernd, = n— RgA unddimKernpa = n— RgA alsoRgA =

RgA O
Beispiel:
17 3 V3 m 1+i e 00 0 10 O
Rg| 1 i v2 0 3 17| =Rg|1 i v2 0 3 17
i e V3 0 5 16 | i e V3 0 5 16
[0 0 0 1 0 0
=Rg| 1 i V2 0 3 17
| 0 e+1 V3-v2i 0 5-3i 1617
0 00100
=Rg|1 0 0 0 0O
|01 0000
=dim(e;,e3,€1) =3
Satz 2

1. Jedemx n-Matrix A € K™" K Korper, kann man mittels elementarer Zeilen- und Spaltenoperatio-
nen auf die Form

1 .. 00 .. O
0 :
: 1 : :
0O 0 00 .. O

|0 0 0 0 .. 0]
bringen, wobei in der “Hauptdiagonalen= Rg AEinsen sind.

2. IstZR(A) = ([a11,..-,@n); -+, [@m1, ---,@mn]) der Zeilenraum vor, so istdimZRA) = dimSRA) =
RgA(Zeilenrang=Spaltenrang).

Beweis:In Kapitel 1 wurde bereits bewiesen, daf? man durch elementare Zeilenoperationen dieAMatrix
auf Stufenform bringen kann (vgl. Seite 9). Diese Matrix in Stufenform ha&iRe sei die Anzahl der
“Stufen”, beachte: die ersteriZeilen vonA' sind linear unabhangigimzZRA') =r.
Durch Anwendung von elementaren Spaltenoperationen enfsteéhtder in Satz 2 (1) gegebenen Form.
Es gilt dann:

RgA=RgA =r

3.6 Hauptsatz Uber lineare Gleichungssysteme

Satz 1 (Hauptsatz uber lineare Gleichungssysteme)

1. Ein homogenes lineares Gleichungssystem: o mit A € K™" hat eine Lésungsmengs, die ein
Teilraum vonK™? ist mitdimLo = n— RgA
Insbesondere h#x = o nur die triviale L6sung = o gdw. n=RgA
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2. Das GleichungssysteAx= b mit Ac K™", b c K™ st genau dann Iésbar, weRg A= Rg[A, b],
wobei[A, b] die erweiterte Matrix ist.

3. Istv; € K™ Lésung vonAx= b (d.h. Av; = b), so ist die gesamte Lésungsmenge Yon= b die
Restklass®1 + Lo = {v1 +V|veE Lo}.
Insbesondere gilt: 1shx = b eindeutig lI6sbar, so mufang A= n sein.

4. Istm< n, so gilt; IstRgA=n, dann istAx = b eindeutig I6sbar.

Beweis:

1. Lo ist der Kern vora : K™1 — K™<1 x+— Ax Also istLg als Kern einer linearen Abbildung ein
Teilraum vonK™?!, Dann gilt (1) nach dem Dimensionssalim Lo+ dimBildpa = dimK"™1 =n
mit dimBildga = RgA

2. Esqilt:

Ax= bist l6sbar < b € Bild o = SRA)
< SRA)=(SRA),b) & RgA=dimSRA) =dim(SRA),b) = Rg[A,b]

N ., -1
3. Die Loésungsmen ist
gsmengey ISt ¢ (b)

4. RgA< RgA,b] < m, daRgA,b) = dimSRA, b] < K™, IstRgA=n, m< n, dann:

, also die Restklassg + Lg (Satz 1, Seite 32).

n=RgA<Rg[Ab] <m<n= n=RgA=Rg[A,bj=m=n

Weiterhin folgt ausRg A= Rg[A, b}, daBAx= b I6sbar ist. O

Beispiel (van-der-Monde-Gleichungssystem):

1 % X3 .. X
SeiK Korper, X, ..., %n € K, A=Ay o= 1| - - - . - € K™ (van-der-Monde-Matrix).
1 X X2 X\
\Voraussetzungxo, ..., X, paarweise verschieden. Dann:
[ 1 0 0 0
RgA —Rg 1 X=X X XX xQ—x.oxg’l
I 1 %% X2 v xﬂ—x.oxn”*1
1 0 0 0
_Rg| 0 (%) xlba—x) . XH0a—X)
L0 (Xi—X%0) (¥ —X0) - X3 H(Xn—Xo)
1 0 0 .. 0
_Rg 0 1 X xg.‘l
(01 % .. Xt
Der rechte untere Teil der Matrix ist nun wieder eine van-der-Monde-Matrix, also:
1 ... 0
=..=Rg| . .. . | =n+1
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ao
Folgerung: Das Gleichungssystemy, ., [ : ] = o ist nur trivial I6sbar. Also:
an

a + Xa + ... + Xgan = 0
: : : = a=...=a,=0
a@ + Xar + ... + Xjan = 0

Satz 2 Ist f : K — K eine Polynomfunktion hochstemsten Grades, d.h. gibt &,a;,...,a, € K mit
f(x) = 3o Xai, so hatf hochstens Nullstellen oderf (x) = Q ist die Nullfunktion.

Beweis:Angenommenf hétte die paarweise verschiedenen Nullstellgn., x, € K, alsof (xj) = z{‘:oaix‘j =
Ofur j =0,...,n. Dann folgt (nach der van-der-Monde-Matreg = ... = a, = 0, d.h. f(x) = 0.

Satz 3 IstK Kérper mit|K| > n, so sind die Polynomfunktiongp : K — K,x— x' (0 <i < n) linear
unabhangig, genauefp; |0 <i < n} ist linear unabhéngig.

n
Beweis:Angenommen,y a;p; = 0, 8 € K. Wahle inK paarweise verschiedene Elemerge..,x, € K
i=0

n .
(Beachten verschiedene Elemente nur, widl| > n!). Setze nacheinander i aix'j = 0Xg, X1, ..., Xy €iN.
i=0
Dann (j =0,...,n):
n .
%ax‘] :o:} aO:"’:an:O
i=

3.7 Matrix einer linearen Abbildung

Sei¢ : V — W eine lineare Abbildung. SeB = (v, ...,v,) Basisfolge vorV und B’ = (wx,...,Wn)
Basisfolge vorW. Nach Satz 1 (Seite 27) igt vollstandig bestimmt durch(v;) fur j=1,....,n. DaB’
Basisfolge vorW ist, gibt es eirajj € K mit §(vj) = S, ajw; (j = 1,...,n) eindeutig bestimmt.

Definition 1 (Matrix einer linearen Abbildung): Sei¢ :V — W eine lineare Abbildungy,W K-
VektorrdumeB = (v, ...,V,) eine Basisfolge voiv undB’' = (wx,...,wy) eine Basisfolge voltV. Seien
aj € K so gewéhlt, da(vj) = S, ajwi (j = 1,...,n). Dann heif3t die Matrix

pds =& [¢]e = [a;] € K™
Matrix der linearen Abbildung bezlglich der BasenfolgeBiundB'.

Merke: In den Spalten vory [¢] g stehen die Koeffizienten der Bilder der Basisvektoren Bdreziiglich
der BasiB'.
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KB

V N Kn><1

ol 1 oa
W o — Kmxl

Kg
Abbildung 3.1: Beziehungen unter den linearen Abbildungen.

Beispiele:

e AcK™N pp: K™ — K™ x— Ax B= (ey,...,e,) Standardbasis voi"*1, B = (fy,..., fm)
Standardbasis vOK™. pa(ej) = A-ej = (aj,...,amj)" = 34 &j fi fur j = 1,...,n, also:

e V =(sincog <RF, ¢:V —V, f— f' Ableitung.
B = B’ = (sin,cos) Basisfolge voV/, ¢ (sin) = Osin+ 1cos= cos ¢(co9 = —1sin+ Ocos= —sin,

0 -1
. 2x1 X
e p:R—R 7x»—>(_x),
B = (1) Basisfolge vorR, B’ = (w; = (1,—1)T,w, = (1,0)7) Basisfolge vorR?*?,
1
2o = g |
Bezeichnung:Ist B = (v1,..., V) Basisfolge vorV. Dann ist
\V/ N Kn><l
KR : a
B v= z?zlajvj — : | =kg(v) =gv= 3]V
an

Kg ist Isomorphismus.

Satz1 Ist¢:V — W eineK-lineare Abbildung und sinB = (vi,...,v,) undB’ = (wy, ..., wn,) Basisfol-
gen vonV bzw. W, so gilt fir beliebigev € V:

gld(V)]=gd]s BV
d.h. firA= g [6]g € K™" gilt Ky 0 = daoKg, vgl. Abb. 3.1.

Beweis:g [¢] s = [&;] € K™" bedeuteth(vj) = 30 &jwi, v= 31 Xjvj, d.h.
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Also:

Folgerung 1 Rgd = Rgg [0] 8, dennkg (Bild $) = Bild ¢, also:

Rg¢ = dimBild$ = dimkg (Bild ¢) = dimBildpa = RgA
Satz 2 Seieny:U — V und ¢ : V — W lineare AbbildungenB = (uy,...,uyn) Basisfolge vorlJ,
B = (v1,...,Vn) vonV undB” = (wy, ...,wp) vonW. Dann:

g [dol]s =g [0]p - [WB

Beweis:B/ NJ] B = [a,] =Ac Kn><m’ B/ [q)] B = [Cij} =Ce prn, B [q)oljJ] B= [d”} =De¢ prm, llJ(UJ) =
Y1 &jVi, O (Vi) = 3_ Ckwr. Dann:

@eww) —owu)-o(am) -5 aem
:E ajj - ECIiWI = § <_n aijCIi>WI
|:pl " 1=1 1=1 \i=1 D
=3 3 (Giaj)w = 3 [CAjj-wi = 5 dij-w
1I=1i=1 =1 =1
alsoD =CA O

Folgerung 2 B = (v, ...,Vn) Basisfolge vorV/, B’ = (wx,...,w;,) Basisfolge vorV. Dann gilt mitP:
B [Idv] B, Q =B [Id\/] B-

lidv]s=En=P-Q=Q-P=pg|idv}g

Satz 3 Sei¢ :V — W eine lineare AbbildungB und B’ Basisfolgen vorv/, C undC’ Basisfolgen von
W. Dann:

c[¢lg = clidwlc - c[dle - slidv]e
Beweis:zweimalige Anwendung von Satz 2. O
Beispiel:

V= RZ, ¢ Y HV? (X7y) I (7% + %yv %X+ %y) linear

B=(e1,&)

0(e1) =0((1,0) = —Fer + fe 33
Ble2) = 6((0.1)) = Zen + 1o ;sB”’]B‘[ g ﬂ
B =(v1=(1,2),v,=(1,-1))

d(vi) = 0((1.2) =& 1 0
Bvz) = H((L 1)) — —e, ~ &[0er = { 0 1]
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3.8 Algebra der linearen Abbildungen

Satz 1 SindV,W Vektorraume UbeK, so istHomV,W) = {¢ : V — W/|¢linear} ein Teilraum von
Abb(V,W) =WV (Vektorraum aller Abbildungen vod — W).

Ist B = (v1,...,Vn) Basisfolge vorV, B’ = (wx,...,wWy,) Basisfolge vorw, so ist

U= olis : HomV,wW) — K™N
BHe ¢ — g[fle
ein Isomorphismus voK-VektorrAumen. Insbesondere ésmHon{V,W) = mn

Beweis:

e Zu zeigen:Hom(V,W) ist Teilraum

1. Hom(V,W) enthalt trivialerweis®:V — W,v+— o.
2. Seienp,p € Hom(V,W) unds e K. Zu zeigen:sp + € HomV,W), s + ¢ :V — W linear.
(Sh+W)(tvi+Vv2)  =sh(tve+ Vo) + W(tvy+ Vo)
= S(td(v)) +¢(v2)) +th(ve) + P(v2)
=t(sh(v1) +W(v1)) +59(v2) +W(v2)
=t((sp+W)(v1)) + (8P +W)(v2)

e Zu zeigen:ist IsomorphismusR, B, pwie in Satz 1), als@ (1) ist linear, (2) injektiv, (3) surjektiv:

1. Seienp, € Hom(V,W), se K. Zu zeigen:u(sp + P) = sp(d) + p(w)
Seip(d) = gds = [aj] € K™ (d.h. ¢(vj) = T ajw) undp(P) = g P = [cij] € K™,
d.h.g(vj) = Eﬂlcijwi.
m m
(Sp+W)(v))  =sh(vj) +W(vj) =53 ajwi+ 3 cjw
i= i=
=3ly(saj+cjw =g[sd+uls
= g[aj] +[Cij] =sH) + (W), alsou linear
2. ¢ e Kernpbedeuteto =p(¢) = g [¢]s. d.h.¢(vj) =0 €W, alsop = 0. DemnachdimKern p=
0, Hinjektiv.
3. SeiA = [gj] € K™" beliebig gegeben. Nach Satz 1 (Seite 27) gibt es (genau) eine lineare
Abbildung¢ : V — W, $(vj) — S aijwi, j =1,...,n.
Dann ist nach Definitiop(¢) = g [¢] 8 = A, d.h. pist surjektiv. O

Definition 1 (Endomorphismus) IstV ein K-Vektorraum, so isEnd(V) = Hom(V,V) und die Abbil-
dungen inEnd(V) heiRenEndomorphismen

Satz 2 IstV einK-Vektorraum, so istEnd(V),+,0) mitveV und
T (@+P)(V) =0 (V) +P(V), o (dow)(v) =d(Y(V))
ein Ring mit Eins { = idy).
IstB= (v1,..., V) Basisfolge vorv sowieps = gpg : End(V) — K™" ¢ — g [0] g €in Ring-Isomorphismus,
d.h. pg ist bijektiv und furA, A" € End(V) gilt:
LN = W) (V)
2. PAoN) = p(A) - HN)
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Definition 2 (assoziative Algebra) Ist K Kdrper, so ist einassoziativeK-AlgebraA ein K-Vektorraum
(A4, ) mit+:AxA— A, - : K x A— Aund mit zusatzlicher Multiplikation

AXA— A (ad)—a-d
so dalyA, +,-) ein Ring ist und fur alls € K, a,a € Adgilt:
s-a-d =(s-a)-d =a-(s-d)
Beispiel:
e V seiK-Vektorraum, dann isEnd(V) eineK-Algebra.
e IstK Korper, so iskK™" fiir n € N eineK-Algebra.

e Cist eineR-Algebra, einR-Vektorraum, ein Korper.

3.9 \olle lineare Gruppen

Definition 1 (Gruppe) Eine GruppeG ist eine Menge zusammen mit einer Verkniipfungs x G —
G, (a,b) — aocbmit

1. (G1) Assoziativitat{aocb)oc=ao (boc), a,b,ce G
2. (G2) Neutrales Element: Es gibt e G mitace=eoca=afiralleac G.

3. (G3) Inverses Element: Fiir ale= G gibt es eind e Gmitaca =a oca=e.

Definition 2 (Monoid) Erfillt eine MengeG nur die Eigenschaften (G1) und (G2) einer Gruppe, d.h.
besitzt sie nicht unbedingt ein Inverses der Multiplikation, so hg&3¢) Monoid

Beispiele:
e Ist(K,+,-) ein Ring, so is{K, +) eine Gruppe
e Ist(K,+,-) ein Ring mit Eins, so istK, -) ein Monoid
o Ist(K,+,-) ein Kérper, so istK \ {0}, -) eine Gruppe

Lemmal Es sei(G,o) ein Monoid. Dann gilt:

1. Es gibtinG nur ein Elemene mit der Eigenschaft (G2)

2. Gibt es zua € G Elementex,y € G mit ax= e =ya, so istx=y =: &. a heilt dann invertierbar.
Insbesondere ist iiG3), falls G eine Gruppe is& eindeutig durcta bestimmt.

3. Sinda, b € G invertierbar, so giltacbist invertierbar undacb)’ =b'od
Beweis:
1. Habe€' € G hat auch die Eigenschaib € = € ca=aflirac G. Dann:¢ =eoc€ =e.
2. aox=-eundyoa=-e Danngilt:Xx=eox= (yoa)ox=yo(aoXx) =yoe=y
3. Es seiem, & € Ginvertierbar undio @ = e sowiebob’ = e. Dann:
(aob) = (aob)o (b’ ca) =ao(bob')od =acd =e=bob=bo(adca)ob= (b od)o(aoh)
O

Bezeichnung:In einem Monoid(G, -) schreibt mara—? statta’ und in einem MonoidG, +) schreibt man
—astattd, fallsa € G invertierbar ist.
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Folgerung 1 Ist (G, o) ein Monoid, so isG* = {a € G|ainvertierbar} eine Gruppe.

Definition 3 (Volle Lineare Gruppe) Fr einen beliebigen VektorrauvhseienGL(V) undGL(n,K) mit
K Korper,n € N definiert als

GL(V) ={¢ € End(V) |¢pist bijektiv} bzw. GL(n,K) = { A€ K™"|RgA=n}.

Satz 1

1. (GL(V),0) ist Gruppe (“volle lineare Gruppe auf’, engl. “general linear group”).
2. GL(n,K) ist Gruppe (“volle lin. Gruppe vom GrauuberK”) mit Matrixmultiplikation.

3. IstdimV=nundB = (vi,...,V) Basisfolge vorV, so ist

CGL(V) — GL(nK)
"9 —  sl0ls

ein Isomorphismus von Gruppen, djhist bijektiv undu(¢ o ¢’) = p(¢) o u(¢’).

Lemma2 IstAe K™ Ce K™P dann gilt:Rg(A-C) < RgAundRg(A-C) < RgC

Beweis:

Rg(AC) dimBilddac = dim {pac(x) [x € KP*1 }

dim {¢a (dc(x)) [x € KP*1} < dimBildpa = RgA

Analog mitRg(AC) < RgC O

Satz 2 Aquivalent sind firr eine MatriX € K"<"

1. RgA=n(d.h.Ae€ GL(n,K))

2. Aistin K™ “invertierbar”, d.h. es existieA 1 e K™"mitA-A 1=A1.A=E,
3. Es gibt einX € K™ mit A-X = E, (aus Lemma 1 folgtX = A~1)

4. EsgibY € K™"mitY-A=Ep (aus Lemma 1 folgty = A1)

Beweis:folgt aus Lemma 2. O
Frage: Wie findet man z\A € GL(n,K) dasA~! bzw. wie findet man zé ein X mit AX = Ep?

Die j-te Spalte vorX = [;j] ist Losung vonAx = e; (g; ist j-te Spalte vorEy). Also sind die folgenden
Gleichungssysteme zu losen:

X11 Xin

Ax = e; ergibt , ..., AX= &, ergibt

Xn1 Xnn

Das heif3t, mit elementaren Zeilenoperationen ist die erweiterte Matey auf Stufenform zu bringen.
Um nunA-1 zu berechnen, bringt man die Matfi| E;] € K™2" auf die FormE, | X]. DannistX = A~L.
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Eine elementare Zeilenoperation erhélt man auch durch Linksmultiplikation mit elementaren Matrizen der
folgenden Formen:

1. Ujj(s) ensteht, wenn man i, ein Elemenuyy (X #y) in einséndert.
2. Bj ensteht, wenn man i, die Zeileni und j vertauscht.

3. Dj(s) ensteht, wenn man i, ein Element; durchsersetzt{1 <i <n).

IstRgA=n (d.h.A € GL(n,K)), so gibt es elementare Matrizéfy, ..., M; mit

M. oMy -Mp-A=E, & A1 =M-...-Mp-M;

Folgerung 2 Jede MatrixA € GL(n,K) ist ein Produkt von elementaren Matrizen.
Es folgt weiterhinA=t = M- .- ML,

Beachte:Die Inverse einer elementaren Matrix ist eine elementare Matrix:

Uij(s) "t =Uij(—9); B = Rj; Di(s) * =Di(s ), s#0



Kapitel 4

Determinanten

Ziel: Wir wollen eine Abbildungdet: K™" — K einflihren mit

det(A-B) =det(A)-det(B), det(E,) = 1, RgA< n= det(A) =0

Dabei sollK ein kommutativer Ring sein.

4.1 Permutationen

Definition 1 (Permutation) Ist Q eine Menge, so heil3t eine bijektive Abbilduog Q — Q einePer-
mutation

SymQ) = {o:Q— Q|obijektiv}
S = Symi{l,..,n})

Ein o € §, kann man durch eine Wertetabelle angeben:

(i )=

Beachte:jy, ..., jn mlssen paarweise verschieden sein.

Bemerkung: (Syn{Q), o) ist eine Gruppe(S, o) ist diesymmetrische Gruppauf Q vom Graden. Es gilt:
|Si/=n'=1-2-....n.

Definition 2 (Zyklus) Ein o € S, heilt eink-Zyklus wenn edy,io,...,ix € {1,...,n} paarweise verschie-
den gibt mit

o(i1) =ip; o(iz) =i3; 0(i3) =4; ...; o(ix) = i1
undo(i) =i furi & {i1, ..., ik}

Definition 3 (Transposition) Ein 2-Zyklus hei3tTransposition

Beispiel:

. 1 2 3 456 7 89 .
Seio = 8 153409 7 2 6)' Es gilt: 0(1) = 8,0(8) = 2,0(2) = 1; 6(3) =5,0(5) =
4,0(4) =3,0(3) =5sowiea(7) = 7undo(6) = 9,0(9) = 6. Somit IaRt sicto schreiben alg = 610020
03004 = 01002003 Mito; = (1,8,2), 02 = (3,5,4), 03 =(6,9), 04 = (7).

43
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Bezeichnung:Die Schreibweise = (i1, iz, ...,ik) bedeuteto(i1) =ip; 0(i2) =is;...;0(ik) = i1 unda(i) =i
fari & {i1,...,ix}-

Definition 4 (Ziffernfremdheit)  Zwei Zyklen(j, ..., jk) und(is, ..., ;) heiBereiffernfremdwenn{ji, ..., jx} N
{i1,...,ij} =0.

Satz1l Jedew € S,...

1. ...ist ein Produkt aus ziffernfremden Zyklen.
2. ..kann man als Produkt von Transpositionen schreiben.

3. ...kann man als Produkt von Transpositionendds2), (2,3),...,(n—1,n)} schreiben.
Beweis:

1. Induktion nach der Anzaldder Nichtfixpunkte voro.

(a) k=0: Dannistc =id = (1) ein 1-Zyklus.

(b) k> 0: Es gibtj € {1,...,n} mit o(j) # j. Setzeji := |, j2:=0(]), ja = 0°(j) = o(a(j))
u.s.w.,r =min{i|c'(j) € {j1,..., ji} }. Behauptungo'(j) = j1.
Beweis: sonst ware'(j) = jy mit2 <1 <r. Dann:o"1(j) = ji_1 € {j1,...,Jjr} . Dies ist
jedoch ein Widerspruch zur Minimalitat von
Setzeo1 = (j1, ]2,y jr)- 01_100 hatr Fixpunkte mehr al®. Nach Induktionsannahme ist

01100 = 020...00y Mit ziffernfremden Zykleroy, ...,om. Also:
0=010...00m
2. Nach (1) geniigt es zu zeigen: jettefyklus lafRt sich als Produkt von Transpositionen schreiben:
(J1,-- k) = (J1, J2) o (J2, J3) © - 0 (Jk—1, Jk)
3. Nach (2) genugt es zu zeigen j):
(i,)=(@,i+1)o(i+1,i+2)o..0(j—1j)o(j—2,j—21)o..o0(i,i+1)

Definition 5 (Signum einer Permutation) Isto € §,, so istsgno definiert als:

sgno = M €Q
1<i<j<n 17
Beispiele:
e sgnid=1
e 0=(1,2). Dann:
e Esqilt:
=1
—_—
sgno = HT:Z%?(D'HT:3%?(D'H3Si<an G(I)i:?m
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Satz 2

1. Es gilt:sgn(o1 0 02) = sgnoy - sgno»
2. sgm = —1 falls T Transposition

3. sgno = (1)K~ falls o eink-Zyklus
4. sgno € {1,-1}

Beweis:

1. sgn(olooz):ﬂlgiﬂgr,% ﬂl<,<1<n%](> Durchlauft{i, j} alle 2-elementigen

Teilmengen vor{1,...,n}, so auch{g,(i),o02(j)}. Beachte:

o(i)i _?(j) = G(jj? :io(i) , alsosgno = {ﬂ}c@l_f(” = sgn(01002) = SgNO1 0 SgNO3

2. Esset = (i,]), i # j. Wahleo € S, mit o(i) = 1, o(j) = 2. Der Zykluso~o(1,2)00 = (i, )
Uberfihrti in j (und umgekehrt) sowie alle anderen Ziffern in sich selbst. Nach (1) gilt, dafl3

-1 -1

sgn(i, j) =sgno™"-sgn(1,2) -sgno = (—1)-sgn(c”~o0) = (—1)-sgnid= -1

3. Isto = (j1,..., jk) €ink-Zyklus, dann iso = (j1, j2) o...o (jk-1, jk)-
Also gilt nach (1):sgn6 = sgn(js, j2) - .. - S9N k-1, k) = (—1)¥

4. Folgt aus (1), (2), Satz 1 (Seite 44). O

Definition 6 (gerade Permutation) o € S, heif3t einegerade Permutatiorwennsgno = 1. Die Menge
aller geraden Permutationéq = {0 € S,|sgno = 1} hei3talternierende Gruppe

Folgerung 1 A, ist eine Gruppe. Fim > 2: S, = A U (ToAy), T Transposition.

Beweis: 01,02 € Ay = sgn(o1002) = 1, also(01002) € Ay. 0100, =id = sgn(o;?) = 1,07t
An, id € An. Isto € §,\ Ay, dannsgno = —1. T Transpositionsgnt = —1, alsosgntoo) = (—-1)(-1)=1.
(]

Folgerung 2 |Aq| =%, weil |Ay| = [To Ay

4.2 Determinanten

Geometrische Motivation in R? Fir v,w € R? sei A(v,w) der orientierte Flacheninhalt des veyw
aufgespannten Parallelogramms. Eigenschattenw € R?, s€ R):

1. A(svyw) = sA(v,w) sowieA(v,sw) = sA(V,w)

2. A(u+v,w) = A(u,w) + A(v,w) sowieA(u,v+w) = A(u,Vv) + A(u, w)
3. A(v,v) =0undA(er,e) =1

4. A(v,w) = —A(w,v) da

0=A(V+wW,v+w) =A(V,V) +A(V,W) + AW, V) +A(W,w) < A(v,w) = —A(W,V)
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Hierdurch istA : R? x R? — R eindeutig bestimmit.

A((a,b)T,(c,d)T) =A(ae +bey,ce +de)
= A(ae;,ce) +Aae,de) + Albey,ce ) + Albe,dey)
= acA(ey,er) +adA(er,e;) +bcA(ez, €1) + bdA(ey, €2)
=ad—-bc

Definition 1 (Determinantenform) SeiK ein kommutativer Ring mit Einsp € N, V = K™, Eine
Abbildung
D:Vx..xV—K

(wobeiV n-mal verknlpft wird) heiBDeterminantenforpwenn
1. D(V1,...,SM+ V), ..., Vi) = SD(V1, ..., Vi, ooy Vi) £ D(Ve, .., VL V) (= 1,...,n, vi, v € V), d.h. D soll
als Funktion desten Arguments linear sein
2. D(vq,...,Vn) = Ofalls es eini # j gibt mitv; =v;

3. D(ey,...,&) = 1 wobeig = (0,...,0,1,0,...,0)T € V mit der Eins in dei-ten Zeile.

D:V x..xV — Kmit (1) und (2) hei3t auch “alternierende Multilinearform”.

Lemmal IstD:V x...xV — K (V nrmal verknupft) eine Determinantenform, so gilt:

1. D(V1,...,Viy ooy Vj, ooy Vi) = —D(Va, ..,V oo, iy o, Vi)

2. D(Vg(l), -.-7V0'(n)) = 8(0) . D(V]_,...,Vn) firoe &
_J 1eK falls sgno=1cQ
unds(c)_{ —leK falls sgno=-1€Q

3. D(V1, -, Vi + 34 SjVjs -, Vn) = D(V1, ..., Vi ..., Vi)
Beweis:

1. Esqgilt:

0 =D(Vi,.,Vi+Vj,.,Vi +Vj,.,Vn)
=D(v1,., Vi, ., Vi, .,Vn) + D(V1, ., Vi, ., Vj, ., Vn)
+D(V1,.,Vj, Vi, ., Vn) + D(V1,.,Vj, ., Vj, ., Vn)
also 0=D(V1,...,Viy .., Vj,ees V) + D(Va, ..., Vi, oy Vi ooy V)
& D(v1,...,Vi,..yVj, oo, Vn) = —=D(V1, ..., Vj, . Vi, oo, Vi)

2. In (1) gezeigt: Ist = (i, j) Transposition, SO idD(Vy(1), -+, Vgn)) = —D(V1, ..., Vn)-
Isto € S,, so kann man nach Satz 1, Seite 44, schreibeaT;0T20...0T.
Induktion nachm:

(&) m= 1: siehe Teil (1)

(b) m> 1L 12 =...=1Tm=0". Dann:D(Vy(1), -, Vo(n)) = D(Vey(0'(1))> > Van(a'(n)))
Nach (1) gilt:... = —=D(Vg(1), -+, Vo'(n) ), NAch Induktionsannahme: = —&(a’)-D(V1, ..., Vn).
Weiterhin:sgno = sgnt; - sgno’ = —sgno’, €(0) = —&(d’), also insgesamt:

D(Vg(1)s s Ve(n)) = --- = €(0) - D(V1, ..., V)

(€) D(Va, Vi + 3 4 SjVjs--sVn) = D(Ve, o, Vi oo, V) + 3 2 SD(Va, o, Vs oo, Vs ooy V)
Die Summey j; ... ist aber Null, da irD zwei Argumente gleiclj sind. O
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Satz 1 (Existenz und Eindeutigkeit der Determinanten) Es seiK ein kommutativer Ring mit Eins und
n € N. Dann gibt es genau eine Determinantenform

DK™ x K™ K

aj

und es gilt firvj = e K™, j=1,..n D(v1,...,Vn) = Yses,£(0) - 8g1)1 - --- - Bg(nn WObei

anj
£(0) = leK falls sgno=1cQ
T —1leK falls sgno=-1€Q

Beweis:

1. Eindeutigkeit:
n
Seivj = 5 ajjg, j =1,...,n. VoraussetzungD ist Determinantenform. Dann gilt:
i=1

n n
D(Vlavan) = D(ZailaaVZa"wvn) = Z aill' D(QJ_;V23V37"'7VFI)
i= i1=1
n n
= Z Z aill'ai22'D(317327V37-~-avn)
i1=1i=1
n n
= Z Z [@,1-...-@n-D(ay,....a,)]
i1=1 ip=1

D(e,,....&,) ist jedoch Null, falls{iy, ...,in} # {1,...,n}. Ist dagegeriz, ...,in} = {1,...,n}, so ist

c:( .1 - N )esqund es gilt:
|]_ |n

D(ey,--€,) = D(€y(1); -+, €o(n)) = €(0) - D(€1, ..., n) = €(0)

2. Existenz:
Wir definierenD : K™ x ... x K™1 — K durch

D(v1,...,Vn) = 2&8(0) “8g(1)1 " -+ " 8g(n)n
o<

Zu zeigen: Dann gilt (1),(2),(3) (Definition 1, Seite 46).

(@) D(V1,....,SM+V],...;Vn) = 5 [e(o)~a0<1>1~...-(sao(i)i+agi i)+ Ag(nn]
o%s, (i)
=sD(V1, ..., Vi, ...,Vn) + D(V1, ...V, ..., Vn)

(b) Seivi =v;jfiiri# j. DaS, =AU (AqoT) gilt:
D(V1,...;Viy ooy Vi, ooy Vi)

8p(1)1" -+~ @p(m)n

pe
(=1)-@p(e())1 -+ Bp(x(i))i -+ * Bp(x(}))j * -+ * Bp(x())n
pE
= o)1 - 8pmn = D 8p(t(1))1" -+ Fp(t(n))n
pe pe
— 0

(c) D(ey,....,en) =1 O
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Folgerung 1 Aus (1) und (2) folgt:

1. D(Vg(1) - Vo(n)) = €(0) - D(V1,...,vn) Mito € §,

2. D(V1, -, Vi + 3i%) SVjs -, Vn) = D(V1,...,Vn)

Definition 2 (transponierte Matrix) IstA € K™, so seiAT € K"™™ definiert durch(AT)jj := (A)ji. AT
heif3t die zuA transponierte Matrix

Beispiel:

1 2 3 1 2 31"
_ T _ _
A[4 5 6}’A{4 5 6] =

Satz 2 Esgilt firAc K™": det A" = detA

Beweis:A = [a;] € K™". Dann:
detAr = ;8(0’) . alo-(]_) Ceeet ang(n) = Z 8(0'_1) . ao-—l(l)l Ceee ao-—lm)n =detA
oc 0 €S

O

Satz 3 (Cramersche Regel) IstA= [a;;] € K™" unddet Ain K invertierbar, so hat das Gleichungssystem
Ax= b fiir b € K™ genau eine Lésungxs, ...,%,)" und es gilt:

- det[al, "'7ai—lvb7ai+17"'7an]
' detA

Folgerung2 A e Z™" det A= +1. Dann hatax= b eine eindeutige ganzzahlige Lsung.

Korollar zu Satz 1 Ist® : K™ x ... x K™1 . K “alternierende Multilinearform”, d.h. es gelten (1)
und (2) aus der Definition 1, Seite 46. Dann ist

d=c-D
mit c = P(ey,...,en).
Beweis:
®(v1,...,Vn) Anwendung Satz 1
n n 1 n
= 2 1ai11"~"ainn'q>(al?'“7an) (D(ei]):Ofa”SG:( il in > gsﬁ
i1= in=
= > ail~...-ain-q>(eo<il)-...-eg(in>)~£(0)
geS
= P(e,...,en)- 5 €(0)-ay ... &,
0eS

= q)(ej_7...,a’1)'D(V]_,...,Vn)
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4.3 Eigenschaften der Determinante

Satz1 SindA B e K™", so gilt
det(A-B) =detA detB

Beweis: ® : K™ x ... x K™ — K (n-mal x) sei definiert durch®(vy,...,vn) := D(Aw,...,Av) =
det(AB) falls v1, ..., v, Spalten vorB sind undAey, ..., Ag, Spalten vorA.

@ ist alternierende Multilinearform (d.h. es gelten (1) und (2) aus Definition 1, Seite 46), denn:

e (1) gilt:
CD(vl,...,S\4+v;,‘..,vn) = D(Avl,‘..,A(sw+vi'),...,Avn)
= SD(AW, ..., AV, ...,AV) + D(Avi, ..., AV, ..., Avp)

SP(Va, .oy Viy ooy V) + P(VL, oo, Vi ey V)

e (2) qgilt: vi = vj furi # j, dann istAv = Avj, also®(vy, ...,Vn) = D(Avy,...,Avy) =0

Nach Korollar zu Satz 1 (Seite 48) i§t=c-D mit c = ®(ey,...,e,) = D(Aey,...,Aq,) = detA Sind
vy, ..., Vn Spaltenvektoren voB, so ist also:

®(vq,...,Vn) = det(AB) = det A-D(vi,...,vn) = det A-detB

O

Folgerung 1 Ist A € K™" invertierbar (d.h. gibt et ¢ K™"mit A-A~* = A-1. A= E,) so istdet A
in K invertierbar und es gilt:

detAl=(detAlekK
Beweis:Aus Satz 1 folgt:l = det §, = det(A- A1) = detA det AL, O

Beispiele:

e Genau dann ish € Z™" invertierbar inZ™", wenn gilt:det Ac {1;-1}

e K Korper,A e K™". Genau dann isA invertierbar, wenn giltdet A+ 0.

Satz 2 IstV einK-Vektorraum,B = (vy,...,vn) Basisfolge undp € EndV. Dann istdetd := det(g¢g)
unabhangig von der Wahl der Basisfolge

Beweis:Ist B’ = (wy, ...,wn) auch Basisfolge vo. Dann gilt:
by = mids-sds-Bidp
= detg P detyidp -detgdp -detgid g/
(detgid g )71 -detgd g -detgid
= detgdp
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Satz3 SeienA e K™M B e KP*PundC € K™P. Dann gilt:

A C

det{0 B

] =detA detB

e ... | AC . | Em O L
Bewels.Esg|ItX_X1-X2m|tX._[O B}’Xl'_{ 0 B}undxz._

gilt danndet X= det X - det %. Zu zeigen:

A C
{ 0 E ] Nach Satz 1

1. det X = det Boffensichtlich.
2. detX =detA Seid: K™ x ... x K™ . K (mmal x) definiert durch

O(vr, ... vin) = det { Vi Vm o C }

0 Ep
dann ist® alt. Multilinearform. Nach Korollar zu Satz 1, Seite 48,&t= ¢- D mit
F 1 0 -
: C
c=d( ) =det 0 .. 1 =detEyp=1
=P 0) = 0 .. 01 .. 0|~ =
|0 .. 00 ... 1]
nach Lemma 1, Seite 46. Sing, ..., v, Spaltenvektoren voA, dann gilt:

A C

®(vi,...,Vn) _det{ 0 E,

] =D(vy,...,vn) = detA

Definition 1 (Kronecker-Symbol) DasKroneckersymbad;j ist definiert als:

5 1 fuer i=j
T 0 fuer i#£j

Satz 4 (Laplace’scher Entwicklungssatz) IstA= [ajj] € K™", so seid; € K("-Dx("-1) die Matrix, die
man ausA durch Weglassen détten Zeile undj-ten Spalte erhalt. Dann gilt:

d it detA fuer j=k . .
(_1)I+J'aik'Aij={ . =5 -detAfur1< j,k<n
i; 0 fuer j#Kk
Beweis:vy, ...,V seien die Spalten voA. Dann gilt;
6jk-detA
=D(V1,--+,Vj-1,Vk; Vj+1, -+, Vn) nach L1 (2), Seite 4.2.
= (—1)J71D_(Vk,V1, "'avj—17vj+17 -~-7Vn) Vk = Zinzlaika
= Zin:l(il)Jil - dik D(Q7V17 "'avjflavj+17 ~-~7Vn)
0 a1 .. a1j-1 Aj+1 .- QAn
=5M,(-1)1.ay-det| 1 a1 .. &j-1 &j-1 .. @an
0 an ... @j-1 @njy1 - ann
1 a3 ... &j-1 &j+1 ... an

= S (-D) (1) - det A

= SLi (=) a - det A, o
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Bemerkung:Der Laplace’sche Entwicklungssatz a3t sich nur gut einsetzen, wenn die Matrix viele Nullen
hat.
Definition 2 (Adjunkte) IstA= [a;] € K™", so sei dieAdjunktezu A

adjA:i= (-1 detAi] , _;
j=1.n
die zuA komplementéare Matrix.

Korollar1 adjA-A=detA E,

Folgerung2 Ae K™Mistin K™"invertierbar genau dann, wedet Ain K invertierbar ist und dann ist:

1
Al=_—_.adjA

detA J
Folgerung 3 SeiK Korper, dann ist fuA € K™" aquivalent:

1. RgA=n(d.h.Ae GL(n,K))
2. Aistin K™ invertierbar

3. detA#£0

Beweis:(1)<=(2) folgt aus Satz 2, 41; (2)(3) folgt aus Satz 1; (Z-(3) folgt aus Korollar 1. O

Definition 3 (invertierbar) Istdet A 0, A € K™", so heil3tA invertierbar (oder ‘regular’, “ nicht sin-
gular?).

Beispiel:
2 -1 0 0 7
-1 2 -1 - 0 fuer |i—j|>1
e SeiAn=| o _1 . -. o | =I&j], alsoaj =< -1 fuer [i—j|=1 . Entwick-
2 fuer i=j
: . .2 -1
| 0O .. 0 -1 2 |
lung nach erster Spalte, Anwendung von Satz 4jférk = 1:
detA, = all.det(%)117a21~det(N)21+0
2 -1 0 .. -1 0 O
-1 2 .. T -1 2 -1
= 2.det ] . +1-det
0 o —
-1 2

= 2-detA-_1+((—-1)-(detA_2))
2-detA_1—detA_o
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e van-der-Monde-Determinante: Sei K ("t1)*("1) eine van-der-Monde-Matrix (vgl. S. 35),€ K.
Berechnen der Determinante:
Seiv; die j-te Spalte vorA. Dann gilt (Entwicklung nach erster Zeile):

(1 %0 .. X
. n .
detA = det| © X " X1 | (ite Spalte— (1. Spaltex )i > 1
|1 X ... X
(1 Xo—X ... X§—xox5*
_ det] P % - X — xox? 1
| 1 Xi—X% ... X1—xxi!
i 0 0
DX =X .. (xp—xo)xit , .
= det| ] s Entwicklung nacHL. Zeile
L1 X=X (x1—xo)xp~t
(X1 —Xo) (X% =Xt
= 1.det :
(n—%0) - (=Xt
1 Xt
= (X1—Xg) ... (Xn—Xo) - det : vdM — Matrix
1 .. Xt

= 1 —x)
1>

Insbesondere folgt hieraudet A= 0 < Ji # jmitx = X;.

4.4 Polynomringe

SeiK ein Kérper oder kommutativer Ring mit Eins.

Definition 4 (Polynomring) Eine K-AlgebraR hei3tPolynomringiiberK in der UnbestimmtelX, i.Z.
R=KIX], wenn jedes € Rmit f # 0 eine eindeutige Darstellung

n .
f=agl+ayX+...+aX"= anix'
i=

existiert mitay e K, ay #0; 1= X0 ist Einselement voR. In diesem Fall heif¥ derGrad von f (Grad f).

BemerkungK [X] hat immere viele Elemente. IsK ein Korper, so is{ X! |i € No } eineK-Basis von
K[X], alsodimK[X] = co.

Bemerkung: Polynome sind von Polynomfunktionen zu unterscheiden!

P(K):{f:K—>K

n .
dneN, ag,...,ane K : f(x) = aniX'VXGK}
i=

Ist f € P(K), so heil3tf “Polynomfunktion”. Ist bspwK ein endlicher KérpeiK| = g, so ist|Abb(K,K)| =
g4, also|P(K)| = g9 < oo, denndimP(K) = q.
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Satz 1 IstAeine beliebigek-Algebra,a € A und istK[X] Polynomring tibeK in der Unbestimmteix,
so gibt es genau eind€+Algebra-Homomorphismus

KX] — A
ba[X] — a

da -

¢ heit “Einsetzungshomomorphismus”@awnd man schreibt fif € K[X]: f(a) := ¢q(f)
Beweis:

1. Eindeutigkeit: Sep : K[X] — A ein K-Algebra-Hom. Dann (fall$ (X) = a):

. (_iaxi> - 3 ab0¢) = 3 200 - 3 act

2. Existenz: Wir definierethq : K[X] — Aso @@ € K, an # 0):

<20a.x> Zja.a sowie¢(0):=0

Dann ist¢y wohldefiniert, weil jedesf # O eindeutig als:zi”zoauxi (an # 0) darstellbar. Eirk-
Algebra-Homomorphismus ist eitkelineare Abbildungp mit ¢(fg) = ¢(f) - $(g) und(l) =

(a) Linearitat;

n i m i a, = Ofueri > n
i . Y
ba | ZaXHe Eob’x ) bi = Ofueri >m
ma(n,m) .
= 6 3 (& +chy) X!
1=
max(n,m) .
=2 (ai +ch)a’
1=
max(n,m) _ max(n,m)

= Z aa'+c- z bia

maxn,m) maxn,m)
= < 2 ax>+0¢< 2 biX )

(b) ¢(fg) =¢(f)

(. - Fo)

_ (. , al.bj.xiﬂ'):¢u<ii§oai-bj~xk>,k::i+j
n(5,2.00) 7)o (Z (o))

_m+nk.bl k_n.imb.j
T &\ &) e

(©) ¢(1) =1 ¢a(1) = ¢a(X?) =0 =1 O

OM3 oM3

F

Folgerung1 SindK[X] undK]Y] Polynomringe UbeK, so existiert genau eid-Algebra-Isomorphismus
¢ : K[X] — K[Y] mit $[X] =Y (Begrundungiy wie in Satz 1 mitA = K[Y] ist Isomorphismus).
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Satz 2 Zu jedem kommutativen Ring mit Eir§ gibt es einen Polynomring in einer Unbestimmién

Beweis: Sei R = Ko) = {(a)% ;|a; # 0 nur fuer endlich vielé € No, a € K } eine K-Algebra mitK-
Basis(&)Zo mite = (3ij){o = (0,...,1,...,0) (1in deri-ten Spalte). Setz¥ := e,.

1. Addition, Multiplikation mit Skalaren (wie in Vektoraxiomen, Seite 14):
(@)iZo+ (b)iZo = (a +bi)iZo sowiec: (a)Zo = (C-ai)iZo

2. Multiplikation in Rwird so definiert:
k
(@)iz0 (bj)j0 = (Ck)izg MIt Cx = ani ‘b—i €R
i=

Damit wird R Ring, alsK-Algebra. Einselement ish = (3j0){_o, Qenneo - (bj)70 = (Ck)i=o Mit & =
K 08i0-bx_i = bx. Es gilt: e; - €1 = & = X?, allgemein:e, = X"; {X'|0<ieNp} istK-Basis vorR. [

Beispiel:
f=X-1)(X-2)=X2-3X+2€Q[X], bq : K[X] — K2 f— f(a), Q®*? ist Q-Algebra.
A= 3 _Ol}GQZXZ,f(A):(A—Ez)(A—ZEz):A2—3A+2E2:[8 8}

Beachte:Aus (X — 1) wird (weil Giber2 x 2-Matrizen)(X — E)!

4.5 Polynome tber Korpern, Nullstellen

K sei ein Korper.

Lemmal f,geK[X]\{0}. Esgilt:Grad(fg) = Grad f+ Grad g Insbesondere folgt:

f#0Ag#0= fg#0
Beweis:Grad f =n, Gradg=m. f = 3] yaX',g= 3T ob;X]. Dann:

m+n k ‘
f-g= aibe_i | X
5 (5 )

Insbesondere gilt mity := (z}‘zoa;bk,i): Cnem = anbm # 0, daa, # 0 undby, # 0. O

Satz 1 (Polynomdivision) Seif € K[X], f # 0, dann gibt es zu jedem € K[X] Polynomeq,r € K[X]
mitg=q- f +r mit Gradr < Grad f oderr = 0.

Beweis:SeiGrad f =n, Gradg=m. Istm<n, so setzg|=0,r =g=0-f +g. O.B.d.A. seig # 0 (denn
sonstg=0-f+0undm>n),g=3y",bX' (bn#0)undf =3 jaX' (an # 0). Induktion nachm:
e m=0: g=boX® =by, f =apX? = ag. Setzeq= %XO: % undr = 0.

e m>0:g;=g— 2X™"f. DannistGrad g < m.
nach Induktionsannahme gibtg@sr € K[X] mit
01 = fg+rmitGradr < Grad foder =0
daraus folgt
bmom bmom
=fq+r+—X""f = (g + —X"""f+r
g=fq a (% a’ )

Setze als@ = gy + 22X™ " = Satz 1. O
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Beispiel:
f=X2-3X+2,g=X"—3X*4+2X3+ X% 1,
g=X5—3X* 4 2X3 4+ X% 1= (X?-3X+2)- (X3+ 1)+ (83X —-3) = - (X3+1) +(3X - 3)

Definition 1 (Nullstelle) Ist f € K[X] undc € K, so hei3t Nullstellevon f, wennf(c) = 0.

Lemma2 ce KistNullstelle vonf € K[X] genau dann, wenfi= (X —c)-g mit q € K[X].
Beweis:Nach Satz 1 gibt eg € K[X] undr € K[X] mit

f = (X —c)g+r wobeiGradr < loder =0
Setzer = aX? = a- 1. Wende Einsetzungshomomorphisngusan:

dc(f)="f(c)=(c—c)-q(c)+a=aalsgdac—c=0: f(c)=0<a=0<r=0

Definition 2 (Vielfachheit) ¢ € K heif3t Nullstelle vonf € K[X] mit Vielfachheitk, wenn

f =(X—c)k-qmitq(c)£0

Bemerkung:In dieser Definition isk (und auchy) eindeutig durchf undc bestimmt.

AngenommenK| = o und f € Kerng also f = 7 qaX' und ¢(f) = 0 Nullfunktion. Das bedeutet:
f =3 aX' =O0firjedesX € K. Demnach haf o viele Nullstellen. Nach Folgerung 1 muR dahe- 0
sein. Somit isKern¢ = {0}, ¢ ist bijektiv also ein Isomorphismus.

Bemerkung:Ist |[K| = g so istdim K[X] = o aberdimP(K) = g. In Polynomef € K[X] darf man Elemente
einer beliebigerK-Algebra einsetzen, in eine Polynomfunktiére P(K) darf man nur Elemente aus
einsetzen.

Beispiel:

K=TF,=1{0;1}.

In K gilt x* = x fiir allex € K alsop; : K — K,x+— xund p; : K — K, x — x° sind gleich.

FirA= [ i ” € K2%2 gilt aberA? # A.



Kapitel 5

Eigenwerte und Diagonalisierbarkeit

5.1 Eigenwerte

SeiV einK-VektorraumdimV =n < . B=(v1,...,Vy) sei Basisfolge voW. ¢ e EndVd.h.¢ :V —V,
g8[0]s = ds = [@j] € K™, d(vj) =3 aj - vi.

Ziel: Zu gegebenenh € EndV suche BasisfolgB' so, dally ¢ g “moglichst einfach” ist, d.h. die Art der
Abbildung offenlegt.

In Satz 2 (siehe Seite 49) hatten wir gesehen:

o =P '-gds-PmitP=gidy

Definition 1 (Diagonalisierbarkeit) ¢ € EndV (bzw. A € K™") hei3tdiagonalisierbar wenn es eine
BasisfolgeB’ vonV gibt (bzw. P € GL(n,K) gibt) mit

7, 0 ... O tz 0 .. O
pbe = O - " i pwptap=|

. .0 . .0

0O .. 0 t, 0O .. 0 t,

Definition 2 (Eigenvektor, Eigenwert) veV hei3tEigenvektoron¢ € EndV, wennv# o undé(v) =tv
fir eint € K (d.h. ¢(v) € (v)). t heilt dannEigenwertvon ¢. v € K™\ {0} heiltEigenvektorvon
A e K™ wennAv=tvfirt € K; t hei3t danrEigenwertvon A.

Beachte:Fir jeded € K gilt $(0) =0=t-0.

Folgerung 1 ¢ € EndV, dimV = n < o, ist genau dann diagonalisierbar, wenn es eine Basi¥\gibt,
die aus Eigenvektoren vanbesteht.

Definition 3 (Menge der Eigenvektoren) Die Menge der Eigenvektordsy (t) von$ € End Vist definiert
als
Eo(t) ={veV |p(v) =tvAt € Kbeliebig undp € End(V) }

Bemerkung:Fir¢$ € EndVundt € K beliebig istEy (t) = Kern(¢p —t-idy ), also ein Teilraum voN . t ist
genau dann Eigenwert van wenn giltEy (t) # {o}.

56
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Beweis:
VEE(t) @ d—tv=0& (¢ —t-idy)(V) =0 < ve Kern(¢p —t-idv)
O

Definition 4 (Eigenraum) Gilt Ey(t) # {0}, dann heiBEy(t) Eigenraumvon ¢ zum Eigenwert mit
t = {o} U{v|vEigenvektor vorp zum Eigenwert }.

Lemmal ¢ €EndV,dimV =n < «. Dann sind folgende Aussagen &quivalent:

1. t € K ist Eigenwert vorp

2. Rg¢o—t-idy) <n

3. det(¢ —t-idy) =0

4. det(gpp —t-En) =0.
Beweis:

tEigenwert vonp < Kern(¢ —t-idy) # {0} < Rg¢p —t-idy) <n
(folgt aus dem Dimensionssatz, Seite 30), weiterhin gilt:
Rgy < n < dety = Ofur ¢ € EndV, dimV =n

Beispiel:
¢ € End(R*1), B= (e, &)

-1 2

Betrachte die Abbildung mit der Matrigdg = % [ 4 1

} . Was macht diese Matrix?

1. Berechnung der Eigenwette

-1 2 10
tEigenwert < det([ 22 f}—t{ D:o
3 3 0 1
_1_ 4 2
<~ det|: 34 13 :|_O
3 37t
1 8
2 =2 1=(t+ (1) =
& -5 (t+1)(t-1) =0
& t=1vt=-1

2. Berechnung der Eigenvektoren fie 1 undt = —1:

@veg()edv)=lve (d—1-id)(v)=o

i Ak me=(2])

(b) veEy(-1) © ¢(v)=—ve (¢+1-id)(v) =0
][R ]-emme-([4])

1 0
B’[¢]B’:|:o _1:|
Also istd Schragspiegelung (Spiegelung an der Ursprungsgerade).
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Satz1 Sindty,...,tm paarweise verschiedene Eigenwerte §ti #t; fiir i # j) und istv; Eigenvektor von
¢ zum Eigenwert;, so ist(vy,...,vim) linear unabhéngig. “Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten
sind linear unabhéngig.”

Beweis:Induktion nachm

¢ Induktionsanfangm = 1: Ein Eigenvektow; zut; ist ungleich dem Nullvektor, also i$t;) linear
unabhéangig.

¢ InduktionsannahmeA(m) gilt.

e InduktionsschlufRa;vy + ... + amvm = 0 (%) mit g € K.
Wende aufx) ¢ an. Man erhéltagtivi + ... + amtmVm = 0
Multipliziere (x) mit t,,. Dadurch erhélt maragtmvy + ... + @1tmvim = 0
Subtrahiere nunay (t; —tm)v1 + ... + @m-1(tm-1 — tm)Vim—1 = 0. Nach Induktionsannahme s (t; —
tm) = ... = @m-1(tm-1—tm)Vm-1 = 0. Also ista; (i —tm) = o (ti —tm # 0) fur (i=1,...,m—1). Daher
istalsoa; = ... = am—1 = 0, und aug(*) bleibt: a;Vm = o mit vy # 0. Es folgt:am = 0. O

5.2 Das charakteristische Polynom

Definition 1 (charakteristische Matrix, ch. Polynom): Ist A € K™" (K Kdrper), so heifdt

X—aj1 —ap —ain
A:[XEn—A]: —ap1 .. .. . EK[X]nxn
: . —anan
—an1 —ann-1 X —ann

(K[X] ist Polynomring UbeK in X) charakteristische Matrixon A.
Xa = detA = det[XE, — A] € K[X]

heil3tcharakteristisches Polynomon A.

Folgerung 1 Aus Lemma 1 (Seite 57) laf3t sich folgern:

t € Kist Eigenwertvorp < det(A—tE,) =0
& det(tEn—A) =0
& XA(t) =0
< tNullstelle des chaPolynoms

Satz1l IstAe K™" (K Korper), so ist

Xa = det(XEy— A) = X" — ;X" 4 X2 4+ (—1) ey
mit c; = SpurA:=ai;+az2+ ... +anp undc, = detA
Beweis:xa = detA, A= [&;] mit

~ X—a; i=]j ~ 1 i=]j
K[X]aaij:{ *ai?J :7&} undGrada”-:{o :7&}
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Xa = detA

%5(0) ~8g(1)1" -+ * 8g(n)n
oc

= (X—au)-...(X—am)+ > €(0) 81" 8g(nn
0eS,0#id

Esistag(1)1- - - 8g(nn = 0 odergrad(g1)1 - --- - 8g(nyn) < N—2. Isto #id, so gibt es mindestens 2 Ziffern
i1,io mit o(i1) # i1 unda(iz) =iy. Also:

0 oder
XA = (X_all)""'(x_a””)+{ g mitGradg<n—2
Daher ist
KoeffizientvorX"in xa = Koeffizient vonX"in (X —agq)-...- (X —agn) = 1

Also:

XYL =—aj—..—amnm=—spurA

O

Satz 2

1. SindA, A’ € K™ ghnlich, d.h. gibt e® € GL(n,K) undA’ = P~1AP, so istxa = X/, inshesondere
ist Spur A= SpurA unddet A= det A.

2. tist Eigenwert vorp € EndV gdw. firA= g¢ g gilt: t ist Nullstelle vonya.

Beweis:

1. Xy = det(XE, — P~1AP) = det(P~1(XE, — A)P) = det(P~) - det(XE, — A) - det(P) = det(XE, —
A) = Xa
Benutze nun Satz 1.

2. (vgl. Lemma 1, Seite 57}:ist Eigenwert vorp <> det{A—tE,) = 0 < det(tE,— A) = 0.
Setze:A = XE,— A= [g;]. Dann:

Xalt) = detXE,—A)(t)
= Z"E(G)-5o<1)1(t)'~-~'5c(n)n(t)

o€
t—ay;;s ... —an

= det : : =deftE,—A) =0
—a1 ... t—am

O

Definition 2 (Vielfachheit) Seit Eigenwert vonp, A= gdg € K™", t hat diealgebraische Vielfach-
heit k, wennt k-fache Nullstelle vorya ist, also wenrka = (X —t)X- g mit g(t) € K[X] # 0. t hat die
geometrische Vielfachhaiim By (t) = dimKern¢ —t-idy ).
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Satz 3 Istt Eigenwert vonp € EndV, dimV = n < o, dann gilt:
geometrische Vielfachheit varn< algebraische Vielfachheit van

Beweis:Sei(v1, ..., Vr) Basisfolge vorKern(¢ —t -idy) = Ey(t), wobeir geometrische Vielfachheit van

ist. Ergénze diese Basisfolge zur Basisfolge: (v1,...,Vr,...,Vn) vonV. Dann gilt:

[t

Ay

—

Ay

- 0 o 0 -
mit A; € K-> (¢ jst Anzahl diagonalet’s) und A, € K™ (1) Weiterhin gilt:
SO -

: A
X = det(XE, — A) = det X—t = (X—1)"Xa,

0 XEnr —As

also istt Nullstelle vonya mit Vielfachheitr. O

Beispiele:

e gdp =A=

o o~
o+ -
—~ = O

]'¢—¢A-XA—det[ 0 X-t -1 ]—(X—t)S,V_K3X1_

Dann:

Kern(¢p —t-id)
= {veK¥!|(A-tEsv=0}

X1 010 X1
{v: ( X2 ) [ 0 0 1 ( X2 ) :0} alsodimEy(t) =1
X3 0 0O X3

geometrische Vielfachheit vdrist 1, algebraische Vielfachheit ist 3.

0 -1 - R2X1 _ RZXl
°A:[1 0 }’¢:¢A' X —  AX
Xa = X2+ 1 hatinR keine Nullstelleng bzw. A hat keinen Eigenwert ifR.

A2 { P ]  Ya(A) = A2+ Ep =0

Es(1)

Satz 4 (Cayley, Hamilton) SeiA e K™", K Korper. Dann isia(A) = 0.
Beweis (zwei Moglichkeiten):
1. A= (XE,—A) = [&j] =[5 X — &j]. D = [dij] = ad jA sei die Adjunkte.

n

D-AT = detﬂT-En:Zdij-akj:Eik-xA setzeA ein...
=1

S dij (A) - &j(A) = dik - Xa(A)
1
J:
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Wir zeigen:xa(A) - =0flri =1,...,n. Linke Seite isi-te Spalte vorka(A).

n n n
Xa(A)-& = 5 Xa(A)-Bik- & Z Z a&j(A) - &
1 P e
n n
= Y dij(A) Y (8GA—ajEn) &
=1 k=1
n
= Y di(A) | Ag - Zak, =
=1
dennAej = [a&j,....,anj]" = SR_; ;& O
2. “Beweis” nach Cayley
alr a1z 2
n=2A= , XA = X“— (a2 +a12)X +aj1az2 — aga:
[ A1 aoo } XA (a2 +a12) 11822 — @12821
bi1 b
B= A2 — (aj1+ ap2)A+ (a11822 — ay0a: E—{
(a1 + ax2) A+ (ar1802 — ar0a1) E2 boy Do
by1 = a2, + a1pap1 — (211 + az2)a11 + &11822 — A12821 = O etc. O

Folgerung 2 Ist A € K™" beliebig,K ein Korper, dann gibt e$ € K[X] mit f(A) =0. Grad f <n, f
normiert, d.h.f =y ,aX',an=1,m<n.

5.3 Minimalpolynom

Definition 1 (Minimalpolynom) Ist¢ € EndV oderA € K™", K Korper, so heil3fi (= Hp = pa)€ K[X]
Minimalpolynomvon ¢ bzw. vonA, wenn

1. u(¢p) =0bzw. u(A) =
2. Ist0# f e K[X], f(¢) =0bzw. f(A) =0, so istGrad u< Grad f.
3. pist “normiert”, d.h. von der Formt= X"+ am_1X™ 1+ .. + &y X%+ a.

Lemmal IstPeK[X], f(¢)=0(f(A)=0), so “teilt” uy (Ua) T (Mo|f bzw. pa|f), d.h.

f=pp-gbzw. f=pa-gmitgeK[X]

Beweis:Division mit Rest ergibtf = gu+r mit Grad r < Grad poderr = 0. Setzep (bzw. A) ein. Dann:

f(9) =a(®)o(d) +r(9)

Daf(¢) =0undpu(d) =0, istr(¢p) = 0, denn wére (¢) # 0, dann wére nach (Zpradr > Grad |, was
jedoch ein Widerspruch ist. O

Folgerung 1

1. pg bzw. pa (Minimalpolynom) ist eindeutig bestimmt.

2. ua teilt das charakteristische Polyng(a.
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Beweis:

1. Wérenu undg Minimalpolynome vorA (bzw. ¢), so wirdep|g undg|u gelten, also

g=cu
mit Grad g= Grad p Weiterhin istc = 1, weil g und g normiert sind.
2. Nach Cayley-Hamilton (Satz 4, Seite 5.2))}a(A) = 0. Wende dann Lemma 1 an. O
Wie findet man pa?
1. Méglichkeit: xa bekannt. Betrachte Teildrvonxa und setzeA ein. f(A) =7 0.

2. Moglichkeit: Finde kleinstem € N mit (A € K™") A" € (E, =A% A A%, ..., A™ 1), Dann istA™ =
aoEn+ a1 A+ ...+ am_1A™ T undpa = XM —am 1 XM — . —a;X —ag

Beispiel:

A= [ajj] € K22 g = 1fiiri + j geradea; = Ofiir i + j ungerade.

0O 1 O

A=|1 0 1 . (En,A) linear unabhangig
n 0 n

A=|0 n 0 . (En, A, A?) linear unabhangig
0 n 0

A=|n2 0 n . A3 =n?A

Also istpa = X3 — X = X(X —n)(X +n).

Satz 1 t e K ist Eigenwert vorp € EndV (dimV < «) bzw. vonA genau dann, wenpy(t) = 0 bzw.
pa(t) = 0. “Die Eigenwerte sind genau die Nullstellen des Minimalpolynoms”.

Beweis:

1. Nach Folgerung 1, Seite 58, gittist Eigenwert genau dann, wega(t) = 0". Es folgt: xa = pa-q
mit g € K[X], Xa = pa(t) - q(t). pa(t) =0 = xa(t) =0, d.h.t ist Eigenwert.

2. Sei umgekehitt Eigenwert vonA. Dann istf(t) Eigenwert vonf(A) fur f € K[X]. Setzef = pa.
Also istpa(t) =0. O

Folgerung 2 pa undxa haben die gleichen Nullstellen, wenn auch evtl. (meistens) mit verschiedenen
Vielfachheiten.

Beispiel (Fortsetzung):
A hat Eigenwert®, —n, n.

Geometrische Vielfachheit vom Eigenwérist dimEy,(0) = 2n— RgA= 2n—2, geo. Vfh. vonn ist
dimEy,(n) = 2n— Ryg(A—nExy) = 1. Entsprechend ergibt sich fir die geo.Vfh. ven ebenfallsl.

Algebraische Vielfachheit vom EigenwdYtvon A ist gréRer oder gleicBn— 2. Entsprechend fim gréer
oder gleichl und fiir—n ebenfalls> 1. Also istxa = X?"~2(X —n)(X +n), Gradya = 2n.
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Es gibt Basisfolgd = (vi, ..., v2n) (d.h. P € GL(2n,K)) mit

n 0O .. O

_ 0 —n :

g[dalg =P *AP= | - o -
o .. .. 0

Alist diagonalisierbar.

Satz2 Sei$ € EndV (dimV = n < »). ¢ ist genau dann diagonalisierbar, wenn
Hp = (X —t1)-...- (X —tr) mitt; #tjflri # |

Beweis:

e “=": SeiB = (vq,...,vn) Basisfolge mit

B¢B = diag(tla"'7t17t27"'7t27"'ath"'atf)
= diag(ty —tp,...,t1 —12,0,...,0,....,th — to,....th — 12)
= ..=0
p=(X—t1) .. (X—tn), W(A) =0, t; £1;.
e “«<": Siehe Kapitel 4. O

5.4 ¢-invariante TeilrAume

Voraussetzungd € End(V).

Definition 1 (invarianter Teilraum) Ein TeilraumU vonV hei3t$-invariant, wenn ausu € U folgt
d(u)eU (d.h.$(U) <U).

Beispiele:

e {0} undV sind¢-invariant

e Istt Eigenwert, soisEy(t) = {ve V|d(v) =tv} p-invariant:¢(V) € (v). Es ist sogar jeder Teilraum
von Ey (t) ¢-invariant.

e SindUs1, Uy ¢-invariante Teilrdume, so sifdy NU, undU; + U, ¢-invariant.

e Ist f € K[X] so sindU; = Kern f(¢) undU, = Bild f(¢) ¢-invariant.
Beweis:X - f = f- X in K[X], alsop - f(¢) = () - .

@ueUr = f(9)(u) =0= (9)(¢(u)) =0[¢(u) € U]
(b)ue Uz < u=f(d)(w) fireinw e V denn (u) = f(d)(d(w)) € Bild f(¢) = U, O

Lemmal SeiU ein¢-invarianter Teilraum, dann...

1. ...istd|, € End(U) (Restriktion vonp aufU) ¢-invariant. Durch

VU — VMU

o' ViU ()4 U , ' €End(V\U)

wird auch der Faktorrauiv /U ¢-invariant.
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2. IstBy = (vi,..., V) Basisfolge vorJ undB = (vi,..., V¢, Vi 41, ..., Vn) Basisfolge vorV, soistg ¢ g =
AL Az A x(ne . .
{ 01 A ],Al € KM, Ag € K001 mit Ay = g, [y]e, € K™ undAp = g [¢'] 5, wobei
B/2: (Vr+1+U,...,Vn+U).
3. X¢ = XA = XA, XA, = Xol, - X¢» Weiterhin:pug [He undpy e (“|”: “teilt”). Weiterhin gilt:

_ _ | va(A1) *
My [Ha, B[ und 0 = pa(A) = 0 a(Ay)

Definition 2 (direkte Summe) SeienU;,U, Teilrdume vorV und istV = U; +U, undU; NU, = {0}.
Dann istV direkte SummeonU; undU,, in ZeichenV =U; $Us.

Bemerkung:IstV = U; ®U, mit ¢-invarianten Teilrdumeb; undUy,, By = (vy, ...,V ) Basisfolge vorJ;
undBy = (Vi 11,...,Vn) Basisfolge vorU,, so ist:

B¢B=[%l /_(\)2}

mit Ay = g, [§y, |8, UNdAz = B, []y,]B, -

Lemma2 Ist¢ € EndVmityy = (X—t)™, so gibt es eine BasB = (v, ...,Vy) mit

t *

B[¢]s =

Insbesondere igfp = (X —t)" mit n=dimV.
Beweis:Benutze Lemma 1 mly = (v1), wobeiv; Eigenvektor vorp zum Eigenwert.

aoe=[5 %]

mit pa, = (X —t)™, my <m, ¢’ wie in Lemma 1. Nach Induktion existiert eine Baalzs: (v’z,...,vn),
Vi/ =V;+U.

t *
B/2 0] B/Z = .
0 t
B = (v2,...,vn), dann hatg [¢] g die gewiinschte Gestalt. O

Lemma 3 Ist f € K[X], K Kdrper, mit f(t) # 0, t € K, dann gibt es zu beliebigem € N Polynome
g,h € K[X] mit
1=g-f+h- X-t)"

Beweis:Induktion nachm:

e m= 1: Division mit Rest ergibt:
f=(X-t)g+c ceK,c=f(t) #0,q < K[X]
Daraus folgt:l= - f +(—q)- (X —t)- 1.
e m>1 1=g;-f+hy(X—t)™?! nach Induktionsannahme. Multipliziere mit
L—ag)(X—t)=1-1f manerhaltl—1f=(1-1) . f.g;- f+Ihy(—q)(X —t)™ alsol = (...)-

C
f+ (% -g-hy)(X —t)™, was der gesuchten Form entspricht. O
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Satz 1 Seif e K[X] mit f(¢) =0und f = (X—t)™- fy mit f1(t) # 0 (z.B. f = py oder f = xy), t
Eigenwert vonp. Dann ist
V =Kern(¢p —t-id)" & Bild(¢p —t -id)™

(der erste Summand sdi, der zweiteU;) mit ¢-invarianten TeilrAumek); undU,. Es gibt also eine
BasisfolgeB vonV mit
A0

B[¢]s = { 0 A ]
mit xa, = (X —1)" undxa,(t) # 0. Ist speziellf =Xy, S0 istxa, = (X —t)" undxa, = f1, istr = py, SO
istpa, = (X —t)™undpp, = fi.
Beweis: Wende Lemma 3 auf; undt an: 1 =gf; +h(X —t)™. Setze nunp an: idv = g(¢)f1(d) +
h(¢)(¢ —t-idy)™ und wende dies schlieBlich auk V an: (x) v=g(¢) f1(¢)(v) + h(d)(p —t - idy)™(v).
Der erste Summand vdg) seivy, der zweitev,. Es gilt:

1. vo=(¢—t-id)™(h(d)(v)) € Bild (¢ —t-idy)™ = U,

2. vy eUy =Kern(¢ —t-id)™denn(dp —t-idy)™(v1) = g(d)(d —t-id)Mf1($)(v) = 0 (dennf(¢p) = 0)
AlsoV = U; +U,. Behauptungt; NU,; = U, NUp = {0}. Seive U1 NUy, alsov= (¢ —t-id)"™we U, =
Kern(¢ —t-id)™, d.h.0= (¢ —t-id)?™w. Setzevin (x) ein:

v=9(9)- f2($)(v) +h()(¢ —t-id)™(v) = g(¢) - f1(¢)(¢ —t-id)™(w) =0

AL O
0 A
weil alle Eigenvektoren vop zum Eigenwert in Uy liegen. Es gilt weiterhirua, = pa = y. FUr ein
beliebiges Polynomg € K[X] ist

Demnach isV = U; @ U, also bei angepaliter Basi$d]g = { . tist nicht Eigenwert vor,

0=g(A) & g(A1) =0Ag(A2) =0

Folgerung 1 Istpy = (X —t1)-...- (X —t) mitt; #t; furi # j, so ist¢p diagonalisierbar.
Beweis:Wende Satz 1 an mit=ty, f =y, f1 = (X —t2)-...- (X —t;). Es gibt danach eine Badismit

_ A& O
A=glb]s = { 0 A ]
11 0
mit pa, = X —tp undpa, = f1 = (X—1t2)-...- (X —t;) alsoA; =t1E, = . Mittels Induktion
0 tr
folgt die Behauptung. O

Satz 2 (Fahnensatz) Istxy = [1{_1(X —t), t; #1t; flri # j, so gibt es eine BasBvonV mit

A 0 {j *
B[d]e = = diag(Aq, ..., A)) mitA = _
0 A 0 tj
Beweis:Wende Induktion, Satz 1 und Lemma 2 an. O

Bemerkung:Als “Fahne” wird hier eine Folge von Teilraumély € U; € U,... mitdimU =i bezeichnet,
vgl. Abb. 5.1.
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Fahnentuch

Fahnenstange (Ebene)
(Gerade)

Fahnenpunkt

Abbildung 5.1: Zur Veranschaulichung des Fahnensatzes.

5.5 Die Jordansche Normalform

Satz1 Ist$ € EndVmit dem charakteristischen Polyngm = [{_1(X —t)N, tj £ tj furi # j, dann gibt
es eine BasisfolgB, so dal3:
B¢ B = A= diag(Ala 7Af)

t 0 .. 0
A€ KK mit A = diag(m, (1), dmy, () unddm(®) = | 17 T | ekmem,
e
0 .. 1 t

Bei anderer Ordnung der Basisvektoren erhalt iastattA.
Beweis:Nach Satz 1, Seite 65, ist

V =Kern(¢ —t;-id) @ Kern(¢ —to-id)2 & ... Kern(¢ —t; - id)*

O.B.d.A.seir =1, x = (X —t)". Setzep = ¢ —t-idy, Xy = X" undpy = X™ mit m < n. U; := Kerny.
Dann ist zun&chst einmgb} =Up <U; < ... <Up =V undd; =dimU —dimU _;.

Behauptungt; = (uy, ..., Ug) ®Ui_1 (U1, ..., ug ) linear unabhangig) unid> 1. Dannist(Y(uy), ..., P(ug))
linear unabhangig, sogar ¥)_1 und (Y(u1) +Ui_2, ..., W(ug ) +Ui_2) linear unabhéngig it;_1/U;_».

Beweis der Behauptun@idi:la;lp(ui) €Ui_o. Zu zeigera; = ... =ag = 0. Es gilt:
2 [ < i1 2
0=y" a(u) | =y aili | €UimaN(uy, ..., Ug)
(2 | %) €Y
alsoa; =...=a4, =0.

Daher konnen wir Vektorew, ..., vy € V finden mit

V :Um - <Vl7...,vdm>@Um71
Um—l = <LIJ(V1)a"'7l-IJ(Vdm)7Vdm+la"'avdm,1>@Um—z
Ul = <lIJm_1(V1);'~'7l-pm_l(vdm)awm_z(vderl)a"'alpm_z(vdmfl)a"'7Vd2+1a-"avd1>

Die aufgelisteten Vektoren bilden ein Erzeugendensystenyvoestehend aus Vektoren
also eine Basis. Ordne dieser Basis “spaltenweise”, d.h.

B = (VlaLIJ(Vl)v"'7LIJm71(V1)7"'7Vdm7"'awmil(vdm)a
Vdm+1, -+ L|Jm72(Vdm+1), ooy V=1, - l]JmfZ(Vdmfl), ey Vdpt 1, ...,le)
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Dann ist

BLIJB — d|ag( Jm(o),...,\]m(o), Jm71(0)77\]m71(0) geeny Jl(O),,Jl(O) )
dm dm—l - dm dl - d2

= BUJB+t’En

Bemerkung: Um die Transponiertd” zu bekommen muR maB “spaltenweise von unten nach oben”
anordnen. Die Voraussetzung von Satz 1 ist stets erflllt, Ka#tsC oderK ein algebraisch abgeschlossener
Kdorper ist.

Beispiel:
Xo = (X —t)%. Mogliche Variationen:
_ Jordan-Form Minimalpolynom dimKern¢ —t -id)

t 00 0
1t00
01t 0 (X-t)* 1
(00 1t |
t 00 0
1t00
01¢t0 (X=1)? 2
(000 t|
t 00 0
1t00
00t 0 (X=1)? 2
(00 11|
t 00 0
1t00
00t 0 (X=1)? 3
(000t |
t 00 0
0t 00
00t 0 (X—1) 4
(000 t]

Minimalpolynom: Exponent ist Gré3e des grofiten Jordanblocks
dimKern¢ —t-id): Anzahl der Jordanblécke



Kapitel 6

Bilinearformen und Skalarprodukte

6.1 Der Dualraum

VoraussetzungV ist einK-Vektorraum.

Definition 1 (Dualraum, Linearform) V* =Hom(V,K) heif3tDualraumvonV. Jedes\ € V* heil3t eine
Linearform(lineares FunktionglaufV: A :V — K.

Bemerkung: IstdimV = n < co undB = (vy, ..., Vn) Basisfolge, so istimV* = nundB* = (vj,...,V},) ist
eine Basis vov* mit v/ (v;) = §;j, die die zuB duale Basis heil3t.

n
A (Z xjvj> =X
j=1

Warnung: IstdimV = o dannisti.allgV 2 V*.

IStA € V*, dannh = Y av mit a = A(V;).

Beispiel:
K=F,;,V= ]F(ZN) = {(&)j>4|a # Onur fur endlich vield } (abzéhlbare Menge). Dann:

V — N (Bijektion)

[

@)z, — zl(aaZi)Jrl

i&
V* — TF5 (Bijektion)
A o— Me)
F} ist nicht abz&hlbar, d.h. es gibt keine Bijektion
Fy — N
denn warery = { f(0) ‘ i€ N}, so setzey € F) mitg = " + 1 ¢ Fy, dannistg # {0 fir allei € N, also
V 2 V*,

B=(v1,...,Vn) BasisfolgeB* = (v}, ...,v;;) dazu duale Basid,c V*, A =3[ ; & undv= 37 ; xv;. Dann
istA(v) = 3L aix undKernA = {v= 31, Xvi|@aiXy + ... + anXn = 0}

68
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Duale Aufgabentypen:

1. Gegeben ist homogenes lineares Gleichungssystem mit
ajiXy 4.+ amXa = 0
am;I.X1 +...+ am.an = 0
Suche Lésungsraum, d.h. gegelen.., Ay, sucheKernA1N...NKernAp,.

2. Gegeben ist Teilrautd, gesucht homogenes lineares Gleichungssystem, das ¢érmde dsungs-
menge hat (“Stell® durch LGS dar”), d.h. such&,,...,Am € V* mit

{veV|Ai(v)=0mitl<i<m}=U=(Ap,....,Am) =:U°
Definition 2 (Annihilator) IstU <V so hei3U° = {A € V*|A(u) = 0¥u € U } AnnihilatorvonU.

Lemmal IstU <V so gilt:

1.U°<v*
2. U <Up=Us <U;
3. (U1+Up)° =U;NU3
4. (U1NUg)° DUS +U3

Beweis:

1. klar
2. klar

3. Ug,Us CU;+Uy, also nach (2jU; +Uz)° C U7, U3 C U7 NUS. Umgekehrt seh € Uy NU3, dann
gilt fir uy € Uiz A(up +u2) =A(u1) +A(up) =04+ 0=0, alsoA € (U1 +Uy)°

4. U1NUy CUp,Up, UPU; C (U1NUy)° Teilraum, aIsde +U; C (UrNUy)°. O

Satz1l IstdimV =n< e undU,U;,U; <V, so gilt:

1. dimU+dimU° =dimV =n
2. (UinUz)° =U7+U3

Beweis:

1. (vi1,...,vq) sei Basisfolge votJ, B = (vi,...,Vd,...,Vn) VONV und B* = (vj,...,Vv};) duale Basis von
V*. Es gilt:

n
A= Zajvi* ceU’ea=Av)=0(=1,..d <Ae (V..V}
i=

Also: U% = (V4 ,,...,vj) = dimU° = n—dimU.
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2. Es gilt (vgl. hierzu Kapitel 2dimU; +dimU, = dim(U; NU2) +dim(U; 4+ Uy)):

dimU1NUz2)° = n—dimUiNUy)

n— (dimU; +dimU, —dim(U; + Uy))

= n—dimU;+n—dimU, — (n—dimU; +Uy))
dimU; +dimU; —dim(U; +U2)° (%)

= dimU; +Uy)

(x): Aus Lemma 1 (3) folg{U1 +U>)° = U7 NU3. Aus Lemma 1 (4) folgt umgekehtdy +U5 =
(UlﬁUZ)O. O

Satz 2 IstV einK-Vektorraum, so ist

Vo VE= (V)

Vo ay(A)=A(v) ek MEAEV

a:

eine injektive lineare Abbildung, sogar ein Isomorphismus, falleV = n < . Weiterhin hei3V/**
Bidualraum,ay, Auswertung arVv; a ist “nattrlich”, d.h. unabhéangig von jeder Basiswahl.

Beweis:

e flrveVistay linear, d.h. in(V*)*.
e O:V—— qyistlinear.
e O ist injektiv:

Kerna = {veV]ay=0}={veV|ay,(A)=0VYAeV*}
{veV|(v)°=V*} ={veV|dim(v) =0} = {0}

dadimV < «istdimV = dimV**, also folgt ausx injektiv aucha surjektiv. d

Satz 3 (Dualitatssatz) IstdimV =n < oo, S0 ist

A UU<VE — {L|LeVH}
' U — ue

eine bijektive Abbildung mit

1. dimU° =n—-dimU
2. U1 <U;=Uy <U?

3. (U1+U2)°=UyNU3 und(U1NUz)° =U7 + U3
Beweis:A surjektiv. SeiL < V* gesuchtJ <V mitL =U°.

L°={ayeV*|A(v)=ay(A\) =0VAelL} = {av

ve Kern)\(:U)}a(U)

A€l

Behauptung:L = U°. Beachte, daflimL=n—dimL°> = n—dima(U) = n—dimU, = dimU° (a ist
Isomorphismus).L < U° daU = N, KernA alsoL = U°. DaA injektiv: U;,U, <V, Uy =U; =
a(Uy) =Uzp° =U3° = a(Uy) = Uy = Uy, weil a Isomorphismus. O



KAPITEL 6. BILINEARFORMEN UND SKALARPRODUKTE 71

Folgerung 1 IstU <V undU°® = (A1,...,Ar), so istU = N, KernA;. Ist|K| =g < e, dimV =n < o,
V K-Vektorraum, so gilt:

{U <V[dimU=i}|=[{U<V|dimU=n—i}|

Beispiel:
V =F3% U <V, dimU = 99. Es gilt:

{W<VIU <W} = |{w° <V*[U®>W°}| =5, alsodimU° = 101— 99 = 2

6.2 Bilinearformen
Definition 1 (Bilinearform) Eine Abbildung® :V xV — K heif3tBilinearform wenn

1. d(sw+ V2, W) = sd(vy, W) + D(vo, W)
2. (v, 5w+ W) = sP(v,wa) + P(v, W)

® heilRt symmetrisch, wenih(v,w) = ®(w,v) fur allev,w € V ist. IstB = (v, ...,vn) Basisfolge vorV so
heilBtdPp = [P]g = [P(v;,Vj)] (Gram-)Matrix vond bezuglichB.

Beispiel:

o V=K™ B=(ey..,&)

X1 y1 1 0
® N =YL XY P =
Xn Yn 0 1
1
X1 Y1 .
o2 S I = 3 XiYi — XaYn Do = -
Xn Yn 1

0 -1

e V =Py(R) = {Polynomfunktionen vom Grad& n, R — R}
B=( o,...,fn),pi:(x):x' (xeR) L
®(f,9) = fo F(x)g(x) dxund®(pi, pj) = fo X T dx= 7

1
3

Tk NIk

Pg =

Wk N =

Lemmal

1. IstB= (vi,...,v,) Basisfolge vorV und ®g = [a;],  Bilinearform, dann (wobeK mit K** iden-
tifiziert wird):
d(v,w) = (V)" - [aj] - 8 (W)

2. Umgekehrt gibt es zu jeder Matiix= [a;j] genau eine Bilinearforr® mit

®p = [Pg] = A
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3. IstauchB’ = (vi,...,vh) Basisfolge vorV, so ist
Oy =P"-dg-P

mit der BasiswechselmatriR = g[id] g, und wenrP = [pjj] ist, istv"j =31 PijVvi.
Beweis:

1. bereits erledigt.

2. Zulaj] € K", B= (vq,...,Vn) definiere®d(v,w) := gv' - [a;j] = [W] , dann istd Bilinearform.

3. OV, V) = FRq 3 ilq PP P(Vi, Vi) = F_q Pii 31q @i PIj Mit & i= P(Vi, ). IStA= [a] = Ps,
dann gilt: ®(v,v;) = ... = [PTAP]”. mit [AP)j := ST, akpij. O

irVj

Definition 2 (Kongruenz) A A’ € K™" heiBtkongruenfwenn e? € GL(n,K) gibt mit
AN=PT.A.P
(zum Vergleich:A, A’ sind genau danéhnlich, wennA’ = P~1AP)

Bemerkungen:

e Kongruenz ist eine Aquivalenzrelation
e AA € K™ kongruent= det A = (det P?det A

e A A kongruentA symmetrisch. Dann ist augil symmetrisch, d.hA'T = A’
denn beachtéA; - Ay)T = Al - Al A =PTAP= AT = (PTAP)T = PTATPTT = PTATP = A’ falls

AT =A
Beispiel:
/10|, (10 2% S [ S O B .
e A= 0 1 ,A_[O 4}€R sind kongruent (miPP = 0 2 ; A A sind aber nicht

ahnlich)

101, (1 27 . .
e A= [ 0 2 ],A = { 0 2} sind ahnlich, aber nicht kongruent.
Bemerkung:Bifo(V) = {®:V xV — K |®Bilinearform} ist K-Vektorraum. Ist € Bifo(V), so ist flr
jedesw €V die Abbildung®,, : v— ®(v,w) linear, d.h.®,, € V* und die Abbildungy — V*,w+— ®,,
ist linear.

Lemma 2 Die Abbildung
Bifo(V) —  Hom(V,V*)

A (0] — (0w — Dy

ist ein Isomorphismus. 18 = (vi,...,v,) Basisfolge vorV so istg- [¢] g = Pg wobeiB* die zuB duale
Basis vorv* ist undd = A(P).

Beweis: g+ [¢]g = [aij] € K™" bedeuteth(vj) = F{L;&;Vi, d-h. ¢(vj)(vi) = aj und ®(vi,wj) = Dy, (Vi)
alsolajj] = ®g. O
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Definition 3 (Radikal, Ausartung) Ist®:V xV — K Bilinearform, so heifRad® = {w € V |®(v,w) = Ofuir alleve V }
Radikal @ heifdtnicht ausgeartetwennRad®d = {o}.

Lemma3 IstB=(vi,...,vy) BasisvorV, soist® € Bifo(V) nicht ausgeartet genau dann, wé&gbg =
n.

Beweis:

®ist nicht ausgeartet< Radd = {0} < ®d,, = Onur fuew = o
& 0w Oyist injektiv
< Rger g =n=RgdPgnach Lemma&

6.3 Orthogonalitat

@ sei symmetrische Bilinearform auf,

Definition 1 (Orthogonalitat, Isotrop) v,w € V heiRenorthogonal(bzgl. @), wenn®(v,w) = 0 (i.Z.
v_Lw). IstM <V, soseiMt = {veV|v L xfuerallexc M}. veV heilltisotrop, wennv L v.

Beispiel:
X1 Y1
e V=R" D N I =3 1XYi
Xn Yn
X1
V= : = X1 = ... =X, = 0, v= o0 einziges Isotrop
Xn
Xl yl n—-1
e V=R"® N = 2 Xi¥i —Xn¥n
Xn Yn =1
X1 n—1
v=| ! |=vivex=73y x
X i=1
n
1 0
Beachte:® ist nicht ausgeartet, deriRg®Pg = =n
1
0 -1

Satz1 Sei® symmetrische Bilinearform av undU <V Teilraum, dann ist - auch ein Teilraum und
es gilt (fallsdimV = n < ):

1. dimU +dimU* = dimV +dim(U NRad®))

2. Ist® nicht ausgeartet, so igimU + dimU+ = dimV

Beweis:SeiN' =U — V* u— &, mit ®,(v) = d(v,u). Nach dem Dimensionssatz gilt dagiim Bild A’ +
dimKern\' = dimU. Es gilt weiterhin:
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1. KernA'={ueU|d, =0} ={uecU|®(v,u)=0WeV } =UNRadd
2. BildA ={®,jueU} = (UL)°, &y (U) = (U, u).

Benutzedim(U+)° = n—dimU*, daraus folgt die Behauptung. O

Folgerung 1 Gibt es inV keine isotropen Vektoren (d.k.e V mit v L v) auew = o so ist:

UaUt =V fallsdimV <

Beweis:v € U NU* = v L valsov = o nach Voraussetzung. WeiterkilnU+ = {o}. Es gilt:

dimU 4 dimU* = dimU +U"+) +dimU nU+) = dimV

(dadim(UnNU+t) =0), alsoU +U+ =V. O
Beispiel:
1 0 O
V=R3B=(e,e,63),Pg=| 0 1 0 |[,d.h.
0 0 -1
X1 Y1
P X2 || Y2 = X1Y1 + X2Y2 — X3Y3
X3 Y3

Seivi :=ey+e3,U = (v1). D(e; +e3,8+€3) =0.
Ut =(vs,e1),dimUt =3-dimu=2U cuU*

Definition 2 (Orthogonalbasis) B = (V},...,v;) heitOrthogonalbasigbzgl. ®) wennv; L v; furi # |,
d.h. ®g ist Diagonalmatrix. Fir Matrizen giltbg = A, dann istdgy = PTAPmit P = gid] g € GL(n,K).

Frage: GegeberA € K™", Gibt esP € GL(n,K) mit PTAP = diag(ty, ...,tn), tj € K?
Offensichtlich gilt dies nicht, wenA # AT gilt, also ist die Frage nur sinnvoll bei symmetrischen Matrizen.

Beispiel:

SeiK Kérper mitcharK = 2, z.B.F,, dimV = 2, BasisB = (V1,v2). SeiPg =A= { 2 é ],vl 1w
undvy L v, Es gilt:

veV & v=xXx1Vi +XoVo € V mit x € K.
D(v,V) = x1%P(v1,V2) + XX P(V2,v1) = XaX2(1+ 1) = Oalsov L v.

t1 O
0 t
®(v,w) = 0flr allev,w € V, was ein Widerspruch ist, denn wir wiss®fvy,v,) = 1.

Gébe es eine BasB/(v},V,) mit Py = { } so waret; = ®(v{,v/) = 0, also®g = 0 und somit

Satz2 IstcharK#2undist®:V xV — K eine symmetrische BilinearforrdjmV = n < o, so existiert
zu @ eine OrthogonalbasB = (vi,...,Vn) d.h. ®g = (t1,...,tn), ti € K.

Beweis:Induktion nachn = dimV: Der Induktionsanfang = 1 ist trivial. Furn > 1 erhélt man:

lcharK=n < 1+...+1=0(nEinsen) und es gibt kein' < n mit dieser Eigenschaft.
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e 1. Fall: Angenommen, alle € V seien isotrop, d.hd(v,v) = 0 Vv € V. Seienv,w € V beliebig. Es
gilt:
0=P(V+WV+W) = P(V,v) + P(W,V) + D(V,w) + P(w,w) = (1+1)P(v,w) # 0

also mu¥(v,w) = 0 sein fir allev,w € V, und® ist die Nullabbildung, jede Basis ist Orthogonal-
basis.

e 2. Fall: Es gibtvy € V mit ®(vq,v;) # 0. SeiU = (v4). Nach Satz 1 (Seite 73) folgt dabhnU+ =
{0} als00-v; € UNU+ = {0} und somitc- ®(vy,v;) =0 = c=0. AlsoV =U oU- mitdimU+ =
n—1. Setzed' = ®|, .y U+ xU+ — K symmetrische Bilinearform. Nach Induktionsannahme
gibt es eine Orthogonalbad® = (Vy,...,Vn) vonU~ bzgl. ® mit ®(vi,vj) =0,i # |, i,j > 2. Dann
gilt jedochB = (v1,Vo,...,Vn) = ®(v;,vj) =0Vi, j > 1. O

6.4 Orthogonalisierung

Seid:V xV — K eine symmetrische BilinearforrdjmV = n < oo,

Frage: Wie findet man eine Orthogonalbasis @U(falls es eine gibt), bzw.: wie findet man 2ue K"™"
mit AT = AeinP € GL(n,K) mit PTAP = diag(ty, ..., tn), tj € K?

1. Verfahren: Elementare Operationen

Gibt esP € GL(n,K) mit PTAP = diag(ty, ...,t,) so muR (Kapitel 3.9, Seite 4P)= P - ... - P, sein, wobei
P Elementarmatrizen sind, und entsprechBhd= P - ...-P]. Dann gilt: PTAP= P! ...P] (P[ AP P>...P.

Elementare Matrizenoperationen sind:

12 0 ... .. 07
0
1.P=Dit)=1| : =~ t . : | (t#0in Spaltei, Zeilei)
1 0
o .. .. 0

A— AR bedeutet: Multiplikation der-ten Spalte voA mitt. A — PlTAPl bedeutet: “Multipliziere
i-te Spalte vorA mit t und danacli-te Zeile mitt

1 o ... .. .. O
0
2.P=Rj=| - 2 é o (i-te undj-te Spalte vertauscht)
0O 1 O
o ... .. .. 0

A— AR bedeutet: Vertauschung dieten mit derj-ten Spalte A — PlT AP, bedeutet: “Vertausche
i-te undj-te Spalte vorA und danacli-te undj-te Zeile vonAP;.

1 0 ... O

3. PL=Ujj(t) = o = (t in deri-ten Zeile undj-ten Spalte)
ot .0
O .. 0 1

A — AP, bedeutet Addiere-faches dei-ten Spalte zuj-ten Spalte A — PlTAPl bedeutet: “Addiere
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t-faches der-ten Spalte zuj-ten vonA und danach-faches dei-ten Zeile vonAP; zur j-ten Spalte
von AP;.

Verfahren: Man bringé durch gekoppelte elementare Spalten- und Zeilenoperationen auf Diagonalgestalt.
Dabei erhélt ma® = E, P, P»...RP indem man nur elementare SpaltenoperationerEgainwendet.

Beispiel:
A — AP —PTAR = A1
11 2 10 2 10 2 1 -1 0
12 4| —=|1 14|01 2 P=|0 1 O
2 4 4 2 2 4 2 2 4 0 0 1
"1 0 O 100 1 -1 -2
—~|l0 1 2|=]01 2 PP,=|0 1 O0
2 20 020 0 0 1
1 0 O 10 O 1 -1 0
—-|l01 0|—=]|01 O PPP;=|0 1 -2
|0 2 -4 0 0 —4 0 0 1
1 0 O 10 O 1 -1 0
—-~|l01 o|—=]01 o0 P=PPPP=|0 1 -1
| 0 0 -2 00 -1 0 0 3
Anwendung:
11 2
A=| 1 2 4| =dg,B=(e,e,e) Basisvorv = R3,
2 4 4

3
Q={v=yx6|dVVv)=1}= {v— S X6 X2 4 2x5 4 4x5 + 2x1X0 + 41Xz + BXoX3 = 1}
=

3
Oy =diag(1,1,—1) =PTAP, B = (V1,V2,v3) Mitvi = €1,V =€ — €1, V3= —+ 3€3,Q= {V= > Yivi[P(v,v) = 1} =
i=1
{v=syvilyi+y3-y5=1}
Also beschreibth einen Hyberboloiden

Definition 1 (quadratische Form) Ist @ :V xV — K Bilinearform, so heil3t die Abbilduny —
K,v— ®(v,v) die zu® gehorigequadratische Form

2. Verfahren: Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren

Satz 1 (Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren) ® : V xV — K sei symmetrische Bili-
nearform ohne isotrope Vektoren au@®dd.h. ®(v,v) = 0= v=0). B= (vy,...,V;y) sei Basisfolge voiv.
Dann erhélt man eine OrthogonalbaBis= (v, ...,v,) vonV wie folgt:

Setzev, := vy, und definiere danach rekursiv

k=1 (V.
= Vg — Z ¢‘
Dabei ist(vi,...,vi) = (V},...,V}). Ist B” = (v{,...,vi) auch Orthogonalbasis vov mit (vi,...,v) =
(M, .., W) fur k< n, soistv] = ¢;v; mit ¢ € K70,
Beweis:zu zeigerd (v, V() = 0fur 1 <i <k < nund(va,..., ) = (Vi, ..., V). Induktion nactk:

1. k= 1: trivial.
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2. k> 1 . \/
1o
(\/k’\/ Vkv Z CD \/]a\/J)
V)
Da®(v,vj) = 0firi = j nach Induktionsannahme gilt weiterhin:

= (D(Vk,\/i) — (D(\/i,Vk) =

und SOmMit(V}, ..., Vi) = (Vi ..., Vi1 )+ (Vi) = (V1, .., Vie1) + (Vi) = (Va, ..., V).

Eindeutigkeit: (D(\/I/,v”) =0fari+#j. (vi,...vi) = (V],...\{); SeiU = (VL oo Vi) O (VL o Vi)
Vi, W, €U, dim(U )—1 alsovi, =V - ¢ mit ¢ # 0. O

Bemerkung:Ist @ : V xV — K symmetrische BilinearforndimV beliebig und sind;; (i €1, | Index-
menge mit C {1,...,dimV}), inV vorgegeben mi®(v;,vj) = &;c mit ¢; € K # 0. Dann:

1. (vj)ie ist linear unabhéngig.

2. Istve (vi|i € 1), dannistd(v,v;) # 0 nur fur endlich viele und

d(v,vi)
CD (vi, Vi)

Vi
v heil3t Fourierkoeffizient vox beziglichv;.
Beweis:
1. IstO= Yic SVi, S # 0 nur fur endlich vield € 1.
0=®(vj,0) = Zs - D(vj, Vi) = sj - D(vj,V))
e

mit ®(v;,vj) = 0flri # jund®(vj,vj) =cj # 0, alsos; = O fur alle j.
2. V=S¢ SV mits # O nur fur endlich vield.
D(v,vj) Zs D(vi,vj) = sj - P(vj,Vj)
mit ®(v;,vj) = 0flri # jund®(vj,vj) =cj #0 O

Beispiel:
V ={f:R— R|fstetig f(x) = f(x+2m)Vxe R}, fon(X) = cognx), fan_1(x) = sin(nx), n € No.
o(t.g)= [ g dx

(f,geV). Dannist®(f;, f;) = &jc mit0# ¢ € R,

s T
C():/ 1dx:2T[unngn:/ cog(x)dx=Tr=con_1
—TT

f e (fadnen, = F = Sienoaifi mitag = = /T f(X)dx agn = 3 Ty f (X)cos(nX) dx, azn-1 = % 75, F(X)sin(nx) dx
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6.5 Euklidische Vektorraume
Definition 1 (positive Definitheit, Skalarprodukt, eukl. Vektorraum) IstV ein R-Vektorraum und
@ :V xV — K =R symmetrische Bilinearform, so hei®tpositiv definif wenn

®(v,v) > 0vv e V\ {0}

@ hei3tSkalarprodukgenau dann, wen® eine positiv definite symmetrische Bilinearform . Euklidi-
scher Vektorraunist einR-Vektorraum zusammen mit einem Skalarprodukt.

Beispiel:

o (R™L @) mit d(x,y) = xTy = T xy; ist euklidischer Vektorraum.

e V=P(R)={PolynomfktR — R} odetV = {f : [-1;1] — R |f stetig} mit ®(f,g) = [*; f(x)g(X) dx.
Dann ist(V, ®) euklidischer Raum.

Definition 2 (Norm) Ist (V,®) euklidischer Raum, so heift firc V ||v]| = /®(v,v) € R=% Normvon
V.

Definition 3 (Euklidischer Abstand) Seienv,w €V, V euklidischer Vektorraum, dann hei@tv,w) =
||lv—w|| euklidischer Abstangon v, w.

Satz 1 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)lst (V, ®) euklidischer Raum, so gilt:
O(vw)* < [V |wi?, ww eV
mit Gleichheit genau dann, wenrw linear abhéngig sind.

Beweis:Trivial fir w = 0; also sei 0.B.d.Aw # 0;

v,w linear abhéngig genau dann, wewne: swmit s = 20

2
f[wil

< ®d(v—swv—sw) = 0. Fiur beliebigew

undsist ®(v—swv—sw) = [[v]|?+ 2 ||w||> — 2sB(v,w) (). Setze in§) s= qia’u"? ein.
dvw)? L P(vw)? D(v, )2
0 < |VI*+ 72— = |V’ ~ 3
Iyl [[wi [[wi
& oww)? < v wi?
wobei Gleichheit genau dann gilt, wefr= ®(v—swv—sw), d.h. wennv = sw. g

Folgerung 1 Ist (v, ®) euklidischer Raum, so gilt:

1. |v| >0und|jv|=0<v=0
2. |Isvl =1/ ||v|] furse R

3. Dreiecksungleichungiv+w]| < ||v|| + [|w|| fur allev,w eV
Beweis:

1. klar
2. klar

3. VWP = D(v+wv+w) = [[v]|? + [[w][* + 20(v,w) < [[V[*+ [w]|>+ 2| v]| [w]] < (]]v]| + [|w]])?
nach Satz 1 O
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Satz 2 Ist (V,®) ein euklidischer RaumU <V, U sei endlich dimensional unde V. Dann gibt es
genau einen Vektanp € U mit
[IV—Uo|| = min|lv—ul|
ueU

Beweis: Sei (uy, ..., U,) Basisfolge vorlJ. Istv e U, so setzajp = v. Sei alsov ¢ U, dann setz&V =
(Ug,...,Un, V), dimW=n+1.

dimU+nw) = dimw-dimUu=1
Utnw = (v)

(Vo, U1, ..., V) Basis vorW, W =U @ (vo) ({(vo) =U-NW,v=S" St + SV €W, 5 € K=R,
Setzeup = 3|1 ; su;. Dann folgt firu € U beliebig:

[V—ul|? = ||v—Ug+ U — u||* = ||V — Uo||>+ || g — ul|? + 2 (v — Ug, Up — U) > O

mit Gleichheit genau dann, wetiing — u|| = 0, d.h. wenru = ug. O

Definition 4 (Orthonormalsystem) Ist (V,®) euklidischer Vektorraum un¢vi)ic; Orthogonalsystem,
d.h.
®(v;,vj) = &jjci, 0# ¢ € R, alsoc; > 0

Vi

1y
(Ivill

dann ist(w )ic; mit w; := 7

\% ein Orthonormalsystegrd.h. ®(w;,w;) = &;j.

Satz 3 Ist(V,®) euklidischer Raum un@l; )icy ein Orthonormalsystem undh = (v1,...,vp),n=1,2,....
Dann gibt es zu jedem (bei gegebenem < V) genau eiruy € Uy mit

V—Up|| = min|lv—u
v = min v —u]

Esistun = 373 ®(v,v)vi und es giltg s, (®(v,v})?) < [|v].

Beweis:siehe Satz 20, = Up+ (V) =Up@® (U MWL), v— 31 avi € (W) € U7,
V= U+ CW, D(V,Vj) = P(Un,Vj) + P(cWVj) = g;

A

0 < [V—un|® = ®V—tn,v—un)
S0 < |V~ 20(vtn) + |unl?

0 < v||2—2iq>(v,vi)q>(v,vi)+zcb(v,vi)
“0 < v||2—_iq><v,vi>2
o 3o < v

Beispiele:
o V={f:[-mn] — R|fstetig}, ®(f,g) = [, f(X)g(X)dx (V,®) eukl. Raum.
fon(X) = ﬁcoinx}

fan-1(X) = Zsin(nx) 5 (f), Orthonormalsystem
ol =
feV,g=o(ff) = I‘n fi(x) f (x) dx (Fourierkoeffizient). 3, & f; ist die beste Approximation

von f inU, = (fo,..., fn).
Warnung:y >, a fi (x) = f(x) gilt nicht allgemein;s ! a2 < [ f(x)?dx
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e Gegeben seiefXo,Yo), ..., (Xn,Yn) iM R?, Xg < X3 < ... < X, U < Py(R). Gesucht wirdg € U mit
By = 3o (Y — 9(x)? minimal, ®(f,g) ‘= $§_o f (x)9(%),

0=||f||>=d(f,f) = i f(x)% = f(x0) = f(x1) =...= f(x)) =0
k=0

Daraus folgt: f hatn+ 1Nullstellen Grad f < n, alsof = 0. Es gibt einfo € V mit fo(x) = ; flr
i=0,..,n()

fo(x) = lia;xi

(x) kann man in Matrixform schreiben, vgl. von-der-Monde-Matrix (Seite 35). Diese Matrix ist
invertierbar, weil # x; furi # j. DannistAg = S¢_q (fo(X) — a(x))% = [[fo—g,
Findeg € Up mit || fo — g|| = minyey || fo—ul[, U = (ug, ..., ur)

— 1. Moglichkeit: (ug, ..., ur) ist Basis vorJ . Orthonormalisiere (mit Gram-Schmidt) und erhalte
ON-Basis(wi, ...,w;) vonU. Dann istg = ¥{_; ®(fo,wi)w; mit 33, yiWi(Xc) nach Satz 3.
Berechnungt = (pz) = {x+— c¥®|xe R }

1
IP2]* = P(P2 P2) = 3Rt W= (Zk-0X)* P2 9= P(fo,w)w = 3X_o¥iew(xiw,
900 = TRooyo§ - (TheaXt) >+ (TheoX®) 2

2

2YRX

X

— 2. Moglichkeit: g = ¥{_, ¢iu; wobei diec; bestimmt sind durcl®(fo — 3{_; ciuj,uj) = 0 fir

i=12,..,r;
kZO (yk = i;Ci U (Xk)) “Uj(%) =0

Berechnungt) = (po, p1) = {x— Cp+C1X|Cp,c1 ER }

Yroo (Ye— SoGipi(%)) - pi() =0; j=0,1

Shoo (k= (Co+C1x)) =0, (N+1)Co+ TR_oXkCL = T ¥k

S ko (Y — (Co+C1Xk)) Xk = 0, TR_oXkCo + T R_0XgC1 = Yo YiX
Gleichungssystem eindeutig losbar ¢da x; flr i # j).




