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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Mengen und Abbildungen

1.1.1 Mengen

Definition 1 (Menge, Element) EineMengeist eine Zusammenfassung wohlunterschiedener Objekte.
Die Objekte heißen dabeiElementeder Menge.

SeiM eine Menge. Dann gilt für beliebigex:

• x∈M: x ist Element der MengeM.

• x /∈M: x ist kein Element vonM.

Bemerkung:Es darf nicht gleichzeitigx∈M undx /∈M gelten.

Besondere Zahlmengen

N Menge der natürlichen ZahlenN= {1;2;3;...}
Z Menge der ganzen Zahlen Z= {0;1;−1;2;−2;...}
Q Menge der rationalen Zahlen Q=

{
a
b |a∈ Z∧b∈ N}

R Menge der reellen Zahlen

Darstellung von Mengen

• Aufzählung:
Beispiel:M = {1;2;3;5;7;11}= {2;1;3;7;5;11}=

{
2;11;3

1; 14
2 ;5;1

}

• Definition durch ihre Eigenschaft:
Beispiele:P = {x∈ N |xist eine Primzahl}; M = {x∈ P|x≤ 11}

Operatoren

• A⊆ B: A ist Teilmenge vonB; es gilt: wenna∈ A⇒ a∈ B

• A = B: A ist gleichB; es gilt: A = B⇔ A⊆ B∧B⊆ A

1



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN 2

• A∩B: Durchschnitt vonA undB; es gilt: A∩B = {x|x∈ A undx∈ B}
• A∪B: Vereinigung vonA undB; es gilt: A∪B = {x|x∈ A oderx∈ B}
• A\B: Differenzmenge vonA undB; es gilt: A\B = {x|x∈ A undx /∈ B}
• A×B: Cartesisches Produkt; es gilt:A×B = {(a,b) |a∈ A undb∈ B}

Falls(a,b) = (a′,b′), dann gilta = a′ undb = b′.

Bemerkungen:

• /0 ist die leere Menge; es gilt:x /∈ /0 für allex.

• Für jede MengeA gilt: /0⊆ A.

• Der Durchschnitt zweier Mengen kann leer sein. In diesem Fall heißenA undB disjunkt.

• Ist A∪B = /0, dann gilt sowohlA = /0 als auchB = /0.

1.1.2 Abbildungen

Definition 2 (Abbildung, Funktion) SindX undY Mengen und istf ⊆ X×Y, so heißt(X,Y, f ) Abbil-
dungvon X nachY, wenn es zu jedemx∈ X genau einy∈Y gibt mit (x,y) ∈ f . In diesem Falle schreibt
man:

f :
X −→ Y
x 7−→ y = f (x)

Zwei Abbildungenf : X −→Y, g : A−→ B sind gleich genau dann, wenn:

• X = A (Definitionsbereich ist gleich)

• Y = B (Zielbereich ist gleich)

• für allex∈ A = X gilt: f (x) = g(x)

Ein Synonym für “Abbildung” ist “Funktion”.

Definition 3 (Mächtigkeit einer Menge) |M| ist dieAnzahl der Elemente(oderMächtigkeit) der Menge
M, wenn sie endlich ist, sonst∞.

Definition 4 (Injektivitiät, Surjektivität, Bijektivität) Die Funktion f : X −→Y heißt...

• ...injektiv, wenn ausf (x) = f (x′) folgt x = x′.

• ...surjektiv, wenn es zu jedemy∈Y einx∈ X gibt mit f (x) = y.

• ...bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist.

Beispiele:

• Es gilt:
∣∣{1,2, 4

2

}∣∣ = |{1,2}|= 2

• Die identische AbbildungidX :
X −→ X
x 7−→ x

ist bijektiv.
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• f1 :
R −→ R
x 7−→ x2 ist weder injektiv noch surjektiv.

• f2 :
R −→ R≥0

x 7−→ x2 ist nicht injektiv, aber surjektiv.

• f3 :
R −→ R
x 7−→ 1

x
ist keine Fkt., da(0,y) /∈ f3 für alley.

• f4 :
R>0 −→ R

x 7−→ x2 ist injektiv, aber nicht surjektiv.

• f5 :
R≥0 −→ R
x2 7−→ x

ist keine Funktion, da sie nicht wohldefiniert ist;x = x′ 6⇒ f (x) = f (x′) gilt

nicht, denn(1,1) ∈ f6 und(1, .1) ∈ f6.

Definition 5 (Bild, Urbild, Faser) Sei f : X −→Y eine Abbildung und seiX′ ⊆ X sowieY′ ⊆Y. Dann
ist...

• ...f (X′) = { f (x′) |x′ ∈ X′ } dasBild vonX′ unter f , f (X) heißt das Bild vonf .

• ... −1
f

(Y′) = {x∈ X | f (x) ∈Y′ } dasUrbild vonY′ unter f .

• ... −1
f

(y) =
−1
f

({y}) = {x∈ X | f (x) = y} dieFaservony unter f .

Bemerkungen:

• f : X −→Y ist injektiv⇔
∣∣∣∣
−1
f

(y)
∣∣∣∣≤ 1, y∈Y

• f : X −→Y ist surjektiv⇔
∣∣∣∣
−1
f

(y)
∣∣∣∣≥ 1, y∈Y

• f : X −→Y ist bijektiv⇔
∣∣∣∣
−1
f

(y)
∣∣∣∣ = 1, y∈Y

Definition 6 (Verkettung) Sind f : X −→Y und f : Y −→ Z Abbildungen. Dann sei

g◦ f :
X −→ Z
x 7−→ g( f (x))

dieverkettete Abbildung.

Satz 1 Sind f : A−→ B, g : B−→C sowieh : C−→ D Abbildungen. Dann gilt:

h◦ (g◦ f ) = (h◦g)◦ f

Beweis:Der Definitionsbereich vonh◦ (g◦ f ) und(h◦g)◦ f ist A. Der Zielbereich beider Abbildungen ist
D. Es gilt für jedesx∈ A:

(h◦ (g◦ f ))(x) = h((g◦ f )(x)) = h(g( f (x))) = ((h◦g)◦ f )(x)

¤
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1.2 Äquivalenzrelationen

SeiM eine Menge.

Definition 1 (Relation) Eine TeilmengeR = {(a,b) |a,b∈M } ⊆ M×M heißt auchRelationauf M.
Dann schreibt man auchaRbstatt(a,b) ∈ R.

Definition 2 (Reflexivität, Symmetrie, Transitivität, Äquivalenzrelation) SeiR= {(a,b) |a,b∈M }⊆
M×M eine Relation. Dann heißtR...

• ...reflexiv, wennaRafür allea∈M gilt.

• ...symmetrisch, wenn ausaRbfolgt bRafür allea,b∈M.

• ...transitiv, wenn ausaRbundbRcfolgt aRcfür allea,b,c∈M.

• ...Äquivalenzrelation, wennR reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

Beispiele:

• R= = {(a,a) |a∈M } ⊆M×M (aR= b⇔ a = b) ist Äquivalenzrelation.

• M = Z, q∈ N; Rq = {(a,a+qx) |x∈ Z} ⊆ Z×Z ist Äquivalenzrelation.

1.2.1 Äquivalenzklassen

Definition 3 (Äquivalenzklasse) Ist∼ eine Äquivalenzrelation aufM, so sei füra∈M

[a]∼ = {b∈M |a∼ b}
Äquivalenzklassevona bezüglich∼.

Lemma 1 Sei∼ Äquivalenzrelation aufM

1. a∼ b⇔ [a]∼ = [b]∼

2. (Zwei) Äquivalenzklassen sind gleich oder disjunkt.

3. Jedesa∈M liegt in einer Äquivalenzklasse.

Beweis:

1. “⇒”: Es seia∼ b in M. Zu zeigen ist: Es gilt[a]∼ = [b]∼

(a) [a]∼ ⊆ [b]∼: Es seix∈ [a]∼ beliebig, zu zeigen ist dannx∈ [b]∼
Zunächst ista∼ x. Ausa∼ b (Vorr.) folgt b∼ a (Symmetrie). Ausb∼ a unda∼ x folgt b∼ x
(Transitivität), was bedeutet, daßx∈ [b]∼.

(b) [b]∼ ⊆ [a]∼: Da auchb∼ a (Symmetrie) folgt aus dem Bewiesenen:[b]∼ ⊆ [a]∼.

(c) Aus (a) und (b) folgt:[a]∼ = [b]∼.

“⇐”: Sei [a]∼ = [b]∼, zu zeigen ista∼ b.
Dab∼ b (Reflexivität) istb∈ [b]∼; da[b]∼ = [a]∼ ist auchb∈ [a]∼, d.h.a∼ b. ¤

2. Wir zeigen:[a]∼∩ [b]∼ 6= /0⇒ [a]∼ = [b]∼.
Sei[a]∼∩ [b]∼ 6= /0. Es gibt alsox∈ [a]∼∩ [b]∼, d.h.a∼ x undb∼ x. Nach (1) gilt dann[a]∼ = [x]∼
und[b]∼ = [x]∼, also[a]∼ = [b]∼.

3. Nach (1c) gilta∈ [a]∼. ¤
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1.2.2 Potenzmengen und Partitionen

Definition 4 (Potenzmenge) M sei eine Menge. Dann heißtP(M) = {A|A⊆M } PotenzmengevonM.

Bemerkung:Es gilt immer: /0 ∈ P(M).

Definition 5 (Partition) P⊆ P(M) heißtPartition vonM, wenn gilt:

1. M =
S

A∈PA (d.h. zu jedemx∈M existiert einA∈ P mit x∈ A).

2. A∩A′ = /0 für A 6= A′ undA,A′ ∈ P

Bemerkung:Aus Lemma 1 folgt: Ist∼ Äquivalenzrelation aufM, so bilden die Äquivalenzklassen bezüg-
lich ∼ eine Partition vonM: M/∼= {[a]∼ |a∈M }. Ist umgekehrtP⊆ P(M) eine Partition, so kann man
die Äquivalenzrelation∼ so definieren:a∼ b ⇔ es gibtA∈ P mit a,b∈ A.

Beispiel:

Sei M = Z und a ≡m b, m∈ N fest, a ≡m b ⇔ b− a = x ·m für x ∈ Z, b− a ∈ m·Z. Dies ist eine
Äquivalenzrelation (meistens schreibt mana≡ bmod mstatta≡m b). Weiterhin gilt:

• [0]m = [0]≡m = {0;m;2m;3m; ...;−m;−2m;−3m; ...}= mZ= {mx|x∈ Z}
• Seim> 1. [1]m = {1;1+m;1+2m; ...;1−m; ...}= m·Z+1 = {mx+1|x∈ Z}
• Z/≡m = {[0]m; [1]m; ...; [m−1]m} Kongruenzklassen vona modulom

1.3 Körper und Ringe

Definition 1 (Körper) Eine MengeK zusammen mit den Abbildungen

+ :
K×K −→ K
(a,b) 7−→ a+b

(genannt Addition) und· : K×K −→ K
(a,b) 7−→ a ·b (genannt Multiplikation)

heißtKörper, wenn folgende Regeln für beliebigea,b,c∈ K gelten:

1. (K1) Assoziativität der Addition:(a+b)+c = a+(b+c).

2. (K2) Nullelement: es existiert genau ein Nullelement0 ∈ K mit 0+a = a+0 = a.

3. (K3) Inverses der Addition: Zu jedema∈ K existiert genau ein Element−a∈ K mit a+(−a) = 0.

4. (K4) Kommutativität der Addition:a+b = b+a.

5. (K5) Assoziativität der Multiplikation:(a·b) ·c = a · (b ·c).
6. (K6) Einselement: Es existiert genau ein Einselement1 ∈ K, 1 6= 0, mit 1 ·a = a ·1 = a.

7. (K7) Inverses der Multiplikation: Zu jedema ∈ K \ {0} existiert genau eina−1 ∈ K mit a ·a−1 =
a−1 ·a = 1.

8. (K8) Kommutativität der Multiplikation:a ·b = b ·a.

9. (K9) Distributivgesetz:a· (b+c) = a ·b+a ·c und(a+b) ·c = a·c+b·c.

Beispiele:

• (R,+, ·), (Q,+, ·) und(C,+, ·) sind Körper

• (N,+, ·), (Z,+, ·) sind keine Körper
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Definition 2 (Ring) Eine MengeR mit Addition und Multiplikation genannten Verknüpfungen+ und ·
(wie beim Körper) und den Eigenschaften (K1) bis (K5) sowie (K9) heißtRing. Ein Ring heißtkommuta-
tiver Ring, wenn zudem (K8) gilt, undkommutativer Ring mit Eins, wenn (K6) und (K8) gelten.

Bemerkungen:

• Jeder Körper ist erst recht ein Ring (kommutativer Ring, kommutativer Ring mit Eins).

• (Z,+, ·) ist kommutativer Ring mit Eins.

Folgerung 1 In jedem KörperK gilt:

1. 0 ·x = x ·0 = 0 für allex∈ K.

2. (a)−(−x) = x sowie (b)(−x) ·y = x · (−y) =−(xy)

3. Nullteilerfreiheit:x ·y = 0 ⇔ x = 0 ∨y = 0

Bemerkung:(1) und (2) gilt auch in Ringen.

Beweis:

1. 0 = 0 ·x+(−0 ·x) = (0+0) ·x+(−0 ·x) = 0 ·x+0 ·x−0 ·x = 0 ·x+(0 ·x+(−0 ·x)) = 0 ·x.

2. (a)−(−x) ist wegen (K3) das eindeutig bestimmte Elementy mit y+(−x) = (−x)+ y = 0. Nach
Definition von(−x) gilt diese Gleichung füry = x. Also:−(−x) = y = x.
(b)−(xy) ist das eindeutig bestimmte Elementz∈K mit z+(xy) = (xy)+z= 0. Es gilt(−x)y+xy=
(−x+x)y = 0 ·y = 0 (analog(xy)+(−x)y = 0). Also ist(−x)y = z=−xy.

3. “⇒”: wir zeigenx 6= 0⇒ y = 0. Dax 6= 0, existiert nach (K7) einx−1 ∈ K mit x ·x−1 = x−1 ·x = 1.
Dann:y = 1·y = (x−1 ·x) ·y = x−1 · (x ·y) = x−1 ·0 = 0.
“⇐”: folgt unmittelbar aus (1) ¤

Beispiel:

SeiR2 = R×R = {(a,b) |a,b∈ R}. Dann ist(R2,+, ·) mit (a,b)+ (a′,b′) := (a+a′,b+b′) und(a,b) ·
(a′,b′) := (a·a′,b·b′) ein kommutativer Ring mit Eins. Das Nullelement ist0 := (0,0) und das Einselement
ist 1 := (1,1).

Hinweis: Da (1,0) · (0,1) = (0,0) = 0 (verstößt gegen Nullteilerfreiheit) und(1,0) · (a,b) 6= 1 für alle
a,b∈ R ((1,0) hat kein Inverses), istK kein Körper.

Bemerkungen:

• In einem Ring(K,+, ·) gilt stetsK 6= /0, weil nach (K2)0 ∈ K.

• K = {0} mit + : (0,0) 7−→ 0 und · : (0,0) 7−→ 0 ist ein kommutativer Ring, da (K1)-(K5) und
(K8),(K9) erfüllt sind.K ist kein Körper, da (K6) nicht erfüllt ist (dort wird0 6= 1 gefordert).

• Ist K = (K,+, ·) ein Körper, so gilt|k| ≥ 2, denn es gibt0,1 ∈ K mit 1 6= 0. So bildet(F,0,1) mit
F2 = {0,1} einen kleinsten Körper (0 ist Nullelement,1 ist Einselement) mit den wie folgt definierten
Verknüpfungen:

+ 0 1 · 0 1
0 0 1 0 0 0
1 1 0 1 0 1
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1.3.1 Die Kongruenzklasseamod m

Definition 3 (Äquivalenzrelation≡m) Auf Z ist dieÄquivalenzrelation≡m definiert als≡m= {(a,b) |b−a = m·z, m∈ Z}⊆
Z×Z. Die Äquivalenzklasse vona bzgl. ≡m ist [a]m := [a]≡m = {b∈ Z |a≡m b}. Die Kongruenzklasse
von≡m aufZ istZ/(m) := Z/≡m= {[a]m|a∈ Z}= {[0]m, [1]m, ..., [m−1]m}.

Lemma 1 Z/(m) wird für jedesm∈ N>1 zusammen mit den wohldefinierten Abbildungen

+ :
Z/(m)×Z/(m) −→ Z/(m)
([a]m, [b]m) 7−→ [a+b]m

und · : Z/(m)×Z/(m) −→ Z/(m)
([a]m, [b]m) 7−→ [a·b]m

zu einem kommutativen Ring mit Eins.

Beweis:Im folgenden Beweis gelte:[a] := [a]m

1. +, · sind “wohldefiniert”
Sei[a] = [a′] sowie[b] = [b′]. Nach Def. von≡m folgt: a′ = a+xmundb′ = b+ym(x,y∈ Z).
Zu zeigen ist: (a)[a+b] = [a′+b′] sowie (b)[a ·b] = [a′ ·b′].
(a) [a′+b′] = [a+xm+b+ym] = [a+b+xm+ym] = [(a+b)+m(x+y)] = [a+b]
(b) [a′ ·b′] = [ab+aym+bxm+xym2] = [ab+(ay+bx+xym)m] = [a·b]

2. (K1) und (K5): Assoziativität
(K1): ([a]+ [b])+ [c] = ... = [(a+b)+c] = [a+(b+c)] = ... = [a]+ ([b]+ [c]), daa,b,c∈ Z
(K5): ([a] · [b]) · [c] = ... = [(a ·b) ·c] = [a · (b ·c)] = ... = [a] · ([b] · [c]), daa,b,c∈ Z

3. (K2) Es existiert genau ein0 := [0] mit x+0 = 0+x = x (x∈ K):
0+[a] = [0]+ [a] = [0+a] = [a] = [a]+ [0] = [a]+0
Eindeutigkeit: Habe auch[a′] die oben genannte Eigenschaftx+[a′] = x
Dann gilt: [a′] = [0+a′] = [0]+ [a′] = [0] = 0

4. (K6) Es existiert genau ein1 := [1] mit x ·1 = x (x∈ K):
1· [a] = [1] · [a] = [1 ·a] = [a]. Eindeutigkeit analog zu (3).

5. (K3) Es existiert zu jedemx∈ K ein−x := [−x] ∈ K mit x+(−x) = 0
[a]+ [−a] = [a+(−a)] = [a−a] = [0] = 0

6. (K4) und (K8): Kommutativität
(K4): [a]+ [b] = [a+b] = [b+a] = [b]+ [a], daa,b∈ Z
(K8): [a] · [b] = [a·b] = [b ·a] = [b] · [a], daa,b∈ Z

7. (K9) Distributivität
([a]+ [b]) · [c] = [a+b] · [c] = [(a+b) ·c] = [ac+bc] = [ac]+ [bc] = [a][c]+ [b][c], daa,b,c∈ Z

8. 0 = [0] 6= [1] = 1, dam> 1. ¤

Satz 1 (Z/(m),+, ·) ist genau dann ein Körper, wennm= p (für eine Primzahlp).

Beweis:Im folgenden Beweis gelte:[a] := [a]m

1. Z/(m) ist Körper⇒ m ist Primzahl
Beweis durch Kontraposition: Istmkeine Primzahl, istZ/(m) kein Körper.
Seimkeine Primzahl (m> 1), d.h.m= abmit 1 < a,b < m. Dann:
[a] · [b] = [a ·b] = [m] = [0] = 0, also gibt es Nullteiler undZ/(m) ist kein Körper.
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2. m= p Primzahl⇒ Z/(m) ist Körper.
Nur zu zeigen: Istm= p, dann gilt auch (K7), vgl. Lemma 1.
Sei[a] 6= 0, a∈ Z. {[a] · [x] |0≤ x < m, x∈ Z} ⊆ Z/(m).
Zeige: Linke Seite hat genaup = m Elemente, dann gilt Gleichheit, also ist[1] ∈ Z/(p) mit [1] =
[a] · [x] für ein0≤ x≤m. Es reicht zu zeigen[a] · [x] = [a] · [y]⇒ [x] = [y]:
[ax] = [a][x] = [a][y] = [ay]⇒ ax−ay= a(x−y) = p·z(z∈ Z)
Es gilt: “Teilt eine Primzahl ein Produkt ganzer Zahlen, so teilt sie einen Faktor”
p teilt nichta, weil [a] 6= 0, also teiltp die Zahl(x−y), d.h. [x] = [y]. ¤

Korollar 1 Sei p eine Primzahl. Dann istFp := Z/(p) ein Körper mitp Elementen.

Bemerkung: Ist K ein kommutativer Ring mit Eins, dann gilt fürn∈ N:

n·1 = 1+1+ ...+1 = n∈ K (nSummanden)

1.4 Elementare Umformungen

1.4.1 Der Gauß-Algorithmus

Ein lineares Gleichungssystem über dem KörperK mit m Gleichungen undn Unbekanntenx1, ...,xn ∈ K
(m,n∈ N) hat die Form:

a11x1 + a12x2 +...+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 +...+ a2nxn = b2

: : : :
am1x1 + am2x2 +...+ amnxn = bm

(im folgenden(?) genannt).

Gegeben sindai j ,bi ∈ K mit 1≤ i ≤m und1≤ j ≤ n. Gesucht ist die Lösungsmenge

L(?) = {(x1, ...,xn) |xi ∈ K erfüllen(?)}

Bemerkung:Die Lösungsmenge eines Gleichungssystems ändert sich nicht, wenn man...

1. ...zwei Gleichungen vertauscht

2. ...dasc-fache (c∈ K) einer Gleichung zu einer anderen addiert

3. ...eine Gleichung mitc 6= 0 ∈ K multipliziert

Der Gaußsche Algorithmus löst ein lineares Gleichungssystem(?), in dem die Umformungen (1),(2),(3)
aus obiger Bemerkung benutzt werden, um(?) zu vereinfachen, bis man die Lösungsmenge ablesen kann.

Beweis:

1. trivial

2. Zu Zeigen:a = b⇔ a = b (trivial) undd = e⇔ d+ca= e+cb.

(a) “⇒”: Sei a = b undd = e. Dann ist(c,a) = (c,b). Da · : K×K −→ K eine Abbildung ist, gilt
alsoca= cb. Weiterhin giltd+ca= e+cb, da auch+ : K×K −→ K eine Abbildung ist.

(b) “⇐”: Folgt aus dem Bewiesenen mit−c stattc.

3. a = b,c 6= 0⇔ ca= cb (“⇐” da c 6= 0) ¤
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1.4.2 Matrizen

Definition 1 (Matrix) Es seiK ein kommutativer Ring (oder Körper). Einem× n-Matrix A ist ein
Schema der Form:

A =




a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

: : :
am1 am2 ... amn




A = [ai j ] i = 1, ...,m
j = 1, ...,n

= [ai j ] mit ai j ∈ K.

formaler: Einem×n-Matrix überK ist eine Abbildung

A :
{1, ...,m}×{1, ...,n} −→ K

(i, j) 7−→ A(i, j) = ai j ∈ K

Zum Gleichungssystem(?) gehört die “Matrix des Gleichungssystems”

[ai j ] ∈ Km×n

und die “erweiterte Matrix”



a11 a12 ... a1n b1

a21 a22 ... a2n b2

: : : :
am1 am2 ... amn bm


 ∈ Km×(n+1)

Definition 2 (Elementare Umformungen) Elementare Umformungen, genauer “Zeilenumformungen”
sind Abbildungen der Form:

1. Vi j : Km×n −→ Km×n (1≤ i ≤m;1≤ j ≤m) vertauschtite und jte Zeile

2. Ai j (c) : Km×n −→ Km×n (c∈ K; i 6= j) addiert dasc-fache derjten zuriten Zeile

3. Mi(c) : Km×n −→ Km×n (c∈ K;c 6= 0) multipliziert die ite Zeile mitc

Definition 3 (Stufenform) Eine MatrixA = [ai j ] ∈ Km×n hatStufenform, wenn es einr (0≤ r ≤m) gibt
und, fallsr > 0 ist, weiterhin1≤ j1 < ... < jr ≤ n existieren mit

• ai j i = 1 für 1≤ i ≤ r

• ai j = 0 für 1≤ i ≤ r, 1≤ j ≤ n und j 6= j i

• ai j = 0 für r < i ≤m, 1≤ j ≤ n

Satz 1 Ist K ein Körper, so kann man jede MatrixA∈ Km×n (m,n∈ N) durch elementare Umformungen
auf Stufenform bringen.

Vorbemerkung (Beweis durch vollständige Induktion):Will man eine AussageA(n) für allen∈N beweisen,
so kann man das Beweisprinzip der “vollständigen Induktion” benutzen:

1. Induktionsanfang (auch Induktionsverankerung, -voraussetzung): man beweistA(1)

2. Induktionsschritt: fürn > 1 zeigt man, daß aus gültigemA(n−1) die AussageA(n) folgt
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Beweis:SeiA(m) die Aussage, daß jede MatrixA∈ Km×n mit n∈N sich durch elementare Umformungen
auf Stufenform bringen läßt. BeweiseA(m) für allem∈ N durch vollständige Induktion:

1. Induktionsanfang: Seim= 1. Sei weiterhinA∈ K1×n, A = [a11, ...,a1n].
Sind alleai j = 0 so istA = [0, ...,0] undA hat Stufenform nach Definitionr = 0. Sonst setzej1 =
min{ j |ai j 6= 0}

M1(a−1
1 j1

)(A) = [0, ...,0,1,?, ....,?]

Beachte daßa1 j1 6= 0, also existierta−1
1 j1
∈ K.

2. Induktionsschritt: Es seim> 1, A(m−1) gelte, weiterhin seiA = [ai j ] ∈ Km×n.
Sind alleai j = 0, so hatA bereits Stufenform. Im verbleibenden Falle setze
j1 := min

{
j
∣∣ai j 6= 0für eini

}
, d.h. j1 ist die erste Spalte, in der ein von Null verschiedenes Element

steht. Setzei = min
{

k
∣∣ak ji 6= 0

}
, alsoai j1 6= 0, a−1

i j1
∈ K. Dann:

Ami(−am j1)...A(i+1)i(−a(i+1) j1)Mi(a−1
i j1

)

Wende dannV1i an, bis man folgende Form erhält:

B =




0 ... 0 1 ...
0 ... 0 0 ...
: : : :




SeiC ∈ Km×n die Matrix, die ausB entsteht, wenn man die erste Zeile wegläßt. Nach Induktions-
annahme kann manC durch elementare Zeilenumformungen auf Stufenform bringen; wendet man
diese Umformungen aufB an, so erhält man:

B′ =




0 ... 0 1 b1 j2 b1 j3 ... bi j r
0 ... 0 0 1 0 ... :
0 ... 0 0 0 1 ... :

:
.. .

. . .
.. .

. . .




Wende aufB′ die UmformungA1r(−b1 jr )...A13(−b1 j3)◦A12(−b1 j2)(B
′) = B′′. Dann hatB′′ Stufen-

form. ¤

Bemerkung: Der Beweis ergibt einen Algorithmus zum Lösen eines linearen Gleichungssystems (LGS),
der Gauß-Algorithmus oder Fang-Cheng-Algorithmus.

Satz 2 (Gauß-Algorithmus) Sei A ∈ Km×(n+1) die erweiterte Matrix eines LGS. BringeA durch ele-
mentare Zeilenumformungen auf die StufenformB; das zugehörige Gleichungssystems hat die gleiche
Lösungsmenge wieA.

• 1. Fall: es gibt eine Zeilei mit ai j = 0 für j ≤ n undain 6= 0.
Diese Zeile steht dann für0x1 + ...+0xr = bi . Diese Gleichung hat keine Lösung, also ist auch das
LGS nicht lösbar.

• 2. Fall: es existierenr ≥ 0 und1≤ j1 < ... < jr < n+1, 1. Fall trifft nicht zu.
Wählexk (1≤ k≤ n, n 6= j i) beliebig. Jede Wahl bestimmt dannx j1, ...,x jr entsprechend der entspre-
chenden Zeilengleichung.
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1.5 Matrizenrechnung

Definition 1 (Addition, skalare Multiplikation) Es seiK ein Ring oder ein Körper sowieA,B∈ Km×n

zwei beliebige Matrizen. Dann ist dieAdditiondieser Matrizen definiert durch:

+ :
Km×n×Km×n −→ Km×n

A,B 7−→ (A+B)i j := Ai j +Bi j

Die skalare Multiplikationist definiert durch:

· : K×Km×n −→ Km×n

s,A 7−→ (sA)i j := s·Ai j

Beachte:Es können nur Matrizen mit gleicher Zeilen- und Spaltenzahl addiert werden.

Definition 2 (Multiplikation): Es seiK ein Ring. FürA = [ai j ] ∈ Km×n und B = [bi j ] ∈ Kn×l ist die
Multiplikation A·B = AB∈ Km×l definiert durch

AB= [abi j ] = ai1b1k + ...+ainbnk

Bemerkung:Um abi j auszurechnen benötigt man dieite Zeile vonA und diekte Spalte vonB.

Beachte:ABexistiert nur, wenn die Spaltenzahl vonA mit der Zeilenzahl vonB übereinstimmt.

Beispiele:
[

1 2 3
4 5 6

]
+

[
0 1 1
1 0 1

]
=

[
1 3 4
5 5 7

] [
1 2 3
4 5 6

]
+

[
1 1
1 1

]
ist nicht definiert

[
1 2 3
4 5 6

]
·2 =

[
2 4 6
8 10 12

] [
1 0
2 1

]
·
[

1 2 3
4 5 6

]
=

[
1 2 3
6 9 12

]

Bemerkung:Ein lineares Gleichungssystem

a11x1 + a12x2 +...+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 +...+ a2nxn = b2

: : : :
am1x1 + am2x2 +...+ amnxn = bm

kann man als eine MatrixgleichungAx= b schreiben mit:

A =




a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

: : :
am1 am2 ... amn


 ; x =




x1

:
xn


 ; b =




b1

:
bm




Lemma 1 (Assoziativ-, Distributivgesetz) K sei ein Ring,A ∈ Km×n, B,B′ ∈ Kn×p, C ∈ Kp×q. Dann
gilt:

1. Assoziativgesetz:(A·B) ·C = A· (B·C)

2. Distributivgesetz:A· (B+B′) = A·B+A·B′

3. Distributivgesetz:(B+B′) ·C = B·C+B′ ·C
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Beweis:

1. Assoziativgesetz:

(A·B) ·C = (AB)i1ci1 + ...+(AB)ipcp j

= (ai1b1i + ...+ainbn1)c1 j + ...+(ai1b1p + ...+ainbnp)cp j

= ai1b1ic1 j + ...+ainbn1c1 j + ...+ai1b1pcp j + ...+ainbnpcp j

= ai1(b1ic1 j + ...+b1pcp j)+ ...+ain(bn1c1 j + ...+bnpcp j)
= ai1(BC)1 j + ...+ain(BC)n j

= A· (B·C)

Bemerkung:Der Beweis kann kürzer geführt werden unter Verwendung von Summen. Diese Vari-
ante wurde hier jedoch weggelassen.

2. Distributivgesetz:

A· (B+B′) =
n

∑
k=1

aik(B+B′)k j

=
n

∑
k=1

aik(bk j +b,
k j)

=
n

∑
k=1

(aikbk j +ai j b
,
k j)

=
n

∑
k=1

(aikbk j)+
n

∑
k=1

(ai j b
,
k j)

= (AB)i j +(AB′)i j

= (AB+AB′)i j

Bemerkung:DamitA2 = A·A definiert ist mußA∈ Km×m “quadratisch” sein.

3. Distributivgesetz: Beweisführung analog zu (2). ¤

Bemerkung: Ist Ξ eine elementare Zeilenoperation (also von der FormVi j , Ai j (c), Mi(c) mit c 6= 0; siehe
Seite 9), dann gilt:

Ξ(A) ·B = Ξ(A·B)

Definition 3 (Einheitsmatrix) Die EinheitsmatrixdesKm×m ist die Matrix

Em =




1 0 0

0
... 0

0 0 1


 ∈ Km×m

Satz 1 SeiA∈ Km×n. Dann gilt:Em ·A = A.

Folgerung 1 Ist A ∈ Km×n und Ξ elementare Zeilenoperation, so entstehtΞ(A) ausA durch Multipli-
kation von Links mit einer “elementaren Matrix” (einerEm-Matrix, mit der elementare Zeilenoperationen
durchgeführt wurden), nämlich mitΞ(Em), dennΞ(A) = Ξ(Em ·A) = Ξ(Em) ·A.
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Satz 2 K sei ein Ring mit Eins, dann ist fürn∈ N derKn×n mit der Matrixaddition und der Matrixmulti-
plikation

+ : Kn×n×Kn×n −→ Kn×n · : Kn×n×Kn×n −→ Kn×n

ein Ring mit Eins.Kn×n ist für n > 1 nicht kommutativ (d.h.AB= BAgilt nicht immer).

Beweis:SeienA,B,C∈ Kn×n. Dann gilt:

1. (K1): (A+B)+C =




a11+b11+c11 ... a1n +b1n +c1n

: :
an1 +bn1 +cn1 ... ann+bnn+cnn


 = A+(B+C)

2. (K2) Nullelement ist0 :=




0 ... 0
: :
0 ... 0


. Dann gilt:A+0 = A = 0+A.

3. (K3) ZuA = [ai j ] ∈ Kn×n setze−A =



−a11 ... −a1n

:
−an1 ... −ann


. Dann gilt:A+(−A) = 0.

4. (K4) (A+B)i j = ai j +bi j = bi j +ai j = (B+A)i j

5. (K5) (A·B) ·C = A· (B·C), vergleiche Lemma 1 (Seite 11).

6. (K6) Einselement inKn×n ist 1 := En. Dann gilt:En ·A = A·En = A.

7. (K9) Distributivgesetze gelten, vergleiche Lemma 1 (Seite 11). ¤



Kapitel 2

Vektorräume

2.1 Definition und Beispiele

Definition 1 (Vektorraum, K-Modul) Ist K ein Körper, so ist einK-Vektorraum(Vektorraum überK)
eine MengeV mit den Abbildungen

+ :
V×V −→ V
(v,w) 7−→ v+w

und · : K×V −→ V
(s,v) 7−→ s·v

für die die folgenden Regeln gelten (u,v,w∈V, s,s1,s2 ∈ K)

1. (V1) Assoziativität der Addition:(u+v)+w = u+(v+w).

2. (V2) Existenz eines Nullelements: Es existiert0 ∈V mit 0+v = v = v+0.

3. (V3) Existenz eines Inversen der Addition: Für jedesv ∈ V existiert ein−v ∈ V mit v+ (−v) =
(−v)+v = 0.

4. (V4) Kommutativität der Addition:v+w = w+v.

5. (V5) Assoziativität der skalaren Multiplikation:(s1 ·s2) ·v = s1 · (s2 ·v).
6. (V6) Existenz eines skalaren Einselements: Es existiert1 ∈ K mit 1 ·v = v1.

7. (V7) Distributivgesetz:s· (v+w) = sv+sw.

8. (V8) Distributivgesetz:(s1 +s2) ·v = s1v+s2v.

Die Elemente ausV heißen Vektoren, die Elemente ausK Skalare. IstK kein Körper, sondern nur ein Ring
mit Eins mit (V1) bis (V8), so heißtV einK-Modul.

Beispiele:

• K Körper, m,n ∈ N. Dann istKm×n ein K-Vektorraum, es gelten die Matrix-Verknüpfungen der
Addition und skalaren Multiplikation.

Speziell istKn×1 =








x1

:
xn



∣∣∣∣∣∣
xi ∈ K



 ein Vektorraum (bspw.R2×1 =

{[
a
b

]∣∣∣∣a,b∈ R
}

).

1Dieses Einselement1 ist das Einselement vonK.

14
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• Ist K ein Körper, dann istK auchK-Vektorraum.

• SeiM 6= /0 eine beliebige Menge,K ein Körper. Dann ist

KM := Abb(M,K) = { f : M −→ K | f Abbildung}
mit den Verknüpfungen

+ :
KM×KM −→ KM

( f +g)(x) 7−→ f (x)+g(x) und· : K×KM −→ KM

(s· f )(x) 7−→ s· f (x)

ein Vektorraum. Speziell istKN = {(a1,a2, ...) |ai ∈ K } die Menge aller Folgen überK und Kn =
K{1,...,n} = {(a1, ...,an) |ai ∈ K } ,n∈ N die Menge allern-Tupel.

• K /0 = {0} ist K-Vektorraum mit einem Vektor, “Nullvektorraum”.

Lemma 1 (Folgerungen aus den Vektoraxiomen) Ist V einK-Vektorraum, so gilt:

1. Es gibt genau einen Nullvektor1 ∈ V mit (V2) und zu jedemv ∈ V gibt es genau ein−v ∈ V mit
(V3).

2. Seis∈ K,v∈V. Dann gilt:sv= 0 ⇔ s= 0∨v = 0.

3. −v = (−1) ·v,−1 ∈ K.

Beweis:

1. Angenommen, es gäbe auch0̃∈V mit 0̃+ v = v, v∈V. Seiv := 0. Dann gilt: 0̃+ v = 0̃+ 0 = 0.
Umgekehrt gilt fürw := 0̃: 0+w = 0+ 0̃ = 0. Also ist 0̃ = 0.
Angenommen, es gäbe auch∼ v∈V mit v+∼ v = 0. Dann gilt:

−v = 0+(−v) = (v+∼ v)+(−v) =∼ v+v−v =∼ v+(v+(−v)) =∼ v+0 =∼ v

2. “⇐”: zu zeigen: (a) Seiv∈V, dann0 ·v = 0 und (b) seis∈ K, danns·0 = 0.

(a) 0 = 0v+(−(0v)) = (0+0)v+(−0)v = (0v+0v)+(−(0v)) = 0v+(0v− (0v)) = 0v+0 = 0v

(b) 0 = s0+(−(s0)) = s· (0+0)+(−(s0)) = s0+s0+(−(s0)) = s0

“⇒”: Sei s∈ K, v∈V, s·v = 0. Es gilt zu zeigen, daß danns= 0∨v = 0 gilt.
Wir zeigen (logisch äquivalent): Ists 6= 0⇒ v = 0, wennsv= 0. Ist s 6= 0, so existierts−1 ∈ K mit
s−1 ·s= 1. Es gilt: v = 1v = (s−1 ·s)v = s−1 · (sv) = s−1 ·0 = 0. v 6= 0 analog.

3. Nur zu zeigen:(−1)v+v = 0.
(−1)v+v = (−1)v+1v = (−1+1)v = 0·v = 0. ¤

2.2 Teilräume

Voraussetzung:V ist einK-Vektorraum.

Definition 1 (Teilraum) U ⊆V heißtTeilraumvonV (i.Z. U ≤V), wenn

(U, +|U×U : U×U →U, ·|K×U : K×U →U)

einK-Vektorraum ist.
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Satz 1 U ⊆V ist ein Teilraum genau dann, wenn...

1. U 6= /0

2. u,u′ ∈U ⇒ u+u′ ∈U

3. s∈ K,u∈U ⇒ s·u∈U

Beweis:

• “⇒”: U sei Teilraum. Dann gelten per definitionem (1),(2) und (3).

• “⇐”: Wegen (2) ist+|U×U : U×U →U eine Abbildung, wegen (3)·|K×U : K×U →U .
Es gelten (V1),(V4),...,(V8) für alle Vektoren ausV, also erst recht für alle ausU .
(V2) gilt. Das Nullelement liegt inU : nach Lemma 1 (S. 15)0 = 0 ·u∈U .
(V3) gilt. Das Inverse liegt inU : Nach Lemma 1 (S. 15)(−1) ·u =−u, also−u∈U . ¤

Satz 1’ (Äquivalent zu Satz 1)U ist Teilraum vonV gdw. 0 ∈U unds∈ K;u,u′ ∈ K ⇒ su+u′ ∈U .

Beispiele:

• {0} undV sind die “trivialen” Teilräume vonV.

• Sei A ∈ Km×n, K ein Körper. Dann ist die Lösungsmenge des homogenen linearen Gleichungssy-
stemsAx= 0 ∈ Km×1, L 6= /0 ein Teilraum desKn×1.

Satz 2 Für einen VektorraumV gilt:

1. WennU1,U2 ⊆V, dann sindU1∩U2 undU1 +U2 Teilräume vonV.

2. WennUi ≤V für i ∈ I , I Indexmenge. Dann ist
T

i∈I Ui ein Teilraum vonV.

Beweis:

• U1,U2 seien Teilräume. Dann ist0 ∈U1 und0 ∈U2. Somit ist0 = 0+0 ∈U1 +U2.
Seienv1,v2 ∈U1 +U2 unds∈ K. Sei weiterhinv1 = u1 +u2 (u1 ∈U1, u2 ∈U2) sowiev2 = u,

1 +u,
2

(u,
1 ∈U1 undu,

2 ∈U2). Dann gilt nach Satz 1’:

sv1 +v2 = s(u1 +u2)+(u,
1 +u,

2) = (su1 +u,
1)+(su2 +u,

2) ∈U1 +U2

• U sei Teilraum vonV für alle i ∈ I . Dann ist0 ∈Ui für alle i ∈ I , d.h.0 ∈Ti∈I Ui ,
Seienu,u′ ∈U . Dann ist (nach Satz 1’)su+u′ ∈Ui , i ∈ I , d.h.su+u′ ∈Ti∈I Ui . ¤

Bemerkung:WennU1,U2 Teilräume vonV sind, istU1∪U2 im Allgemeinen kein Teilraum vonV (Beispiel
folgt).

Definition: M sei Menge undK sei Körper. Dann ist

K(M) := { f : M → K | f (x) 6= 0nur für endlich vielex∈M }
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Bemerkung:K(M) ist Teilraum vonKM.

Beweis:

• Die Nullfunktion f = 0 liegt in K(M).

• Seien f1, f2 ∈ K(M), s∈ K. Sei f1(x) 6= 0 nur für x∈ {x1, ...,xn}, f2(x) 6= 0 nur für x∈ {y1, ...,ym}.
Dann ist auch(s f1 + f2)(x) = 0 für x∈M \{x1, ...,xn,y1, ...,yn}. ¤

Beispiel (U1∪U2 ist nicht immer ein Teilraum vonV):

Seiv,w∈ R2 mit v 6= w 6= 0. Die Gerade〈v〉= {s·v|s∈ R} und〈w〉= {t ·w|t ∈ R} durch0 ist Teilraum
desR2. Obwohl〈v〉 und〈w〉 Teilräume erzeugen, ist〈v〉∪ 〈w〉 kein Teilraum.

2.3 Linearkombinationen und Erzeugendensysteme

2.3.1 Linearkombinationen

Sei im folgendenV einK-Vektorraum.

Definition 1 (Linearkombination) Sind v1, ...,vn ∈ V, so heißtv∈ V Linearkombinationvon v1, ...,vn

genau dann, wenn ess1, ...,sn ∈ K gibt mit

v = s1v1 +s2v2 + ...+snvn

Wir schreiben für die Menge aller Linearkombinationen vonv1, ...,vn:

〈v1, ...,vn〉 = 〈{v1, ...,vn}〉
= {s1v1 +s2v2 + ...+snvn |si ∈ K, 1≤ i ≤ n}
= {∑n

i=1siyi |n∈ N∪{0} ; si ∈ K; yi ∈Y, Y ⊆V }
=

{
∑v∈Y f (v) ·v

∣∣∣ f ∈ K(Y)
}

, f (v) 6= 0 für höchstens endlich vielev∈Y

= {Linearkombinationen von je endlich vielen Vektoren ausV}
Konventionen:

• Das Erzeugnis der leeren Menge ist der Nullvektor

• Leere Summen sind Null

• Es werden nur Summen∑i∈I xi zugelassen, bei der nur endlich viele Summanden ungleich Null sind

Beispiele:

• n = 0: 〈 /0〉= {0} (per definitionem)

• n = 1: 〈v〉= {sv|s∈ K }

Definition 1’ (Linearkombination) Sind vi ∈ V, i ∈ I (I beliebige Indexmenge), so heißtv ∈ V eine
Linearkombinationvon (vi)i∈I , wenn es eine endliche TeilmengeI ′ ∈ I gibt undsi ∈ K für i ∈ I ′ existieren
mit

v = ∑
i∈I ′

si ·vi

d.h. wennv eine Linearkombination von{vi |i ∈ I ′ } ist.
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Satz 1 Ist Y ⊆V eine Teilmenge, so ist die Menge〈Y〉 ein Teilraum und es ist

〈Y〉=
\
{U |U ≤V; Y ⊆U }=

\
U≤V,Y⊆U

U

der Durchschnitt aller Teilräume vonV, diey enthalten.

Beweis:

1. 〈Y〉 ist ein Teilraum

(a) Zunächst liegt0 ∈ 〈Y〉 (trivial, falls Y = /0, sonst∃v∈Y mit 0 = 0·v∈ 〈Y〉)
(b) Seienv1,v2 ∈ 〈>〉, s∈ K (z.Z. sv1 + v2 ∈ 〈Y〉). Seien weiterhinv1 = ∑y∈Y f1(y)y und v2 =

∑y∈Y f2(y)y ( f1, f2 ∈ K(Y)). Dann:

sv1 +v2 = ∑
y∈Y

s f1(y)y+ ∑
y∈Y

f2(y)y = ∑
y∈Y

(s f1 + f2)(y) ·y∈ 〈Y〉

2. IstU Teilraum vonV mit Y ⊆U , so gilt〈Y〉 ⊆U
Ein beliebiges Element von〈Y〉 ist von der Form∑n

i=1sivi mit v1 ∈ Y, si ∈ K, n ∈ N∪ {0}. Da
Y ⊆U , ist vi ∈U für alle i, also auchsivi ∈U . Mit Induktion nachn läßt sich zeigen, daß dann gilt:
s1v1 + ...+snvn ∈U .

3. Y ⊆ 〈Y〉 ist trivial, daY = 1·Y.

4. Aus (2) folgt:〈Y〉 ⊆T{U |U Teilraum, Y ⊆U }= 〈Y〉∩{U |U Teilraum, Y ⊆U } ⊆ 〈Y〉 ¤

2.3.2 Erzeugendensysteme und Basen

Definition 2 (Erzeugendensystem) Ist Y ⊆ V Teilmenge undU = 〈Y〉 (ist Teilraum vonV) so heißtY
ErzeugendensystemvonU . U heißt umgekehrt der vonY erzeugte TeilraumvonV.
V heißt endlich erzeugterK-Vektorraum, wennV ein endliches Erzeugendensystem hat, wenn es also
v1, ...,vn gibt in V mit V =< v1, ...,vn >.

Definition 3 (Basis) Y heißtBasisvon V, wenn jeder Vektorv ∈ V sich eindeutig als endliche Linear-
kombination von paarweise verschiedenen Vektoren ausY schreiben läßt, d.h. wenn

v = ∑
y∈K(Y)

f (y) ·y

mit eindeutig bestimmtenf ∈ K(Y).

Beispiele:

• V = Kn×1 =
{
(x1, ...,xn)T |xi ∈ K

}
, ei := (0, ...,0,1,0, ...,0)T mit 1 in der i-ten Zeile.

Dann istY = {e1, ...,en} Basis von V (Standardbasis desKn×1).
Begründung: Seiv = (x1, ...,xn)T ∈V beliebig. Dann istv = x1e1 +x2e2 + ...+xnen ∈ {e1, ...,en}.

• L =
{

x∈ R5 |Ax= 0
}

, A =




1 3 0 1 3
2 6 2 3 4
1 3 2 2 0


. Durch elementare Umformungen:

L =








x1

:
x5




∣∣∣∣∣∣

x1 +3x2 +x4 = 0
x3 + 1

2x4 = 0
x5 = 0



 =





x2




−3
1
0
0
0




+x4




−1
0
−1

2
1
0




∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x2,x4 ∈ R





Also besteht eine Basis vonL aus den Vektoren(−3,1,0,0,0)T und(−1,0,−0,5,1,0)T .
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2.4 Lineare Abhängigkeit und Basen

2.4.1 Lineare Abhängigkeit und Unabhängigkeit

Voraussetzung:V ist einK-Vektorraum.

Definition 1 (Lineare Abhängigkeit) Eine TeilmengeY⊆V heißtlinear abhängig(l.a.), wenn esf 6= 0
(Nullfunktion) in K(Y) gibt mit

∑
y∈Y

f (y) ·y = 0

Y ist linear abhängig genau dann, wenn esy1, ...,yn ∈Y (yi 6= y j für i 6= j) unds1, ...,sn ∈ K ((s1, ...,sn) 6=
(0, ...,0)) gibt mit 0 = ∑n

i=1siyi und sonstlinear unabhängig(l.u.).

Korollar 1 Für eine TeilmengeY ⊆V gilt:

1. Y linear unabhängig⇔ ∑y∈Y f (y) ·y = 0⇒ f = 0 für f ∈ K(Y).

2. SeiX ⊆Y ⊆V. Dann gilt: WennX linear abhängig ist, ist auchY linear abhängig.

3. SeiX ⊆Y ⊆V. Dann gilt: WennY linear unabhängig ist, ist auchX linear unabhängig.

Beispiele:

• /0 ist linear unabhängig.

• {0} ⊆V ist linear abhängig, weil1·0 = 0 (1∈ K 6= 0)

• v 6= 0. Y = {v} ist linear unabhängig (s∈ K), nach Lemma 1 (Seite 15) giltsv= 0⇒ s= 0

• V = R2×1, Y =
{
(1,1)T ,(1,−1)T ,(0,1T)

}
ist l.a., denn1v1 +(−1)v2−2v3 = (0,0)T = 0.

• v 6= 0. Dann ist{v,v}= {v} linear unabhängig.

Warnung:Oft wird die lineare (Un-)Abhängigkeit definiert fürn-Tupel(v1, ...,vn) von Vektoren.(v1, ...,vn)
ist linear unabhängig genau dann, wenn aus∑n

i=1sivi = 0 folgt, daßs1 = ... = sn = 0 ist. In diesem Fall ist
(v,v) linear abhängig, denn mit1·v1 +(−1) ·v1 = 0.

Lemma 1 SeiY ⊆V eine Teilmenge von Vektoren. Dann sind äquivalent:

1. Y ist linear abhängig.

2. Es gibt einu∈Y mit u∈ 〈Y \{u}〉 (“d.h. u ist eine Linearkombination der ’anderen’ Vektoren aus
Y”)

3. Es gibt einu∈Y mit 〈Y〉= 〈Y \{u}〉

Beweis:

• (1)⇒(2): SeiY l.a., d.h. es gibtf 6= 0 in K(Y) mit ∑y∈Y f (y) · y = 0. Sei /0 6= {y| f (y) 6= 0} =:
{y1, ...,yn}mit disjunktenyi und f (yi) =: si 6= 0. Dann gilt∑n

i=1siyi = 0, s1y1+ ..+snyn = 0⇔ y1 =
−s2
s1

y2 + ...+ −sn
s1

yn, s1 6= 0. Setzeu := y1 ∈ 〈y2, ...,yn〉= 〈Y \{u}〉 (yi 6= u für i > 1).
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• (2)⇒(3): Voraussetzung:u∈Y mit u∈ 〈Y \{u}〉.
Offensichtlich gilt:〈Y \{u}〉 ⊆ 〈Y〉. Zu zeigen ist also nur noch:〈Y〉 ⊆ 〈Y \{u}〉:
Seiv∈ 〈Y〉, v= ∑y∈Y f (y) ·y, f ∈K(Y). Nach Voraussetzung:u= ∑y∈Y\{u}g′(y)y, g′ ∈K(Y\{u}), also

0 =−u+ ∑
y∈Y\{u}

g′(y)y = ∑
y∈Y

g(y)y, g(y) =
{ −1 y = u

g′(y) y∈Y \{u}

Dann gilt mith(y) = ( f (y)+ f (u)g(y):

v = v+ f (u) ·0 = ∑
y∈Y

f (y)y+ ∑
y∈Y

f (u)g(y)y = ∑
y∈Y

( f (y)+ f (u)g(y)) ·y

= ∑
y∈Y\{u}

h(y)y∈ 〈Y \{u}〉

• (3)⇒(1): Voraussetzung:〈Y〉= 〈Y \{u}〉 für einu∈Y. Zu zeigen:Y linear abhängig;u∈Y, alsou∈
〈Y〉= 〈Y \{u}〉, u= ∑y∈Y\{u} f ′(y)y, f ′ ∈K(Y\{u}). 0 = ∑y∈Y f (y)y mit f (y) =

{
f ′(y) y 6= u
−1 y = u

.

f 6= 0 weil f (u) =−1 6= 0. ¤

Beispiel:

V = R3×1, Y =
{
(1,1,0)T =: v1,(−1,−1,0)T =: v2,(0,0,1)T =: v3

}
ist linear abhängig (dennv1 + v2 =

0). v3 6∈ 〈Y \{v3}〉= 〈v1,v2〉, v2 ∈ 〈Y \{v2}〉.

2.4.2 Basen und Teilräume sowie Teilmengen

Satz 1 Äquivalent sind für eine TeilmengeB⊆V:

1. B ist eine Basis vonV.

2. B ist ein linear unabhängiges Erzeugendensystem vonV.

3. B ist ein “minimales” oder “unverkürzbares” Erzeugendensystem vonV, d.h. 〈B〉= V und für jedes
b∈ B ist 〈B\{b}〉 6= V.

4. B ist eine “maximale” linear unabhängige Teilmenge, d.h.B ist linear unabhängig, aberB∪{v} ist
linear abhängig für jedesv∈V \B.

Beweis:

• (1)⇒(2): B sei eine Basis, d.h. zu jedemv∈V existiert genau einf ∈ K(B) mit v∈ ∑b∈B f (b)b (?),
d.h. 〈B〉= V und außerdemB l.u., denn wende (?) aufv = 0 an, dann:

0 = ∑
b∈B

0(b)b = ∑
b∈B

f0(b)b⇒ f = 0

• (2)⇒(3): Nach Lemma 1 (Seite 19).

• (3)⇒(4): Voraussetzung:〈B〉= V und für jedesb∈ B ist 〈B\{b}〉 6= V, also istB linear unabhängig
nach Lemma 1; zu zeigen: für jedesv∈V \B ist B∪{v} linear abhängig.
Sei v ∈ V \B. Wir dürfenv 6= 0 annehmen, dennB∪{0} ist l.a. Weil 〈B〉 = V, ist v = ∑n

i=1sivi ,
si ∈ K,vi ∈ B,vi disjunkt. Es gilt:0 = (−1)v+s1v1 + ...+snvn. Dabei istv 6= vi , weil v 6∈ B. Also ist
{v,v1,v2, ...,vn} linear abhängig, somit istB∪{v} ebenfalls linear abhängig.
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• (4)⇒(1): Voraussetzung:B l.u. undB∪{v} l.a. für jedesv∈V \B. Beh.:〈B〉= V.
Seiv∈V beliebig gewählt.

– 1. Fall: v∈ B, dann istv∈ 〈B〉.
– 2. Fall: v = 0, dann istv∈ 〈B〉.
– 3. Fall: v ∈ V \B und v 6= 0. Nach Annahme istB∪{v} l.a., d.h. ∃b1, ...,bn ∈ B paarweise

verschieden. Also existierens,s1, ...,sn ∈K mit (s,s1, ...,sn) 6= (0, ...,0), so daß0 = sv+s1b1+
...+snbn. Dabei ists 6= 0, da sonst{b1, ...,bn} l.a. wäre. Also gilt:

v =−s1b1 + ...+snbn

s
∈ 〈b1, ...,bn〉= 〈B〉

Also ist v linear abhängig vonb1, ...,bn, und somitB∪{v} linear abhängig. ¤

2.5 Existenz von Basen

2.5.1 Basisergänzungssatz

Satz 1 (Basisergänzungssatz)V sei einK-Vektorraum. Sei weiterhinV = 〈X〉, d.h. X sei ein Erzeu-
gendensystem vonV, undL ⊆V linear unabhängig. Dann gibt esY ⊆ X, so daßL∪Y eine Basis vonV
ist.

“Jede linear unabhängige TeilmengeL läßt sich zu einer Basis ergänzen und zwar mit Hilfe von Vektoren
aus einem vorgegebenen Erzeugendensystem.”

Beweis:SeiM = {Z⊆ X |L∪Z l.u.}; /0 ∈M, dennL∪{ /0}= L ist linear unabhängig,M 6= /0.

SeiY ⊆ M maximal2, d.h. Y ⊆ X undY ∈ M, aber istY ⊂Y′ ⊆ X, dann istY′ 6∈ M, d.h. L∪Y ist linear
unabhängig, aberL∪Y∪{v} linear abhängig für jedesv∈ X∧v 6∈Y∪L.

Behauptung:L∪Y ist Basis. Es ist also noch zu zeigen, daß〈L∪Y〉= X.

Wir zeigenX ⊆ 〈L∪Y〉, dann folgtV = 〈X〉 ⊆ 〈L∪Y〉. Seiv∈ X.

• 1. Fall: v∈Y, dannv∈ 〈L∪Y〉
• 2. Fall: v 6∈Y, dann istL∪Y∪{v} linear abhängig, denn:

0 = sv+s1v1 + ...+snvn ⇔ v =−s1

s
v1− ...− sn

s
vn ∈ 〈L∪Y〉

mit vi disjunkt und(s,s1, ...,sn) 6= (0, ...,0), s,si ∈M. Insbesondere wichtig ist, daßs 6= 0 (gegeben,
weil L∪Y linear unabhängig).

Also ist L∪Y eine Basis. ¤

2.5.2 Folgerungen aus dem Basisergänzungssatz

Folgerung 1 Jeder Vektorraum hat eine Basis. Jedes ErzeugendensystemX vonV enthält eine Basis.

Beweis:Wende Basisergänzungssatz mitL = /0 an. ¤

2Für ein unendlichesX ist der Beweis hier nicht vollständig. Warum existiert eine solche maximale Menge? Für|x|= ∞ muß man
das Lemma von Zorn benutzen (äquivalent zum Auswahlaxiom).
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Beispiel:

V = K2×2 =
{[

a11 a12

a21 a22

]∣∣∣∣ai j ∈ K

}

X = {E11,E12,E21,E22}⇒
[

a11 a12

a21 a22

]
= a11E11+a12E12+a21E21+a22E22⇒ 〈X〉= V

L =
{

E2 =
[

1 0
0 1

]
; A =

[
1 1
0 0

]}
, L ist linear unabhängig.

L kann man unter Hinzunahme von einer TeilmengeY ⊆ X zu einer Basis vonV ergänzen:

1. L∪{E11} ist linear unabhängig⇒ E11∈Y

2. L∪{E11}∪{E12} ist linear abhängig⇒ E12 6∈Y

3. L∪{E11}∪{E21} ist linear unabhängig⇒ E21∈Y

4. L∪{E11}∪{E21}∪{E22} ist linear abhängig⇒ E22 6∈Y

Also ist L∪Y Basis vonV mit Y = {E11,E21}

Korollar 2 Ist U ein Teilraum vonV, X ⊆V Teilmenge vonV, dann gilt:

X ⊆U ⇒ 〈X〉 ⊆U

Insbesondere gilt:〈X〉= V ⇒U = V

Beweis:Klar, denn〈X〉=
T{W|X ⊆W, W ≤V} ¤

Lemma 1 Seienv1, ...,vn ∈V, dann gilt:

U = 〈v1, ...,vn〉 =
〈
v1, ...,vi−1,vi +svj ,vi+1, ...,vn

〉
= U ′ für i 6= j

= 〈v1, ...,vi−1,svi ,vi+1, ...,vn〉 mit s 6= 0
= 〈v1, ...,vn,0〉

Beweis:Es ist zu zeigen, daß (1)U ⊆U ′ und (2)U ′ ⊆U :

1. 〈v1, ...,vi−1,vi , ...,vn〉 ∈U ′
vi = (vi +svj)−svj ∈U ′ davi +svj ∈U ′. Nach Korollar 2 gilt〈v1, ...,vn〉 ⊆U ′.

2. v1, ...,vi−1,vi+1, ...,vn ∈U , vi +svj ∈U , also auchU ′ ⊆U . ¤

Beispiel:

V = R3, U = 〈(1,1,1),(1,3,5),(1,4,7),(1,5,9)〉
Gesucht: Basis vonU . Es gilt:

U = 〈(1,1,1),(0,2,4),(0,3,6),(0,4,8)〉= 〈(1,1,1),(0,1,2),0,0〉= 〈w1 = (1,1,1),w2 = (0,1,2)〉
{w1,w2} ist linear unabhängig, dennrw1 6= sw2 (r,s∈ R), also ist{w1,w2} Basis vonU .
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2.6 Austauschsatz und Dimension

2.6.1 Der Austauschsatz von Steinitz

Satz 1 (Austauschsatz von Steinitz) Es seienB und B′ Basen desK-VektorraumsV. Dann gibt es zu
jedemv∈ B einv′ ∈ B′ mit der Eigenschaft, daßB′′ := (B\{v})∪{v′} eine Basis vonV ist.

Beweis:B\{v} (v∈ B) ist nach Satz 1 (“Eine Basis vonV ist unverkürzbares Erzeugendensystem vonV”,
Seite 20) kein Erzeugendensystem vonV. Nach Korollar 2 (Seite 22) gibt es einv′ ∈ B′ mit v′ 6∈ 〈B\{v}〉.
Behauptung:B′′ = (B\{v})∪{v′} ist Basis vonV.

• Zu zeigen:B′′ ist linear unabhängig.
Sei0 = sv′+ s1v1 + ...+ snvn mit v1, ...,vn ∈ B\ {v} paarweise verschieden (d.h.vi 6= v j für i 6= j)
unds,s1, ...,sn ∈ K.
Wenn s = 0, so folgt danns1v1 + ... + snvn = 0 (vi ∈ B\ {v}), also auchs1 = ... = sn = 0, weil
B\ {v} linear unabhängig ist. Ist abers 6= 0, dann istv′ = − s1

s v1− ...− sn
s vn ∈ 〈B\{v}〉, was aber

ein Widerspruch zuv′ 6∈ 〈B\{v}〉 ist. Also mußs= 0 sein und daher (s.o.)s1 = ... = sn = 0, d.h.B′′
ist linear unabhängig.

• Zu zeigen:B′′ ist Erzeugendensystem, d.h.〈B′′〉= V = 〈B〉.
Nach Korollar 2 (Seite 22) genügt es zu zeigen, daßB⊆ 〈B′′〉 ist. Es gilt bereitsB\{v} ⊆ 〈B′′〉. Also
nur noch zu zeigen:v∈ 〈B′′〉.
Wärev 6∈ 〈B′′〉, dann wäreB′′ ∪{v} linear unabhängig.B ist Basis vonV, alsov′ ∈ 〈B〉, v′ = sv+
s1v1 + ...+ snvn mit vi ∈ B\ {v}. v1, ...,vn sind paarweise verschieden,s,s1, ...,sk ∈ K, s 6= 0 (weil
v′ 6∈ 〈B\{v}〉), alsov = 1

sv′− s1
s v1− ...− sn

s vn, und mitB′′ := (B\ {v})∪{v′} somit B⊆ 〈B′′〉 ⇒
V = 〈B′′〉. ¤

Satz 2 SindB = {v1, ...,vn} undB′ = {u1, ...,um} Basen vonV, dann istn = |B|= |B′|= m.

Beweis:Nach dem Austauschsatz (Seite 23) gibt es einj1 ∈ {1, ...,m} so, daßB1 =
{

u j1,v2, ...,vn
}

Basis
von V ist und |B1| = n. Weiterhin existiert einj2 ∈ {1, ...,m} so, daßB2 =

{
u j1,u j2,v3, ...,vn

}
wieder

Basis vonV ist und|B2| = n. Schließlich erhält manjn ∈ {1, ..,n} mit Bn =
{

u j1, ...,u jn

}
, |Bn| = n. Also

ist m≥ n.
Analog erhält mann≥m. Ausm≥ n∧n≥m folgt jedochm= n. ¤

2.6.2 Dimension von Vektor- und Teilräumen

Definition 1 (Dimension) HatV eine BasisB mit |B| = n, n∈ N0, so heißtn die DimensionvonV, i.Z.
n = dimV. Nach dem Austauschsatz (Seite 23) giltn = dimV∧B′Basis vonV ⇒ |B′|= n.
HatV keine endliche Basis, so schreibt man oft auchdimV = ∞.

Folgerung 1 Ist V ein endlich erzeugter Vektorraum...

1. ..., so istdimV = n∈ N0

2. ...und istU Teilraum vonV, so giltdimU≤ dimV mit dimU = dimV gdw.U = V.

3. ...und istM ⊆V Teilmenge, so gilt:|M|< dimV ⇒ 〈M〉 6= V

4. ...und istM ⊆V Teilmenge, so gilt:|M|> dimV ⇒ M linear abhängig

5. ...und istM ⊆V Teilmenge, so gilt:|M|= dimV, 〈M〉= V ⇒ M Basis vonV

6. ...und istM ⊆V Teilmenge, so gilt:|M|= dimV, M linear unabhängig⇒ M Basis vonV
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Beweis:

1. Jedes endl. Erzeugendensystem vonV enthält eine endl. Basis vonV (Folgerung 1, Seite 21), also
dimV < ∞.

2. Jede Basis vonU kann man zu einer Basis vonV ergänzen (Basisergänzungssatz, Seite 21), also
|B′| ≤ dimV = n sowiedimU = n⇒ |B′|= n. Dann istB′ auch Basis vonV.

3. M ⊆V, |M|< dimV = n. Wäre〈M〉= V, so enthielteM eine BasisB⊆M, |B|< dimV, was jedoch
ein Widerspruch zu Satz 2 (Seite 23) ist, daB Basis vonV ist. Also〈M〉 6= V.

4. ... ¤

Beispiele:

• dim{0}= 0, Basis von{0} ist /0.

• dimKn = n, n∈ N, dennB = {e1,e2, ...,en} ist Basis vonKn.

• dimKm×n = mn, denn
{

Ei j
∣∣1≤ i ≤m,1≤ j ≤ n

}
ist Basis.

Satz 3 (Dimensionssatz) SeiV ein K-Vektorraum,dimV∈ N0 undU1,U2 seien Teilräume vonV. Dann
gilt:

dimU1 +dimU2 = dim(U1 +U2)+dim(U1∩U2)

Beweis:Sei{u1, ...,ud} Basis vonU1∩U2, d = |B|= dim(U1∩U2); es gilt:U1∩U2⊆U1∧U1∩U2⊆U2.
Nach dem Basisergänzungssatz (Seite 21) kann manB zu einer BasisB1 von U1 und zu einer BasisB2

vonU2 ergänzen. Dann istB1 = {u1, ...,ud,v1, ...,vm}, d+m= dimU1, sowieB2 = {u1, ...,ud,w1, ...,wn},
d+n = dimU2.

Behauptung:B′ = {u1, ...,ud,v1, ...,vm,w1, ...,wn} ist Basis vonU1 +U2. Dann sind die Vektoren inB′
paarweise verschieden, dennvi ∈U1\U2∧w j ∈U2\U1, also|B′|= d+m+n. Also:

dim(U1 +U2) = d+m+n∧dim(U1∩U2) = d∧dimU1 = d+m∧dimU2 = d+m⇒ Satz3

Beweis der Behauptung:

• 〈B′〉= U1 +U2 = {u+u′|u∈U1∧u′ ∈U2}.
Seiu+u′ ∈U1 +U2 beliebig (d.h.u∈U1 undu′ ∈U2). DaB1 Basis vonU1 ist, gilt: u =

d
∑

i=1
siui +

m
∑
j=1

t jv j mit si , t j ∈ K. B2 ist Basis vonU2, also gilt:u′ =
d
∑

i=1
s,
iui +

n
∑

k=1
t ,kwk mit s,

i , t
,
k ∈ K. Es folgt:

u+u′ =
d

∑
i=1

((si +s,
i) ·ui)+

m

∑
j=1

t jv j +
n

∑
k=1

t ,kwk ∈
〈
B′

〉
(ui ,v j ,wk ∈ B′)

• B′ ist linear unabhängig. Sei0 =
d
∑

i=1
siui +

m
∑
j=1

t jv j +
n
∑

k=1
t ,kwk mit

n
∑

k=1
t ′kwk ∈U2 und

d
∑

i=1
siui +

m
∑
j=1

t jv j ∈
U1.

(?) −
n

∑
k=1

t ′kwk =
d

∑
i=1

siui +
m

∑
j=1

t jv j =
d

∑
i=1

s′iui ∈U1∩U2

Außerdem gilt:

0 =
d

∑
i=1

s′iui +
n

∑
k=1

t ′kwk (u1,wk ∈ B2)
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Somit istB2 linear unabhängig,s′1 = ... = t ′1 = ... = t ′n = 0. Aus(?) folgt:

0 =
d

∑
i=1

siui +
m

∑
j=1

t jv j

mit ui ,v j ∈B1 l.u.; daraus folgt jedochB1 linear unabhängig, alsos1 = . . . = sd = 0, t1 = . . . = tm = 0.
¤

Beispiel:

V = R3, U1 = 〈e1,e2〉, U2 = 〈e2,e3〉. Dann:

U1∩U2 = 〈e2〉, U1 +U2 = R3, dimU1 = 2, dimU2 = 2, dim(U1∩U2) = 1, dim(U1 +U2) = 3.



Kapitel 3

Lineare Abbildungen

3.1 Lineare Abbildungen

Definition 1 (Lineare Abbildung) Eine Abbildungϕ : V −→W heißtlinear (K-linear), wennV,W Vek-
torräume überK sind (genauer:(V,+, ·) sowie(W,+, ·) Vektorräume) und

1. Additivität: ϕ(v+v′) = ϕ(v)+ϕ(v′) für allev,v′ ∈V

2. Homogenität:ϕ(sv) = s·ϕ(v) für alles∈ K, v∈V

Die Menge aller lin. Abbildungen vonV nachW ist HomK(V,W) = {ϕ : V −→W|ϕ ist K− linear}.

Lemma 1

1. ϕ : V −→W (V,W sindK-Vektorräume) ist linear genau dann, wenn für allev,v′ ∈V undt ∈ K gilt:
ϕ(tv+v′) = t ·ϕ(v)+ϕ(v′).

2. Istϕ : V −→W linear, so giltϕ(0) = 0.

Beweis:

1. “⇒” Aus D1.1 und D1.2 folgt die erste Teilaussage von (1).
“⇐” Aus (1) folgten fürt = 1 undv = v′ bzw. t = s−1 D1.1 und D1.2:

sϕ(v) = (s−1)ϕ(v)+ϕ(v) = tϕ(v)+ϕ(v) = ϕ(tv+v) = ϕ((s−1)v+v) = ϕ(sv)

2. ϕ(0) = ϕ(0 ·0) = 0·ϕ(0) = 0 ¤

Beispiele:

• V,W sind K-Vektorräume. Die Nullabbildungϕ = 0 definiert durchϕ : V −→W,v 7−→ 0 ist eine
lineare Abbildung.

• V = W = K, a,b,c∈ K. ϕc : K −→ K,x 7−→ cx ist linear, da

ϕc(tx+x′) = c(tx+x′) = ctx+cx′ = tcx+cx′ = tcϕ(x)+ϕc(x′)

Dagegen istψ : K −→ K,x 7−→ ax+b nur linear fürb = 0.

• V ist K-Vektorraum,c∈ K. ϕc : V −→V,v 7−→ cv ist lineare Abbildung.

Definition 2 (Basisfolge) (vi)i∈I (I Indexmenge)1 heißt eineBasisfolgevonV, wenn
1Dies schließt die Basisfolgen(v1, ...,vn) ein (wähleI = {1, ...,n}).

26
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1. vi 6= v j für i 6= j

2. {vi |i ∈ I } ist Basis vonV

Beispiel:

SeiV =R3, ei := (0, ...,0,1,0, ...,0)∈V mit 1 an deri-ten Stelle.(e1,e2,e3) 6= (e2,e1,e3) sind Basisfolgen,
(e1,e2,e1,e4) ist keine Basisfolge.{e1,e2,e3}= {e2,e1,e3}= {e1,e2,e1,e3} sind zwar keine Basisfolgen,
aber Basen.

Satz 1 Es seienV,W K-Vektorräume.(vi)i∈I (I Indexmenge) sei eine Basisfolge vonV. wi ∈W seien
beliebige Vektoren inW (i ∈ I ). Dann existiert füri ∈ I genau eine lineare Abbildung

ϕ :
V −→ W
vi 7−→ ϕ(vi) = wi

“Die Bilder einer Basisfolge(v1, ...,vn) kann man beliebig vorschreiben, und es gibt dann genau eine
lineare Abbildung mit diesen Eigenschaften.”

Stimmen zwei lineare Abbildungenϕ,ψ : V −→W auf einer Basisfolge überein, so sind sie gleich.

Beweis:

• Eindeutigkeit vonϕ. Sei v ∈ V. damm gibt es eine eindeutige Darstellung vonV in der Form
v = ∑

i∈I
sivi mit si ∈ K,si 6= 0 nur für endlich vielei. Ist ϕ : V −→W linear, so folgt, daß

ϕ(v) = ∑
i∈I

ϕ(sivi) = ∑
i∈I

siϕ(vi) = ∑
i∈I

siwi = ∑
i∈I

siwi fallsϕ(vi) = wi

eindeutig bestimmt ist.

• Existenz vonϕ. Definiereϕ : V −→W,v = ∑
i∈I

sivi 7−→ siwi . Beachte dabei, daßϕ wohldefiniert ist,

weil diesi durchv eindeutig bestimmt sind (Basis-Eigenschaft). Behauptungen:

– ϕ(vi) = wi folgt aus Definition.

– ϕ ist linear. Beweis: Seiv = ∑
i∈I

sivi , v′ = ∑
i∈I

s,
ivi , t ∈ K. Dann:

ϕ(tv+v′) = ϕ(∑
i∈I

(tsi +s,
i)vi) = ∑

i∈I
(tsi +s,

i)wi = t ∑
i∈I

(siwi)+∑
i∈I

(s,
iwi) = tϕ(v)+ϕ(v′)

¤

Beispiele:

• V = W = R2, B = (e1,e2). Es gibt genau eine lineare Abbildungϕ : R2 −→ R2 mit ϕ(e1) = w1∧
ϕ(e2) = w2.

• V =Kn×1, W =Km×1. Ist A∈ Km×n, so ist die AbbildungϕA : V −→W,x 7−→ Ax linear.
Seiei = (0, ...,0,1,0, ...,0)T ∈ Kn×1 mit 1 in der i-ten Zeile. Dann ist(e1,e2, ...,en) Basisfolge von
Kn×1. Es gilt:

ϕA(ei) = Aei = (a1i , ...,ami)T (die i− te Spalte vonA)

Nach Satz 1 (Seite 27) istϕA die eindeutig bestimmte lineare Abbildungϕ : Kn×1 −→ Km×1 mit
ϕ(ei) = (a1i , ...,ami)T . Also HomK(Kn×1,Km×1) = {ϕA |A∈ Km×n}.
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3.2 Isomorphismen

Erinnerung: Ist ϕ : X −→ Y Abbildung, so heißtϕ injektiv gdw. ϕ(x) = ϕ(x′) ⇒ x = x′, und surjektiv
gdw. Y = Bild ϕ := {ϕ(x) |x∈ X }. ϕ heißt bijektiv gdw.ϕ injektiv und surjektiv ist (also∃ϕ−1 : Y −→ X
mit ϕ◦ϕ−1 = idY undϕ−1◦ϕ = idX, vgl. 1.1.2, Seite 2).

Definition 1 (Mono-, Epi-, Isomorphismus) Eine lineare Abbildungϕ : V −→W heißtMonomorphis-
mus, wennϕ injektiv ist, Epimorphismus, wennϕ surjektiv ist undIsomorphismus, wennϕ bijektiv ist.
V,W heißen isomorpheK-Vektorräume (i.Z.V ∼= W oderV ∼=K W), wenn es (mindestens) einen Isomor-
phismusϕ : V −→W gibt.

Lemma 1

1. Istϕ : V −→W ein Isomorphismus, so istϕ−1 auch linear, also Isomorphismus.

2. Sindϕ : V −→W, ψ : W−→U linear (bzw. isomorph), so ist auchψ◦ϕ : V −→U linear (isomorph).

3. ∼= ist Äquivalenzrelation (vgl. S. 4), d.h. reflexiv (V ∼= V), symmetrisch (V ∼= W ⇒W ∼= V) und
transitiv (V ∼= W∧W ∼= U ⇒V ∼= U).

Beweis:

1. Seiw,w′ ∈W unds∈ K. Daϕ surjektiv ist, istw = ϕ(v) für einv∈V undw′ = ϕ(v′) für einv′ ∈V.
ϕ ist außerdem linear, alsoϕ(sv+ v′) = sϕ(v) + ϕ(v′) = sw+ w′, d.h. ϕ−1(sw+ w′) = sv+ v′ =
sϕ−1(w)+ϕ−1(w′), also istϕ−1 linear (Isomorphismus).

2. Seiv,v′ ∈V unds∈ K.

(a) ϕ,ψ linear⇒ ψ◦ϕ ist linear.
ψ◦ϕ(sv+v′) = ψ(ϕ(sv+v′)) = ψ(sϕ(v)+ϕ(v′)) = sψ(ϕ(v))+ψ(ϕ(v′)) = s(ψ◦ϕ)(v)+(ψ◦
ϕ)(v′).

(b) ϕ,ψ injektiv ⇒ ψ◦ϕ ist injektiv.
Sei(ψ◦ϕ)(v) = (ψ◦ϕ)(v′), v,v′ ∈V. Dann (daψ undϕ injektiv sind):
ψ(ϕ(v)) = ψ(ϕ(v′)) ⇒ ϕ(v) = ϕ(v′) ⇒ v = v′.

(c) ϕ,ψ surjektiv⇒ ψ◦ϕ ist surjektiv.
Seiu∈U . Da ψ surjektiv ist, gibt es einw∈W mit u = ψ(w), daϕ surjektiv ist, existiert ein
v∈V mit w = ϕ(v), daheru = (ψ◦ϕ)(v).

3. Zunächst einmal ist immer die identische AbbildungidV : V −→V ein Isomorphismus, alsoV ∼= V,
∼= reflexiv. Die Symmetrie folgt aus (1), Transitivität aus (2). ¤

Satz 1 Es sei(vi)i∈I eine Basisfolge vonV (I Indexmenge) undϕ : V −→W linear. Dann gilt:

1. ϕ Monomorphismus⇔ (ϕ(vi))i∈I linear unabhängig alsn-Tupel (d.h.ϕ(vi) disjunkt und{ϕ(vi)}i∈I
linear unabhängig) bzw.∑

i∈I
siϕ(vi) = 0⇒ si = 0(i ∈ I).

2. ϕ Epimorphismus⇔ 〈ϕ(vi)〉i∈I = W

3. ϕ Isomorphismus⇔ (ϕ(v1))i∈I ist Basisfolge
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Beweis:

1. Es gilt:

ϕ Monomorphismus
⇔ ϕ injektiv
⇔ ϕ(v) = ϕ(v′)⇒ v = v′;v,v′ ∈V

⇔
(

ϕ(∑
i

sivi) = ϕ(∑
i

s,
ivi) ⇒ si = s,

i ∀i ∈ I

)
si ,s

,
i ∈ K, si ,s

,
i 6= 0 für endl. vielei ∈ I

⇔
(

∑
i

siϕ(vi) = ∑
i

s,
iϕ(vi) ⇒ si −s,

i = 0

)
für alle i ∈ I

⇔
(

0 = ∑
i
(si −s,

i) ·ϕ(vi) ⇒ si −s,
i = 0

)
für alle i ∈ I

⇔ (ϕ(vi))i∈I ist linear unabhängig

2. Es gilt:

ϕ Epimorphismus
⇔ W = Bild ϕ = {ϕ(v) |v∈V } si 6= 0 nur für endl. vielei ∈ I

= {ϕ(∑i sivi) |si ∈ K }= {∑i siϕ(vi) |si ∈ K }
= 〈ϕ(vi)〉i∈I

3. Folgt aus (1) und (2). ¤

Satz 2 SindV,W K-Vektorräume und endlich erzeugt, so giltV ∼= W ⇔ dimV = dimW. Insbesondere
ist V ∼= Kn, wenndimV = n.

Beweis:

• V ∼= W, V endlich erzeugt,(v1, ...,vn) sei Basisfolge vonV, n= dimV, ϕ : V −→W Isomorphismus.
Nach Satz 1 (3) (Seite 28) ist(ϕ(v1), ...,ϕ(vn)) Basisfolge vonW, alsodimW= n = dimV.

• Sei dimV = dimW = n. V hat Basisfolge(v1, ...,vn), W hat Basisfolge(w1, ...,wn). Nach Satz 1
(Seite 27) existiert genau eine lineare Abbildungϕ−→W mit ϕ(vi) = wi . Nach Satz 1 (3) (Seite 28)
ist ϕ ein Isomorphismus,V ∼= W. ¤

Definition 2 (Gleichmächtigkeit): SeienB, B′ Mengen, so heißenB undB′ gleichmächtig(i.Z. |B|= |B′|),
wenn es eine bijektive Abbildungϕ : B−→ B′ gibt.

Bemerkung: Ist B Basis vonV, B′ vonW (V,W K-Vektorräume), so giltV ∼= W ⇔ |B|= |B′|
Beispiel:

Ist dimV = n∈N (V ist K-Vektorraum) undB= (v1, ...,vn) Basisfolge vonV, so istϕB ein Isomorphismus
mit

ϕB :

V −→ Kn×1

v = ∑n
i=1xivi 7−→




x1

:
xn


 = ϕB(v) =B [v]

Allgemeiner: IstB eine Basis vonV, so ist

ψB :
V −→ K(B)

v = ∑b∈B f (b)b 7−→ f

Isomorphismus.
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3.3 Kern und Bild

Definition 1 (Kern, Bild) Ist ϕ : V −→W eineK-lineare Abbildung, so ist derKern von ϕ definiert als

Kernϕ = {v∈V |ϕ(v) = 0}= −1
ϕ (0) und dasBild alsBild ϕ = {ϕ(v) |v∈V }.

Lemma 1 Ist ϕ : V −→W linear, so gilt:

1. Kernϕ ist Teilraum vonV und es gilt:
Kernϕ = {0} ⇔ ϕ ist Monomorphismus (injektiv)

2. Bild ϕ ist Teilraum vonW und es gilt:
Bild ϕ = W ⇔ ϕ ist Epimorphismus (surjektiv)

Beweis:

1. Seiv,v′ ∈ Kernϕ, s∈ K. Zu zeigen:sv+v′ ∈ Kernϕ.
ϕ(sv+v′) = sϕ(v)+ϕ(v′) = s·0+0 (weil v,v′ ∈ Kernϕ), alsosv+v′ ∈ Kernϕ.

2. Es gilt:

ϕ injektiv ⇔ ϕ(v) = ϕ(v′)⇒ v = v′ v,v′ ∈V
⇔ ϕ(v−v′) = 0⇒ v−v′ = 0
⇔ ϕ(v′′) = 0⇒ v′′ = 0 v′′ ∈V
⇔ Kernϕ = {0}

3. SeiBild ϕ = {ϕ(v) |v∈V}, zeige, daßBild ϕ Teilraum ist. Seien alsoϕ(v),ϕ(w) ∈ Bild ϕ, s∈ K,
dann istsϕ(v)+ϕ(v′) = ϕ(sv+v′) ∈ Bild ϕ. ¤

Beispiel:

SeiA∈ Km×n.

ϕA :
Kn×1 −→ Km×1

(x1, ...,xn)T 7−→ A· (x1, ...,xn)T

KernϕA =
{
(x1, ...,xn)T

∣∣A· (x1, ...,xn)T = 0
}

ist die Lösung des homogenen Gleichungssystems mit Ko-
effizientenmatrixA. Weiterhin ist also die Lösungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems
KernϕA, also ein Teilraum vonKn×1.

Satz 1 (Dimensionssatz) Ist dimV = n < ∞ undϕ : V −→W (dimW< ∞) eine lineare Abbildung, dann
gilt:

dimKernϕ+dimBildϕ = dimV

Beweis:SeiB = (v1, ...,vd) Basisfolge vonKernϕ, dann istd = dimKernϕ. Nach dem Basisergänzungs-
satz (Seite 21) kann manB ergänzen zu einer BasisB′ vonV:

B′ = (v1, ...,vd,vd+1, ...,vn), n = dimV, |{vd+1, ...,vn}|= n−d

Zu zeigen:n−d = dimBildϕ, alsoB′′ = (ϕ(vd+1), ...,ϕ(vn)) ist Basisfolge vonBild ϕ, oder (1)〈B′′〉 =
Bild ϕ sowie (2)B′′ linear unabhängig.

1. Seiw∈ Bild ϕ beliebig,w = ϕ(v) für einv∈V, B Basisfolge vonV, alsov =
n
∑

i=1
sivi , si ∈ K. Es gilt:

w = ϕ(v) = ϕ

(
n

∑
i=1

sivi

)
=

n

∑
i=1

siϕ(vi) =
n

∑
i=d+1

siϕ(vi)

dennϕ(v1) = ... = ϕ(vd) = 0, vi ∈ Kernϕ, 1≤ i ≤ d, alsow∈ 〈B′′〉.
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2. Seisd+1ϕ(vd+1)+ ...+snϕ(vn) = 0 mit si ∈ K, zu zeigen:sd+1 = ... = sn = 0.

Es gilt ϕ
(

n
∑

i=d+1
sivi

)
= 0, weil ϕ linear ist. DaB = (v1, ...,vd) Basisfolge vonKernϕ ist, gilt

∑n
i=d+1sivi = ∑d

j=1sjv j mit s1, ...,sd ∈ K. Demnach gilt also:

0 =−
n

∑
i=d+1

sivi +
d

∑
j=1

sjv j , alsos1 = ... = sd =−sd+1 = ... =−sn = 0

Die Linearkombination der Vektoren(ϕ(v1), ...,ϕ(vn)) = B′′ ist also linear unabhängig. ¤

Definition 2 (Rang einer Abbildung) Ist ϕ : V −→W lineare Abbildung, so ist derRangvonϕ definiert
als

Rgϕ := dimBildϕ

Folgerung 1 Ist ϕ : V −→W linear,dimV,dimW< ∞, so istdimKernϕ = dimV−Rg f.

Beispiel:

A∈ Km×n, ϕ = ϕA, ϕA : Kn×1 −→ Km×1,x 7−→ Ax. Kernϕ ist die Lösungsmenge des Gleichungssystems
Ax= 0, also ist die Lösungsmenge Vektorraum der Dimensionn−RgϕA.

Definition 3 (Rang einer Matrix) Ist A∈ Km×n (K Körper), so ist derRangder MatrixA definiert als

RgA:= RgϕA = dimBildϕA

wobeiϕA : Kn×1 −→ Km×1,x 7−→ Ax.

Beispiel:

RgA:= RgϕA := dimBildϕA, ei Einheitsvektoren,{e1, ...,en} Standardbasis vonKn×1.

Bild ϕA = 〈ϕA(e1), ...,ϕA(en)〉= 〈Ae1, ...,Aen〉=
〈
(a11, ...,am1)T , ...,(a1n, ...,amn)T

〉

Dabei heißt
{
(a11, ...,am1)T , ...,(a1n, ...,amn)T

}
der Spaltenraum vonA.

Folgerung 2 SeidimV < ∞ undϕ : V −→W linear. Dann gilt:

1. ϕ ist Monomorphismus (injektiv) genau dann, wennRgϕ = dimV

2. ϕ ist Epimorphismus (surjektiv) genau dann, wennRgϕ = dimW

3. IstdimV = dimW, so gilt: ϕ Monomorphis⇔ ϕ Epimorphismus⇔ ϕ Isomorphismus

4. ϕ ist Monomorphismus genau dann, wennKernϕ = {0}, also wenndimKern= 0

Bemerkung: Sei f : X −→ Y eine Abbildung und seienX und Y endliche Mengen. f ist genau dann
injektiv (surjektiv), wenn|X|= |Bild f | (|Y|= |Bild f |).
Beispiel:

Es sei dieV die Menge der Polynomfunktionen vonR nachR, also

V = P(R) =

{
f : R−→ R

∣∣∣∣∣∃n∈ N0;a0, ...,an ∈ R : f (x) =
n

∑
i=0

aix
i ,x∈ R

}

Sei weiterhinϕ : V −→ V, f 7−→ f ′ ( f ′ Ableitung von f ) linear. Dann gilt(c f1 + f2)′ = c f ′1 + f ′2, c ∈
R, f1, f2 ∈V. Kernϕ = 〈p0〉 (wobei p0(x) = 1 = x0), dimKernϕ = 1, ϕ nicht injektiv, aber surjektiv.
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3.4 Homomorphiesatz

Frage: Seiϕ : V →W. Es ist bekannt, daß
−1
ϕ (0) = Kernϕ. Was ist

−1
ϕ (w) für w∈W?

Beispiel:

V = R2

ϕ : V −→V,(x,y) 7−→ (x−y,y−x)

Kernϕ = {(x,y) ∈V |x = y}, Bild ϕ = {(z,−z) ∈V |z∈ R}
v0 = (z,0), w = ϕ(v0) = (z,−z) ∈ Bild ϕ

−1
ϕ (w) = {(x,y) |ϕ(x,y) = w}= {(x,y) |x−y = z}

=
{

v0 +x
∣∣x∈ R2

}
= {v0 +u|u∈ Kernϕ}

Satz 1 Ist ϕ : V −→W eine lineare Abbildung,w ∈W mit ϕ(vo) = w für ein v0 ∈ V, d.h. w ∈ Bild ϕ.
Dann ist

−1
ϕ (w) = {v|ϕ(v) = w}= {v0 +u|u∈ Kernϕ}

Definition 1 (Restklasse, Restklassenraum) Ist U Teilraum vonV so ist fürv∈V

v+U := {v+u|u∈U }

die Nebenklasse(Restklasse) von V nachU . Die Menge der RestklassenV/U := {v+U |v∈V } heißt
Restklassenraum(Faktorraum).

vergleiche hierzu auchZ/(m) = {[x]m|x∈ Z,m∈ N} ; [x]m = {x+zm|z∈ Z}, Seite 5.

Bemerkung: Ist U Teilraum vonV, so sei fürv,v′ ∈ V definiert: v∼U v′ ⇔ v− v′ ∈ U . Dann ist∼U

Äquivalenzrelation und

[v]∼U =
{

v′ ∈V
∣∣v−v′ ∈U

}
= {v+u|u∈U }= v+U

Satz 2 IstU Teilraum vonV (V istK-Vektorraum), so wirdV/U = {v+U |v∈V } zu einemK-Vektorraum
mit (v+U)+(v′+U) := (v+v′)+U unds·(v+U) := sv+U (v,v′ ∈U,s∈K). Die AbbildungπU : V −→
V/U,v 7−→ v+U ist dann ein Epimorphismus mitKernπU = U .

Satz 3 (Homomorphiesatz) Seiϕ : V −→W eine lineare Abbildung.

1. Dann istKernϕ Teilraum vonV, Bild ϕ Teilraum vonW.

2. Istπ = πKernϕ : V −→V/Kernϕ,v 7−→ v+Kernϕ, so giltΦ : V/Kernϕ−→ Bild ϕ,v+Kernϕ 7−→
ϕ(v) ist Isomorphismus undϕ = Φ◦π.

Beweis:

1. Bereits erledigt, vgl. Lemma 1, Seite 30
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2. Wohldefiniertheit vonΦ:

v+Kernϕ = v′+Kernϕ⇔ v−v′ ∈ Kernϕ⇔ ϕ(v−v′) = 0⇔ ϕ(v) = ϕ(v′)

”⇒” bedeutet:Φ ist wohldefiniert, “⇐” bedeutet:Φ ist injektiv. Offensichtlich istΦ surjektiv, also
bijektiv. Überprüfung der Linearität (v,v′ ∈V,s∈ K):

Φ(s(v+Kernϕ)+(v′+Kernϕ)) = Φ(sv+v′+Kernϕ)
= ϕ(sv+v′) = sϕ(v)+ϕ(v′)
= sΦ(v+Kernϕ)+Φ(v′+Kernϕ)

¤

Folgerung 1

1. IstU Teilraum vonV, dimV < ∞, dann gilt:dimV/U = dimV−dimU.

2. Jeder Teilraum eines Vektorraums ist Kern einer linearen Abbildung.

Beweis:

1. Seiϕ : V −→W eine lineare Abbildung. Nach Dimensionssatz gilt dann:dimKernϕ+dimBildϕ =
dimV. Wende dies an mitϕ = πU :V −→V/U,v 7−→ v+U . Dann istBild πU =V/U undKernπU =
{v∈V |v+U = 0+U }= U .

2. U ist Kern vonπU : V −→V/U ¤

3.5 Rang einer Matrix

Definition 1 (Zeilenraum, Spaltenraum) SeiA = [ai j ] ∈ Km×n. Dann ist derZeilenraumZR(A) (Spal-
tenraumSR(A)) definiert als:

ZR(A) := 〈(a11,a12, ...,a1n), ...,(am1,am2, ...,amn)〉 ≤ K1×n

SR(A) :=

〈


a11

:
am1


 , ...,




a1n

:
amn




〉
≤ Km×1

Satz 1 Ist A = [ai j ] ∈ Km×n, so gilt:

1. RgA= dimSR(A) = dim
〈
(a11,a21, ...,am1)T , ...,(a1n,a2n, ...,amn)T

〉

2. Der Rang vonA ändert sich nicht bei elementaren Spaltenoperationen.

3. Der Rang vonA ändert sich nicht bei elementaren Zeilenoperationen.

Beweis:

1. SeiϕA : Kn×1 −→ Km×1,x 7−→ Ax. Dann:

RgA= dimBildϕA = dim〈ϕA(e1), ...,ϕA(en)〉= dim〈Ae1, ...,Aen〉= dimSR(A)

2. Gilt nach Lemma 2, Seite 22.
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3. Betrachte das GleichungssystemAx= 0. Das Gleichungssystem hat die LösungsmengeL = KernϕA.
L ändert sich nicht bei elementaren Zeilenoperationen, daher gilt, sofernA′ auf A durch elementare
Zeilenoperationen entsteht:KernϕA′ = KernϕA.
Nach dem Dimensionssatz istdimKernϕA′ = n−RgA′ und dimKernϕA = n−RgA, alsoRgA′ =
RgA. ¤

Beispiel:

Rg




17 1
3

√
3 π 1+ i e

1 i
√

2 0 3 17
i e

√
3 0 5 16


 = Rg




0 0 0 1 0 0
1 i

√
2 0 3 17

i e
√

3 0 5 16




= Rg




0 0 0 1 0 0
1 i

√
2 0 3 17

0 e+1
√

3−√2i 0 5−3i 16−17i




= Rg




0 0 0 1 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0




= dim〈e2,e3,e1〉= 3

Satz 2

1. Jedem×n-Matrix A∈ Km×n, K Körper, kann man mittels elementarer Zeilen- und Spaltenoperatio-
nen auf die Form 



1 ... 0 0 ... 0

0
... : : :

: 1 : :
0 0 0 0 ... 0
: : : : :
0 0 0 0 ... 0




bringen, wobei in der “Hauptdiagonalen”r = RgAEinsen sind.

2. IstZR(A) = 〈[a11, ...,a1n], ..., [am1, ...,amn]〉 der Zeilenraum vonA, so istdimZR(A) = dimSR(A) =
RgA(Zeilenrang=Spaltenrang).

Beweis:In Kapitel 1 wurde bereits bewiesen, daß man durch elementare Zeilenoperationen die MatrixA
auf Stufenform bringen kann (vgl. Seite 9). Diese Matrix in Stufenform heißeA′; r sei die Anzahl der
“Stufen”, beachte: die erstenr Zeilen vonA′ sind linear unabhängig,dimZR(A′) = r.
Durch Anwendung von elementaren Spaltenoperationen entstehtA′′ in der in Satz 2 (1) gegebenen Form.
Es gilt dann:

RgA= RgA′′ = r

¤

3.6 Hauptsatz über lineare Gleichungssysteme

Satz 1 (Hauptsatz über lineare Gleichungssysteme)

1. Ein homogenes lineares GleichungssystemAx= 0 mit A∈ Km×n hat eine LösungsmengeL0, die ein
Teilraum vonKn×1 ist mit dimL0 = n−RgA.
Insbesondere hatAx= 0 nur die triviale Lösungx = 0 gdw. n = RgA.
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2. Das GleichungssystemAx= b mit A∈Km×n, b∈Km×1 ist genau dann lösbar, wennRgA= Rg[A,b],
wobei[A,b] die erweiterte Matrix ist.

3. Ist v1 ∈ Kn×1 Lösung vonAx= b (d.h. Av1 = b), so ist die gesamte Lösungsmenge vonAx= b die
Restklassev1 +L0 = {v1 +v|v∈ L0}.
Insbesondere gilt: IstAx= b eindeutig lösbar, so mußrangA= n sein.

4. Istm≤ n, so gilt: IstRgA= n, dann istAx= b eindeutig lösbar.

Beweis:

1. L0 ist der Kern vonϕA : Kn×1−→ Km×1,x 7−→ Ax. Also istL0 als Kern einer linearen Abbildung ein
Teilraum vonKn×1. Dann gilt (1) nach dem DimensionssatzdimL0 + dimBildϕA = dimKn×1 = n
mit dimBildϕA = RgA.

2. Es gilt:

Ax= bist lösbar⇔ b∈ Bild ϕA = SR(A)
⇔ SR(A) = 〈SR(A),b〉 ⇔ RgA= dimSR(A) = dim〈SR(A),b〉= Rg[A,b]

3. Die LösungsmengeLb ist
−1
ϕA (b) , also die Restklassev1 +L0 (Satz 1, Seite 32).

4. RgA≤ Rg[A,b]≤m, daRg(A,b) = dimSR[A,b]≤ Km×1. Ist RgA= n, m≤ n, dann:

n = RgA≤ Rg[A,b]≤m≤ n ⇒ n = RgA= Rg[A,b] = m= n

Weiterhin folgt ausRgA= Rg[A,b], daßAx= b lösbar ist. ¤

Beispiel (van-der-Monde-Gleichungssystem):

SeiK Körper,x0, ...,xn ∈ K, A = Ax0,...,xn =




1 x0 x2
0 ... xn

0

: : :
.. . :

1 xn x2
n ... xn

n


 ∈ Kn×n (van-der-Monde-Matrix).

Voraussetzung:x0, ...,xn paarweise verschieden. Dann:

RgA = Rg




1 0 0 ... 0
1 x1−x0 x2

1−x0x1 ... xn
1−x0xn−1

1
: : : :
1 xn−x0 x2

n−x0xn ... xn
n−x0xn−1

n




= Rg




1 0 0 ... 0
0 (x1−x0) x1(x1−x0) ... xn−1

1 (x1−x0)
: : : :
0 (xn−x0) xn(xn−x0) ... xn−1

n (xn−x0)




= Rg




1 0 0 ... 0
0 1 x1 ... xn−1

1
: : : :
0 1 xn ... xn−1

n




Der rechte untere Teil der Matrix ist nun wieder eine van-der-Monde-Matrix, also:

= ... = Rg




1 ... 0

:
... :

0 ... 1


 = n+1
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Folgerung:Das GleichungssystemAx0,...,xn




a0

:
an


 = 0 ist nur trivial lösbar. Also:

a0 + x0a1 + ... + xn
0an = 0

: : : :
a0 + xna1 + ... + xn

nan = 0
⇒ a1 = ... = an = 0

Satz 2 Ist f : K −→ K eine Polynomfunktion höchstensn-ten Grades, d.h. gibt esa0,a1, ...,an ∈ K mit
f (x) = ∑n

i=0xiai , so hatf höchstensn Nullstellen oderf (x) = 0 ist die Nullfunktion.

Beweis:Angenommen,f hätte die paarweise verschiedenen Nullstellenx0, ...,xn∈K, also f (x j)= ∑n
i=0aixi

j =
0 für j = 0, ...,n. Dann folgt (nach der van-der-Monde-Matrix)a0 = ... = an = 0, d.h. f (x) = 0. ¤

Satz 3 Ist K Körper mit|K|> n, so sind die Polynomfunktionenpi : K −→ K,x 7−→ xi (0≤ i ≤ n) linear
unabhängig, genauer:{pi |0≤ i ≤ n} ist linear unabhängig.

Beweis:Angenommen,
n
∑

i=0
ai pi = 0, ai ∈ K. Wähle inK paarweise verschiedene Elementex0, ...,xn ∈ K

(Beachte:n verschiedene Elemente nur, weil|K|> n!). Setze nacheinander in
n
∑

i=0
aixi

j = 0 x0,x1, ...,xn ein.

Dann (j = 0, ...,n):
n

∑
i=0

aix
i
j = 0 ⇒ a0 = ... = an = 0

¤

3.7 Matrix einer linearen Abbildung

Sei ϕ : V −→ W eine lineare Abbildung. SeiB = (v1, ...,vn) Basisfolge vonV und B′ = (w1, ...,wm)
Basisfolge vonW. Nach Satz 1 (Seite 27) istϕ vollständig bestimmt durchϕ(v j) für j = 1, ...,n. Da B′
Basisfolge vonW ist, gibt es einai j ∈ K mit ϕ(v j) = ∑m

i=1ai j wi ( j = 1, ...,n) eindeutig bestimmt.

Definition 1 (Matrix einer linearen Abbildung): Sei ϕ : V −→ W eine lineare Abbildung,V,W K-
Vektorräume,B = (v1, ...,vn) eine Basisfolge vonV undB′ = (w1, ...,wm) eine Basisfolge vonW. Seien
ai j ∈ K so gewählt, daßϕ(v j) = ∑m

i=1ai j wi ( j = 1, ...,n). Dann heißt die Matrix

B′ ϕB = B′ [ϕ]B = [ai j ] ∈ Km×n

Matrix der linearen Abbildungϕ bezüglich der BasenfolgenB undB′.

Merke: In den Spalten vonB′ [ϕ]B stehen die Koeffizienten der Bilder der Basisvektoren vonB bezüglich
der BasisB′.
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κB

V −→ Kn×1

ϕ ↓ ↓ ϕA

W −→ Km×1

κB′

Abbildung 3.1: Beziehungen unter den linearen Abbildungen.

Beispiele:

• A∈ Km×n, ϕA : Kn×1 −→ Km×1,x 7−→ Ax; B = (e1, ...,en) Standardbasis vonKn×1, B′ = ( f1, ..., fm)
Standardbasis vonKm×1. ϕA(ej) = A·ej = (a1 j , ...,am j)T = ∑m

i=1ai j fi für j = 1, ...,n, also:

B′ [ϕ]B =




a1 j

← : →
am j


 = A

• V = 〈sin,cos〉 ≤ RR, ϕ : V −→V, f 7−→ f ′ Ableitung.
B = B′ = (sin,cos) Basisfolge vonV, ϕ(sin) = 0sin+1cos= cos, ϕ(cos) =−1sin+0cos=−sin,

B′ [ϕ]B =
[

0 −1
1 0

]

• ϕ : R−→ R2×1,x 7−→
(

x
−x

)
,

B = (1) Basisfolge vonR, B′ = (w1 = (1,−1)T ,w2 = (1,0)T) Basisfolge vonR2×1,

B′ [ϕ]B =
[

1
0

]

Bezeichnung:Ist B = (v1, ...,vn) Basisfolge vonV. Dann ist

κB :

V −→ Kn×1

v = ∑n
j=1a jv j 7−→




a1

:
an


 = κB(v) = Bv = B[v]

κB ist Isomorphismus.

Satz 1 Ist ϕ : V −→W eineK-lineare Abbildung und sindB= (v1, ...,vn) undB′ = (w1, ...,wm) Basisfol-
gen vonV bzw.W, so gilt für beliebigev∈V:

B′ [ϕ(v)] = B′ [ϕ]B · Bv

d.h. fürA = B′ [ϕ]B ∈ Km×n gilt κB′ ◦ϕ = ϕA◦κB, vgl. Abb. 3.1.

Beweis:B′ [ϕ]B = [ai j ] ∈ Km×n bedeutetϕ(v j) = ∑m
i=1ai j wi , v = ∑n

j=1x jv j , d.h.

Bv =




x1

:
xn


 = κB(v)



KAPITEL 3. LINEARE ABBILDUNGEN 38

Also:

ϕ(v) = ϕ

(
n

∑
j=1

x jv j

)
=

n

∑
j=1

x jϕ(v j) =
n

∑
j=1

x j ·
m

∑
i=1

ai j wi =
m

∑
i=1

(
n

∑
j=1

ai j x j

)
wi

= B′ [ϕ(V)] = Ax

¤

Folgerung 1 Rgϕ = RgB′ [ϕ]B, dennκB′(Bild ϕ) = Bild ϕA, also:

Rgϕ = dimBildϕ = dimκB′(Bild ϕ) = dimBildϕA = RgA

Satz 2 Seienψ : U −→ V und ϕ : V −→W lineare Abbildungen,B = (u1, ...,um) Basisfolge vonU ,
B′ = (v1, ...,vn) vonV undB′′ = (w1, ...,wp) vonW. Dann:

B′′ [ϕ◦ψ]B = B′′ [ϕ]B′ · B′ [ψ]B

Beweis:B′ [ψ]B = [ai j ] = A∈ Kn×m, B′′ [ϕ]B′ = [ci j ] = C∈ Kp×n, B′′ [ϕ◦ψ]B = [di j ] = D ∈ Kp×m, ψ(u j) =
∑n

i=1ai j vi , ϕ(vk) = ∑p
l=1clkwl . Dann:

(ϕ◦ψ)(u j) = ϕ(ψ(u j)) = ϕ
(

n
∑

i=1
ai j vi

)
=

n
∑

i=1
ai j ϕ(vi)

=
n
∑

i=1
ai j ·

p
∑

l=1
cli wl =

p
∑

l=1

(
n
∑

i=1
ai j cli

)
wl

=
p
∑

l=1

n
∑

i=1
(cli ai j )wl =

p
∑

l=1
[CA]l j ·wl =

p
∑

l=1
dl j ·wl

alsoD = CA. ¤

Folgerung 2 B = (v1, ...,vn) Basisfolge vonV, B′ = (w1, ...,wn) Basisfolge vonV. Dann gilt mitP :=
B′ [idV ]B , Q := B [idV ]B′ :

B [idV ]B = En = P·Q = Q·P = B′ [idV}B′

Satz 3 Seiϕ : V −→W eine lineare Abbildung,B undB′ Basisfolgen vonV, C undC′ Basisfolgen von
W. Dann:

C′ [ϕ]B′ = C′ [idW]C · C [ϕ]B · B [idV ]B′

Beweis:zweimalige Anwendung von Satz 2. ¤
Beispiel:

V = R2, ϕ : V −→V,(x,y) 7−→ (−1
3 + 2

3y, 4
3x+ 1

3y) linear

B = (e1,e2)

ϕ(e1) = ϕ((1,0)) =−1
3e1 + 4

3e2

ϕ(e2) = ϕ((0,1)) = 2
3e1 + 1

3e2
⇒ B [ϕ]B =

[ −1
3

2
3

4
3

1
3

]

B′ = (v1 = (1,2),v2 = (1,−1))

ϕ(v1) = ϕ((1,2)) = e1

ϕ(v2) = ϕ((1,−1)) =−e2
⇒ B′ [ϕ]B′ =

[
1 0
0 −1

]
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3.8 Algebra der linearen Abbildungen

Satz 1 SindV,W Vektorräume überK, so istHom(V,W) = {ϕ : V −→W |ϕ linear} ein Teilraum von
Abb(V,W) = WV (Vektorraum aller Abbildungen vonV −→W).

Ist B = (v1, ...,vn) Basisfolge vonV, B′ = (w1, ...,wm) Basisfolge vonW, so ist

µ= B′ µB :
Hom(V,W) −→ Km×n

ϕ 7−→ B′ [ϕ]B

ein Isomorphismus vonK-Vektorräumen. Insbesondere istdimHom(V,W) = mn.

Beweis:

• Zu zeigen:Hom(V,W) ist Teilraum

1. Hom(V,W) enthält trivialerweise0 : V −→W,v 7−→ 0.

2. Seienϕ,ψ ∈Hom(V,W) unds∈ K. Zu zeigen:sϕ+ψ ∈Hom(V,W), sϕ+ψ : V −→W linear.
(sϕ+ψ)(tv1 +v2) = sϕ(tv1 +v2)+ψ(tv1 +v2)

= s(tϕ(v1))+ϕ(v2))+ tψ(v1)+ψ(v2)
= t(sϕ(v1)+ψ(v1))+sϕ(v2)+ψ(v2)
= t((sϕ+ψ)(v1))+(sϕ+ψ)(v2)

• Zu zeigen:µ ist Isomorphismus (B,B′,µ wie in Satz 1), alsoµ (1) ist linear, (2) injektiv, (3) surjektiv:

1. Seienϕ,ψ ∈ Hom(V,W), s∈ K. Zu zeigen:µ(sϕ+ψ) = sµ(ϕ)+µ(ψ)
Seiµ(ϕ) = B′ ϕB = [ai j ] ∈ Km×n (d.h. ϕ(v j) = ∑m

i=1ai j wi) undµ(ψ) = B′ ψB = [ci j ] ∈ Km×n,
d.h. ψ(v j) = ∑m

i=1ci j wi .

(sϕ+ψ)(v j) = sϕ(v j)+ψ(v j) = s
m
∑

i=1
ai j wi +

m
∑

i=1
ci j wi

= ∑m
i=1(sai j +ci j )wi = B [sϕ+ψ]B

= s[ai j ]+ [ci j ] = sµ(ϕ)+µ(ψ), alsoµ linear

2. ϕ∈Kernµbedeutet:0 = µ(ϕ)= B′ [ϕ]B . d.h.ϕ(v j)= 0∈W, alsoϕ = 0. DemnachdimKernµ=
0, µ injektiv.

3. SeiA = [ai j ] ∈ Km×n beliebig gegeben. Nach Satz 1 (Seite 27) gibt es (genau) eine lineare
Abbildungϕ : V −→W,ϕ(v j) 7−→ ∑m

i=1ai j wi , j = 1, ...,n.
Dann ist nach Definitionµ(ϕ) = B′ [ϕ]B = A, d.h.µ ist surjektiv. ¤

Definition 1 (Endomorphismus) Ist V ein K-Vektorraum, so istEnd(V) = Hom(V,V) und die Abbil-
dungen inEnd(V) heißenEndomorphismen.

Satz 2 Ist V einK-Vektorraum, so ist(End(V),+,◦) mit v∈V und

+ : (ϕ+ψ)(v) = ϕ(v)+ψ(v), ◦ : (ϕ◦ψ)(v) = ϕ(ψ(v))

ein Ring mit Eins (1 = idv).

IstB=(v1, ...,vn) Basisfolge vonV sowieµB = BµB : End(V)−→Kn×n,ϕ 7−→ B [ϕ]B ein Ring-Isomorphismus,
d.h. µB ist bijektiv und fürλ,λ′ ∈ End(V) gilt:

1. µ(λ+λ′) = µ(λ)+µ(λ′)

2. µ(λ◦λ′) = µ(λ) ·µ(λ′)

3. µ(idV) = En
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Definition 2 (assoziative Algebra) Ist K Körper, so ist eineassoziativeK-AlgebraA ein K-Vektorraum
(A,+, ·) mit + : A×A−→ A, · : K×A−→ A und mit zusätzlicher Multiplikation

· : A×A−→ A,(a,a′) 7−→ a ·a′

so daß(A,+, ·) ein Ring ist und für alles∈ K, a,a′ ∈ A gilt:

s·a ·a′ = (s·a) ·a′ = a · (s·a′)

Beispiel:

• V seiK-Vektorraum, dann istEnd(V) eineK-Algebra.

• Ist K Körper, so istKn×n für n∈ N eineK-Algebra.

• C ist eineR-Algebra, einR-Vektorraum, ein Körper.

3.9 Volle lineare Gruppen

Definition 1 (Gruppe) EineGruppeG ist eine Menge zusammen mit einer Verknüpfung◦ : G×G−→
G,(a,b) 7−→ a◦b mit

1. (G1) Assoziativität:(a◦b)◦c = a◦ (b◦c), a,b,c∈G

2. (G2) Neutrales Element: Es gibt eine∈G mit a◦e= e◦a = a für allea∈G.

3. (G3) Inverses Element: Für allea∈G gibt es eina′ ∈G mit a◦a′ = a′ ◦a = e.

Definition 2 (Monoid) Erfüllt eine MengeG nur die Eigenschaften (G1) und (G2) einer Gruppe, d.h.
besitzt sie nicht unbedingt ein Inverses der Multiplikation, so heißt(G,◦) Monoid.

Beispiele:

• Ist (K,+, ·) ein Ring, so ist(K,+) eine Gruppe

• Ist (K,+, ·) ein Ring mit Eins, so ist(K, ·) ein Monoid

• Ist (K,+, ·) ein Körper, so ist(K \{0}, ·) eine Gruppe

Lemma 1 Es sei(G,◦) ein Monoid. Dann gilt:

1. Es gibt inG nur ein Elementemit der Eigenschaft (G2)

2. Gibt es zua ∈ G Elementex,y ∈ G mit ax= e= ya, so istx = y =: a′. a heißt dann invertierbar.
Insbesondere ist in(G3), falls G eine Gruppe ist,a′ eindeutig durcha bestimmt.

3. Sinda,b∈G invertierbar, so gilt:a◦b ist invertierbar und(a◦b)′ = b′ ◦a′

Beweis:

1. Habee′ ∈G hat auch die Eigenschafta◦e′ = e′ ◦a = a für a∈G. Dann:e′ = e◦e′ = e.

2. a◦x = eundy◦a = e. Dann gilt:x = e◦x = (y◦a)◦x = y◦ (a◦x) = y◦e= y

3. Es seiena,a′ ∈G invertierbar unda◦a′ = esowieb◦b′ = e. Dann:

(a◦b)′ = (a◦b)◦ (b′ ◦a) = a◦ (b◦b′)◦a′ = a◦a′ = e= b′ ◦b = b′ ◦ (a′ ◦a)◦b = (b′ ◦a′)◦ (a◦b)

¤

Bezeichnung:In einem Monoid(G, ·) schreibt mana−1 statta′ und in einem Monoid(G,+) schreibt man
−a statta′, falls a∈G invertierbar ist.
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Folgerung 1 Ist (G,◦) ein Monoid, so istG? = {a∈G|ainvertierbar} eine Gruppe.

Definition 3 (Volle Lineare Gruppe) Für einen beliebigen VektorraumV seienGL(V) undGL(n,K) mit
K Körper,n∈ N definiert als

GL(V) = {ϕ ∈ End(V) |ϕ ist bijektiv} bzw. GL(n,K) = {A∈ Kn×n|RgA= n}.

Satz 1

1. (GL(V),◦) ist Gruppe (“volle lineare Gruppe aufV”, engl. “general linear group”).

2. GL(n,K) ist Gruppe (“volle lin. Gruppe vom Gradn überK”) mit Matrixmultiplikation.

3. IstdimV = n undB = (v1, ...,vn) Basisfolge vonV, so ist

µ :
GL(V) −→ GL(n,K)

ϕ 7−→ B [ϕ]B

ein Isomorphismus von Gruppen, d.h.µ ist bijektiv undµ(ϕ◦ϕ′) = µ(ϕ)◦µ(ϕ′).

Lemma 2 Ist A∈ Km×n, C∈ Kn×p, dann gilt:Rg(A·C)≤ RgAundRg(A·C)≤ RgC.

Beweis:

Rg(AC) = dimBildϕAC = dim
{

ϕAC(x)
∣∣x∈ Kp×1}

= dim
{

ϕA (ϕC(x))
∣∣x∈ Kp×1}≤ dimBildϕA = RgA

Analog mitRg(AC)≤ RgC. ¤

Satz 2 Äquivalent sind für eine MatrixA∈ Kn×n

1. RgA= n (d.h. A∈GL(n,K))

2. A ist in Kn×n “invertierbar”, d.h. es existiertA−1 ∈ Kn×n mit A·A−1 = A−1 ·A = En

3. Es gibt einX ∈ Kn×n mit A·X = En (aus Lemma 1 folgt:X = A−1)

4. Es gibY ∈ Kn×n mit Y ·A = En (aus Lemma 1 folgt:Y = A−1)

Beweis:folgt aus Lemma 2. ¤
Frage: Wie findet man zuA∈GL(n,K) dasA−1 bzw. wie findet man zuA einX mit AX = En?

Die j-te Spalte vonX = [xi j ] ist Lösung vonAx= ej (ej ist j-te Spalte vonEn). Also sind die folgenden
Gleichungssysteme zu lösen:

Ax= e1 ergibt




x11

:
xn1


, ...,Ax= en ergibt




x1n

:
xnn


.

Das heißt, mit elementaren Zeilenoperationen ist die erweiterte Matrix[Aen] auf Stufenform zu bringen.
Um nunA−1 zu berechnen, bringt man die Matrix[A|En] ∈ Kn×2n auf die Form[En |X]. Dann istX = A−1.
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Eine elementare Zeilenoperation erhält man auch durch Linksmultiplikation mit elementaren Matrizen der
folgenden Formen:

1. Ui j (s) ensteht, wenn man inEn ein Elementuxy (x 6= y) in eins ändert.

2. Pi j ensteht, wenn man inEn die Zeileni und j vertauscht.

3. Di(s) ensteht, wenn man inEn ein Elementdii durchsersetzt(1≤ i ≤ n).

Ist RgA= n (d.h. A∈GL(n,K)), so gibt es elementare MatrizenM1, ...,Mr mit

Mr · ... ·M2 ·M1 ·A = En ⇔ A−1 = Mr · ... ·M2 ·M1

Folgerung 2 Jede MatrixA∈GL(n,K) ist ein Produkt von elementaren Matrizen.

Es folgt weiterhin:A−1 = M−1
1 · ... ·M−1

r .

Beachte:Die Inverse einer elementaren Matrix ist eine elementare Matrix:

Ui j (s)−1 = Ui j (−s); P−1
i j = Pi j ; Di(s)−1 = Di(s−1), s 6= 0



Kapitel 4

Determinanten

Ziel: Wir wollen eine Abbildungdet : Kn×n −→ K einführen mit

det(A·B) = det(A) ·det(B), det(En) = 1, RgA< n⇒ det(A) = 0

Dabei sollK ein kommutativer Ring sein.

4.1 Permutationen

Definition 1 (Permutation) Ist Ω eine Menge, so heißt eine bijektive Abbildungσ : Ω −→ Ω einePer-
mutation.

Sym(Ω) := {σ : Ω−→Ω |σbijektiv}
Sn := Sym({1, ...,n})

Ein σ ∈ Sn kann man durch eine Wertetabelle angeben:

σ =
(

1 ... n
j1 ... jn

)
, σ(i) = j i

Beachte:j1, ..., jn müssen paarweise verschieden sein.

Bemerkung:(Sym(Ω),◦) ist eine Gruppe,(Sn,◦) ist diesymmetrische GruppeaufΩ vom Graden. Es gilt:
|Sn|= n! = 1 ·2· ... ·n.

Definition 2 (Zyklus) Ein σ ∈ Sn heißt eink-Zyklus, wenn esi1, i2, ..., ik ∈ {1, ...,n} paarweise verschie-
den gibt mit

σ(i1) = i2; σ(i2) = i3; σ(i3) = i4; ...; σ(ik) = i1

undσ(i) = i für i 6∈ {i1, ..., ik}.

Definition 3 (Transposition) Ein 2-Zyklus heißtTransposition.

Beispiel:

Sei σ =
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9
8 1 5 3 4 9 7 2 6

)
. Es gilt: σ(1) = 8,σ(8) = 2,σ(2) = 1; σ(3) = 5,σ(5) =

4,σ(4) = 3,σ(3) = 5 sowieσ(7) = 7 undσ(6) = 9,σ(9) = 6. Somit läßt sichσ schreiben alsσ = σ1◦σ2◦
σ3◦σ4 = σ1◦σ2◦σ3 mit σ1 = (1,8,2), σ2 = (3,5,4), σ3 = (6,9), σ4 = (7).

43
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Bezeichnung:Die Schreibweiseσ = (i1, i2, ..., ik) bedeutet:σ(i1) = i2;σ(i2) = i3; ...;σ(ik) = i1 undσ(i) = i
für i 6∈ {i1, ..., ik}.

Definition 4 (Ziffernfremdheit) Zwei Zyklen( j1, ..., jk) und(i1, ..., i l ) heißenziffernfremd, wenn{ j1, ..., jk}∩
{i1, ..., i l}= /0.

Satz 1 Jedesσ ∈ Sn...

1. ...ist ein Produkt aus ziffernfremden Zyklen.

2. ...kann man als Produkt von Transpositionen schreiben.

3. ...kann man als Produkt von Transpositionen aus{(1,2),(2,3), ...,(n−1,n)} schreiben.

Beweis:

1. Induktion nach der Anzahlk der Nichtfixpunkte vonσ.

(a) k = 0: Dann istσ = id = (1) ein1-Zyklus.

(b) k > 0: Es gibt j ∈ {1, ...,n} mit σ( j) 6= j. Setzej1 := j, j2 := σ( j), j3 = σ2( j) = σ(σ( j))
u.s.w.,r = min

{
i
∣∣σi( j) ∈ { j1, ..., j i}

}
. Behauptung:σr( j) = j1.

Beweis: sonst wäreσr( j) = j l mit 2≤ l ≤ r. Dann: σr−1( j) = j l−1 ∈ { j1, ..., jr} . Dies ist
jedoch ein Widerspruch zur Minimalität vonr.
Setzeσ1 = ( j1, j2, ..., jr). σ−1

1 ◦σ hat r Fixpunkte mehr alsσ. Nach Induktionsannahme ist
σ−1

1 ◦σ = σ2◦ ...◦σm mit ziffernfremden Zyklenσ2, ...,σm. Also:

σ = σ1◦ ...◦σm

2. Nach (1) genügt es zu zeigen: jederk-Zyklus läßt sich als Produkt von Transpositionen schreiben:

( j1, ..., jk) = ( j1, j2)◦ ( j2, j3)◦ ...◦ ( jk−1, jk)

3. Nach (2) genügt es zu zeigen (i < j):

(i, j) = (i, i +1)◦ (i +1, i +2)◦ ...◦ ( j−1, j)◦ ( j−2, j−1)◦ ...◦ (i, i +1)

¤

Definition 5 (Signum einer Permutation) Ist σ ∈ Sn, so istsgnσ definiert als:

sgnσ = ∏
1≤i< j≤n

σ(i)−σ( j)
i− j

∈Q

Beispiele:

• sgnid= 1

• σ = (1,2). Dann:

• Es gilt:

sgnσ =

= 1

∏n
j=2

σ(1)−σ( j)
1− j ·∏n

j=3
σ(2)−σ( j)

2− j ·∏3≤i< j≤n

︷ ︸︸ ︷
σ(i)−σ( j)

i− j

=

= 1

2−1
1−2·

︷ ︸︸ ︷
n

∏
j=3

(
2− j
1− j

1− j
2− j

)
=−1
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Satz 2

1. Es gilt:sgn(σ1◦σ2) = sgnσ1 ·sgnσ2

2. sgnτ =−1 falls τ Transposition

3. sgnσ = (−1)k−1 falls σ eink-Zyklus

4. sgnσ ∈ {1;−1}

Beweis:

1. sgn(σ1◦σ2)= ∏1≤i< j≤n
σ1(σ2(i))−σ1(σ2( j))

σ(i)−σ( j) ·∏1≤i< j≤n
σ2(i)−σ2( j)

i− j . Durchläuft{i, j} alle2-elementigen

Teilmengen von{1, ...,n}, so auch{σ2(i),σ2( j)}. Beachte:

σ(i)−σ( j)
i− j

=
σ( j)−σ(i)

j− i
, alsosgnσ = ∏

{i, j}

σ(i)−σ( j)
i− j

= sgn(σ1◦σ2) = sgnσ1◦sgnσ2

2. Es seiτ = (i, j), i 6= j. Wähleσ ∈ Sn mit σ(i) = 1, σ( j) = 2. Der Zyklusσ−1 ◦ (1,2) ◦σ = (i, j)
überführti in j (und umgekehrt) sowie alle anderen Ziffern in sich selbst. Nach (1) gilt, daß

sgn(i, j) = sgnσ−1 ·sgn(1,2) ·sgnσ = (−1) ·sgn(σ−1◦σ) = (−1) ·sgnid=−1

3. Istσ = ( j1, ..., jk) eink-Zyklus, dann istσ = ( j1, j2)◦ ...◦ ( jk−1, jk).
Also gilt nach (1):sgnσ = sgn( j1, j2) · ... ·sgn( jk−1, jk) = (−1)k−1

4. Folgt aus (1), (2), Satz 1 (Seite 44). ¤

Definition 6 (gerade Permutation) σ ∈ Sn heißt einegerade Permutation, wennsgnσ = 1. Die Menge
aller geraden PermutationenAn = {σ ∈ Sn |sgnσ = 1} heißtalternierende Gruppe.

Folgerung 1 An ist eine Gruppe. Fürn≥ 2: Sn = An∪ (τ◦An), τ Transposition.

Beweis: σ1,σ2 ∈ An ⇒ sgn(σ1 ◦σ2) = 1, also(σ1 ◦σ2) ∈ An. σ1 ◦σ−1
1 = id ⇒ sgn(σ−1

1 ) = 1, σ−1
1 ∈

An, id ∈An. Istσ∈Sn\An, dannsgnσ =−1. τ Transposition,sgnτ =−1, alsosgn(τ◦σ) = (−1)(−1) = 1.
¤

Folgerung 2 |An|= n!
2 , weil |An|= |τ◦An|

4.2 Determinanten

Geometrische Motivation in R2 Für v,w ∈ R2 sei ∆(v,w) der orientierte Flächeninhalt des vonv,w
aufgespannten Parallelogramms. Eigenschaften (u,v,w∈ R2, s∈ R):

1. ∆(sv,w) = s∆(v,w) sowie∆(v,sw) = s∆(v,w)

2. ∆(u+v,w) = ∆(u,w)+∆(v,w) sowie∆(u,v+w) = ∆(u,v)+∆(u,w)

3. ∆(v,v) = 0 und∆(e1,e2) = 1

4. ∆(v,w) =−∆(w,v) da

0 = ∆(v+w,v+w) = ∆(v,v)+∆(v,w)+∆(w,v)+∆(w,w) ⇔ ∆(v,w) =−∆(w,v)
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Hierdurch ist∆ : R2×R2 −→ R eindeutig bestimmt.

∆((a,b)T ,(c,d)T) = ∆(ae1 +be2,ce1 +de2)
= ∆(ae1,ce1)+∆(ae1,de2)+∆(be2,ce1)+∆(be2,de2)
= ac∆(e1,e1)+ad∆(e1,e2)+bc∆(e2,e1)+bd∆(e2,e2)
= ad−bc

Definition 1 (Determinantenform) Sei K ein kommutativer Ring mit Eins,n ∈ N, V = Kn×1. Eine
Abbildung

D : V× ...×V −→ K

(wobeiV n-mal verknüpft wird) heißtDeterminantenform, wenn

1. D(v1, ...,svi +v′i , ...,vn) = sD(v1, ...,vi , ...,vn)+D(v1, ...,v′i , ...,vn) (i = 1, ...,n, vi ,v′i ∈V), d.h.D soll
als Funktion desi-ten Arguments linear sein

2. D(v1, ...,vn) = 0 falls es eini 6= j gibt mit vi = v j

3. D(e1, ...,en) = 1 wobeiei = (0, ...,0,1,0, ...,0)T ∈V mit der Eins in deri-ten Zeile.

D : V× ...×V −→ K mit (1) und (2) heißt auch “alternierende Multilinearform”.

Lemma 1 Ist D : V× ...×V −→ K (V n-mal verknüpft) eine Determinantenform, so gilt:

1. D(v1, ...,vi , ...,v j , ...,vn) =−D(v1, ...,v j , ...,vi , ...,vn)

2. D(vσ(1), ...,vσ(n)) = ε(σ) ·D(v1, ...,vn) für σ ∈ Sn

undε(σ) =
{

1∈ K f alls sgnσ = 1∈Q
−1∈ K f alls sgnσ =−1∈Q

3. D(v1, ...,vi +∑ j 6=i sjv j , ...,vn) = D(v1, ...,vi , ...,vn)

Beweis:

1. Es gilt:

0 = D(v1, .,vi +v j , .,vi +v j , .,vn)
= D(v1, .,vi , .,vi , .,vn)+D(v1, .,vi , .,v j , .,vn)

+D(v1, .,v j , .,vi , .,vn)+D(v1, .,v j , .,v j , .,vn)
also 0 = D(v1, ...,vi , ...,v j , ...,vn)+D(v1, ...,v j , ...,vi , ...,vn)

⇔ D(v1, ...,vi , ...,v j , ...,vn) =−D(v1, ...,v j , ...,vi , ...,vn)

2. In (1) gezeigt: Istτ = (i, j) Transposition, so istD(vτ(1), ...,vτ(n)) =−D(v1, ...,vn).
Ist σ ∈ Sn, so kann man nach Satz 1, Seite 44, schreiben:σ = τ1◦ τ2◦ ...◦ τm.
Induktion nachm:

(a) m= 1: siehe Teil (1)

(b) m> 1: τ2 = ... = τm = σ′. Dann:D(vσ(1), ...,vσ(n)) = D(vτ1(σ′(1)), ...,vτn(σ′(n)))
Nach (1) gilt: ... =−D(vσ′(1), ...,vσ′(n)), nach Induktionsannahme:... =−ε(σ′) ·D(v1, ...,vn).
Weiterhin:sgnσ = sgnτ1 ·sgnσ′ =−sgnσ′, ε(σ) =−ε(σ′), also insgesamt:

D(vτ(1), ...,vτ(n)) = ... = ε(σ) ·D(v1, ...,vn)

(c) D(v1, ...,vi +∑ j 6=i sjv j , ...,vn) = D(v1, ...,vi , ...,vn)+∑ j 6=i sjD(v1, ...,v j , ...,v j , ...,vn)
Die Summe∑ j 6=i ... ist aber Null, da inD zwei Argumente gleichv j sind. ¤
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Satz 1 (Existenz und Eindeutigkeit der Determinanten) Es seiK ein kommutativer Ring mit Eins und
n∈ N. Dann gibt es genau eine Determinantenform

D : Kn×1× ...×Kn×1 −→ K

und es gilt fürv j =




a1 j

:
an j


 ∈ Kn×1, j = 1, ...,n: D(v1, ...,vn) = ∑σ∈Sn ε(σ) · aσ(1)1 · ... · aσ(n)n wobei

ε(σ) =
{

1∈ K falls sgnσ = 1∈Q
−1∈ K falls sgnσ =−1∈Q

Beweis:

1. Eindeutigkeit:

Seiv j =
n
∑

i=1
ai j ei , j = 1, ...,n. Voraussetzung:D ist Determinantenform. Dann gilt:

D(v1, ...,vn) = D(
n

∑
i=1

ai1ei ,v2, ...,vn) =
n

∑
i1=1

ai11 ·D(ei1,v2,v3, ...,vn)

=
n

∑
i1=1

n

∑
i2=1

ai11 ·ai22 ·D(ei1,ei2,v3, ...,vn)

=
n

∑
i1=1

...
n

∑
in=1

[ai11 · ... ·ainn ·D(ei1, ...,ein)]

D(ei1, ...,ein) ist jedoch Null, falls{i1, ..., in} 6= {1, ...,n}. Ist dagegen{i1, ..., in} = {1, ...,n}, so ist

σ =
(

1 ... n
i1 ... in

)
∈ Sn und es gilt:

D(ei1, ...,ein) = D(eσ(1), ...,eσ(n)) = ε(σ) ·D(e1, ...,en) = ε(σ)

2. Existenz:
Wir definierenD : Kn×1× ...×Kn×1 −→ K durch

D(v1, ...,vn) = ∑
σ∈Sn

ε(σ) ·aσ(1)1 · ... ·aσ(n)n

Zu zeigen: Dann gilt (1),(2),(3) (Definition 1, Seite 46).

(a) D(v1, ...,svi +v′i , ...,vn) = ∑
σ∈Sn

[ε(σ) ·aσ(1)1 · ... · (saσ(i)i +a′σ(i)i) · ... ·aσ(n)n]

= sD(v1, ...,vi , ...,vn)+D(v1, ...,v′i , ...,vn)

(b) Seivi = v j für i 6= j. DaSn = An∪ (An◦ τ) gilt:

D(v1, ...,vi , ...,v j , ...,vn)
= ∑

ρ∈An

aρ(1)1 · ... ·aρ(n)n

+ ∑
ρ∈An

(−1) ·aρ(τ(1))1 · ... ·aρ(τ(i))i · ... ·aρ(τ( j)) j · ... ·aρ(τ(n))n

= ∑
ρ∈An

aρ(1)1 · ... ·aρ(n)n− ∑
ρ∈An

aρ(τ(1))1 · ... ·aρ(τ(n))n

= 0

(c) D(e1, ...,en) = 1 ¤
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Folgerung 1 Aus (1) und (2) folgt:

1. D(vσ(1), ...,vσ(n)) = ε(σ) ·D(v1, ...,vn) mit σ ∈ Sn

2. D(v1, ...,vi +∑i 6= j siv j , ...,vn) = D(v1, ...,vn)

Definition 2 (transponierte Matrix) Ist A∈ Km×n, so seiAT ∈ Kn×m definiert durch(AT)i j := (A) ji . AT

heißt die zuA transponierte Matrix.

Beispiel:

A =
[

1 2 3
4 5 6

]
, AT =

[
1 2 3
4 5 6

]T

=




1 4
2 5
3 6




Satz 2 Es gilt fürA∈ Kn×n: det AT = det A.

Beweis:A = [ai j ] ∈ Kn×n. Dann:

det AT = ∑
σ∈Sn

ε(σ) ·a1σ(1) · ... ·anσ(n) = ∑
σ−1∈Sn

ε(σ−1) ·aσ−1(1)1 · ... ·aσ−1(n)n = det A

¤

Satz 3 (Cramersche Regel) Ist A= [ai j ]∈Kn×n unddet Ain K invertierbar, so hat das Gleichungssystem
Ax= b für b∈ Kn×1 genau eine Lösung(x1, ...,xn)T und es gilt:

xi =
det[a1, ...,ai−1,b,ai+1, ...,an]

det A

Folgerung 2 A∈ Zn×n, det A=±1. Dann hatax= b eine eindeutige ganzzahlige Lösung.

Korollar zu Satz 1 Ist Φ : Kn×1× ...×Kn×1 −→ K “alternierende Multilinearform”, d.h. es gelten (1)
und (2) aus der Definition 1, Seite 46. Dann ist

Φ = c·D

mit c = Φ(e1, ...,en).

Beweis:

Φ(v1, ...,vn) Anwendung Satz 1

=
n
∑

i1=1
...

n
∑

in=1
ai11 · ... ·ainn ·Φ(ei1, ...,ein) Φ(ei j ) = 0 falls σ =

(
1 ... n
i1 ... in

)
6∈ Sn

= ∑
σ∈Sn

ai1 · ... ·ain ·Φ(eσ(i1) · ... ·eσ(in)) · ε(σ)

= Φ(e1, ...,en) · ∑
σ∈Sn

ε(σ) ·ai1 · ... ·ain

= Φ(e1, ...,en) ·D(v1, ...,vn)

¤
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4.3 Eigenschaften der Determinante

Satz 1 SindA,B∈ Kn×n, so gilt
det(A·B) = det A·det B

Beweis: Φ : Kn×1× ...× Kn×1 −→ K (n-mal ×) sei definiert durchΦ(v1, ...,vn) := D(Av1, ...,Avn) =
det(AB) falls v1, ...,vn Spalten vonB sind undAe1, ...,Aen Spalten vonA.

Φ ist alternierende Multilinearform (d.h. es gelten (1) und (2) aus Definition 1, Seite 46), denn:

• (1) gilt:

Φ(v1, ...,svi +v
′
i , ...,vn) = D(Av1, ...,A(svi +v

′
i), ...,Avn)

= sD(Av1, ...,Avi , ...,Avn)+D(Av1, ...,Av
′
i , ...,Avn)

= sΦ(v1, ...,vi , ...,vn)+Φ(v1, ...,v
′
i , ...,vn)

• (2) gilt: vi = v j für i 6= j, dann istAvi = Avj , alsoΦ(v1, ...,vn) = D(Av1, ...,Avn) = 0

Nach Korollar zu Satz 1 (Seite 48) istΦ = c ·D mit c = Φ(e1, ...,en) = D(Ae1, ...,Aen) = det A. Sind
v1, ...,vn Spaltenvektoren vonB, so ist also:

Φ(v1, ...,vn) = det(AB) = det A·D(v1, ...,vn) = det A·det B

¤

Folgerung 1 Ist A∈ Kn×n invertierbar (d.h. gibt esA−1 ∈ Kn×n mit A ·A−1 = A−1 ·A = En) so istdet A
in K invertierbar und es gilt:

det A−1 = (det A)−1 ∈ K

Beweis:Aus Satz 1 folgt:1 = det En = det(A·A−1) = det A·det A−1. ¤
Beispiele:

• Genau dann istA∈ Zn×n invertierbar inZn×n, wenn gilt:det A∈ {1;−1}
• K Körper,A∈ Kn×n. Genau dann istA invertierbar, wenn gilt:det A6= 0.

Satz 2 Ist V ein K-Vektorraum,B = (v1, ...,vn) Basisfolge undϕ ∈ EndV. Dann istdetϕ := det(B ϕB)
unabhängig von der Wahl der BasisfolgeB.

Beweis:Ist B′ = (w1, ...,wn) auch Basisfolge vonV. Dann gilt:

B′ ϕB′ = B′ id B · B ϕB · B id B′

⇒ detB′ ϕB′ = detB′ id B ·detB ϕB ·detB id B′

= (detB id B′ )−1 ·detB ϕB ·detB id B

= detB ϕB

¤
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Satz 3 SeienA∈ Km×m, B∈ Kp×p undC∈ Km×p. Dann gilt:

det

[
A C
0 B

]
= det A·det B

Beweis:Es gilt X = X1 ·X2 mit X :=
[

A C
0 B

]
, X1 :=

[
Em 0
0 B

]
undX2 :=

[
A C
0 Ep

]
. Nach Satz 1

gilt danndet X= det X1 ·det X2. Zu zeigen:

1. det X1 = det Boffensichtlich.

2. det X2 = det A. SeiΦ : Km×1× ...×Km×1 −→ K (m-mal×) definiert durch

Φ(v1, ...,vm) = det

[
v1...vm C

0 Ep

]

dann istΦ alt. Multilinearform. Nach Korollar zu Satz 1, Seite 48, istΦ = c·D mit

c = Φ(e1, ...,en) = det




1 ... 0

:
... : C

0 ... 1
0 ... 0 1 ... 0

: : :
... :

0 ... 0 0 ... 1




= det Em+p = 1

nach Lemma 1, Seite 46. Sindv1, ...,vn Spaltenvektoren vonA, dann gilt:

Φ(v1, ...,vn) = det

[
A C
0 Ep

]
= D(v1, ...,vn) = det A

¤

Definition 1 (Kronecker-Symbol) DasKroneckersymbolδi j ist definiert als:

δi j :=
{

1 fuer i = j
0 fuer i 6= j

Satz 4 (Laplace’scher Entwicklungssatz) Ist A= [ai j ] ∈ Kn×n, so seiAi j ∈ K(n−1)×(n−1) die Matrix, die
man ausA durch Weglassen deri-ten Zeile undj-ten Spalte erhält. Dann gilt:

n

∑
i=1

(−1)i+ j ·aik ·Ai j =
{

det A fuer j = k
0 fuer j 6= k

= δ jk ·det A für 1≤ j,k≤ n

Beweis:v1, ...,vn seien die Spalten vonA. Dann gilt:

δ jk ·det A
= D(v1, ...,v j−1,vk,v j+1, ...,vn) nach L1 (2), Seite 4.2.
= (−1) j−1D(vk,v1, ...,v j−1,v j+1, ...,vn) vk = ∑n

i=1aikei

= ∑n
i=1(−1) j−1 ·aik ·D(ei ,v1, ...,v j−1,v j+1, ...,vn)

= ∑n
i=1(−1) j−1 ·aik ·det




0 a11 ... a1 j−1 a1 j+1 ... a1n

: : : : :
1 ai 1 ... ai j−1 ai j−1 ... ain

: : : : :
0 an1 ... an j−1 an j+1 ... ann




= ∑n
i=1(−1) j−1 · (−1)i−1 ·aik ·det




1 ai1 ... ai j−1 ai j+1 ... ain

0
: Ai j

0




= ∑n
i=1(−1)i+ j ·aik ·det Ai j ¤



KAPITEL 4. DETERMINANTEN 51

Bemerkung:Der Laplace’sche Entwicklungssatz läßt sich nur gut einsetzen, wenn die Matrix viele Nullen
hat.

Definition 2 (Adjunkte) Ist A = [ai j ] ∈ Kn×n, so sei dieAdjunktezuA

ad jA :=
[
(−1)i+ j ·det Aji

]
i = 1..n
j = 1..n

die zuA komplementäre Matrix.

Korollar 1 ad jA·A = det A·En

Folgerung 2 A∈ Kn×n ist in Kn×n invertierbar genau dann, wenndet Ain K invertierbar ist und dann ist:

A−1 =
1

det A
·ad jA

Folgerung 3 SeiK Körper, dann ist fürA∈ Kn×n äquivalent:

1. RgA= n (d.h. A∈GL(n,K))

2. A ist in Kn×n invertierbar

3. det A6= 0

Beweis:(1)⇔(2) folgt aus Satz 2, 41; (2)⇒(3) folgt aus Satz 1; (2)⇐(3) folgt aus Korollar 1. ¤

Definition 3 (invertierbar) Ist det A 6= 0, A∈ Kn×n, so heißtA invertierbar (oder “regulär”, “ nicht sin-
gulär”).

Beispiel:

• Sei An =




2 −1 0 ... 0

−1 2 −1
... :

0 −1
...

... 0

:
...

... 2 −1
0 ... 0 −1 2




= [ai j ], alsoai j =





0 fuer |i− j|> 1
−1 fuer |i− j|= 1
2 fuer i = j

. Entwick-

lung nach erster Spalte, Anwendung von Satz 4 fürj = k = 1:

det An = a11 ·det(An)11−a21 ·det(An)21+0

= 2·det




2 −1 0 ...

−1 2
...

...

0
...

... −1

:
... −1 2




+1·det




−1 0 0 ...

−1 2 −1
...

0
...

...
.. .

:
. ..

. . .
.. .




= 2·det An−1 +((−1) · (det An−2))
= 2·det An−1−det An−2
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• van-der-Monde-Determinante: SeiA∈K(n+1)×(n+1) eine van-der-Monde-Matrix (vgl. S. 35),xi ∈K.
Berechnen der Determinante:
Seiv j die j-te Spalte vonA. Dann gilt (Entwicklung nach erster Zeile):

det A = det




1 x0 ... xn
0

: x1 ... xn
1

: : :
1 xn ... xn

n


 (i te Spalte)− (1.Spalte·xi−1

? ) i > 1

= det




1 x0−x0 ... xn
0−x0xn−1

0
: x1−x0 ... xn

1−x0xn−1
1

: : :
1 xn−x0 ... xn

n−x0xn−1
n




= det




1 0 ... 0
: x1−x0 ... (x1−x0)xn−1

1
: : :
1 xn−x0 ... (x1−x0)xn−1

n


 Entwicklung nach1.Zeile

= 1 ·det




(x1−x0) ... (xn−x0)xn−1
1

: :
(xn−x0) ... (xn−x0)xn−1

n




= (x1−x0) · ... · (xn−x0) ·det




1 ... xn−1
1

: :
1 ... xn−1

n


 vdM−Matrix

= ...

= ∏
j>i

(x j −xi)

Insbesondere folgt hieraus:det A= 0 ⇔ ∃ i 6= j mitxi = x j .

4.4 Polynomringe

SeiK ein Körper oder kommutativer Ring mit Eins.

Definition 4 (Polynomring) EineK-AlgebraR heißtPolynomringüberK in der UnbestimmtenX, i.Z.
R= K[X], wenn jedesf ∈ Rmit f 6= 0 eine eindeutige Darstellung

f = a01+a1X + ...+anXn =
n

∑
i=0

aiX
i

existiert mitai ∈ K, an 6= 0; 1= X0 ist Einselement vonR. In diesem Fall heißtn derGrad von f (Grad f).

Bemerkung:K[X] hat immer∞ viele Elemente. IstK ein Körper, so ist
{

Xi |i ∈ N0
}

eineK-Basis von
K[X], alsodimK[X] = ∞.

Bemerkung:Polynome sind von Polynomfunktionen zu unterscheiden!

P(K) =

{
f : K −→ K

∣∣∣∣∣∃n∈ N, a0, ...,an ∈ K : f (x) =
n

∑
i=0

aix
i ∀x∈ K

}

Ist f ∈P(K), so heißtf “Polynomfunktion”. Ist bspw.K ein endlicher Körper,|K|= q, so ist|Abb(K,K)|=
qq, also|P(K)|= qq < ∞, denndimP(K) = q.
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Satz 1 Ist A eine beliebigeK-Algebra,α ∈ A und istK[X] Polynomring überK in der UnbestimmtenX,
so gibt es genau einenK-Algebra-Homomorphismus

ϕα :
K[X] −→ A
ϕα[X] 7−→ α

ϕ heißt “Einsetzungshomomorphismus” zuα und man schreibt fürf ∈ K[X]: f (α) := ϕα( f )

Beweis:

1. Eindeutigkeit: Seiϕ : K[X]−→ A einK-Algebra-Hom. Dann (fallsϕ(X) = α):

ϕ

(
n

∑
i=0

aiX
i

)
=

n

∑
i=0

aiϕ(Xi) =
n

∑
i=0

aiϕ(X)i =
n

∑
i=0

aiαi

2. Existenz: Wir definierenϕα : K[X]−→ A so (ai ∈ K, an 6= 0):

ϕα

(
n

∑
i=0

aiX
i

)
:=

n

∑
i=0

aiαi sowieϕ(0) := 0

Dann istϕα wohldefiniert, weil jedesf 6= 0 eindeutig als∑n
i=0aiXi (an 6= 0) darstellbar. EinK-

Algebra-Homomorphismus ist eineK-lineare Abbildungϕ mit ϕ( f g) = ϕ( f ) ·ϕ(g) undϕ(1) = 1:

(a) Linearität:

ϕα

(
n
∑

i=0
aiXi +c·

m
∑
j=0

b jX j

)
ai = 0fueri > n
bi = 0fueri > m

= ϕα

(
max(n,m)

∑
i=0

(ai +cbi)Xi

)

=
max(n,m)

∑
i=0

(ai +cbi)αi

=
max(n,m)

∑
i=0

aiαi +c·
max(n,m)

∑
i=0

biαi

= ϕα

(
max(n,m)

∑
i=0

aiXi

)
+c·ϕ

(
max(n,m)

∑
i=0

biXi

)

(b) ϕ( f g) = ϕ( f ) ·ϕ(g):

ϕα

(
n

∑
i=0

aiX
i ·

m

∑
j=0

b jX
j

)

= ϕα

(
n

∑
i=0

m

∑
j=0

ai ·b j ·Xi+ j

)
= ϕα

(
n

∑
i=0

m

∑
j=0

ai ·b j ·Xk

)
, k := i + j

= ϕα

(
m+n

∑
k=0

(
∑

i, j; i+ j=k

ai ·b j

)
·Xk

)
= ϕα

(
m+n

∑
k=0

(
k

∑
i=0

ai ·bk−i

)
·Xk

)

=
m+n

∑
k=0

(
k

∑
i=0

ai ·bk−i

)
·αk =

n

∑
i=0

aiαi ·
m

∑
j=1

b jα j

(c) ϕ(1) = 1: ϕα(1) = ϕα(X0) = α0 = 1 ¤

Folgerung 1 SindK[X] undK[Y] Polynomringe überK, so existiert genau einK-Algebra-Isomorphismus
ϕ : K[X]−→ K[Y] mit ϕ[X] = Y (Begründung:ϕY wie in Satz 1 mitA = K[Y] ist Isomorphismus).



KAPITEL 4. DETERMINANTEN 54

Satz 2 Zu jedem kommutativen Ring mit EinsK gibt es einen Polynomring in einer UnbestimmtenX.

Beweis: Sei R = K(N0) =
{
(ai)∞

i=0 |ai 6= 0 nur fuer endlich vielei ∈ N0, ai ∈ K
}

eine K-Algebra mit K-
Basis(ei)∞

i=0 mit ei = (δi j )∞
j=0 = (0, ...,1, ...,0) (1 in der i-ten Spalte). SetzeX := e1.

1. Addition, Multiplikation mit Skalaren (wie in Vektoraxiomen, Seite 14):

(ai)∞
i=0 +(bi)∞

i=0 = (ai +bi)∞
i=0 sowiec· (ai)∞

i=0 = (c·ai)∞
i=0

2. Multiplikation in Rwird so definiert:

(ai)∞
i=0 · (b j)∞

j=0 = (ck)∞
k=0 mit ck =

k

∑
i=0

ai ·bk−i ∈ R

Damit wird R Ring, alsoK-Algebra. Einselement iste0 = (δ j0)∞
j=0, denne0 · (b j)∞

j=0 = (ck)∞
k=0 mit ck =

∑k
i=0 δi0 ·bk−i = bk. Es gilt: e1 ·e1 = e2 = X2, allgemein:en = Xn;

{
Xi |0≤ i ∈ N0

}
ist K-Basis vonR. ¤

Beispiel:

f = (X−1)(X−2) = X2−3X +2∈Q[X], ϕα : K[X]−→ K2×2, f 7−→ f (α),Q2×2 istQ-Algebra.

A =
[

3 −1
2 0

]
∈Q2×2, f (A) = (A−E2)(A−2E2) = A2−3A+2E2 =

[
0 0
0 0

]
.

Beachte:Aus (X−1) wird (weil über2×2-Matrizen)(X−E2)!

4.5 Polynome über Körpern, Nullstellen

K sei ein Körper.

Lemma 1 f ,g∈ K[X]\{0}. Es gilt: Grad( f g) = Grad f +Grad g. Insbesondere folgt:

f 6= 0∧g 6= 0 ⇒ f g 6= 0

Beweis:Grad f = n, Grad g= m. f = ∑n
i=0aiXi , g = ∑m

j=0b jX j . Dann:

f ·g =
m+n

∑
k=0

(
k

∑
i=0

aibk−i

)
Xk

Insbesondere gilt mitck :=
(
∑k

i=0aibk−i
)
: cn+m = anbm 6= 0, daan 6= 0 undbm 6= 0. ¤

Satz 1 (Polynomdivision) Sei f ∈ K[X], f 6= 0, dann gibt es zu jedemg∈ K[X] Polynomeq, r ∈ K[X]
mit g = q· f + r mit Grad r < Grad f oderr = 0.

Beweis:SeiGrad f = n, Grad g= m. Ist m< n, so setzeq = 0, r = g = 0· f +g. O.B.d.A. seig 6= 0 (denn
sonstg = 0· f +0 undm≥ n), g = ∑m

i=1biXi (bm 6= 0) und f = ∑n
i=0aiXi (an 6= 0). Induktion nachm:

• m= 0: g = b0X0 = b0, f = a0X0 = a0. Setzeq = b0
a0

X0 = b0
a0

undr = 0.

• m> 0: g1 = g− bm
an

Xm−n f . Dann istGrad g1 < m.
nach Induktionsannahme gibt esq1, r ∈ K[X] mit

g1 = f q+ r mitGrad r < Grad f oderr = 0

daraus folgt

g = fq + r +
bm

an
Xm−n f = (q1 +

bm

an
Xm−n) f + r

Setze alsoq = q1 + bm
an

Xm−n ⇒ Satz 1. ¤
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Beispiel:

f = X2−3X +2, g = X5−3X4 +2X3 +X2−1,

g = X5−3X4 +2X3 +X2−1 = (X2−3X +2) · (X3 +1)+(3X−3) = f · (X3 +1)+(3X−3)

Definition 1 (Nullstelle) Ist f ∈ K[X] undc∈ K, so heißtc Nullstellevon f , wenn f (c) = 0.

Lemma 2 c∈ K ist Nullstelle vonf ∈ K[X] genau dann, wennf = (X−c) ·q mit q∈ K[X].

Beweis:Nach Satz 1 gibt esq∈ K[X] undr ∈ K[X] mit

f = (X−c)q+ r wobeiGrad r < 1oderr = 0

Setzer = aX0 = a·1. Wende Einsetzungshomomorphismusϕc an:

ϕc( f ) = f (c) = (c−c) ·q(c)+a = a also, dac−c = 0 : f (c) = 0⇔ a = 0⇔ r = 0

¤

Definition 2 (Vielfachheit) c∈ K heißt Nullstelle vonf ∈ K[X] mit Vielfachheitk, wenn

f = (X−c)k ·q mit q(c) 6= 0

Bemerkung: In dieser Definition istk (und auchq) eindeutig durchf undc bestimmt.

Angenommen|K| = ∞ und f ∈ Kernϕ also f = ∑n
i=0aiXi und ϕ( f ) = 0 Nullfunktion. Das bedeutet:

f = ∑n
i=0aiXi = 0 für jedesX ∈ K. Demnach hatf ∞ viele Nullstellen. Nach Folgerung 1 muß dannf = 0

sein. Somit istKernϕ = {0}, ϕ ist bijektiv also ein Isomorphismus.

Bemerkung:Ist |K|= q so istdimK[X] = ∞ aberdimP(K) = q. In Polynomef ∈K[X] darf man Elemente
einer beliebigenK-Algebra einsetzen, in eine Polynomfunktionf ∈ P(K) darf man nur Elemente ausK
einsetzen.

Beispiel:

K = F2 = {0;1}.
In K gilt x2 = x für allex∈ K alsop1 : K −→ K,x 7−→ x und p2 : K −→ K,x 7−→ x2 sind gleich.

Für A =
[

1 1
1 1

]
∈ K2×2 gilt aberA2 6= A.



Kapitel 5

Eigenwerte und Diagonalisierbarkeit

5.1 Eigenwerte

SeiV einK-Vektorraum,dimV = n< ∞. B= (v1, ...,vn) sei Basisfolge vonV. ϕ∈EndVd.h. ϕ : V −→V,
B [ϕ]B = B ϕB = [ai j ] ∈ Kn×n, ϕ(v j) = ∑n

i=1ai j ·vi .

Ziel: Zu gegebenemϕ ∈ EndVsuche BasisfolgeB′ so, daßB′ ϕB′ “möglichst einfach” ist, d.h. die Art der
Abbildung offenlegt.

In Satz 2 (siehe Seite 49) hatten wir gesehen:

B′ ϕB′ = P−1 · B ϕB ·P mit P = B id B′

Definition 1 (Diagonalisierbarkeit) ϕ ∈ EndV (bzw. A∈ Kn×n) heißtdiagonalisierbar, wenn es eine
BasisfolgeB′ vonV gibt (bzw.P∈GL(n,K) gibt) mit

B′ ϕB′ =




t1 0 ... 0

0
...

... :

:
.. .

.. . 0
0 ... 0 tn




bzw. P−1 ·A·P =




t1 0 ... 0

0
...

... :

:
.. .

.. . 0
0 ... 0 tn




Definition 2 (Eigenvektor, Eigenwert) v∈V heißtEigenvektorvonϕ∈EndV, wennv 6= 0 undϕ(v)= tv
für ein t ∈ K (d.h. ϕ(v) ∈ 〈v〉). t heißt dannEigenwertvon ϕ. v ∈ Kn×1 \ {0} heißt Eigenvektorvon
A∈ Kn×n, wennAv= tv für t ∈ K; t heißt dannEigenwertvonA.

Beachte:Für jedest ∈ K gilt ϕ(0) = 0 = t ·0.

Folgerung 1 ϕ ∈ EndV, dimV = n < ∞, ist genau dann diagonalisierbar, wenn es eine Basis vonV gibt,
die aus Eigenvektoren vonϕ besteht.

Definition 3 (Menge der Eigenvektoren) DieMenge der EigenvektorenEϕ(t) vonϕ∈EndV ist definiert
als

Eϕ(t) = {v∈V |ϕ(v) = tv∧ t ∈ K beliebig undϕ ∈ End(V)}

Bemerkung:Fürϕ ∈ EndVundt ∈ K beliebig istEϕ(t) = Kern(ϕ− t · idV), also ein Teilraum vonV. t ist
genau dann Eigenwert vonϕ, wenn giltEϕ(t) 6= {0}.

56
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Beweis:
v∈ Eϕ(t) ⇔ ϕ− tv = 0 ⇔ (ϕ− t · idV)(v) = 0 ⇔ v∈ Kern(ϕ− t · idV)

¤

Definition 4 (Eigenraum) Gilt Eϕ(t) 6= {0}, dann heißtEϕ(t) Eigenraumvon ϕ zum Eigenwertt mit
t = {0}∪{v|vEigenvektor vonϕ zum Eigenwertt }.

Lemma 1 ϕ ∈ EndV, dimV = n < ∞. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

1. t ∈ K ist Eigenwert vonϕ

2. Rg(ϕ− t · idV) < n

3. det(ϕ− t · idV) = 0

4. det(B ϕB − t ·En) = 0.

Beweis:
t Eigenwert vonϕ ⇔ Kern(ϕ− t · idV) 6= {0} ⇔ Rg(ϕ− t · idV) < n

(folgt aus dem Dimensionssatz, Seite 30), weiterhin gilt:

Rgψ < n ⇔ detψ = 0für ϕ ∈ EndV, dimV = n

¤
Beispiel:

ϕ ∈ End
(
R2×1

)
, B = (e1,e2)

Betrachte die Abbildung mit der MatrixB ϕB = 1
3

[ −1 2
4 1

]
. Was macht diese Matrix?

1. Berechnung der Eigenwertet:

t Eigenwert ⇔ det

([ −1
3

2
3

4
3

1
3

]
− t

[
1 0
0 1

])
= 0

⇔ det

[ −1
3− t 2

3
4
3

1
3− t

]
= 0

⇔ t2− 1
9
− 8

9
= t2−1 = (t +1)(t−1) = 0

⇔ t = 1∨ t =−1

2. Berechnung der Eigenvektoren fürt = 1 undt =−1:

(a) v∈ Eϕ(1)⇔ ϕ(v) = 1v⇔ (ϕ−1· id)(v) = 0
[ −4

3
2
3

4
3 −2

3

][
x1

x2

]
= 0 ⇒ Eϕ(1) =

〈[
1
2

]〉

(b) v∈ Eϕ(−1)⇔ ϕ(v) =−v⇔ (ϕ+1 · id)(v) = 0
[ 2

3
2
3

4
3

4
3

][
x1

x2

]
= 0 ⇒ Eϕ(−1) =

〈[
1
−1

]〉

3. B′ = (v1,v2), v1 = (1,2)T , v2 = (1,−1)T

B′ [ϕ]B′ =
[

1 0
0 −1

]

Also ist ϕ Schrägspiegelung (Spiegelung an der Ursprungsgerade).
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Satz 1 Sindt1, ..., tm paarweise verschiedene Eigenwerte vonϕ (ti 6= t j für i 6= j) und istvi Eigenvektor von
ϕ zum Eigenwertti , so ist(v1, ...,vm) linear unabhängig. “Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten
sind linear unabhängig.”

Beweis:Induktion nachm

• Induktionsanfang:m= 1: Ein Eigenvektorv1 zu t1 ist ungleich dem Nullvektor, also ist(v1) linear
unabhängig.

• Induktionsannahme:A(m) gilt.

• Induktionsschluß:a1v1 + ...+amvm = 0 (?) mit ai ∈ K.
Wende auf(?) ϕ an. Man erhält:a1t1v1 + ...+amtmvm = 0
Multipliziere (?) mit tm. Dadurch erhält man:a1tmv1 + ...+a1tmvm = 0
Subtrahiere nun:a1(t1− tm)v1+ ...+am−1(tm−1− tm)vm−1 = 0. Nach Induktionsannahme ista1(t1−
tm) = ... = am−1(tm−1− tm)vm−1 = 0. Also istai(ti− tm) = 0 (ti− tm 6= 0) für (i = 1, ...,m−1). Daher
ist alsoa1 = ... = am−1 = 0, und aus(?) bleibt: amvm = 0 mit vm 6= 0. Es folgt:am = 0. ¤

5.2 Das charakteristische Polynom

Definition 1 (charakteristische Matrix, ch. Polynom): Ist A∈ Kn×n (K Körper), so heißt

Ã = [XEn−A] =




X−a11 −a12 ... −a1n

−a21
.. .

.. . :

:
.. .

.. . −an−1n

−an1 ... −ann−1 X−ann



∈ K[X]n×n

(K[X] ist Polynomring überK in X) charakteristische MatrixvonA.

χA = detÃ = det[XEn−A] ∈ K[X]

heißtcharakteristisches PolynomvonA.

Folgerung 1 Aus Lemma 1 (Seite 57) läßt sich folgern:

t ∈ K ist Eigenwert vonϕ ⇔ det(A− tEn) = 0

⇔ det(tEn−A) = 0

⇔ χA(t) = 0

⇔ t Nullstelle des char.Polynoms

Satz 1 Ist A∈ Kn×n (K Körper), so ist

χA = det(XEn−A) = Xn−c1Xn−1 +c2Xn−2 + ...+(−1)ncn

mit c1 = SpurA:= a11+a22+ ...+ann undcn = det A.

Beweis:χA = detÃ, Ã = [ãi j ] mit

K[X] 3 ãi j =
{

X−ai j i = j
−ai j i 6= j

und Gradãi j =
{

1 i = j
0 i 6= j
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χa = detÃ = ∑
σ∈Sn

ε(σ) · ãσ(1)1 · ... · ãσ(n)n

= (X−a11) · ... · (X−ann)+ ∑
σ∈Sn,σ6=id

ε(σ) · ãσ(1)1 · ... · ãσ(n)n

Es istãσ(1)1 · ... · ãσ(n)n = 0 odergrad(ãσ(1)1 · ... · ãσ(n)n)≤ n−2. Ist σ 6= id, so gibt es mindestens 2 Ziffern
i1, i2 mit σ(i1) 6= i1 undσ(i2) = i2. Also:

χA = (X−a11) · ... · (X−ann)+
{

0 oder
g mitGrad g≤ n−2

Daher ist
KoeffizientvonXn in χA = Koeffizient vonXn in(X−a11) · ... · (X−ann) = 1

Also:
....Xn−1... =−a11− ...−ann =−spurA

¤

Satz 2

1. SindA,A′ ∈ Kn×n ähnlich, d.h. gibt esP∈GL(n,K) undA′ = P−1AP, so istχA = χA′ , insbesondere
ist SpurA= SpurA′ unddet A= det A′.

2. t ist Eigenwert vonϕ ∈ EndV gdw. fürA = B ϕB gilt: t ist Nullstelle vonχA.

Beweis:

1. χA′ = det(XEn−P−1AP) = det(P−1(XEn−A)P) = det(P−1) ·det(XEn−A) ·det(P) = det(XEn−
A) = χA

Benutze nun Satz 1.

2. (vgl. Lemma 1, Seite 57):t ist Eigenwert vonϕ ⇔ det(A− tEn) = 0⇔ det(tEn−A) = 0.
Setze:Ã = XEn−A = [ãi j ]. Dann:

χA(t) = det(XEn−A)(t)
= ∑

σ∈Sn

ε(σ) · ãσ(1)1(t) · ... · ãσ(n)n(t)

= det




t−a11 ... −a1n

:
.. . :

−an1 ... t−ann


 = det(tEn−A) = 0

¤

Definition 2 (Vielfachheit) Sei t Eigenwert vonϕ, A = B ϕB ∈ Kn×n. t hat diealgebraische Vielfach-
heit k, wennt k-fache Nullstelle vonχA ist, also wennχA = (X− t)k · g mit g(t) ∈ K[X] 6= 0. t hat die
geometrische VielfachheitdimEϕ(t) = dimKern(ϕ− t · idV).
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Satz 3 Ist t Eigenwert vonϕ ∈ EndV, dimV = n < ∞, dann gilt:

geometrische Vielfachheit vont ≤ algebraische Vielfachheit vont

Beweis:Sei(v1, ...,vr) Basisfolge vonKern(ϕ− t · idV) = Eϕ(t), wobeir geometrische Vielfachheit vont
ist. Ergänze diese Basisfolge zur BasisfolgeV = (v1, ...,vr , ...,vn) vonV. Dann gilt:

A = B ϕB =




t
. .. A2

t
0 ·· 0

:
... : A1

0 ·· 0

n




mit A1 ∈ K(n−r)×(n−r) (r ist Anzahl diagonalert ’s) undA2 ∈ Kn×(n−r). Weiterhin gilt:

χ = det(XEn−A) = det




X− t
. .. −A2

X− t

0 XEn−r −A1




= (X− t)r ·χA1

also istt Nullstelle vonχA mit Vielfachheitr. ¤
Beispiele:

• B ϕB = A =




t 1 0
0 t 1
0 0 t


, ϕ = ϕA, χA = det




X− t −1 0
0 X− t −1
0 0 X− t


 = (X− t)3, V = K3×1.

Dann:

Eϕ(1) = Kern(ϕ− t · id)

=
{

v∈ K3×1 |(A− tE3)v = 0
}

=



v =




x1

x2

x3




∣∣∣∣∣∣




0 1 0
0 0 1
0 0 0







x1

x2

x3


 = 0



 alsodimEϕ(t) = 1

geometrische Vielfachheit vont ist 1, algebraische Vielfachheit ist 3.

• A =
[

0 −1
1 0

]
, ϕ = ϕA :

R2×1 −→ R2×1

x 7−→ Ax
χA = X2 +1 hat inR keine Nullstellen,ϕ bzw. A hat keinen Eigenwert inR.

A2 =
[ −1 0

0 −1

]
; χA(A) = A2 +En = 0

Satz 4 (Cayley, Hamilton) SeiA∈ Kn×n, K Körper. Dann istχA(A) = 0.

Beweis (zwei Möglichkeiten):

1. Ã = (XEn−A) = [ãi j ] = [δi j X−ai j ]. D = [di j ] = ad jÃt sei die Adjunkte.

D · ÃT = detÃT ·En =
n

∑
j=1

di j · ãk j = δik ·χA setzeA ein...

n

∑
j=1

di j (A) · ãk j(A) = δik ·χA(A)
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Wir zeigen:χA(A) ·ei = 0 für i = 1, ...,n. Linke Seite isti-te Spalte vonχA(A).

χA(A) ·ei =
n

∑
k=1

χA(A) ·δik ·ek =
n

∑
k=1

n

∑
j=1

di j (A) · ãk j(A) ·ek

=
n

∑
j=1

di j (A) ·
n

∑
k=1

(
δk jA−ak jEn

) ·ek

=
n

∑
j=1

di j (A)

(
Aej −

n

∑
k=1

ak j ·ek

)
= 0

dennAej = [a1 j , ...,an j]T = ∑n
k=1ak jek. ¤

2. “Beweis” nach Cayley

n = 2, A =
[

a11 a12

a21 a22

]
, χA = X2− (a12+a12)X +a11a22−a12a21

B = A2− (a11+a22)A+(a11a22−a12a21)E2 =
[

b11 b12

b21 b22

]

b11 = a2
11+a12a21− (a11+a22)a11+a11a22−a12a21 = 0 etc. ¤

Folgerung 2 Ist A∈ Kn×n beliebig,K ein Körper, dann gibt esf ∈ K[X] mit f (A) = 0. Grad f ≤ n, f
normiert, d.h.f = ∑m

i=0aiXi , am = 1, m≤ n.

5.3 Minimalpolynom

Definition 1 (Minimalpolynom) Ist ϕ ∈ EndV oderA∈ Kn×n, K Körper, so heißtµ (= µϕ = µA)∈ K[X]
Minimalpolynomvon ϕ bzw. vonA, wenn

1. µ(ϕ) = 0 bzw. µ(A) = 0

2. Ist0 6= f ∈ K[X], f (ϕ) = 0 bzw. f (A) = 0, so istGrad µ≤Grad f.

3. µ ist “normiert”, d.h. von der Formµ= Xm+am−1Xm−1 + ...+a1X0 +a0.

Lemma 1 Ist P∈ K[X], f (ϕ) = 0 ( f (A) = 0), so “teilt” µϕ (µA) f (µϕ| f bzw. µA| f ), d.h.

f = µϕ ·g bzw. f = µA ·g mit g∈ K[X]

Beweis:Division mit Rest ergibtf = gµ+ r mit Grad r < Grad µoderr = 0. Setzeϕ (bzw. A) ein. Dann:

f (ϕ) = g(ϕ)◦µ(ϕ)+ r(ϕ)

Da f (ϕ) = 0 undµ(ϕ) = 0, ist r(ϕ) = 0, denn wärer(ϕ) 6= 0, dann wäre nach (2)Grad r≥ Grad µ, was
jedoch ein Widerspruch ist. ¤

Folgerung 1

1. µϕ bzw. µA (Minimalpolynom) ist eindeutig bestimmt.

2. µA teilt das charakteristische PolynomχA.
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Beweis:

1. Wärenµ undg Minimalpolynome vonA (bzw. ϕ), so würdeµ|g undg|µ gelten, also

g = cµ

mit Grad g= Grad µ. Weiterhin istc = 1, weil g undµ normiert sind.

2. Nach Cayley-Hamilton (Satz 4, Seite 5.2) istχA(A) = 0. Wende dann Lemma 1 an. ¤

Wie findet man µA?
1. Möglichkeit:χA bekannt. Betrachte Teilerf von χA und setzeA ein. f (A) =? 0.
2. Möglichkeit: Finde kleinstesm∈ N mit (A ∈ Kn×n) Am ∈ 〈

En = A0,A,A2, ...,Am−1
〉
. Dann istAm =

a0En +a1A+ ...+am−1Am−1 undµA = Xm−am−1Xm−1− ...−a1X−a0

Beispiel:

A = [ai j ] ∈ K2n×2n, ai j = 1 für i + j gerade,ai j = 0 für i + j ungerade.

A =




0 1 0 ...

1 0 1
...

:
...

. . .
. . .


 (En,A) linear unabhängig

A2 =




n 0 n ...

0 n 0
...

:
...

. . .
. . .


 (En,A,A2) linear unabhängig

A3 =




0 n2 0 ...

n2 0 n2 .. .

:
.. .

.. .
.. .


 A3 = n2A

Also ist µA = X3−n2X = X(X−n)(X +n).

Satz 1 t ∈ K ist Eigenwert vonϕ ∈ EndV (dimV < ∞) bzw. vonA genau dann, wennµϕ(t) = 0 bzw.
µA(t) = 0. “Die Eigenwerte sind genau die Nullstellen des Minimalpolynoms”.

Beweis:

1. Nach Folgerung 1, Seite 58, gilt “t ist Eigenwert genau dann, wennχA(t) = 0”. Es folgt: χA = µA ·q
mit q∈ K[X], χA = µA(t) ·q(t). µA(t) = 0 ⇒ χA(t) = 0, d.h. t ist Eigenwert.

2. Sei umgekehrtt Eigenwert vonA. Dann ist f (t) Eigenwert vonf (A) für f ∈ K[X]. Setzef = µA.
Also ist µA(t) = 0. ¤

Folgerung 2 µA und χA haben die gleichen Nullstellen, wenn auch evtl. (meistens) mit verschiedenen
Vielfachheiten.

Beispiel (Fortsetzung):

A hat Eigenwerte0,−n, n.

Geometrische Vielfachheit vom Eigenwert0 ist dimEϕA(0) = 2n−RgA= 2n− 2, geo. Vfh. vonn ist
dimEϕA(n) = 2n−Rg(A−nE2n) = 1. Entsprechend ergibt sich für die geo.Vfh. von−n ebenfalls1.

Algebraische Vielfachheit vom Eigenwert0 vonA ist größer oder gleich2n−2. Entsprechend fürn größer
oder gleich1 und für−n ebenfalls≥ 1. Also istχA = X2n−2(X−n)(X +n), GradχA = 2n.
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Es gibt BasisfolgeB = (v1, ...,v2n) (d.h. P∈GL(2n,K)) mit

B [ϕA]B = P−1AP=




n 0 ... 0
0 −n :
: 0 :
0 ... ... 0




A ist diagonalisierbar.

Satz 2 Seiϕ ∈ EndV (dimV = n < ∞). ϕ ist genau dann diagonalisierbar, wenn

µϕ = (X− t1) · ... · (X− tr) mit ti 6= t j für i 6= j

Beweis:

• “⇒”: Sei B = (v1, ...,vn) Basisfolge mit

B ϕB = diag(t1, ..., t1, t2, ..., t2, ..., tr , ..., tr)
= diag(t1− t2, ..., t1− t2,0, ...,0, ..., tn− t2, ..., tn− t2)
= ... = 0

µ= (X− t1) · ... · (X− tn), µ(A) = 0, ti 6= t j .

• “⇐”: Siehe Kapitel 4. ¤

5.4 ϕ-invariante Teilräume

Voraussetzung:ϕ ∈ End(V).

Definition 1 (invarianter Teilraum) Ein TeilraumU von V heißt ϕ-invariant, wenn ausu ∈ U folgt
ϕ(u) ∈U (d.h. ϕ(U)≤U).

Beispiele:

• {0} undV sindϕ-invariant

• Ist t Eigenwert, so istEϕ(t) = {v∈V|ϕ(v) = tv} ϕ-invariant:ϕ(V)∈ 〈v〉. Es ist sogar jeder Teilraum
vonEϕ(t) ϕ-invariant.

• SindU1, U2 ϕ-invariante Teilräume, so sindU1∩U2 undU1 +U2 ϕ-invariant.

• Ist f ∈ K[X] so sindU1 = Kern f(ϕ) undU2 = Bild f (ϕ) ϕ-invariant.
Beweis:X · f = f ·X in K[X], alsoϕ · f (ϕ) = f (ϕ) ·ϕ.
(a)u∈U1 ⇔ f (ϕ)(u) = 0⇒ f (ϕ)(ϕ(u)) = 0 [ϕ(u) ∈U1]
(b) u∈U2 ⇔ u = f (ϕ)(w) für einw∈V dennϕ(u) = f (ϕ)(ϕ(w)) ∈ Bild f (ϕ) = U2 ¤

Lemma 1 SeiU ein ϕ-invarianter Teilraum, dann...

1. ... ist ϕ|U ∈ End(U) (Restriktion vonϕ aufU) ϕ-invariant. Durch

ϕ′ : V/U −→ V/U
v+U 7−→ ϕ(v)+U

, ϕ′ ∈ End(V \U)

wird auch der FaktorraumV/U ϕ-invariant.
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2. IstB1 = (v1, ...,vr) Basisfolge vonU undB= (v1, ...,vr ,vr+1, ...,vn) Basisfolge vonV, so istB ϕB =[
A1 A3

0 A2

]
, A1 ∈ Kr×n, A2 ∈ K(n−r)×(n−r), mit A1 = B1 [ϕ|U ]B1 ∈ Kr×r undA2 = B′2 [ϕ′]B′2 wobei

B′2 = (vr+1 +U, ...,vn +U).

3. χϕ = χA = χA1 ·χA2 = χ ϕ|U ·χϕ′ , weiterhin:µϕ|U |µϕ undµϕ′ |µϕ (“ |”: “teilt”). Weiterhin gilt:

µA1|µA, µA2|µA und 0 = µA(A) =
[

µA(A1) ?
0 µA(A2)

]

Definition 2 (direkte Summe) SeienU1,U2 Teilräume vonV und istV = U1 +U2 undU1∩U2 = {0}.
Dann istV direkte SummevonU1 undU2, in Zeichen:V = U1⊕U2.

Bemerkung:Ist V = U1⊕U2 mit ϕ-invarianten TeilräumenU1 undU2, B1 = (v1, ...,vr) Basisfolge vonU1

undB2 = (vr+1, ...,vn) Basisfolge vonU2, so ist:

B ϕB =
[

A1 0
0 A2

]

mit A1 = B1 [ϕ|U1
]B1 undA2 = B2 [ϕ|U2

]B2 .

Lemma 2 Ist ϕ ∈ EndV mit µϕ = (X− t)m, so gibt es eine BasisB = (v1, ...,vn) mit

B [ϕ]B =




t ?
. ..

0 t




Insbesondere istχϕ = (X− t)n mit n = dimV.

Beweis:Benutze Lemma 1 mitU = 〈v1〉, wobeiv1 Eigenvektor vonϕ zum Eigenwertt.

B [ϕ]B =
[

t A3

0 A2

]

mit µA2 = (X− t)m1, m1 ≤ m, ϕ′ wie in Lemma 1. Nach Induktion existiert eine BasisB
′
2 = (v

′
2, ...,v

′
n),

v
′
i = vi +U .

B
′
2
[ϕ]

B
′
2

=




t ?
.. .

0 t




B = (v2, ...,vn), dann hatB [ϕ]B diegewünschte Gestalt. ¤

Lemma 3 Ist f ∈ K[X], K Körper, mit f (t) 6= 0, t ∈ K, dann gibt es zu beliebigemm∈ N Polynome
g,h∈ K[X] mit

1 = g · f +h· (X− t)m

Beweis:Induktion nachm:

• m= 1: Division mit Rest ergibt:

f = (X− t)q+c c∈ K,c = f (t) 6= 0,q∈ K[X]

Daraus folgt:1 = 1
c · f +(−q) · (X− t) · 1

c .

• m> 1: 1 = g1 · f +h1(X− t)m−1 nach Induktionsannahme. Multipliziere mit
1
c(−q)(X− t) = 1− 1

c f , man erhält1− 1
c f = (1− 1

c) · f ·g1 · f + 1
ch1(−q)(X− t)m, also1 = (...) ·

f +(1
c ·g ·h1)(X− t)m, was der gesuchten Form entspricht. ¤
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Satz 1 Sei f ∈ K[X] mit f (ϕ) = 0 und f = (X− t)m · f1 mit f1(t) 6= 0 (z.B. f = µϕ oder f = χϕ), t
Eigenwert vonϕ. Dann ist

V = Kern(ϕ− t · id)m⊕Bild(ϕ− t · id)m

(der erste Summand seiU1, der zweiteU2) mit ϕ-invarianten TeilräumenU1 undU2. Es gibt also eine
BasisfolgeB vonV mit

B [ϕ]B =
[

A1 0
0 A2

]

mit χA1 = (X− t)r undχA2(t) 6= 0. Ist speziellf = χϕ, so istχA1 = (X− t)m undχA2 = f1, ist r = µϕ, so
ist µA1 = (X− t)m undµA2 = f1.

Beweis: Wende Lemma 3 auff1 und t an: 1 = g f1 + h(X− t)m. Setze nunϕ an: idV = g(ϕ) f1(ϕ) +
h(ϕ)(ϕ− t · idV)m und wende dies schließlich aufv∈V an: (?) v = g(ϕ) f1(ϕ)(v)+h(ϕ)(ϕ− t · idV)m(v).
Der erste Summand von(?) seiv1, der zweitev2. Es gilt:

1. v2 = (ϕ− t · id)m(h(ϕ)(v)) ∈ Bild (ϕ− t · idV)m = U2

2. v1 ∈U1 = Kern(ϕ− t · id)m denn(ϕ− t · idV)m(v1) = g(ϕ)(ϕ− t · id)m f1(ϕ)(v) = 0 (denn f (ϕ) = 0)

AlsoV = U1 +U2. Behauptung:U1∩U2 = U2∩U1 = {0}. Seiv∈U1∩U2, alsov = (ϕ− t · id)mw∈U1 =
Kern(ϕ− t · id)m, d.h.0 = (ϕ− t · id)2mw. Setzev in (?) ein:

v = g(ϕ) · f1(ϕ)(v)+h(ϕ)(ϕ− t · id)m(v) = g(ϕ) · f1(ϕ)(ϕ− t · id)m(w) = 0

Demnach istV = U1⊕U2, also bei angepaßter BasisB [ϕ]B =
[

A1 0
0 A2

]
. t ist nicht Eigenwert vonA2

weil alle Eigenvektoren vonϕ zum Eigenwertt in U1 liegen. Es gilt weiterhinµA1 = µA = µϕ. Für ein
beliebiges Polynomg∈ K[X] ist

0 = g(A) ⇔ g(A1) = 0∧g(A2) = 0

¤

Folgerung 1 Ist µϕ = (X− t1) · ... · (X− tr) mit ti 6= t j für i 6= j, so istϕ diagonalisierbar.

Beweis:Wende Satz 1 an mitt = t1, f = µϕ, f1 = (X− t2) · ... · (X− tr). Es gibt danach eine BasisB mit

A = B [ϕ]B =
[

A1 0
0 A2

]

mit µA1 = X−t1 undµA2 = f1 = (X−t2) · ... ·(X−tr) alsoA1 = t1Er1 =




t1 0
...

0 tr


. Mittels Induktion

folgt die Behauptung. ¤

Satz 2 (Fahnensatz) Ist χϕ = ∏r
i=1(X− ti)ki , ti 6= t j für i 6= j, so gibt es eine BasisB vonV mit

B [ϕ]B =




A1 0
...

0 Ar


 = diag(A1, ...,Ar)mitAi =




ti ?
. . .

0 ti




Beweis:Wende Induktion, Satz 1 und Lemma 2 an. ¤
Bemerkung:Als “Fahne” wird hier eine Folge von TeilräumenU0⊂U1⊂U2... mit dimUi = i bezeichnet,
vgl. Abb. 5.1.



KAPITEL 5. EIGENWERTE UND DIAGONALISIERBARKEIT 66

Fahnenstange
(Gerade)

Fahnentuch
(Ebene)

Fahnenpunkt

Abbildung 5.1: Zur Veranschaulichung des Fahnensatzes.

5.5 Die Jordansche Normalform

Satz 1 Ist ϕ ∈ EndVmit dem charakteristischen Polynomχϕ = ∏r
i=1(X− ti)ki , ti 6= t j für i 6= j, dann gibt

es eine BasisfolgeB, so daß:
B ϕB = A = diag(A1, ...,Ar)

Ai ∈ Kki×ki mit Ai = diag(Jm1(ti), ...,Jmd(i)(ti)) undJm(t) =




t 0 ... 0

1
...

... :

:
.. .

.. . 0
0 ... 1 t



∈ Km×m.

Bei anderer Ordnung der Basisvektoren erhält manAT stattA.

Beweis:Nach Satz 1, Seite 65, ist

V = Kern(ϕ− t1 · id)k1⊕Kern(ϕ− t2 · id)k2⊕ ...⊕Kern(ϕ− tr · id)kr

O.B.d.A. seir = 1, χ = (X− t)n. Setzeψ = ϕ− t · idV , χψ = Xn undµψ = Xm mit m≤ n. Ui := Kernψ.
Dann ist zunächst einmal{0}= U0 ≤U1 ≤ ...≤Um = V unddi = dimUi −dimUi−1.
Behauptung:Ui = 〈u1, ...,udi 〉⊕Ui−1 ((u1, ...,udi ) linear unabhängig) undi > 1. Dann ist(ψ(u1), ...,ψ(udi ))
linear unabhängig, sogar inUi−1 und(ψ(u1)+Ui−2, ...,ψ(udi )+Ui−2) linear unabhängig inUi−1/Ui−2.

Beweis der Behauptung:∑di
i=1aiψ(ui) ∈Ui−2. Zu zeigena1 = ... = adi = 0. Es gilt:

0 = ψi−2

(
di

∑
i=1

aiψ(ui)

)
= ψi−1

(
di

∑
i=1

aiui

)
∈Ui−1∩〈u1, ....,udi 〉

alsoa1 = ... = adr = 0.
Daher können wir Vektorenv1, ...,vdi ∈V finden mit

V = Um = 〈v1, ...,vdm〉⊕Um−1

Um−1 =
〈
ψ(v1), ...,ψ(vdm),vdm+1, ...,vdm−1

〉⊕Um−2

...

U1 =
〈
ψm−1(v1), ...,ψm−1(vdm),ψm−2(vdm+1), ...,ψm−2(vdm−1), ...,vd2+1, ...,vd1

〉

Die aufgelisteten Vektoren bilden ein Erzeugendensystem vonV bestehend aus Vektoren

dm+dm−1 + ...+d2 +d1 = n = dimV

also eine Basis. Ordne dieser Basis “spaltenweise”, d.h.

B = (v1,ψ(v1), ...,ψm−1(v1), ...,vdm, ...,ψm−1(vdm),
vdm+1, ...,ψm−2(vdm+1), ...,vdm−1, ...,ψm−2(vdm−1), ...,vd2+1, ...,vd1)
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Dann ist

B ψB = diag( Jm(0), ...,Jm(0),︸ ︷︷ ︸ Jm−1(0), ...,Jm−1(0)︸ ︷︷ ︸ , ..., J1(0), ...,J1(0)︸ ︷︷ ︸ )

dm dm−1−dm d1−d2

= B ψB + t ·En

¤
Bemerkung: Um die TransponierteAT zu bekommen muß manB “spaltenweise von unten nach oben”
anordnen. Die Voraussetzung von Satz 1 ist stets erfüllt, fallsK =C oderK ein algebraisch abgeschlossener
Körper ist.

Beispiel:

χϕ = (X− t)4. Mögliche Variationen:

Jordan-Form Minimalpolynom dimKern(ϕ− t · id)


t 0 0 0
1 t 0 0
0 1 t 0
0 0 1 t


 (X− t)4 1




t 0 0 0
1 t 0 0
0 1 t 0
0 0 0 t


 (X− t)3 2




t 0 0 0
1 t 0 0
0 0 t 0
0 0 1 t


 (X− t)2 2




t 0 0 0
1 t 0 0
0 0 t 0
0 0 0 t


 (X− t)2 3




t 0 0 0
0 t 0 0
0 0 t 0
0 0 0 t


 (X− t) 4

Minimalpolynom:Exponent ist Größe des größten Jordanblocks
dimKern(ϕ− t · id): Anzahl der Jordanblöcke



Kapitel 6

Bilinearformen und Skalarprodukte

6.1 Der Dualraum

Voraussetzung:V ist einK-Vektorraum.

Definition 1 (Dualraum, Linearform) V? = Hom(V,K) heißtDualraumvonV. Jedesλ∈V? heißt eine
Linearform(lineares Funktional) aufV: λ : V −→ K.

Bemerkung: Ist dimV = n < ∞ undB = (v1, ...,vn) Basisfolge, so istdimV? = n undB? = (v?
1, ...,v

?
n) ist

eine Basis vonV? mit v?
i (v j) = δi j , die die zuB duale Basis heißt.

v?
i

(
n

∑
j=1

x jv j

)
= xi

Ist λ ∈V?, dannλ = ∑aiv?
i mit ai = λ(vi).

Warnung: Ist dimV = ∞ dann ist i.allg.V 6∼= V?.

Beispiel:

K = F2 , V = F(N)
2 = { (ai)∞

i=1|ai 6= 0nur für endlich vielei} (abzählbare Menge). Dann:

V −→ N (Bijektion)

(ai)∞
i=1 7−→

∞

∑
i=1

(ai2
i)+1

V? −→ FN2 (Bijektion)
λ 7−→ λ(ei)

FN2 ist nicht abzählbar, d.h. es gibt keine Bijektion

FN2 −→ N

denn wäreFN2 =
{

f (i)
∣∣∣ i ∈ N

}
, so setzeg∈ FN2 mit g = f (i)

i +1∈ F2, dann istg 6= f (i) für alle i ∈ N, also

V 6∼= V?.

B= (v1, ...,vn) Basisfolge,B? = (v?
1, ...,v

?
n) dazu duale Basis,λ∈V?, λ = ∑n

i=1aiv?
i undv= ∑n

i=1xivi . Dann
ist λ(v) = ∑n

i=1aixi undKernλ = {v = ∑n
i=1xivi |a1x1 + ...+anxn = 0}

68
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Duale Aufgabentypen:

1. Gegeben ist homogenes lineares Gleichungssystem mit

a11x1 +...+ a1nxn = 0
: : :

am1x1 +...+ amnxn = 0

Suche Lösungsraum, d.h. gegebenλ1, ...,λm, sucheKernλ1∩ ...∩Kernλm.

2. Gegeben ist TeilraumU , gesucht homogenes lineares Gleichungssystem, das geradeU als Lösungs-
menge hat (“StelleU durch LGS dar”), d.h. sucheλn, ...,λm∈V? mit

{v∈V|λi(v) = 0mit 1≤ i ≤m}= U = 〈λn, ...,λm〉=: U◦

Definition 2 (Annihilator) Ist U ≤V so heißtU◦ = {λ ∈V? |λ(u) = 0∀u∈U } Annihilator vonU .

Lemma 1 Ist U ≤V so gilt:

1. U◦ ≤V?

2. U1 ≤U2 ⇒U◦
2 ≤U◦

1

3. (U1 +U2)◦ = U◦
1 ∩U◦

2

4. (U1∩U2)◦ ⊇U◦
1 +U◦

2

Beweis:

1. klar

2. klar

3. U1,U2 ⊆U1 +U2, also nach (2)(U1 +U2)◦ ⊆U◦
1 ,U◦

2 ⊆U◦
1 ∩U◦

2 . Umgekehrt seiλ ∈U◦
1 ∩U◦

2 , dann
gilt für ui ∈Ui : λ(u1 +u2) = λ(u1)+λ(u2) = 0+0 = 0, alsoλ ∈ (U1 +U2)◦

4. U1∩U2 ⊆U1,U2, U◦
1 ,U◦

2 ⊆ (U1∩U2)◦ Teilraum, alsoU◦
1 +U◦

2 ⊆ (U1∩U2)◦. ¤

Satz 1 Ist dimV = n < ∞ undU,U1,U2 ≤V, so gilt:

1. dimU+dimU◦ = dimV = n

2. (U1∩U2)◦ = U◦
1 +U◦

2

Beweis:

1. (v1, ...,vd) sei Basisfolge vonU , B = (v1, ...,vd, ...,vn) vonV undB? = (v?
1, ...,v

?
n) duale Basis von

V?. Es gilt:

λ =
n

∑
i=1

aiv
?
i ∈U◦⇔ ai = λ(vi) = 0(i = 1, ...,d)⇔ λ ∈ 〈

v?
d+1, ...,v

?
n

〉

Also: U0 =
〈
v?

d+1, ...,v
?
n

〉⇒ dimU◦ = n−dimU.
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2. Es gilt (vgl. hierzu Kapitel 2:dimU1 +dimU2 = dim(U1∩U2)+dim(U1 +U2)):

dim(U1∩U2)◦ = n−dim(U1∩U2)
= n− (dimU1 +dimU2−dim(U1 +U2))
= n−dimU1 +n−dimU2− (n−dim(U1 +U2))
= dimU◦1 +dimU◦2 −dim(U1 +U2)◦ (?)
= dim(U◦

1 +U◦
2 )

(?): Aus Lemma 1 (3) folgt(U1 +U2)◦ = U◦
1 ∩U◦

2 . Aus Lemma 1 (4) folgt umgekehrtU◦
1 +U◦

2 =
(U1∩U2)◦. ¤

Satz 2 Ist V einK-Vektorraum, so ist

α :
V −→ V? = (V?)?

v 7−→ αv(λ) = λ(v) ∈ K
mit λ ∈V?

eine injektive lineare Abbildung, sogar ein Isomorphismus, fallsdimV = n < ∞. Weiterhin heißtV??

Bidualraum,αv Auswertung anV; α ist “natürlich”, d.h. unabhängig von jeder Basiswahl.

Beweis:

• für v∈V ist αv linear, d.h. in(V?)?.

• α : v 7−→ αv ist linear.

• α ist injektiv:

Kernα = {v∈V |αv = 0}= {v∈V |αv(λ) = 0 ∀λ ∈V? }
= {v∈V |〈v〉◦ = V? }= {v∈V |dim〈v〉= 0}= {0}

dadimV < ∞ ist dimV = dimV??, also folgt ausα injektiv auchα surjektiv. ¤

Satz 3 (Dualitätssatz) Ist dimV = n < ∞, so ist

∆ :
{U |U ≤V } −→ {L |L ∈V? }

U 7−→ U◦

eine bijektive Abbildung mit

1. dimU◦ = n−dimU

2. U1 ≤U2 ⇒U◦
2 ≤U◦

1

3. (U1 +U2)◦ = U◦
1 ∩U◦

2 und(U1∩U2)◦ = U◦
1 +U◦

2

Beweis:∆ surjektiv. SeiL≤V? gesucht,U ≤V mit L = U◦.

L◦ = {αv ∈V?? |λ(v) = αv(λ) = 0∀λ ∈ L}=

{
αv

∣∣∣∣∣v∈
\
λ∈L

Kernλ(=: U)

}
= α(U)

Behauptung:L = U◦. Beachte, daßdimL = n− dimL◦ = n− dimα(U) = n− dimU2 = dimU◦ (α ist
Isomorphismus).L ≤ U◦ da U =

T
λ∈L Kernλ also L = U◦. Da ∆ injektiv: U1,U2 ≤ V, U◦

1 = U◦
2 ⇒

α(U1) = U◦◦
1 = U◦◦

2 = α(U2)⇒U1 = U2, weil α Isomorphismus. ¤
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Folgerung 1 Ist U ≤V undU◦ = 〈λ1, ...,λr〉, so istU =
Tn

i=1Kernλi . Ist |K|= q < ∞, dimV = n < ∞,
V K-Vektorraum, so gilt:

|{U ≤V |dimU = i }|= |{U ≤V |dimU = n− i }|
Beispiel:

V = F101
2 , U ≤V, dimU = 99. Es gilt:

|{W ≤V |U ≤W}|=
∣∣{W◦ ≤V?

∣∣U0 ≥W◦}∣∣ = 5, alsodimU◦ = 101−99= 2

6.2 Bilinearformen

Definition 1 (Bilinearform) Eine AbbildungΦ : V×V −→ K heißtBilinearform, wenn

1. Φ(sv1 +v2,w) = sΦ(v1,w)+Φ(v2,w)

2. Φ(v,sw1 +w2) = sΦ(v,w1)+Φ(v,w2)

Φ heißt symmetrisch, wennΦ(v,w) = Φ(w,v) für alle v,w∈V ist. IstB = (v1, ...,vn) Basisfolge vonV so
heißtΦB = [Φ]B = [Φ(vi ,v j)] (Gram-)Matrix vonΦ bezüglichB.

Beispiel:

• V = Kn×1, B = (e1, ...,en)

Φ1







x1

:
xn


 ,




y1

:
yn





 = ∑n

i=1xiyi Φ1B =




1 0
...

0 1




Φ2







x1

:
xn


 ,




y1

:
yn




 = ∑n−1

i=1 xiyi −xnyn Φ2B =




1 0
...

1
0 −1




• V = Pn(R) = {Polynomfunktionen vom Grad≤ n, R−→ R}
B = (p0, ..., pn), pi = (x) = xi (x∈ R)
Φ( f ,g) =

R 1
0 f (x)g(x)dx undΦ(pi , p j) =

R 1
0 xi+ j dx= 1

i+ j+1

ΦB =




1 1
2

1
3 ...

1
2

1
3

.. .
. . .

1
3

.. .
.. .

. . .

:
.. .

.. .
. . .




Lemma 1

1. IstB = (v1, ...,vn) Basisfolge vonV undΦB = [ai j ], Φ Bilinearform, dann (wobeiK mit K1×1 iden-
tifiziert wird):

Φ(v,w) = B(v)T · [ai j ] · B (w)

2. Umgekehrt gibt es zu jeder MatrixA = [ai j ] genau eine BilinearformΦ mit

ΦB = [ΦB] = A
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3. Ist auchB′ = (v,
1, ...,v

,
n) Basisfolge vonV, so ist

ΦB′ = PT ·ΦB ·P

mit der BasiswechselmatrixP = B [id]B′ , und wennP = [pi j ] ist, istv,
j = ∑n

i=1 pi j vi .

Beweis:

1. bereits erledigt.

2. Zu [ai j ] ∈ Kn×n, B = (v1, ...,vn) definiereΦ(v,w) := BvT · [ai j ] = [w] , dann istΦ Bilinearform.

3. Φ(v,
i ,v

,
j) = ∑n

k=1 ∑n
l=1 pki pl j Φ(vk,vl ) = ∑n

k=1 pki ∑n
l=1akl pl j mit akl := Φ(vk,vl ). Ist A = [akl ] = ΦB,

dann gilt:Φ(v,
i ,v

,
j) = ... =

[
PTAP

]
i j mit [AP]k j := ∑n

l=1akl pl j . ¤

Definition 2 (Kongruenz) A,A′ ∈ Kn×n heißtkongruent, wenn esP∈GL(n,K) gibt mit

A′ = PT ·A·P

(zum Vergleich:A,A′ sind genau dannähnlich, wennA′ = P−1AP)

Bemerkungen:

• Kongruenz ist eine Äquivalenzrelation

• A,A′ ∈ Kn×n kongruent⇒ det A′ = (det P)2det A

• A,A′ kongruent,A symmetrisch. Dann ist auchA′ symmetrisch, d.h.A′T = A′
denn beachte(A1 ·A2)T = AT

2 ·AT
1 , A′ = PTAP⇒ A′T = (PTAP)T = PTATPTT = PTATP = A′ falls

AT = A

Beispiel:

• A =
[

1 0
0 1

]
, A′ =

[
1 0
0 4

]
∈ R2×2 sind kongruent (mitP =

[
1 0
0 2

]
; A,A′ sind aber nicht

ähnlich)

• A =
[

1 0
0 2

]
, A′ =

[
1 1
0 2

]
sind ähnlich, aber nicht kongruent.

Bemerkung:Bi f o(V) = {Φ : V×V −→ K |ΦBilinearform} ist K-Vektorraum. IstΦ ∈ Bi f o(V), so ist für
jedesw∈V die AbbildungΦw : v−→Φ(v,w) linear, d.h.Φw ∈V? und die AbbildungV −→V?,w 7−→Φw

ist linear.

Lemma 2 Die Abbildung

Λ :
Bi f o(V) −→ Hom(V,V?)

Φ 7−→ (ϕ : w−→Φw)

ist ein Isomorphismus. IstB = (v1, ...,vn) Basisfolge vonV so ist B? [ϕ] B = ΦB wobeiB? die zuB duale
Basis vonV? ist undϕ = Λ(Φ).

Beweis: B? [ϕ]B = [ai j ] ∈ Kn×n bedeutetϕ(v j) = ∑n
i=1ai j v?

i , d.h. ϕ(v j)(vi) = ai j undΦ(vi ,w j) = Φw j (vi)
also[ai j ] = ΦB. ¤
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Definition 3 (Radikal, Ausartung) Ist Φ :V×V −→K Bilinearform, so heißtRadΦ = {w∈V |Φ(v,w) = 0für allev∈V }
Radikal. Φ heißtnicht ausgeartet, wennRadΦ = {0}.

Lemma 3 Ist B= (v1, ...,vn) Basis vonV, so istΦ∈Bi f o(V) nicht ausgeartet genau dann, wennRgΦB =
n.

Beweis:

Φ ist nicht ausgeartet⇔ RadΦ = {0} ⇔ Φw = 0nur fuerw = 0

⇔ ϕ : w 7−→Φw ist injektiv

⇔ RgB? ϕB′ = n = RgΦBnach Lemma2

¤

6.3 Orthogonalität

Φ sei symmetrische Bilinearform aufV.

Definition 1 (Orthogonalität, Isotrop) v,w ∈ V heißenorthogonal(bzgl. Φ), wennΦ(v,w) = 0 (i.Z.
v⊥ w). Ist M ≤V, so seiM⊥ = {v∈V |v⊥ xfuer allex∈M }. v∈V heißtisotrop, wennv⊥ v.

Beispiel:

• V = Rn, Φ







x1

:
xn


 ,




y1

:
yn




 = ∑n

i=1xiyi

v =




x1

:
xn


⇒ x1 = ... = xn = 0, v = 0 einziges Isotrop

• V = Rn, Φ







x1

:
xn


 ,




y1

:
yn




 =

n−1
∑

i=1
xiyi −xnyn

v =




x1

:
xn


⇒ v⊥ v ⇔ x2

n =
n−1
∑

i=1
x2

i

Beachte:Φ ist nicht ausgeartet, dennRgΦB =




1 0
...

1
0 −1


 = n

Satz 1 SeiΦ symmetrische Bilinearform aufV undU ≤V Teilraum, dann istU⊥ auch ein Teilraum und
es gilt (fallsdimV = n < ∞):

1. dimU+dimU⊥ = dimV+dim(U ∩Rad(Φ))

2. IstΦ nicht ausgeartet, so istdimU+dimU⊥ = dimV

Beweis:SeiΛ′ =U −→V?, u 7−→Φu mit Φu(v)= Φ(v,u). Nach dem Dimensionssatz gilt danndimBildΛ′+
dimKernΛ′ = dimU. Es gilt weiterhin:
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1. KernΛ′ = {u∈U |Φu = 0}= {u∈U |Φ(v,u) = 0∀v∈V }= U ∩RadΦ

2. Bild Λ′ = {Φu |u∈U }= (U⊥)◦, Φu(u′) = Φ(u′,u).

Benutzedim(U⊥)◦ = n−dimU⊥, daraus folgt die Behauptung. ¤

Folgerung 1 Gibt es inV keine isotropen Vektoren (d.h.v∈V mit v⊥ v) außerv = 0 so ist:

U⊕U⊥ = V falls dimV < ∞

Beweis:v∈U ∩U⊥⇒ v⊥ v alsov = 0 nach Voraussetzung. WeiterhinU ∩U⊥ = {0}. Es gilt:

dimU+dimU⊥ = dim(U +U⊥)+dim(U ∩U⊥) = dimV

(dadim(U ∩U⊥) = 0), alsoU +U⊥ = V. ¤
Beispiel:

V = R3, B = (e1,e2,e3), ΦB =




1 0 0
0 1 0
0 0 −1


, d.h.

Φ







x1

x2

x3


 ,




y1

y2

y3




 = x1y1 +x2y2−x3y3

Seiv1 := e2 +e3, U = 〈v1〉. Φ(e1 +e3,e2 +e3) = 0.

U⊥ = 〈v1,e1〉 , dimU⊥ = 3−dimU = 2, U ⊆U⊥

Definition 2 (Orthogonalbasis) B = (v′1, ...,v
′
n) heißtOrthogonalbasis(bzgl. Φ) wennv′1 ⊥ v′j für i 6= j,

d.h. ΦB′ ist Diagonalmatrix. Für Matrizen gilt:ΦB = A, dann istΦB′ = PTAPmit P= B [id]B′ ∈GL(n,K).

Frage: GegebenA∈ Kn×n. Gibt esP∈GL(n,K) mit PTAP= diag(t1, ..., tn), ti ∈ K?
Offensichtlich gilt dies nicht, wennA 6= AT gilt, also ist die Frage nur sinnvoll bei symmetrischen Matrizen.

Beispiel:

SeiK Körper mitcharK = 21, z.B.F2, dimV = 2, BasisB = (v1,v2). SeiΦB = A =
[

0 1
1 0

]
, v1 ⊥ v1

undv2 ⊥ v2. Es gilt:

v∈V ⇔ v = x1v1 +x2v2 ∈V mit xi ∈ K.
Φ(v,v) = x1x2Φ(v1,v2)+x1x2Φ(v2,v1) = x1x2(1+1) = 0 alsov⊥ v.

Gäbe es eine BasisB′(v′1,v
′
2) mit ΦB′ =

[
t1 0
0 t2

]
so wäreti = Φ(v′i ,v

′
i) = 0, alsoΦB′ = 0 und somit

Φ(v,w) = 0 für allev,w∈V, was ein Widerspruch ist, denn wir wissenΦ(v1,v2) = 1.

Satz 2 Ist charK 6= 2 und istΦ :V×V −→K eine symmetrische Bilinearform,dimV= n< ∞, so existiert
zu Φ eine OrthogonalbasisB = (v1, ...,vn) d.h. ΦB = (t1, ..., tn), ti ∈ K.

Beweis:Induktion nachn = dimV: Der Induktionsanfangn = 1 ist trivial. Fürn > 1 erhält man:
1charK = n ⇔ 1+ ...+1 = 0 (n Einsen) und es gibt keinn′ < n mit dieser Eigenschaft.
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• 1. Fall: Angenommen, allev∈V seien isotrop, d.h.Φ(v,v) = 0 ∀v∈V. Seienv,w∈V beliebig. Es
gilt:

0 = Φ(v+w,v+w) = Φ(v,v)+Φ(w,v)+Φ(v,w)+Φ(w,w) = (1+1)Φ(v,w) 6= 0

also mußΦ(v,w) = 0 sein für allev,w∈V, undΦ ist die Nullabbildung, jede Basis ist Orthogonal-
basis.

• 2. Fall: Es gibtv1 ∈V mit Φ(v1,v1) 6= 0. SeiU = 〈v1〉. Nach Satz 1 (Seite 73) folgt dannU ∩U⊥ =
{0} also0·v1 ∈U ∩U⊥ = {0} und somitc·Φ(v1,v1) = 0 ⇒ c= 0. AlsoV =U⊕U⊥mit dimU⊥ =
n−1. SetzeΦ′ = Φ

∣∣
U⊥×U⊥ :U⊥×U⊥−→K symmetrische Bilinearform. Nach Induktionsannahme

gibt es eine OrthogonalbasisB′ = (v2, ...,vn) vonU⊥ bzgl. Φ mit Φ(vi ,v j) = 0, i 6= j, i, j ≥ 2. Dann
gilt jedochB = (v1,v2, ...,vn)⇒Φ(vi ,v j) = 0 ∀i, j ≥ 1. ¤

6.4 Orthogonalisierung

SeiΦ : V×V −→ K eine symmetrische Bilinearform,dimV = n < ∞.

Frage: Wie findet man eine Orthogonalbasis zuΦ (falls es eine gibt), bzw.: wie findet man zuA∈ Kn×n

mit AT = A einP∈GL(n,K) mit PTAP= diag(t1, ..., tn), ti ∈ K?

1. Verfahren: Elementare Operationen

Gibt esP∈GL(n,K) mit PTAP= diag(t1, ..., tn) so muß (Kapitel 3.9, Seite 41)P = P1 · ... ·Pr sein, wobei
Pi Elementarmatrizen sind, und entsprechendPT = PT

r · ... ·PT
1 . Dann gilt:PTAP= PT

r ...PT
2 (PT

1 AP1)P2...Pr .

Elementare Matrizenoperationen sind:

1. P1 = Di(t) =




1 0 ... ... 0

0
...

... :

:
. . . t

. . . :

:
. . . 1 0

0 ... ... 0
...




(t 6= 0 in Spaltei, Zeile i)

A→ AP1 bedeutet: Multiplikation deri-ten Spalte vonA mit t. A→ PT
1 AP1 bedeutet: “Multipliziere

i-te Spalte vonA mit t und danachi-te Zeile mitt

2. P1 = Pi j =




1 0 ... ... ... 0

0
...

... :

:
. . . 0 1 :

: 1 0 0 :
: 0 1 0

0 ... ... ... 0
...




(i-te und j-te Spalte vertauscht)

A→ AP1 bedeutet: Vertauschung deri-ten mit der j-ten Spalte.A→ PT
1 AP1 bedeutet: “Vertausche

i-te und j-te Spalte vonA und danachi-te und j-te Zeile vonAP1.

3. P1 = Ui j (t) =




1 0 ... 0

0
...

... :

: t
. . . 0

0 ... 0 1




(t in der i-ten Zeile undj-ten Spalte)

A→ AP1 bedeutet Addieret-faches deri-ten Spalte zurj-ten Spalte.A→ PT
1 AP1 bedeutet: “Addiere
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t-faches deri-ten Spalte zurj-ten vonA und danacht-faches deri-ten Zeile vonAP1 zur j-ten Spalte
vonAP1.

Verfahren: Man bringeA durch gekoppelte elementare Spalten- und Zeilenoperationen auf Diagonalgestalt.
Dabei erhält manP = EnP1P2...Pr indem man nur elementare Spaltenoperationen aufEn anwendet.

Beispiel:

Ai → AiPi → PT
i AiPi = Ai+1


1 1 2
1 2 4
2 4 4


 →




1 0 2
1 1 4
2 2 4


→




1 0 2
0 1 2
2 2 4


 P1 =




1 −1 0
0 1 0
0 0 1




→



1 0 0
0 1 2
2 2 0


→




1 0 0
0 1 2
0 2 0


 P1P2 =




1 −1 −2
0 1 0
0 0 1




→



1 0 0
0 1 0
0 2 −4


→




1 0 0
0 1 0
0 0 −4


 P1P2P3 =




1 −1 0
0 1 −2
0 0 1




→



1 0 0
0 1 0
0 0 −2


→




1 0 0
0 1 0
0 0 −1


 P = P1P2P3P4 =




1 −1 0
0 1 −1
0 0 1

2




Anwendung:

A =




1 1 2
1 2 4
2 4 4


 = ΦB, B = (e1,e2,e3) Basis vonV = R3.

Q = {v = ∑xiei |Φ(v,v) = 1}=
{

v =
3
∑

i=1
xiei

∣∣x2
1 +2x2

2 +4x2
3 +2x1x2 +4x1x3 +8x2x3 = 1

}

ΦB′ = diag(1,1,−1)= PTAP, B′ =(v1,v2,v3) mit v1 = e1,v2 = e2−e1,v3 =−e2+ 1
2e3, Q=

{
v =

3
∑

i=1
yivi |Φ(v,v) = 1

}
=

{
v = ∑yivi

∣∣y2
1 +y2

2−y2
3 = 1

}

Also beschreibtΦ einen Hyberboloiden

Definition 1 (quadratische Form) Ist Φ : V ×V −→ K Bilinearform, so heißt die AbbildungV −→
K,v 7−→Φ(v,v) die zuΦ gehörigequadratische Form.

2. Verfahren: Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren

Satz 1 (Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren) Φ : V×V −→ K sei symmetrische Bili-
nearform ohne isotrope Vektoren außer0 (d.h. Φ(v,v) = 0⇒ v = 0). B = (v1, ...,vn) sei Basisfolge vonV.
Dann erhält man eine OrthogonalbasisB′ = (v′1, ...,v

′
n) vonV wie folgt:

Setzev′1 := v1, und definiere danach rekursiv

v′k = vk−
k−1

∑
j=1

Φ(v′j ,vk)
Φ(v′j ,v

′
j)

v′j

Dabei ist 〈v1, ...,vk〉 =
〈
v′1, ...,v

′
k

〉
. Ist B′′ = (v′′1, ...,v

′′
n) auch Orthogonalbasis vonV mit 〈v1, ...,vk〉 =〈

v′′1, ...,v
′′
k

〉
für k≤ n, so istv′′j = c jv′j mit c j ∈ K 6=0.

Beweis:zu zeigenΦ(v′k,v
′
i) = 0 für 1≤ i < k≤ n und〈v1, ...,vk〉=

〈
v′1, ...,v

′
k

〉
. Induktion nachk:

1. k = 1: trivial.
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2. k > 1:

Φ(v′k,v
′
i) = Φ(vk,v

′
i) =

k−1

∑
j=1

Φ(v′j ,vk)
Φ(v′j ,v

′
j)

Φ(v′j ,v
′
j)

Da Φ(v′i ,v
′
j) = 0 für i = j nach Induktionsannahme gilt weiterhin:

... = Φ(vk,v
′
i)−Φ(v′i ,vk) = 0

und somit
〈
v′1, ...,v

′
k

〉
=

〈
v′1, ...,v

′
k−1

〉
+ 〈vk〉= 〈v1, ...,vk−1〉+ 〈vk〉= 〈v1, ...,vk〉.

Eindeutigkeit: Φ(v′′i ,v
′′
j ) = 0 für i 6= j. 〈v1, ...,vk〉 =

〈
v′′1, ...,v

′′
k

〉
; Sei U = 〈v1, ...,vk〉 ∩ 〈v1, ...,vk−1〉⊥,

v′k,v
′′
k ∈U , dim(U) = 1, alsov′′k = v′k ·ck mit ck 6= 0. ¤

Bemerkung: Ist Φ : V×V −→ K symmetrische Bilinearform,dimV beliebig und sindvi (i ∈ I , I Index-
menge mitI ⊆ {1, ...,dimV}), in V vorgegeben mitΦ(vi ,v j) = δi j ci mit ci ∈ K 6= 0. Dann:

1. (vi)i∈I ist linear unabhängig.

2. Istv∈ 〈vi |i ∈ I 〉, dann istΦ(v,vi) 6= 0 nur für endlich vielei und

v = ∑
i∈I

Φ(v,vi)
Φ(vi ,vi)

vi

v heißt Fourierkoeffizient vonv bezüglichvi .

Beweis:

1. Ist0 = ∑i∈I sivi , si 6= 0 nur für endlich vielei ∈ I .

0 = Φ(v j ,0) = ∑
i∈I

si ·Φ(v j ,vi) = sj ·Φ(v j ,v j)

mit Φ(vi ,v j) = 0 für i 6= j undΦ(v j ,v j) = c j 6= 0, alsosj = 0 für alle j.

2. v = ∑i∈I sivi mit si 6= 0 nur für endlich vielei.

Φ(v,v j) = ∑
i∈I

si ·Φ(vi ,v j) = sj ·Φ(v j ,v j)

mit Φ(vi ,v j) = 0 für i 6= j undΦ(v j ,v j) = c j 6= 0 ¤

Beispiel:

V = { f : R−→ R | f stetig, f (x) = f (x+2π)∀x∈ R}, f2n(x) = cos(nx), f2n−1(x) = sin(nx), n∈ N0.

Φ( f ,g) =
Z π

−π
f (x)g(x)dx

( f ,g∈V). Dann istΦ( fi , f j) = δi j ci mit 0 6= ci ∈ R,

c0 =
Z π

−π
1dx= 2πundc2n =

Z π

−π
cos2(x)dx= π = c2n−1

f ∈ 〈 fn〉n∈N0
⇒ f = ∑i∈N0

ai fi mit a0 = 1
2π
R π
−π f (x)dx, a2n = 1

π
R π
−π f (x)cos(nx)dx, a2n−1 = 1

π
R π
−π f (x)sin(nx)dx.
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6.5 Euklidische Vektorräume

Definition 1 (positive Definitheit, Skalarprodukt, eukl. Vektorraum) Ist V ein R-Vektorraum und
Φ : V×V −→ K = R symmetrische Bilinearform, so heißtΦ positiv definit, wenn

Φ(v,v) > 0∀v∈V \{0}
Φ heißtSkalarproduktgenau dann, wennΦ eine positiv definite symmetrische Bilinearform . Eineuklidi-
scher Vektorraumist einR-Vektorraum zusammen mit einem Skalarprodukt.

Beispiel:

• (Rn×1,Φ) mit Φ(x,y) = xTy = ∑xiyi ist euklidischer Vektorraum.

• V =P(R)= {Polynomfkt.R−→ R} oderV = { f : [−1;1]−→ R | f stetig}mit Φ( f ,g)=
R 1
−1 f (x)g(x)dx.

Dann ist(V,Φ) euklidischer Raum.

Definition 2 (Norm) Ist (V,Φ) euklidischer Raum, so heißt fürv∈V ‖v‖=
√

Φ(v,v) ∈ R≥0 Normvon
v.

Definition 3 (Euklidischer Abstand) Seienv,w∈V, V euklidischer Vektorraum, dann heißtd(v,w) =
‖v−w‖ euklidischer Abstandvonv,w.

Satz 1 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)Ist (V,Φ) euklidischer Raum, so gilt:

Φ(v,w)2 ≤ ‖v‖2 · ‖w‖2 , v,w∈V

mit Gleichheit genau dann, wennv,w linear abhängig sind.

Beweis:Trivial für w = 0; also sei o.B.d.A.w 6= 0;
v,w linear abhängig genau dann, wennv = swmit s= Φ(v,w)

‖w‖2 ⇔ Φ(v− sw,v− sw) = 0. Für beliebigesv

unds ist Φ(v−sw,v−sw) = ‖v‖2 +s2‖w‖2−2sΦ(v,w) (?). Setze in (?) s= Φ(v,w)
‖w‖2 ein.

0 ≤ ‖v‖2 +
Φ(v,w)2

‖w‖2 −2
Φ(v,w)2

‖w‖2 = ‖v‖2− Φ(v,w)2

‖w‖2

⇔ ‖Φ(v,w)‖2 ≤ ‖v‖2‖w‖2

wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn0 = Φ(v−sw,v−sw), d.h. wennv = sw. ¤

Folgerung 1 Ist (v,Φ) euklidischer Raum, so gilt:

1. ‖v‖ ≥ 0 und‖v‖= 0⇔ v = 0

2. ‖sv‖= |s| · ‖v‖ für s∈ R
3. Dreiecksungleichung:‖v+w‖ ≤ ‖v‖+‖w‖ für allev,w∈V

Beweis:

1. klar

2. klar

3. ‖v+w‖2 = Φ(v+ w,v+ w) = ‖v‖2 + ‖w‖2 + 2Φ(v,w) ≤ ‖v‖2 + ‖w‖2 + 2‖v‖‖w‖ ≤ (‖v‖+ ‖w‖)2

nach Satz 1 ¤
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Satz 2 Ist (V,Φ) ein euklidischer Raum.U ≤ V, U sei endlich dimensional undv ∈ V. Dann gibt es
genau einen Vektoru0 ∈U mit

‖v−u0‖= min
u∈U

‖v−u‖
Beweis: Sei (u1, ...,un) Basisfolge vonU . Ist v ∈ U , so setzeu0 = v. Sei alsov 6∈ U , dann setzeW =
〈u1, ...,un,v〉, dimW= n+1.

dim(U⊥∩W) = dimW−dimU = 1

U⊥∩W = 〈v0〉
(v0,u1, ...,vn) Basis vonW, W = U⊕〈v0〉 (〈v0〉= U⊥∩W, v = ∑n

i=1siui +sovo ∈W, si ∈ K = R.
Setzeu0 = ∑n

i=1siui . Dann folgt füru∈U beliebig:

‖v−u‖2 = ‖v−u0 +u0−u‖2 = ‖v−u0‖2 +‖u0−u‖2 +2Φ(v−u0,u0−u)≥ 0

mit Gleichheit genau dann, wenn‖u0−u‖= 0, d.h. wennu = u0. ¤

Definition 4 (Orthonormalsystem) Ist (V,Φ) euklidischer Vektorraum und(vi)i∈I Orthogonalsystem,
d.h.

Φ(vi ,v j) = δi j ci , 0 6= ci ∈ R, alsoci > 0

dann ist(wi)i∈I mit wi := 1√
ei

vi = vi
‖vi‖ einOrthonormalsystem, d.h.Φ(wi ,w j) = δi j .

Satz 3 Ist (V,Φ) euklidischer Raum und(vi)i∈N ein Orthonormalsystem undUn = 〈v1, ...,vn〉, n= 1,2, ....
Dann gibt es zu jedemn (bei gegebenemv∈V) genau einun ∈Un mit

‖v−un‖= min
u∈Un

‖v−u‖

Es istun = ∑n
i=1 Φ(v,vi)vi und es gilt∑∞

j=1

(
Φ(v,v j)2

)≤ ‖v‖.
Beweis:siehe Satz 2.Wn = Un + 〈v〉= Un⊕ (U⊥

n ∩Wn), v−∑n
i=1aivi ∈ 〈w〉 ∈U⊥

n ;
v = un +cw, Φ(v,v j) = Φ(un,v j)+Φ(cw,v j) = a j

0 ≤ ‖v−un‖2 = Φ(v−un,v−un)

⇔ 0 ≤ ‖v‖2−2Φ(v,un)+‖un‖2

⇔ 0 ≤ ‖v‖2−2
n

∑
i=1

Φ(v,vi)Φ(v,vi)+∑Φ(v,vi)

⇔ 0 ≤ ‖v‖2−
n

∑
i=1

Φ(v,vi)2

⇔
n

∑
i=1

Φ(v,vi)2 ≤ ‖v‖2

¤
Beispiele:

• V = { f : [−π,π]−→ R | f stetig}, Φ( f ,g) =
R π
−π f (x)g(x)dx, (V,Φ) eukl. Raum.

f2n(x) = 1√
π cos(nx)

f2n−1(x) = 1√
xsin(nx)

f0(x) = 1√
2π





( fi)∞
i=0Orthonormalsystem

f ∈ V, ai = Φ( f , fi) =
R π
−π fi(x) f (x)dx (Fourierkoeffizient).∑n

i=0ai fi ist die beste Approximation
von f in Un = 〈 f0, ..., fn〉.
Warnung:∑∞

i=1ai fi(x) = f (x) gilt nicht allgemein;∑n
i=0a2

i ≤
R π
−π f (x)2dx
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• Gegeben seien(x0,y0), ...,(xn,yn) im R2, x0 < x1 < ... < xn, U ≤ Pn(R). Gesucht wirdg ∈U mit
∆g = ∑n

k=0 (yk−g(xk))
2 minimal,Φ( f ,g) := ∑n

k=0 f (xk)g(xk),

0 = ‖ f‖2 = Φ( f , f ) =
n

∑
k=0

f (xk)2 ⇒ f (x0) = f (x1) = ... = f (xn) = 0

Daraus folgt: f hatn+1Nullstellen, Grad f ≤ n, also f = 0. Es gibt einf0 ∈V mit f0(xi) = yi für
i = 0, ...,n (?)

f0(x) =
n

∑
i=0

aix
i

(?) kann man in Matrixform schreiben, vgl. von-der-Monde-Matrix (Seite 35). Diese Matrix ist
invertierbar, weilxi 6= x j für i 6= j. Dann ist∆g = ∑n

k=0 ( f0(xk)−g(xk))
2 = ‖ f0−g‖,

Findeg∈Un mit ‖ f0−g‖= minu∈U ‖ f0−u‖, U = 〈u1, ...,ur〉

– 1. Möglichkeit:(u1, ...,ur) ist Basis vonU . Orthonormalisiere (mit Gram-Schmidt) und erhalte
ON-Basis(w1, ...,wr) vonU . Dann istg = ∑r

i=1 Φ( f0,wi)wi mit ∑n
k=0ykwi(xk) nach Satz 3.

Berechnung:U = 〈p2〉=
{

x 7−→ cx2 |x∈ R}

‖p2‖2 = Φ(p2, p2) = ∑n
k=0xn

k, w =
(
∑n

k=0xn
k

)− 1
2 p2, g = Φ( f0,w)w = ∑n

k=0ykw(xk)w,

g(x) = ∑n
k=0ykx2

k ·
(
∑n

k=1xn
k

)− 1
2 · (∑n

k=0xn
k

)− 1
2 ·x2.

∑ykx2
k

∑xn
k

= c

– 2. Möglichkeit: g = ∑r
i=1ciui wobei dieci bestimmt sind durchΦ( f0−∑r

i=1ciui ,u j) = 0 für
j = 1,2, ..., r;

r

∑
k=0

(
yk−

r

∑
i=1

ciui(xk)

)
·u j(xk) = 0

Berechnung:U = 〈p0, p1〉= {x 7−→ c0 +c1x|c0,c1 ∈ R}
∑n

k=0

(
yk−∑1

i=0ci pi(xk)
) · pi(xk) = 0; j = 0,1

∑n
k=0 (yk− (c0 +c1xk)) = 0, (n+1)c0 +∑n

k=0xkc1 = ∑k
k=0yk

∑n
k=0 (yk− (c0 +c1xk))xk = 0, ∑n

k=0xkc0 +∑n
k=0x2

kc1 = ∑n
k=0ykxk

Gleichungssystem eindeutig lösbar (daxi 6= x j für i 6= j).


