1. Klausur zur Linearen Algebra I (WS 88/89)
Prof. Dr. Neubiiser

Bitte bearbeiten Sie auf jedem Blatt nur eine Aufgabe und schreiben Sie auf jedes Blatt
Ihren Namen. Tragen Sie auf das Deckblatt, welches Sie Thren Losungen beiheften, Thren
Namen, Thre Matrikelnummer sowie den Namen IThres Ubungsgruppenleiters. Es sind keine
Hilfsmittel zugelassen. Die Bearbeitungszeit betrdagt 150 Minuten. Bitte beachten Sie, dafl
ausfithrliche Begriindungen einen wesentlichen Teil der Losung einer Aufgabe bilden. Die
Aufgaben koénnen in beliebiger Reihenfolge bearbeitet werden. Viel Erfolg!

Aufgabe 1.

Man berechne die Lésungsmenge des folgenden linearen Gleichungssystems iiber dem Korper
Zs. 4 Punkte
I + 3 4+ x5 = 0
Ty + 22 + x5 = 1
1 + Xy + XT3 + 14 0
T + X2 + x5 = 1

Aufgabe 2.

Es sei V = Abb(R,R) der Vektorraum aller Abbildungen von R nach R. Welche der

folgenden Teilmengen von V sind Teilraume? (Begriindung!)

L My={feV|fQl)=f(-1)} 2 Punkte
2. My={feV]| f(1)-f(0)=0} 3 Punkte
3. My={feV| f(zr)=f(x+n) fir alle x € R} 2 Punkte
Aufgabe 3.
1 1 1
1 3 0
C Y R4 _
Essei V=R*und M = ( R ).
1 1 1
1. Man berechne eine Basis von M und ergénze sie zu einer Basis von V. 4 Punkte
2. Man gebe eine Basis von V/M an. 2 Punkte
Aufgabe 4.
Man bestimme die Dimension des Durchschnitts der folgenden Teilrdaume 77 und 75 von
YA 4 Punkte
1 0 0 1 2
1 1 0 0 2
Tl - < 0 9 1 ) 1 > 9 T2 - < 0 9 2 > .
0 0 1 0 1
Aufgabe 5.

Man bestimme die Dimension der folgenden Vektorrdume {iber den angegebenen Kérpern.
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1.K=Q,V=<<1 _1>,<_1 :}>,<_é?>>§Q2X2 2 Punkte

2. K=R,V=Hom(R,R) 1 Punkt
3. K ein Korper mit 9 Elementen, V = Abb(K, K) 3 Punkte
Aufgabe 6.
Sei ¢ : R* — R? die lineare Abbildung mit ¢( ?yj ) = ( it;_ ; ) Man bestimme
z
alle Elemente von R?, die durch ¢ auf < _g ) abgebildet werden. 3 Punkte
Aufgabe 7.

Essei V = (fo, f1, f2, f3) < Abb(R,R) mit fo(x) =1, fi(z) = z, fo(x) = 2% und f3(x) = 2*
fir alle x € R. Es ist B = (fo, f1, f2, f3) eine Basis von V (dies ist nicht zu zeigen!).
Fir f € Vsel p(f) € Vmit o(f)(z) = f(x+1) — f(z — 1) fiir alle z € R.

1. Man zeige, daf die so definierte Abbildung ¢ : V — V linear ist. 4 Punkte

Auch fiir den Fall, daB man Teil 7?7 dieser Aufgabe nicht gelost hat, behandele man die
folgenden Punkte:

2. Man berechne die Matrix gpg. 3 Punkte

3. Man bestimme eine Basis von Kerny 2 Punkte

4. Man bestimme die Dimension von Bildy. 1 Punkt
Aufgabe 8.

Es sei V ein Q-Vektorraum der Dimension 3, B = (B, B, B3) eine Basis von V und

4 2 2
¢ € Hom(V, V) mit gpg=| 2 4 2 |. Weiter sei B’ = (B}, B}, B}) mit B} = —B; + By,
2 2 4
Bé:Bl—i—Bg und Bé:Bg—i—Bg
Man weise nach, dafl B’ eine Basis von V ist und bestimme g . 6 Punkte
Aufgabe 9.
Wieviele invertierbare 3 x 3-Matrizen gibt es iiber dem Koérper Zs? 4 Punkte
Aufgabe 10.

Es sei V ein Vektorraum, 7 ein Teilraum von V, 7 # 0 und X, Xs,..., X,, € V so daf
(X1 +7,Xo+7,...,X,+7) eine Basis von V/7 ist.

1. Ist (X1, Xo,...,X,) eine Basis von V7 2 Punkte
2. Ist (X1, Xs, ..., X,,) linear unabhéngig in V7 2 Punkte
3. Ist (X1, Xs, ..., X,,) ein Erzeugendensystem von V7 1 Punkt



2. Klausur zur Linearen Algebra I (WS 88/89)
Prof. Dr. Neubiiser

Bitte bearbeiten Sie auf jedem Blatt nur eine Aufgabe und schreiben Sie auf jedes Blatt
Ihren Namen. Tragen Sie auf das Deckblatt, welches Sie Thren Losungen beiheften, Ihren
Namen, Thre Matrikelnummer sowie den Namen Thres Ubungsgruppenleiters. Es sind keine
Hilfsmittel zugelassen. Die Bearbeitungszeit betrdgt 150 Minuten. Bitte beachten Sie, dafl
ausfiihrliche Begriindungen einen wesentlichen Teil der Losung einer Aufgabe bilden. Die
Aufgaben konnen in beliebiger Reihenfolge bearbeitet werden. Viel Erfolg!

Aufgabe 1. 6 Punkte
1 1
Es sei V ein 4-dimensionaler Q-Vektorraum, 7; := ( 1 , _01 ) €V und
1 —1
1 2
T = :1 , ? ) € V. Man bestimme Basen von (77, 73) und 7; N 7s.
-1 2
Aufgabe 2. 3 Punkte

i|1j2)3]4]5[6]7 ||1]2[3[4]5/6]7
im|[2]3]4]5][1[7]6 io|7]5[3]4]2]6]1
Permutationen auf 7 Ziffern. Man schreibe m und o als Produkt ziffernfremder Zykel und
berechne 7! und ¢=! - 7 - o sowie das Vorzeichen von 7 und o.

Aufgabe 3. 4 Punkte
Es sei 7 eine Permutation auf n Ziffern, K ein Kérper und A = (a4j)1<i j<n € K™ mit
0 falls j#irm

1 falls j=im ~

Man zeige mit Hilfe der Summen- Produktformel fiir Determinanten, daf§ detA = () gilt,
wobei e(m) das Vorzeichen der Permutation 7 ist.

Aufgabe 4. 3 Punkte
Es sei K ein Korper, n eine natiirliche Zahl und A € K™*" mit A-A" = I,, (Einheitsmatrix).
Man zeige: detA € {1,—1}.

Aufgabe 5. 4 Punkte
Man berechne die Determinante der folgenden rationalen Matrix:

Es seien 7w und o die durch gegebenen

Q5 =

-1 -2 8 —-17 5
0o 0 2 1 1
0 0 1 2 1
1 1 12 28 =3
0 0 1 1 2
Aufgabe 6. 3 Punkte

Es sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum iiber dem Korper K und X € V, X # 0.
Man zeige, daB es ein ¢ € V* gibt mit V = (X)) @ Kernep.

1



Aufgabe 7. 4 Punkte
Es sei V = R]z]3 der Vektorraum der reellen Polynome vom Grad kleiner gleich 3. Es

ist B := (1,z,2% 2%) eine Basis von V. Man bestimme die Koordinaten einer Basis des
Annihilators von (1 + z + 22 + 23,1 + 23) im Dualraum V* beziiglich der dualen Basis B*.
Aufgabe 8.

Es sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum iiber dem Koérper K, ¢ ein Endomorphismus
von V, X € V ein Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert ¢ € K (insbesondere gilt X # 0!).

1. Esseiy:=¢p—a-id mit a € K. 2 Punkte
Man zeige, dafl X auch ein Eigenvektor von v ist.
2. Man zeige: Ist ¢ invertierbar, so ist ¢ # 0. 1 Punkte
3. Man zeige: Ist ¢ invertierbar, so ist X auch ein Eigenvektor von ¢!
Man gebe den zugehorigen Eigenwert an. 2 Punkte
Aufgabe 9.
1 2 2
Es sei C der Korper der komplexen Zahlen und A := | -2 -3 -2 | € C¥3,
1 2 1
1. Man bestimme die Eigenwerte von A. 4 Punkte
2. Man benutze 1. um A zu bestimmen. 3 Punkte
Aufgabe 10. 7 Punkte
Es sei B eine Basis eines 4-dimensionalen Vektorraums )V iiber Q,
-1 0 00
¢ ein Endomorphismus von V mit gpg = :; :_23 _(1) 1
00 0 2
Man bestimme die Basiswechselmatrix zu einer Fécherbasis B’ von V bzgl. ¢.

Aufgabe 11.
Es sei V := Abb(R,R) und ® : V x V — K definiert durch

(f,9) = f(=1) - g(=1) + £(0) - g(0) + f(1) - g(1) fiir g€V .
1. Man zeige: ® ist eine symmetrische Bilinearform auf V. 2 Punkte
2. Man bestimme das Radikal von ®. 2 Punkte

3. Es sei W der Teilraum von V der Polynomfunktionen vom Grad kleiner gleich 2. Man
bestimme den Orthogonalraum von W in V. 2 Punkte

4. Sei W wie oben und ¥ : W x W — K die Einschrankung von ® auf W x W.
Man zeige: ¥ ist nicht ausgeartet. 2 Punkte



1. Klausur zur LA T (WS 90/91)
Prof. Dr. Pahlings

Bitte bearbeiten Sie auf jedem Blatt nur eine Aufgabe und schreiben Sie
auf jedes Blatt Ihren Namen. Tragen Sie auf das Deckblatt, welches Sie Thren
Losungen beiheften, Thren Namen, Thre Matrikelnummer sowie den Namen
Thres ﬁbungsgruppenleiters ein. Es sind keine Hilfsmittel zugelassen. Die
Bearbeitungszeit betragt 120 Minuten. In beiden Semesterklausuren miissen
zusammen mindestens 50 Punkte erreicht werden. Bitte beachten Sie, dafl
ausfiihrliche Begriindungen einen wesentlichen Teil der Losung einer Aufgabe
bilden. Die Aufgaben koénnen in beliebiger Reihenfolge bearbeitet werden.
Viel Erfolg!

Wir machen darauf aufmerksam, daf3 bis zum Ende des auf die Vorlesung
folgenden Semesters nicht abgeholte Klausuren (und Ubungen) vernichtet wer-

den. Anspruch auf Anrechnen besteht dann nicht mehr.
Aufgabe 1.

0
Gegeben seien A = € Zy>® und b = 1 € Zy.

1 0101
01 011
1 0011
01101 0

Bestimmen Sie eine Basis des Losungsraumes L des homogenen Gle-
ichungssystems Az = 0 (z € Z5), und eine spezielle Losung des inhomo-
genen Gleichungssystems Az = b. Welche Dimension hat L? Wieviele

Losungen hat Ax = b? Begriinden Sie Thre Antworten ! 6 Pkte.

Aufgabe 2.
Sein > 2, A = (a;;) € Q""" definiert durch a;; =i+ j — 1 und L die
Losungsmenge des homogenen Gleichungssystems Az =0 (z € Q").
(a) Bestimmen Sie dim L.
b1
Sei b = : € @". Ist Ax = b losbar fiir
bTL
(b) b; =1firallei=1,...,n7
(c)b;=i(i+1)firi=1,...,n7
Begriinden Sie Thre Antworten! 6 Pkte.

Aufgabe 3.

Welche der folgenden Teilmengen M C @ sind Teilrdume?

(a) M = {(a,b,c) € @*|a-b+c=0}.

(b) M = {(a,b,c) € @* | a®> +b* + * = 0}.

(c) M ={(a,b,c) €@*|a—c=1}.

Begriinden Sie Thre Antworten! 5 Pkte.



Aufgabe 4.

SeiV:{Ae@2X2|A<(1) é):(? é)A}.

(a) Zeigen Sie, daB8 V ein Teilraum von @?*? ist.

(b) Bestimmen Sie eine Basis von V, und ergénzen Sie diese zu einer
Basis von @?** (begriinden Sie, daf Sie auch tatsichlich eine Basis von
@*** gefunden haben). 8 Pkte.

Aufgabe 5.

Sei K eine Kérper und V' = Abb(K, K) der Vektorraum aller Abbildun-
gen von K nach K. Seien 0 # a € K und b € K fest vorgegeben, und
¢ : V — V definiert durch

o(f)(x) = flax +b), feV,zeK.

(a) Zeigen Sie, daf ¢ linear ist.

Sei jetzt K = IR und Py(IR) C V der Teilraum der Polynomfunktionen
vom Grad < 2, mit Basis B = (po, p1, p2) (wobei p;(x) = 2%, x € IR).

(b) Zeigen Sie: Fiir f € Po(IR) ist auch ¢(f) € Py(IR).

(c) Sei ¢y die Einschriankung von ¢ auf Py(IR). Bestimmen Sie glp1]p
fir a = 3, b = —1, und zeigen Sie, dafl ¢, bijektiv ist. 7 Pkte.

Aufgabe 6.
Sei V =Z} W = Z2, und ¢ : V — W definiert durch

= T+
_ 1+ a3 .
o(| x2 |):= <x2—$1+x3>’ T, € .
(a) Zeigen Sie, dafl ¢ linear ist.

SeienB((?),((}),(i))ude(<1>,<$>)Basen

von V bzw. W (das miissen Sie nicht beweisen).
(b) Bestimmen Sie ¢[p]p.
(c) Berechnen Sie Basen fiir Kern ¢ und Bild ¢, sowie Rang ¢ und

—1
co(p(v)) fir v = ( 1 ) 8 Pkte.
—1



2. Klausur zur LA T (WS 90/91)
Prof. Dr. Pahlings

Bitte bearbeiten Sie auf jedem Blatt nur eine Aufgabe und schreiben Sie auf jedes Blatt
Thren Namen. Tragen Sie auf das Deckblatt, welches Sie Thren Losungen beiheften, Thren Na-
men, Thre Matrikelnummer sowie den Namen Thres Ubungsgruppenleiters ein. Es sind keine
Hilfsmittel zugelassen. Die Bearbeitungszeit betragt 120 Minuten. In beiden Semesterk-
lausuren miissen zusammen mindestens 50 Punkte erreicht werden. Bitte beachten Sie, daf3
ausfiihrliche Begriindungen einen wesentlichen Teil der Losung einer Aufgabe bilden. Die
Aufgaben konnen in beliebiger Reihenfolge bearbeitet werden. Viel Erfolg!

Wir machen darauf aufmerksam, dafl bis zum Ende des auf die Vorlesung folgenden
Semesters nicht abgeholte Klausuren (und Ubungen) vernichtet werden. Anspruch auf An-
rechnen besteht dann nicht mehr.

Zur weiteren Organisation

e Digjenigen, die ihren Schein bis Freitag zur Vorlage beim Priifungsamt bendtigen,
versehen das Deckblatt mit einem dicken Kreuz in der rechten oberen Ecke. Sind
alle Scheinbedingungen erfiillt, so konnen die Scheine am Freitag 11.00 Uhr im
Seminarraum 221, 2.Etage Sammelbau, abgeholt werden.

e Klausurriickgabe und Meckertermin ist Fr, 15.2.1991, 12.15-13.00 Uhr im Fol.
e Die Nachholklausur findet statt Mo, 15.4. 1991, 14.00-17.00 Uhr im AM.
e Die Scheine werden ausgegeben Di, 16.4.1991, 11.00 Uhr im Fo2.

Aufgabe 1.

.. (1 2 3 4 5 6 , (1 2 3 4 5 6 . .
Selena.(3 2 6 5 1 4)unda.<3 16 2 5 4)Permutat10nenm

Se. Schreiben Sie o, ¢’ als Produkte von Zykeln mit disjunkten Ziffernmengen, und

berechnen Sie o 0 o', 0’ oo, 07! 00’ 0 7, sign(o) und sign(c”’). 6 Pkte.
Aufgabe 2.
0 -1 1
SeiAd=| -3 -2 3 | e R
-2 -2 3

(a) Berechnen Sie das charakteristische Polynom, alle Eigenwerte und die zugehorigen
Eigenrdume von A.

(b) Ist A diagonalisierbar? Wenn ja, bestimmen Sie eine invertierbare Matrix P €
IR3*3, so dal P~' AP Diagonalgestalt hat.

(c) Bestimmen Sie das Minimalpolynom von A. 9 Pkte.

Aufgabe 3.
Seien f = X8+ X"+ X5+ X? + 1 und g = X% + X — 1 Polynome in R[X].
(a) Dividieren Sie f mit Rest durch g.

(b) Berechnen Sie f(A) fiir A = ( 71 (1) ) e R**%. 7 Pkte.
Aufgabe 4.
Berechnen Sie fiir n > 2 die Determinante d,, von A = (a;;) € IR"*", gegeben durch
2 Lfallsi=j
) -1 Jfallsj+1=dioderi+1l=j<n
Y=Y 2 L fallsi+l=j=n
0 , sonst.

8 Pkte.



Aufgabe 5.
Gegeben seien die folgenden Teilrdume von V = 224:

0 1 1 1 0 1

1 0 0 1 1 0
U= O’ 11’1 O » W=/ 1 (711 1’'] 1 )-

1 0 1 0 1 1
Bestimmen Sie Basen fiir UNW und U + W. 8 Pkte.
Aufgabe 6.

Sei K ein Korper, A € K™*™ und x4 das charakteristische Polynom von A. Zeigen
Sie, daf§ folgende Aussagen dquivalent sind:

(i) xa=X"
(ii) A¥ =0 fiir ein k € IN.

(iii) A ist dhnlich zu einer Matrix B = (b;;) € K™*" mit b;; = 0 fur ¢ > j.

8 Pkte.

Aufgabe 7.
Sei

1 0 0 0O

01 0 0O

A=]10 0 0 0 1 |ez™.

001 00

1 1 1 1 1
Bestimmen Sie die Jordan-Normalform von A sowie eine invertierbare Matrix P €
Z7*° so daB P~*AP in Jordan-Normalform ist. 9 Pkte.
Aufgabe 8.

Sei A = (a;j) € Zy"*" gegeben durch

1 Jfallsi=j+loderi=1,j=n
771 0, sonst.

(a) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom von A.

(b) Berechnen Sie fiir den Fall n = 4 alle Eigenwerte von A, die Dimensionen der
zugehorigen Eigenrdume, und geben Sie die Jordan-Normalform von A an. (Beachten
Sie, daf in Zs die Gleichung (a + b)? = a® + b* gilt.) 9 Pkte.



Nachholklausur zur LA T (WS 90/91)
Prof. Dr. Pahlings

Bitte bearbeiten Sie auf jedem Blatt nur eine Aufgabe und schreiben Sie auf jedes Blatt
Thren Namen. Tragen Sie auf das Deckblatt, welches Sie Ihren Losungen beiheften, Thren
Namen, Thre Matrikelnummer sowie den Namen Thres Ubungsgruppenleiters ein. Es sind
keine Hilfsmittel zugelassen. Die Bearbeitungszeit betragt 120 Minuten. Zum Bestehen der
Klausur miissen mindestens 50 Punkte erreicht werden. Bitte beachten Sie, daf ausfiihrliche
Begriindungen einen wesentlichen Teil der Losung einer Aufgabe bilden. Die Aufgaben
koénnen in beliebiger Reihenfolge bearbeitet werden. Viel Erfolg!

Wir machen darauf aufmerksam, dafl bis zum Ende des auf die Vorlesung folgenden
Semesters nicht abgeholte Klausuren (und Ubungen) vernichtet werden. Anspruch auf An-
rechnen besteht dann nicht mehr.

Aufgabe 1.
Sei V' = P3(IR) der Vektorraum der Polynomfunktionen f : IR — IR vom Grad < 3,
und ¢ : V — V definiert durch

(@) =z f(x) = flz+1), feVzeR,

wobei f’(x) wie {iblich die Ableitung von f an der Stelle z bezeichnet.

(a) Zeigen Sie, daf} ¢ linear ist, und bestimmen Sie g[p]p, wobei B = (po, p1, P2, p3)
mit p;(z) := 2° (2 € IR) ist.

(b) Berechnen Sie Rang(y); bestimmen Sie eine Basis fiir Kern(p) und ergénzen Sie
diese zu einer Basis B’ von V.

(c) Berechnen Sie p/[¢]p. 15 Pkte.
Aufgabe 2.
Fiir welche k£ € IR hat das Gleichungssystem

—I +(k - 3).’£3 = 1

2!171 +2(E2 +6.’E3 = 2

2$1 +<k’ + 2)372 +7CL‘3 = 4
(a) keine Losung.
(b) genau eine Losung.
(¢) mehr als eine Losung. 10 Pkte.
Aufgabe 3.
Seien A = (a;;), B = (bi;) € R™™" gegeben durch

Q5 = 1 fur alle Z,], bU = { ! _O 1 ’ iilrllsstz =

Berechnen Sie det(A + B). 10 Pkte.

Aufgabe 4.
Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und ¢ € End(V'). Zeigen Sie:
Genau dann ist Rang(¢) = Rang(p?), wenn Bild(p) N Kern(p) = {0} ist. 10 Pkte.



Aufgabe 5.
Seien f = X® + X5+ X3+ X und g = X? — X + 1 Polynome in R[X].
(a) Dividieren Sie f mit Rest durch g.

(b) Berechnen Sie f(A) fir A = ( (1) _1 ) 10 Pkte.
Aufgabe 6.
Sei
0 0 0 1
100 2 ixa
A= 010 o0|E€ R
00 1 -2

(a) Berechnen Sie das charakteristische Polynom von A, alle Eigenwerte und die Di-
mensionen der zugehorigen Eigenraume.

(b) Bestimmen Sie die Jordan-Normalform von A.

(c) Bestimmen Sie das Minimalpolynom von A. 20 Pkte.

Aufgabe 7.
Sei A = (a;;) € @*"**" gegeben durch

-~ _J -1 ,fallsi+j gerade,
@i = 0 , falls i + j ungerade.

(a) Sei f = X2+ nX € QX]. Zeigen Sie: f(A) = 0.

(b) Bestimmen Sie die Eigenwerte von A und die Dimensionen der zugehérigen Eigenrdume.
Ist A diagonalisierbar? (Begriinden Sie Ihre Antwort!)

(c) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom und das Minimalpolynom von A.

15 Pkte.

Aufgabe 8.

Sei V = Zgl mit Standardbasis (e1, eq, es,e4) und U der von e; — ez +e3,e1 —e3 — ey
erzeugte Teilraum. Bestimmen Sie eine Matrix A € Z3" *4 (fiir geeignetes m), so
dal U die Losungsmenge des zugehorigen homogenen Gleichungssystems Az = 0 ist.
10 Pkte.



1. Klausur zur Linearen Algebra I (WS 92/93)

Lesezeit: 15 Minuten Bearbeitungszeit: 120 Minuten

Bitte bearbeiten Sie auf jedem Blatt nur eine Aufgabe und schreiben Sie auf jedes Blatt
Ihren Namen. Es sind keine Hilfsmittel zugelassen. Bitte beachten Sie, dafi ausfiihrliche
Begriindungen einen wesentlichen Teil der Losung einer Aufgabe bilden. Die Aufgaben
kénnen in beliebiger Reihenfolge bearbeitet werden. Viel Erfolg!

Aufgabe 1.
Welche der folgenden Relationen auf Z sind reflexiv, welche symmetrisch und welche tran-
sitiv? (Begriindung!)

l. z~y< esgibteinn € Z mit x —y = 7n. 2 Punkte
2. x~y s ay > 0. 3 Punkte
3. r~y&say > 0. 3 Punkte
Aufgabe 2.
Gibt es Nullteiler in dem Ring Z/10Z7 (Begriindung!) 3 Punkte
Aufgabe 3.

Es sei Z3 = {0,1,2} der Korper mit drei Elementen. Man bestimme die Dimensionen von
T1, T und des Durchschnitts der Teilrdume

Ty = ) und Ty = ( ) von Z3*. 5 Punkte

Sl = Dl N
=Nl O Ol
=Nl =] Ol
N | O O

=] | =

Aufgabe 4.
Bestimmen Sie jeweils die Dimension und eine Basis fiir

1. den Q-Vektorraum V = Abb(M, Q) der Abbildungen von einer Menge M = {a, b, c}

in Q, a 2 Punkte
2. den Teilraum T = { g la+b=0und c+d=0} <Q* 2 Punkte
d
Aufgabe 5.
1 2 0
R — _ 1 3 1
Essei V =IR" und T' = { R ).
1 0 -2
1. Man berechne eine Basis von 7" und ergénze sie zu einer Basis von V. 4 Punkte
2. Man gebe eine Basis von V/T" an. 1 Punkt

Aufgabe 6.

T—2y—=z

x
Es sei ¢ : IR® — IR? die lineare Abbildung mit ¢(| y |) = < sty
z

) . Man bestimme

alle Elemente von IR?, die durch ¢ auf ( 1

) abgebildet werden. 4 Punkte



Aufgabe 7.
Es sei K ein beliebiger Kérper und V = K471 Es seien X1, ..., Xu711 Vektoren aus V, und es
ai
sei o die durch ¢( : ) = 21 a; X; definierte Abbildung von V in V. Man zeige: Ist
Qq711
@ surjektiv, so ist ¢ auch injektiv. Hinweis: Wenn Sie einen Satz der Vorlesung verwenden,
miissen Sie zeigen, dafl seine Voraussetzungen erfiillt sind! 4 Punkte

Aufgabe 8.
Es sei der 3-dimensionale IR-Vektorraum V' = (fi, fo, f3) < Abb(IR,IR) mit fi(z) = x + 1,
folx) = 2% + 2 und f3(x) = 2* — 1 fiir alle # € IR gegeben. Weiter sei W = IR® und

f(-1)
¢ :V — W die durch o(f) = | f(0) | definierte Abbildung von V' in W. Man beweise
oder widerlege: F()
1. ¢ ist linear. 2 Punkte
2.  ist injektiv. 4 Punkte
3.  ist surjektiv. 2 Punkte
Hinweis: Sie konnen ohne Beweis benutzen dafi (fi, fo, f3) linear unabhéngig ist.
Aufgabe 9.
Gegeben seien die Basisfolgen D = {( 1 > , ( _11 )} und D' = {( (1) ) , < (1) )} von IR?, die
1 1 1
Basisfolge B={| 1 |,| 1 |,| 0 |} von IR® sowie die lineare Abbildung ¢ : IR* — IR?,
1 0 0
“ 2a1 +a “
die durch die Koordinatenspalte p(o(| a2 |)) = ( " 1_ " 2 ) von (| as |) beziiglich
s 2 — ag as
ay
der Basis D fiir alle | ay | € IR? definiert ist. Berechnen Sie die Matrix DB 9 Punkte
as
Aufgabe 10.
Es sei IFy der Koérper mit zwei Elementen. Wieviele verschiedene Teilrdume der Dimensionen
0, 1, 2, 3 bzw. 4 hat der Vektorraum V = IFg? b Punkte
Aufgabe 11.
Es sei V = Q®. Welche der folgenden Teilmengen von V sind Teilriume? (Begriindung!)
a
L. My={| b | | (a+b)c=0}. 2 Punkte
c
a
2. Mo={| b | |a*=0b*=c* und 3a = b+ c}. 4 Punkte

(Lassen Sie sich nicht verwirren !!!)




2. Klausur zur Linearen Algebra I (WS 92/93)
Lesezeit: 15 Minuten Bearbeitungszeit: 120 Minuten

Bitte bearbeiten Sie auf jedem Blatt nur eine Aufgabe und schreiben Sie auf jedes Blatt Ihren
Namen. Es sind keine Hilfsmittel zugelassen. Bitte beachten Sie, dafl ausfiihrliche Begriindungen
einen wesentlichen Teil der Losung einer Aufgabe bilden. Die Aufgaben koénnen in beliebiger
Reihenfolge bearbeitet werden. Viel Erfolg!

Aufgabe 1.

Es sei IF3 = {0, 1,2} der Koper mit drei Elementen. Man bestimme alle Losungen des folgenden
inhomogenen Gleichungssystems iiber dem Koper IFs. 5 Punkte
Izi+ 2x9+ Ozz+ 1oyt 225 = 2
?J]l—f— §I2+ I[L‘g—l- 6[E4—|— Tl’g, == T
T(I)1+ TZL'2+ 6(E3+ Tl‘4+ Tl’g) - §
o1+ 2294+ 223+ lzy+ Oxs = 0

Aufgabe 2. 1 1 0 1 1 0
Es seien Uy = (| 2 |, 0O, 2 DudU;=(| -1 |, 2 |,| 3 |) Teilrdume des
3 1 4 1 5 4
Q*. Man bestimme Basen fiir (U, Us) und U; N Us. 5 Punkte
Aufgabe 3.
ufgabe . 1 3
1. Man berechne die Determinante der Matrix M = | 2z -1 -3 z—7 |. 2 Punkte
0 1 x+4
2. Fiir welche z € IR ist M invertierbar ? 1 Punkt
3. Fiir welche x € IR hat M die Determinante 17 1 Punkt
4. Fiir diesen Fall (Determinante 1) berechne man die inverse Matrix. 3 Punkte
Aufgabe 4.
Es sei A € Z™" eine quadratische Matrix iiber dem Ring der ganzen Zahlen mit Determinate
—1. Man beweise oder widerlege: A ist invertierbar, und A=t € Z™*". 3 Punkte
Aufgabe 5. - "
Essei V=R X=| 2o |undY = | w
T3 Ys

Welche der folgenden Abbildungen von V' x V nach IR sind Bilinearformen? (Falls ja, gentigt
ein kurzer Hinweis warum.)

1. &(X,Y) =21y + 1y3 + v, 1 Punkt

2. D(X,Y) = (21 + z2+ x3) (Y1 + Vo), 1 Punkt

3. ®(X,Y) = z122 — Yoys. 1 Punkt
Aufgabe 6.

Es seien K ein Korper, A € K™™ eine invertierbare Matrix und B € K"*". Es sei weiter
V = K" und X ein Eigenvektor beziiglich AB. Man bestimme einen Eigenvektor beziiglich
BA. 4 Punkte




Aufgabe 7.

Es sei 7 die dur
z\\1\2\3\4\5\6\7\8\ 910
ir|[2]1]4]5]3][7]8[9]10]

gegebene Permutatione auf 10 Ziffern.

1. Man schreibe 7 als Produkt ziffernfremder Zykel. 1 Punkt
2. Man zeige, dafl m ungerade ist. 1 Punkt
3. Man bestimme die Ordnung von 7. 1 Punkt
4. Man zeige, dafl man 7 nicht als Produkt von Fiinferzykeln schreiben kann. 2 Punkte
Aufgabe 8. 5 4 1
Es sei die invertierbare Matrix A= | -2 —1 1 | € Q*** gegeben.
4 4 -1
Bestimmen Sie ein Polynom f vom Grade 2, fiir das A=t = f(A) gilt. 5 Punkte

HINWEIS: Verwenden Sie den Satz von Cayley-Hamilton.

Aufgabe 9.
Es sei V = Q* und B die Standardbasis von V. Eine lineare Abbildung ¢ von V nach V
000 —1
: 100 O Axd . . ; e
sei durch gpg = 010 2 e Q gegeben. Man bestimme eine Fécherbasis fiir V
001 O
beziiglich ¢. § Punkte

HINWEIS: Man kann das charakteristische Polynom von ¢ an der Matrix ppp ablesen.

Aufgabe 10.
Es sei V' ein endlich dimensionaler K-Vektorraum, V** der Bidualraum von V und

T:V -V X X" mit X™(¢) =¢(X)

der aus der Vorlesung bekannte Isomorphismus von V' auf V**. Man zeige, daB fiir jeden Teil-
raum U <V
X* e An(An(U)) <= X e () Kem(p)

pe An(U)

gilt. 5 Punkte
Aufgabe 11. 1 -1 0 0
Es sei a = v/2/2. Man zeige, daB . 6 Punkte

19 -

2
217" die Determinante der n x n-Matrix 0o .. - _% 0 ist.
1




Nachholklausur zur Linearen Algebra I Teil 1
(WS 92/93)

Lesezeit: 15 Minuten Bearbeitungszeit: 120 Minuten

Bitte bearbeiten Sie auf jedem Blatt nur eine Aufgabe und schreiben Sie auf jedes Blatt
Ihren Namen. Es sind keine Hilfsmittel zugelassen. Bitte beachten Sie, dafi ausfiihrliche
Begriindungen einen wesentlichen Teil der Losung einer Aufgabe bilden. Die Aufgaben
kénnen in beliebiger Reihenfolge bearbeitet werden. Viel Erfolg!

Aufgabe 1.
Welche der folgenden Relationen auf Z sind reflexiv, welche symmetrisch und welche tran-
sitiv? (jeweils Beweis oder Gegenbeispiel)

1. x ~y & x+y gerade. 3 Punkte
2.x~y&esr<y—1. 3 Punkte
Aufgabe 2.

Es sei IF3 = {0, 1,2} der Korper mit drei Elementen. Man bestimme die Dimensionen von
T1, T und des Durchschnitts der Teilrdume

1 0 2 0 1
B 1 2 B 2 1 0 4
Ty = { 7117 ) und Ty = R ) von IF3®. 4 Punkte
0 1 2 2 2
Aufgabe 3.

Es sei V = {a + bx + c2® | a,b,c € Q} der Vektorraum aller Polynome p € Q[z] mit
Grad p < 2. Bestimmen Sie die Dimension und eine Basis fiir den Teilraum

T={peV|p’)=0} 3 Punkte
Aufgabe 4.
1 1 0
R — 2 —1 3
Essei V =IR* und T'= { 5 | 11| o ).
4 1 3
a) Man berechne eine Basis von 7" und ergénze sie zu einer Basis von V. 3 Punkte
b) Man gebe eine Basis von V /T an. 1 Punkt

Aufgabe 5.

Es sei V. = {a+ bx + cz® | a,b,c € Q} der Vektorraum aller Polynome p € Q[x] mit
Gradp < 2 und ¢ die lineare Abbildung von V nach V mit ¢ :V — V p — ¢(p) mit
(p(p))(x) =p'(x) +p'(x + 1), wobei p’ wie iiblich die Ableitung von p nach x bezeichnet.
(Die Linearitdt von ¢ braucht nicht gezeigt zu werden.) Man bestimme alle Elemente von
V', die durch ¢ auf x — 2 abgebildet werden. 4 Punkte

Aufgabe 6.

Es sei V' ein K-Vektorraum, und es seien X, Y und Z drei verschiedene Vektoren aus V. Man
widerlege (durch Angabe eines Gegenbeispiels) oder beweise die folgende Behauptung: Sind
die Mengen {X, Y}, {Y, Z} und {Z, X'} linear unabhénigig, so ist auch die Menge {X,Y, Z}
linear unabhéngig. 3 Punkte



Aufgabe 7.
Es sei V = Qg, W = (D2, B eine Basis von V und C eine Basis von W. Es seien lineare

1 -1 1 -2
Abbildungen ¢1, @2, ¢3 und 4 gegeben mit g1 = | 2 =1 |, ppac =1 2 —4 |,

1 -1 1 -1
cpsp = (Bp10)! und cpap = (pac)'. Welche der Abbildungen sind injektiv, welche sind
surjektiv? (kurze Begriindung) 4 Punkte
Aufgabe 8.
Man beweise oder widerlege: Der Vektorraum V = K°® hat fiir jeden Koérper K mit p
Elementen (p Primzahl) genauso viele ein- wie vierdimensionale Teilrdume. 5 Punkte
Aufgabe 9.

Es sei V' = Abb(IR,IR) der Vektorraum aller Abbildungen von IR nach IR. Welche der
folgenden Teilmengen von V' sind Teilrdume? (jeweils Beweis oder Gegenbeispiel)

a) My ={feV|f(5)=f(-5)} 3 Punkte
b) My={feV|]f(5):f(=5) =0} 3 Punkte
Aufgabe 10.
1 1 3
Essei V=Q%und W=Q> Dannist B={[ 2 |,| 1 |,| 2 |} eine Basis von V und
3 1 2

D = {( 1 ) , < _1 )} Basis von W. Es sei weiter eine lineare Abbildung ¢ von V nach

Ty — T2
To + X3

1
W definiert durch p(| z2 |) = (
3

Abbildung . 3 Punkte

). Man bestimme die Matrix pepg der linearen

Aufgabe 11.

Es sei V' ein Vektorraum, 7" ein Teilraum von V', der nicht nur aus dem Nullvektor besteht,
und Xy, ..., X,, € V,sodaB (T'+ Xi,...,T + X,,) eine Basis von V' /T ist. Man beweise oder
widerlege:

a) (Xi,...,X,) ist ein Erzeugendensystem von V. 1 Punkt

b) (Xi,...,X,) ist linear unabhéngig in V. 2 Punkte

¢) (Xi,...,X,) ist eine Basis von V. 1 Punkt
Aufgabe 12.

Es sei IF; der Korper mit vier Elementen. Wieviele invertierbare Matrizen gibt es in IF,**3?
4 Punkte




Nachholklausur zur Linearen Algebra I Teil 2
(20.4.93)

Lesezeit: 15 Minuten Bearbeitungszeit: 120 Minuten

Bitte bearbeiten Sie auf jedem Blatt nur eine Aufgabe und schreiben Sie auf jedes Blatt Thren Namen. Es sind
keine Hilfsmittel zugelassen. Bitte beachten Sie, dafl ausfiihrliche Begriindungen einen wesentlichen Teil der

Losung einer Aufgabe bilden. Die Aufgaben koénnen in beliebiger Reihenfolge bearbeitet werden. Viel Erfolg!

Aufgabe 1.

Beweisen Sie: Jedes homogene oder inhomogene lineare Gleichungssystem {iber einem beliebigen
Korper K mit 2 Gleichungen und 3 Unbekannten hat entweder keine Losung oder mindestens
2 Losungen. 3 Punkte

Aufgabe 2.
i|1]2]3]4]5/6|7|8]9

Es sei 7 die durch iﬂ“2‘3‘4‘5‘6‘1‘8‘9‘7

gegebene Permutationen auf 9 Ziffern.

a) Schreiben Sie 7 als Produkt von ziffernfremden Zykeln. 1 Punkt
b) Schreiben Sie 7 als Produkt von Zweierzykeln (Transpositionen). 2 Punkte
c¢) Schreiben Sie 72 als Produkt von Dreierzykeln. 1 Punkt
d) Beweisen Sie: 7 &8t sich nicht als Produkt von Dreierzykeln schreiben. 2 Punkte
Aufgabe 3.
Es sei K ein Korper, n eine natiirliche Zahl und A € K™ mit A - A* = I,, (Einheitsmatrix).
Beweisen Sie: detA € {1, —1}. 2 Punkte
Aufgabe 4. 1 W
Essei V=R X=| 2o | undY =| # |. Welche der folgenden Abbildungen von V x V'
T3 Y3
nach IR sind Bilinearformen? (Falls ja, geniigt ein kurzer Hinweis warum.)
1. &(X,Y) =1 —ys, 1 Punkt
2. O(X,Y) = 21ys + T2ys + 311 1 Punkt
Aufgabe 5.

Es sei V' ein endlich dimensionaler K-Vektorraum, ¢ ein Endomorphismus von V und X € V
ein Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert ¢ € K (also insbesondere X # 0). Zeigen Sie:

a) Ist v :=p —a-id mit a € K, so ist X auch ein Eigenvektor von . 2 Punkte
b) Ist ¢ invertierbar, so ist ¢ # 0. 2 Punkte
c) Ist ¢ invertierbar, so ist X auch ein Eigenvektor von ¢! 1 Punkt

(Geben Sie den zugehorigen Eigenwert an.)

Aufgabe 6.

Es sei V' ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und V** der Bidualraum von V', und es sei
T:V—-V* X— X* mit X™(¢)=p(X) der aus der Vorlesung bekannte Isomorphismus
von V auf V**. Zeigen Sie: Fiir jeden Teilraum U <V gilt:

X* e An(An(U)) <= X ¢ NoeAnw) Kern(p) 4 Punkte




Aufgabe 7. 2 -1
Essei V =IR* und T = { 91 : (1) ) <V
—2 2
a) Geben Sie (ohne Beweis) eine Definition fiir den Dualraum V* von V' an. 1 Punkt
b) Geben Sie (ohne Beweis) eine Definition fiir den Annihilator An7" < V* an. 1 Punkt

c) Geben Sie (ohne Beweis) eine Definition fiir die zu einer Basis von V' duale Basis (von

V*) an. 1 Punkt
d) Berechnen Sie den Annihilator An 7" 4 Punkte
Aufgabe 8.
1 -2 3 -2
Im Vektorraum IR® seien die Teilrdume 7; = ([ 2 |, 1 Dund T = (| =2 |, 3 )
3 —1 4 —1
gegeben. Bestimmen Sie je eine Basis fiir den Durchschnitt T3 N 75 und das Erzeugnis (T}, Ts).
5 Punkte
Aufgabe 9. 11 -1
Essei V=R und M :=| -1 3 —1 | € IR*3. Es sei B die Standardbasis von V und
C eine weitere Basis von V' mit der Basiswechselmatrix A := gide = [ —1 0 1 |. Eine
lineare Abbildung ¢ € Hom(V, V') sei gegeben durch ppp = M. 20 =3
a) Invertieren Sie die Matrix A. 3 Punkte
b) Geben Sie (ohne Beweis) eine Formel an, in der die Abbildungsmatrix 1 Punkt
cc durch ppp und gide ausgedriickt wird.
¢) Berechnen Sie cpc. 2 Punkte
Aufgabe 10.
V., B, ¢ und gyp seien genauso gegeben wie in Aufgbe 9.
a) Berechnen Sie die Eigenwerte von . 2 Punkte
b) Berechnen Sie eine Facherbasis von V' beziiglich ¢. 5 Punkte
Aufgabe 11.

V, M, B, C'und gid¢ seien genauso gegeben wie in Aufgbe 9. Weiter sei eine Bilinearform ®
auf V' seien gegeben durch die Matrix g®p = M.

a) Geben Sie (ohne Beweis) eine Formel an, in der die Matrix ¢®¢ durch 1 Punkt
p®Pp und pide ausgedriickt wird.

b) Ist ® ein Skalarprodukt? (Antwort mit Begriindung!) 1 Punkt




Aufgabenblatt 1 zur
Vordiplom-Klausur Lineare Algebra I (14.4.1993)

Professor Dr. J. Neubiiser, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Aufgabe 1.
Geben Sie jeweils eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir an, daf3
a) ein inhomogenes lineares Gleichungssystem losbar ist, 2 Punkte
b) ein homogenes lineares Gleichungssystem eindeutig lsbar ist. 2 Punkte
Aufgabe 2.

Welche der folgenden Relationen auf Z sind reflexiv, welche symmetrisch und welche transitiv?
(jeweils Beweis oder Gegenbeispiel!)

a) x~y < gel(xy) =7 3 Punkte
b) z~y & 1<uay 3 Punkte
Aufgabe 3.

Essei V = {a+bx+cz? | a,b,c € Q} der Vektorraum aller Polynome p € Q [z] mit Gradp < 2.
Welche der folgenden Teilmengen von V' sind Teilrdume? (jeweils Beweis oder Gegenbeispiel!)

a) My ={peV|p0) =1} 2 Punkte
b) My={peV |p(-2)=0} 3 Punkte
Aufgabe 4.

Essei V =R?, und es sei E = Hom(V, V') der Endomorphismenring von V. Geben Sie einen
Endomorphismus von V' an, der Nullteiler von FE ist, und zeigen Sie, daf er ein Nullteiler ist.

3 Punkte
Aufgabe 5.
Gilt fiir alle Paare (¢,) von linearen Abbildungen ¢ und v von R? nach R, daf
a) ® mit &(X,Y):=(X)+ (V) eine Bilinearform auf R? ist, 3 Punkte
b) @ mit Pp(X,Y) = p(X)-9¥(Y) eine Bilinearform auf R? ist? 3 Punkte

(jeweils Beweis oder Gegenbeispiel!)

Aufgabe 6.

Es sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und V** der Bidualraum von V', und es sei
T:V -V X~ X" mit X*(p)=p(X) der aus der Vorlesung bekannte Isomorphismus
von V auf V**. Zeigen Sie: Fiir jeden Teilraum U < V gilt

AnU = ﬂ Kern X**.

XeU

5 Punkte




Aufgabenblatt 2 zur
Vordiplom-Klausur Lineare Algebra I (14.4.1993)

Professor Dr. J. Neubiiser, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Aufgabe 7.

Es sei V = R® und B = (B, By, Bs) eine Basis von V. Ein Skalarprodukt ® auf V sei gegeben
1 3 2

durch gy =| 3 4 1 [.Bestimmen Sie eine Basis fiir das Radikal von V' beziiglich ®.
21 -1 5 Punkte

Aufgabe 8. 11 0

Invertieren Sie die Matrix A = 0 -2 3 |e@* 5 Punkte

3 0 —4
Aufgabe 9.

Essei V = {a+bx+cx? | a,b,c € Q} der Vektorraum aller Polynome p € Q [z] mit Grad p < 2.
Eine Basis B von V ist {1, z, 1 + 2} (dies ist nicht zu zeigen). Man bestimme die Matrix gyp
der linearen Abbildung ¢ : V — V.p — ¢(p) mit (¢(p))(x) = p'(z) + p(x + 1), wobei p/
wie {iblich die Ableitung von p nach x bezeichnet. (Die Linearitét von ¢ braucht nicht gezeigt
zu werden.) 5 Punkte

Aufgabe 10.

Es sei V' der Vektorraum aller Polynome p € Q[z] mit Grad p < 3 und T der von
{z® +1,2% + x + 3,22% — 2? — x — 1} erzeugte Teilraum.

a) Bestimmen Sie eine Basis fiir 7. 3 Punkte
b) Bestimmen Sie eine Basis fiir V /7. 3 Punkte
Aufgabe 11.
Es sei B die Standardbasis von V = R®. Eine lineare Abbildung ¢ von V nach V sei durch
2 11
BYB = 0 1 0 | € R*® gegeben. Man bestimme eine Ficherbasis fiir V beziiglich ¢.
—100 7 Punkte
Aufgabe 12.

Es sei V = R® und (B1, By, B3) eine Basis von V. Ein Skalarprodukt ® auf V' sei gegeben

B =
2

3 . Bestimmen Sie eine normierte Orthogonalbasis von V.
4

O = W

1
durch B@ B= 2
3 7 Punkte




Aufgabenblatt 1 zur

Vordiplom-Klausur Lineare Algebra I (6.10.1993)
Professor Dr. J. Neubiiser, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Aufgabe 1.

Geben Sie fiir die folgenden Begriffe jeweils eine vollsténdige Definition an.
a) lineare Unabhéngigkeit einer nicht leeren, nicht notwendigerweise endlichen

Menge von Vektoren 2 Punkte
b) Eigenvektor 1 Punkt
c¢) Bilinearform, Skalarprodukt, Radikal 3 Punkte

Zur Erinnerung: Vergessen Sie nicht, alle Bezeichnungen, die Sie einfiihren, zu erkléren.

Aufgabe 2.

Welche der folgenden Relationen auf Z sind reflexiv, welche symmetrisch und welche transitiv?
(jeweils Beweis oder Gegenbeispiel!)

a) x~y < xteilty—7 3 Punkte
b)z~y < zy<0 3 Punkte
Aufgabe 3.

Essei V ={a+br+cz?|a,b,c € Q} der Vektorraum aller Polynome p € Q [z] mit Grad p < 2.
Welche der folgenden Teilmengen von V' sind Teilrdume? (jeweils Beweis oder Gegenbeispiel!)

a) My ={peV]|(x—1) teilt p} 3 Punkte
b) My={peV |z teilt (p—1)} 2 Punkte
Aufgabe 4.
Es sei R ein kommutativer Ring mit Einselement, und es sei a ein Nullteiler von R. Zeigen Sie,
daB a in R kein (multiplikatives) Inverses besitzt. 3 Punkte
Aufgabe 5.
Ty und T5 seien zwei Teilrdume eines K-Vektorraums V', und es sei T1NT5 # Ty und T1NTs # Ts.
Zeigen Sie, daf3 T} U T5 kein Teilraum von V ist. 3 Punkte
Aufgabe 6.
Essei V = (By,..., Bg) ein 6-dimensionaler K-Vektorraum, und es seien T; ein 3-dimensionaler
und 75 ein 5-dimensionaler Teilraum von V. Der Durchschnitt 77 N 715 habe die Dimension d.
a) Welche Werte kann d annehmen? (Antwort mit Begriindung) 2 Punkte
b) Geben Sie fiir jeden dieser Werte ein Beispiel fiir zwei entsprechende
Teilrdume 77 und 75 an. 2 Punkte
Aufgabe 7.

Es sei V' ein K-Vektorraum, T" ein Teilraum von V', der nicht nur aus dem Nullvektor besteht,
und Xi,..., X, € V,sodaB (T"+ Xy,...,T + X,,) eine Basis des Restklassenraums V/T ist.
Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen.

a) (Xi,...,X,) ist ein Erzeugendensystem von V. 2 Punkte
b) (Xi,...,X,) ist linear unabhéngig in V. 2 Punkte




Aufgabenblatt 2 zur
Vordiplom-Klausur Lineare Algebra I (6.10.1993)

Professor Dr. J. Neubiiser, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Aufgabe 8.
Es sei ® ein nicht ausgeartetes Skalarprodukt auf einem K-Vektorraum V.

a) Zeigen Sie: Gilt fiir zwei Vektoren Y;,Y; € V, dal ®(X,Y)) = &(X,Y3) fir alle X € V,

so folgt Y7 = Y5. 2 Punkte
b) Zeigen Sie mit Hilfe von a): Ist & wie oben und ¢ eine Abbildung von V' in V, so da8
O(X,Y) =D(X,p(Y)) fir alle X,Y € V, so ist ¢ linear. 3 Punkte

Zur Erinnerung: Vergessen Sie nicht, alle auftretenden Quantoren hinzuschreiben.

Aufgabe 9.

Essei V=R und T = ( ) < V. Bestimmen Sie den Annihilator An7" < V*.

2 -1
0 1
417 0
9 9 5 Punkte

Aufgabe 10.

Es sei V der von der Menge B = {sinz, sinzcosz, cos’z} C Abb(R,R) erzeugte 3-dimensio-
nale Vektorraum. Dann ist B eine Basis von V. Ferner sei die (bekanntlich lineare) Abbildung
0:V =V, f(x)— f'(x)+ f"(x) gegeben, wobei f’ und f” die gewohnliche erste und zweite
Ableitung von f nach z bezeichnen.

a) Berechnen Sie die Abbildungsmatrix pyp. 5 Punkte
b) Berechnen Sie Kerny (und vergessen Sie dabei nicht, dafl V' aus Funktionen und nicht
aus Zahlenspalten besteht). 3 Punkte
Aufgabe 11. 1 -2 —¢
Invertieren Sie die Matrix M = | —1 -2 1 | e @33 5 Punkte
1 1 =2
Aufgabe 12.

Es sei V = Q* und B die Standardbasis von V, und es sei M die in Aufgabe 11 gegebene
Matrix. Eine lineare Abbildung ¢ von V nach V sei durch gpp = M gegeben.

a) Berechnen Sie die Eigenwerte von ¢ und ihre Vielfachheiten. 3 Punkte

b) Berechnen Sie zu jedem Eigenwert von ¢ den zugehorigen Eigenvektorraum. 2 Punkte

Aufgabe 13.

Es sei V = R® und B = (B, By, Bs) eine Basis von V. Ein Skalarprodukt ® auf V sei gegeben
1 =2 2

durch g =| —2 3 —1 |. Bestimmen Sie eine normierte Orthogonalbasis von V.

2 —1 4 7 Punkte




1. Semesterklausur zur Linearen Algebra I (3.12.93)
Professor Dr. U. Schoenwaelder, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Bitte bearbeiten Sie auf jedem Blatt nur eine Aufgabe und schreiben Sie auf jedes Blatt Ihren Namen.
Es sind keine Hilfsmittel zugelassen. Beachten Sie, dafl ausfiihrliche Begriindungen einen wesentlichen
Teil der Losung einer Aufgabe bilden. Formulieren Sie vollsténdige Sétze (keine logischen Pfeile!) und
vergessen Sie nicht, jedes ,fiir alle“ oder ,es gibt ein“ wirklich hinzuschreiben. Alle Bezeichnungen,
die Sie benutzen und die nicht aus dem Aufgabentext stammen, miissen Sie erkldren. Die Aufgaben
konnen in beliebiger Reihenfolge bearbeitet werden. Die Bearbeitungszeit betrigt 120 Minuten.

Viel Erfolg!

Aufgabe 1.
Beweisen Sie, dal der Restklassenring Z;5 zu keinem Korper gemacht werden kann. 2 Punkte
Aufgabe 2.

: ) . 10 1 2 1 2
Im @-Vektorraum Va,o(Q) seien die Matrizen A; = ( 5 1 ), Ay = ( 01 ), Ay = ( 10 )

gegeben. Ist die Folge (A, Ag, A3) linear unabhéingig? (Antwort mit Begriindung) 4 Punkte

Aufgabe 3.
Es sei F(IR) der IR-Vektorraum aller Abbildungen von IR nach IR. Welche der folgenden Teil-
mengen von F(IR) sind Teilraume? (Jeweils Beweis oder Gegenbeispiel)

a) My ={feF(R)| f(-1)+ f(1)=1} 2 Punkte

b) My={f€ F(R)| f(—-1)*= f(1)*} 3 Punkte

c) Ms={feF(R)|f(-=1)?+ f(1)>?=0} 8 Punkte
Aufgabe 4.

In einem n-dimensionalen K-Vektorraum V' seien Vektoren A, B, C und X, Y, Z gegeben,
so dafl jede der Folgen (A, B), (A,C) und (B, C) sowie jede der Mengen {X,Y}, {X,Z} und
{Y, Z} linear unabhéngig sind. Beweisen oder widerlegen Sie (konkretes Gegenbeispiel) jede der
folgenden Aussagen.

a) Ist n = 2, so ist die Folge (A, B, C') linear abhéngig. 1 Punkt

b) Ist n = 2, so ist die Menge {X,Y, Z} linear abhéngig. 2 Punkte

c) Ist n = 3, so ist die Folge (A, B, (') linear unabhéngig. 2 Punkte

d) Ist n = 3, so ist die Menge {X,Y, Z} linear unabhéngig. 1 Punkt
Aufgabe 5.

Bekanntlich bildet die Folge (po, p1,. .., p7) der Potenzfunktionen p; = (z — z°) eine Basis des
IR-Vektorraums P;(IR) aller Polynomfunktionen vom Grad < 7. Gibt es eine Basis von P;(IR),
in der die Funktionen f; = 2> 4+ 22 +4, fo =2+ 42®> - 30+ 1, f3 =23 +322 — 22 +2
vorkommen und sonst nur Potenzfunktionen ? (Begriindung) 4 Punkte




1. Semesterklausur zur Linearen Algebra I (3.12.93) Blatt 2

Aufgabe 6.
Formulieren Sie eine Definition der linearen Unabhingigkeit einer endlichen Folge von Vektoren.
(Zur Erinnerung: Vergessen Sie nicht, alle Bezeichnungen, die Sie benutzen, zu erkldren.)

2 Punkte
Aufgabe 7.
Formulieren Sie den Austauschsatz von E. Steinitz. (Zur Erinnerung: Vergessen Sie nicht, alle
Bezeichnungen, die Sie benutzen, zu erkléren.) 3 Punkte
Aufgabe 8.

Bestimmen Sie mit Hilfe des Gau3-Algorithmus die Losungsmenge £ des folgenden inhomogenen
linearen Gleichungssystems iiber dem Restklassenkorper Zs.

a1y + Qp-Tys + QT3 + QT4 + Qo Tz = Q9
Qo T + ag9-x9 + Q9 - T3 + a1y + Ty = O4
a1-Ty + Q-T2 + T3 + Xy + Qe Ts = Qg
Qo1 + Qo:Ty + Qa1-T3 + Qp Ty + Q2-Tz = Qo

wobei jeweils oy = i + Z - 3 € Z3 ist. Benutzen Sie dabei das in der Vorlesung vorgestellte
Schema (mit Angabe der Rechenschritte) und geben Sie £ in der in der Vorlesung hergeleiteten
Form an. Sie diirfen 4 statt «; schreiben. 5 Punkte

Aufgabe 9.
Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem mit 2 Gleichungen und 3 Unbekannten iiber einem
beliebigen Korper K. Beweisen Sie:

a) Ist das System homogen, so besitzt es mindestens zwei Losungen. 2 Punkte
b) Ist es inhomogen, so hat es entweder keine oder mindestens zwei Losungen. 1 Punkt
Aufgabe 10.
Im Restklassenring Zss3 zur Primzahl 353 sei das Element ays := 151 + Z - 353 gegeben.
Berechnen Sie mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus das Element (c5) 7. 5 Punkte
Aufgabe 11.
2 3 2
Essei V=V (Q) und U = ( _41 , é S - ). Berechnen Sie eine Basis von V/U.
1 2 2 5 Punkte

Aufgabe 12.

In einem affinen Raum M iiber einem Vektorraum V seien Hyperebenen N = px 7 (N) und
L = g+ T (L) gegeben. Zeigen Sie: Fiir jede Hyperebene K, die die Hyperebenen N und L
umfaft, gilt 7(K) 2 T(N)+ 7 (L) + (pqg) . 3 Punkte




2. Semesterklausur zur Linearen Algebra I (11.2.94)
Professor Dr. U. Schoenwaelder, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Bitte bearbeiten Sie auf jedem Blatt nur eine Aufgabe und schreiben Sie auf jedes Blatt Ihren Namen.
Es sind keine Hilfsmittel zugelassen. Beachten Sie, dafl ausfiihrliche Begriindungen einen wesentlichen
Teil der Losung einer Aufgabe bilden. Formulieren Sie vollsténdige Sétze (keine logischen Pfeile!) und
vergessen Sie nicht, jedes ,fiir alle“ oder ,es gibt ein“ wirklich hinzuschreiben. Alle Bezeichnungen,
die Sie benutzen und die nicht aus dem Aufgabentext stammen, miissen Sie erklidren. Die Aufgaben
konnen in beliebiger Reihenfolge bearbeitet werden. Die Bearbeitungszeit betrdgt 120 Minuten.

Viel Erfolg!

Aufgabe 1.

Es sei V = V1 (Z3).
(a) Wieviele Elemente hat V7 (Ausrechnen!) 1 Punkt
(b) Wieviele Basisfolgen hat V7 (Eine Formel geniigt.) 2 Punkte
(c) Wieviele Teilraume der Dimension 2 hat V7 (Ausrechnen!) 2 Punkte

Aufgabe 2.

Essei V = Vy5,1(Q). Welche der folgenden Abbildungen ®;: VxV — Q sind Bilinearformen?

(Jeweils, falls nein, ein konkretes (!) Gegenbeispiel; falls ja, geniigt ein kurzer Hinweis warum.)

Q(X,Y) = 2122 + 1192

Qo (X,Y) = (21 + 22) (11 — ¥2) fir X = < il > und Y = < zl > ) 8 Punkte
2 2
D3(X,Y) = (21— y1) + (22 — 42)
Aufgabe 3. 1 x5
Bestimmen Sie die Menge aller Zahlentripel (z,y, ), fiir die die Matrix [ 2 y 4 | € V3y3(IR)
3 z 6
invertierbar ist. (Beschreiben Sie diese Menge mit Hilfe eines polynomialen Ausdrucks in z, y
und z.) 3 Punkte
Aufgabe 4.
Es sei V = V3,1 (IR) und B = (B, Bs, B3) eine Basisfolge von V. 1 21
Ein Skalarprodukt ® auf V' sei gegeben durch die Matrix M(B,®,B) = A= 2 6 3
1 3 2
(a) Berechnen Sie das Radikal von V' beziiglich ®. 4 Punkte
(b) Ist ® ausgeartet? (Antwort mit Begriindung.) 1 Punkt
Aufgabe 5.
V, B, ® und A seien gegeben wie in Aufgabe 4.
(a) Berechnen Sie eine Orthogonalbasis von V' beziiglich ®. 6 Punkte

(b) Ist ® positiv definit? (Antwort mit Begriindung.) 2 Punkte
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Aufgabe 6.
V, B, ® und A seien gegeben wie in Aufgabe 4. Eine weitere Basisfolge C = (C, Cy, C3) von
0 1 1
V' sei durch die Basiswechselmatrix M(B,C) =T =| 1 0 1 | gegeben. Berechnen Sie die
0 -1 0
Matrix M(C, ®,C). 2 Punkte
Aufgabe 7. L4 1
V, B, ® und A seien gegeben wie in Aufgabe 4, und es sei S = 1 2 =3 | € Vi.3(R).
-1 2 7
(a) Berechnen Sie die Determinanten von A und S. 3 Punkte
(b) Beweisen Sie: Es gibt keine Basisfolge A = (A1, Ay, A3) von V mit M(B,®, A) = S.
2 Punkte
Aufgabe 8.
V, B, ® und A seien gegeben wie in Aufgabe 4.
(a) Invertieren Sie die Matrix A (mit anschlieBender Probe). 3 Punkte
(b) Berechnen Sie die Basiswechselmatrix M (B, D) einer Basisfolge D von V', so daf§ (B, D)
ein Paar zueinander beziiglich ® dualer Basisfolgen ist. 3 Punkte
Aufgabe 9.
V,B,C, Aund T seien gegeben wie in den Aufgaben 4 und 6, und es sei a: V' — V die lineare
Abbildung mit M(B, a, B) = A. Berechnen Sie die Matrix M(C, o, C). 3 Punkte
Aufgabe 10.

Es sei V' ein Vektorraum und ¢ : V' — V eine lineare Abbildung. Zeigen Sie: Sind fiir eine
feste Basisfolge B von V' die Folgen B und ¢(B) gleichorientierte Basisfolgen, so sind fiir jede
Basisfolge C von V' die Folgen C und ¢(C) gleichorientierte Basisfolgen. 3 Punkte

Aufgabe 11.
Essei EF ={-2,—1,0,1,2} C IR, und es seien [ und m die Funktionen in IR mit den folgenden
Werten. " ‘ 9 10 1 2
l(z)y] 1 1011
m(z)|] 0 1 1 10

Approximieren Sie die Funktion f = (z —— 22 — 1 fiir 2 € F) € IR” durch eine Funktion im
Teilraum 7" = (I, m) beziiglich des durch
[(g.h) = > g(a)h(x)

gegebenen Skalarprodukts. et 6 Punkte




1. Nachholklausur zur Linearen Algebra I (8.4.1994)
Professor Dr. U. Schoenwaelder, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Bitte bearbeiten Sie auf jedem Blatt nur eine Aufgabe und schreiben Sie auf jedes Blatt Ihren Namen.
Es sind keine Hilfsmittel zugelassen. Beachten Sie, dafl ausfiihrliche Begriindungen einen wesentlichen
Teil der Losung einer Aufgabe bilden. Formulieren Sie vollsténdige Sétze (keine logischen Pfeile!) und
vergessen Sie nicht, jedes ,fiir alle“ oder ,es gibt ein“ wirklich hinzuschreiben. Alle Bezeichnungen,
die Sie benutzen und die nicht aus dem Aufgabentext stammen, miissen Sie erkldren. Die Aufgaben
konnen in beliebiger Reihenfolge bearbeitet werden. Die Bearbeitungszeit betrdgt 120 Minuten.

Viel Erfolg!

Aufgabe 1.
Formulieren Sie eine Definition fiir den Ausdruck ,erzeugt den Vektorraum V. (Vergessen
Sie nicht, alle Voraussetzungen anzugeben. Vermengen Sie nicht verschiedene, aber dquivalente

Formulierungen; nur eine ist verlangt.) 3 Punkte
Aufgabe 2.
Es sei F' der IR-Vektorraum aller Abbildungen von IR nach IR.
a) Ist My ={feF| f(—-1) < f(0)<f(1)} ein Teilraum von F'? 2 Punkte
b) Ist My ={f € F| f(—1)+ f(1) = f(0)} ein Teilraum von F'? 3 Punkte

c) Ist Ms={f e F| f(—1)= f(0) oder f(1) = f(0)} ein Teilraum von F'? 2 Punkte
Antwort jeweils mit Begriindung.

Aufgabe 3.
Ist die Teilmenge M = {(1,1,0), (0,0,0), (1,1,1), (0,1,0) } von V;y3(Zs) eine Restklasse?
(Begriindung.) 4 Punkte
Aufgabe 4.

Uber dem Korper Zy; mit 11 Elementen ist ein losbares inhomogenes lineares Gleichungssystem
mit 3 Gleichungen und 6 Unbekannten gegeben. Fiir welche der Zahlen
ny =1, ng = 11, ns; = 100, ny = 3000,
ng = 3, ng = 33, ng = 1000, ng = 15000
ist die Aussage A(n;):
,Das System hat notwendigerweise mindestens n; Losungen*

richtig, fiir welche nicht? (Achten Sie auf eine vollstandige Begriindung Threr Antwort.) 5 Punkte

Aufgabe 5.
Im Z5-Vektorraum V,5(Zs) sind die folgenden Vektoren gegeben.

X; =(1,2,3,4,0),
X, =(4,1,3,0,2),
X3 =1(1,1,2,1,1),
X, =1(0,2,1,3,4),
X5 =(3,0,2,0,4).
a) Berechnen Sie eine Basisfolge fiir das Erzeugnis T' = (X7, X5, X3, X4, X5). 4 Punkte

b) Welche Dimensionen haben die Teilrdume 77 = (X3, Xo, X3), To = (X3, X4, X5) und
T3 = Tl N T27 4 Punkte




Aufgabe 6.

Im Vektorraum F(IR) aller reellwertigen Abbildungen auf IR betrachten wir die Funktionen
s =(z+—sinz fir z € IR),
c=(x+—cosz firzxzelR),

q=(xr+——2* firzeR).

Ist die Folge (s, ¢, q) linear unabhéngig? (Antwort mit Begriindung.) 4 Punkte
Aufgabe 7.

a) Hat die Restklasse 55 im Restklassenring Zgg ein inverses Element beziiglich der Multi-

plikation? (Berechnen Sie es, oder zeigen Sie, dafl es keins gibt.) 5 Punkte

b) Hat die Restklasse 6 im Restklassenring Zgg ein inverses Element beziiglich der Multipli-

kation? (Berechnen Sie es, oder zeigen Sie, dafl es keins gibt.) 3 Punkte
Aufgabe 8.

a) Die ganzzahligen Losungen (x,y) € Viy2(Z) der Gleichung 113z + 37y = 0 bilden den
Z-Modul H = (37,—113) - Z. Nun sei (zg,yo) eine ganzzahlige Losung der Gleichung

113z 4+ 37y = 1.
Geben Sie die Menge aller ganzzahligen Losungen dieser Gleichung an. 2 Punkte
b) Berechnen Sie eine ganzzahlige Losung (xg, yo) € Vix2(Z) der Gleichung 113z+437y = 1.
4 Punkte
Aufgabe 9. 1 2 i
. . 0 1 141
Im € -Vektorraum V' = V4 (C) sind die Vektoren X; = ; , Xy = e X5 = 1_s
141 0 0

gegeben. Die Folge (X7, Xs, X3) ist offensichtlich linear unabhéngig. Geben Sie einen Teilraum

U von V an derart, daB (X, +U, Xo+U, X54+U) eine Basisfolge des Faktorraums V/U ist.
(Begriindung.) 5 Punkte

Aufgabe 10.
In einem affinen Raum M iiber V341(Q) ist ein Punkt p € M vorgegeben (,,Ursprung®). Wir
definieren Geraden

G=pxR und H=pxS

durch Angabe der Restklassen

1 1 2 0
R=[0[|+(] 2] ud S:=[1/[+( 1]
1 3 0 1
Zeigen Sie, dafl die Geraden G und H sich nicht schneiden. 5 Punkte

1. Nachholklausur zur Linearen Algebra I (8.4.1994) Blatt 2



2. Nachholklausur zur Linearen Algebra I (8.4.1994)
Professor Dr. U. Schoenwaelder, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Bitte bearbeiten Sie auf jedem Blatt nur eine Aufgabe und schreiben Sie auf jedes Blatt Thren Namen. Es sind
keine Hilfsmittel zugelassen. Beachten Sie, dafl ausfiihrliche Begriindungen einen wesentlichen Teil der Losung
einer Aufgabe bilden. Formulieren Sie vollstéindige Sétze (keine logischen Pfeile!) und vergessen Sie nicht, jedes
Hfur alle oder ,es gibt ein“ wirklich hinzuschreiben. Alle Bezeichnungen, die Sie benutzen und die nicht aus
dem Aufgabentext stammen, miissen Sie erkldren. Die Aufgaben kénnen in beliebiger Reihenfolge bearbeitet

werden. Die Bearbeitungszeit betragt 120 Minuten.
Viel Erfolg!

Aufgabe 1.
Wieviele injektive Vektorraum-Homomorphismen 7: Vo1 (Z3) — Vix1(Z3) gibt es? 5 Punkte
Aufgabe 2. 1
Im Zy—Vektorraum V := V3y1(Z5) sei der Vektor X = | 1 | gegeben.
1
a) Wieviele Teilrdume hat der Faktorraum V/(X)? 3 Punkte
b) Wieviele Teilrdume von V' gibt es, die den Vektor X enthalten? 4 Punkte
Aufgabe 3. -1 -1 -1
Invertieren Sie die Matrix M = 3 4 2| €eVis@Q). 3 Punkte
6 3
Aufgabe 4. 1 1
Gegeben seien die Vektoren X; = (1) , Xo = ? € Vi1 (IR) und Y = < (1) ) € Va1 (IR)
1 0

sowie die lineare Abbildung a: V41 (IR) — V.1 (IR), die beziiglich der Standard-Basisfolgen
S4 und Sy durch die Matrix M(Ss, a, S4) = ( 1201 ) beschrieben wird.

1111
a) Berechnen Sie a(X}). 1 Punkt
b) Berechnen Sie die Menge aller Urbilder von Y. 3 Punkte
c) Ist die von o auf dem Teilraum U = (X, X5) bewirkte Abbildung
aly: U — Vo (IR) injektiv? 3 Punkte
Auf V = V3,4(IR) betrachten wir das Skalarprodukt I' mit M = M(S,[,S)=| 1 0 1 [,
wobei § die Standard-Basisfolge bezeichnet. 1 111
a) Berechnen Sie den Orthogonalraum U zum Teilraum 7= (| 0 |) in V. 4 Punkte
1
1 2
b) Berechnen Sie eine Orthogonal-Basisfolge fiir den durch B = ([ 2 |,| 0 [) erzeugten
Teilraum W von V. 0 1 7 Punkte

Aufgabe 6.
Ist das Skalarprodukt I" auf V3,3 (IR) aus Aufgabe 5 positiv definit? 6 Punkte




Aufgabe 7.

Essei I': V x V — K eine (feste) nicht ausgeartete Bilinearform auf einem K-Vektorraum V'
(K kommutativ). Wir ordnen jeder linearen Abbildung a: V' — V' die Bilinearform I', mit

(Y, X)=T(a(Y),X) fir VXeV
f:=(ar—T,): Hom*(V,V) — Bil(V)

zwischen dem K-Vektorraum Hom®(V, V) aller linearen Abbildungen auf V' und dem K-Vek-
torraum Bil(V') aller Bilinearformen auf V'

zu. Ist diese Zuordnung

a) linear, 3 Punkte
b) injektiv? 5 Punkte
Aufgabe 8.

Gegeben sei eine Basisfolge B des Vektorraums V' = V3,4 (IR). Wir betrachten den Isomorphis-
mus 7: V — V* der B auf die duale Basisfolge B* abbildet. Es sei X € V der Vektor mit

—1
M(B, X) = 1 |, und es sei f :=m(X) € V* sein Bild unter 7.
0
Berechnen Sie den Wert f(X) (also 7(X)(X)). 4 Punkte

Aufgabe 9.
Auf dem Intervall I = [0,2] C IR seien die Funktionen I, m, f € IR” mit den folgenden Werten

ben.
gegeben | fiir & € [0,1) | fiir 2 € [1,2]

I(x) 1 0
m(z) 0 1
f(x) x? x?

Approximieren Sie die Funktion f durch eine Funktion im Teilraum 7" = (I, m) beziiglich des

durch 9
D(g.h) = [ g(@)h(a)dr.
gegebenen Skalarprodukts. (Ergebnis formulieren.) 6 Punkte
Aufgabe 10.
Berechnen Sie eine gute Ersatzlosung fiir das folgende lineare Gleichungssystem iiber .
O-zqy + 129 = —4
221 + 3-19 = 1 4 Punkte
4. Ty + O - To = 2
Aufgabe 11.
Formulieren Sie eine Definition fiir den Begriff ,, Determinantenform®. (Vergessen Sie nicht, alle
Voraussetzungen anzugeben.) 3 Punkte
Aufgabe 12.

Im Vektorraum V3. (IR) seien zwei Basisfolgen B und C durch ihre Matrizen M(S,B) =

2 1 0 10 1
I 1 =2 |und M(S,C)=1| 2 1 —1 | beziiglich der Standard-Basisfolge S gegeben.
0 -1 2 30 2
a) Berechnen Sie die Determinanten der beiden Matrizen. 2 Punkte

b) Sind die beiden Basisfolgen gleich orientiert? (Mit Beweis.) 4 Punkte
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Aufgabenblatt 1 zur
Vordiplom-Klausur Lineare Algebra (5.4.1994)

Professor Dr. U. Schoenwaelder, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Aufgabe 1.
Formulieren Sie eine Definition fiir die Begriffe ,linear abhiingig® und ,linear unabhéngig*.
(Vergessen Sie nicht, alle Voraussetzungen anzugeben.) 3 Punkte
Aufgabe 2.
Im IR-Vektorraum F' = V1 (IR) seien die folgenden Mengen M; und M, gegeben.
T T
M, ={ iZ € F|92? — 423 =0}, My=/{ ? € F | 92?7 + 423 = 0}.
3 3
Ty Ty
a) Ist M; ein Teilraum von F'? (Begriindung.) 2 Punkte
b) Ist M, ein Teilraum von F'? (Begriindung.) 4 Punkte
c) Geben Sie fiir jede der Mengen M; und My, sofern sie ein Teilraum ist, eine Basisfolge
an. 2 Punkte
Aufgabe 3.

Es sei ein 16sbares inhomogenes lineares Gleichungssystem mit 3 Gleichungen und 5 Unbekann-
ten iiber dem Korper Zjgp9 mit 1009 Elementen gegeben (bekanntlich ist 1009 eine Primzahl).
Fiir welche der Zahlen

ny =1, ng = 1000, ns = 10000, ny = 10000 000,

ng = 10, ny = 1010, ng = 1000 000, ng = 1000000 000

ist die Aussage ,,das System hat notwendigerweise mindestens n; Losungen® wahr, fiir welche

ist sie falsch? Geben Sie fiir Thre Antwort einen ausfiihrlichen Beweis. 6 Punkte

Aufgabe 4. 1

In V = V1 (Zs5) sei der Teilraum T = ( 1 ) gegeben. Geben Sie eine Basisfolge fiir den
1

Faktorraum V/T an. (Formulierung und Begriindung sind wichtig.) 4 Punkte

Aufgabe 5.

Geben Sie Basen fiir drei 2-dimensionale Teilrdume T3, Ty, T3 von V := V4,1 (IR) an, so daf
die Summe von je zweien dieser Teilrdume ganz V' ist (mit Begriindung). 4 Punkte




Aufgabenblatt 2 zur
Vordiplom-Klausur Lineare Algebra (5.4.1994)

Professor Dr. U. Schoenwaelder, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Aufgabe 6. 1 3 4
Invertieren Sie die Matrix M = ( -3 10 14 ) € Vi.3(Q). 5 Punkte
1 —4 -5
Aufgabe 7. 1101
) . . . ) . 01 01
Wir betrachten einen 4-dimensionalen ®Q-Vektorraum V und die Matrix A = 1010
tiber Q. Beweisen Sie jeweils (ohne viel zu rechnen), ob oder ob nicht 1101

a) es Basisfolgen B; und By von V und eine lineare Abbildung ¢: V. — V gibt, so dafl
M(By, ¢, B1) = A und M(Bs, ¢, B2) = AE fiir ein A € Q (also ein skalares Vielfaches der

Einheitsmatrix F) ist, 3 Punkte

b) es Basisfolgen C; und Cy von V' und eine Bilinearform ®: V x V — Q gibt, so dafl

M(Cy, ®,Cy) = A und M(Cy, @, Cy) eine Diagonalmatrix ist. 3 Punkte
Aufgabe 8.

Wir betrachten auf W = V,5(Z5) das Standard-Skalarprodukt ®: W x W — Z5 mit

5
O(X,Y) =Y zy fir X=(x1,....25), Y =(y1,...,y5) € W.
=1

a) Ist ® ausgeartet? 2 Punkte
b) Gibt es in W isotrope Vektoren beziiglich ®7? 2 Punkte

Begriinden Sie jeweils Thre Antwort.

Aufgabe 9.

Es sei B eine Basisfolge von V' = V3,4(Z3). Ein Skalarprodukt ®: V' x V' — Z3 sei gegeben
1 -1 1

durch die Matrix M(B,®,B) = | —1 1 —1 |. Berechnen Sie eine Orthogonalbasis C von
1 -1 1

V beziiglich ®. (Vergessen Sie nicht die Formulierung des Ergebnisses.)
Hinweis: Das Gram-Schmidt-Verfahren ist hier ungeeignet. 4 Punkte




Aufgabenblatt 3 zur
Vordiplom-Klausur Lineare Algebra (5.4.1994)

Professor Dr. U. Schoenwaelder, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Aufgabe 10.

Gegeben seien K-Vektorrdume W und V gleicher Dimension, eine nicht ausgeartete Bilinear-
form ®: W x V. — K sowie ein Paar (B', B) beziiglich ® dualer Basisfolgen von W und V.

a) Welche Matrix hat & beziiglich B’ und B? 2 Punkte

b) Es sei (C',C) ein weiteres Paar beziiglich ® dualer Basisfolgen von W und V. Leiten Sie
eine Formel her, mit der sich aus der Basiswechselmatrix M(B,C) die Basiswechselmatrix
m(C’, B') berechnen lafit. 2 Punkte

Aufgabe 11.

Das folgende lineare Gleichungssystem iiber @Q ist offenbar nicht lésbar.
2- ry + 1- Ty = 8
1oy + 129 = 4
O-27 + 129 = 2
Berechnen Sie eine neue rechte Seite, so daf§ das Gleichungssystem losbar wird und die Abwei-

chung der neuen rechten Seite von der alten beziiglich des Standard-Skalarprodukts moglichst
klein wird, und zwar auf zwei Arten:

a) nach der allgemeinen Methode der besten Approximation, 8 Punkte

b) durch vorherige Bestimmung einer guten Ersatzlosung fiir ein ,iiberbestimmtes* lineares

Gleichungssystem. 6 Punkte
Aufgabe 12. 51 0 1
L . . 01 -1 2

Berechnen Sie die Determinante der Matrix M = 10 12 € V4u(R). 4 Punkte
2 10

Aufgabe 13.
Wir betrachten im Restklassenring Z,55 die Restklassen 55 und 42, die die Zahlen 55 bzw. 42
enthalten.

a) Hat 55 ein inverses Element beziiglich der Multiplikation? Wenn ja, berechnen Sie es.
Wenn nein, beweisen Sie, dafl es keins gibt. 4 Punkte

b) Hat 42 ein inverses Element beziiglich der Multiplikation? Wenn ja, berechnen Sie es.
Wenn nein, beweisen Sie, dafl es keins gibt. 2 Punkte




Aufgabenblatt 1 zur
Vordiplom-Klausur Lineare Algebra (22.9.1994)

Professor Dr. U. Schoenwaelder, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Aufgabe 1.
Formulieren Sie eine Definition fiir die Begriffe ,,Bilinearform®, , Skalarprodukt® und ,,ausgear-
tetes Skalarprodukt®. (Vergessen Sie nicht, alle Voraussetzungen anzugeben.) 4 Punkte
Aufgabe 2.
Es sei F' der IR-Vektorraum aller Abbildungen von IR nach IR.
a) Ist My ={feF|f(2)f(3) =f(6)} ecin Teilraum von F? 2 Punkte
b) Ist My ={f € F| f(2)+ f(3) = f(5)} ein Teilraum von F? 3 Punkte

(Antwort jeweils mit Begriindung.)

Aufgabe 3.

Wir betrachten l6sbare inhomogene lineare Gleichungssysteme mit 2 Gleichungen und 5 Unbe-
kannten iiber dem Korper Z; mit 7 Elementen. Bestimmen Sie die natiirliche Zahl n, fiir die
die beiden folgenden Aussagen gelten.

(1) Jedes solche System hat mindestens n Losungen.

(2) Nicht jedes solche System hat mindestens n + 1 Losungen.

(Geben Sie ausfiihrliche Beweise fiir beide Eigenschaften.) 7 Punkte
Aufgabe 4.
Im Vektorraum V' = V,1(Z5) iiber dem Korper Zs mit 5 Elementen sei der Teilraum

1 2 2

2 1 2

T={ 2 1712|711 )

1 3 1
gegeben. Geben Sie eine Basisfolge fiir den Faktorraum V/T" an. (Formulierung und Begriindung
sind wichtig.) 5 Punkte
Aufgabe 5. 1 —1 o
Invertieren Sie die Matrix M = 2 —1 3 | €V33(Q). 5 Punkte

-1 3 =3




Aufgabenblatt 2 zur
Vordiplom-Klausur Lineare Algebra (22.9.1994)

Professor Dr. U. Schoenwaelder, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Aufgabe 6.

Es sei V der Vektorraum V4,1 (IR).
a) Geben Sie, falls moglich, zwei 3-dimensionale Teilrdume T}, T, von V' an mit 77N7T; = {0}.
3 Punkte

b) Geben Sie, falls moglich, drei 2-dimensionale Teilrdume Uy, Uy, Us von V' an, die paarweise
den Durchschnitt {0} haben. 4 Punkte

c¢) Gibt es zweihundert 1-dimensionale Teilrdume in V', die paarweise den Durchschnitt {0}
haben? 3 Punkte
(Antwort jeweils mit Begriindung. Achten Sie auf die Formulierung.)

Aufgabe 7.
Wieviele lineare Abbildungen a: V451 (Q) — V341 (Q) gibt es, welche folgendermafien abbil-
den? 1 0 -1
1 1 0 0 —1 0
Alz 0 MBlz 0 7142: 9 I%BQZ 1 ,Agz 9 |—>Bgz 0 .
0 0 2 0 2 1
(Mit Beweis.) 3 Punkte
Aufgabe 8.
Es sei B = (B, Bs, B3) eine Basisfolge von V' = V3,1(IR) und ®: V x V' — IR das durch
1 2 -1
die Matrix M(B, ®, B) = 2 1 1 | bestimmte Skalarprodukt auf V. Berechnen Sie mit
-1 1 1

Hilfe der Methode der simultanen Zeilen- und Spaltenumformungen eine Orthogonalbasisfolge
C = (C4,Cy, C5) von V beziiglich ®, und geben Sie

a) die Matrix M(C, ®,C),

b) die Basiswechselmatrix M(B,C) und

c) die Basisvektoren Cy, Cy, Cj als Ausdriicke in By, By, B an. 5 Punkte

Aufgabe 9.

In Aufgabe 8 hitten wir auch das Gram-Schmidt-Verfahren anwenden konnen. Aber das funk-

tioniert nicht immer.
a) Warum nicht? 2 Punkte
b) Es sei V = V,41(IR) mit n > 1 und @ ein Skalarprodukt auf V. Geben Sie fiir ¢ eine
hinreichende Bedingung dafiir an, daf§ man aus jeder Basisfolge B von V mit Hilfe des

Gram-Schmidt-Verfahrens eine Orthogonalbasisfolge von V' beziiglich ® berechnen kann.
(Mit Begriindung.) 2 Punkte




Aufgabenblatt 3 zur
Vordiplom-Klausur Lineare Algebra (22.9.1994)

Professor Dr. U. Schoenwaelder, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Aufgabe 10.

Es sei £ ={0,1,2,3,4} C IR, und es sei f die Funktion in IR® mit den folgenden Werten.

|01 23 4
fl@) |8 43 0-10

Bestimmen Sie diejenige quadratische Funktion g¢(z) = ax? + bz + ¢ auf E (also diejenige
Funktion g aus dem von den Potenzfunktionen py, p;, po aufgespannten Teilraum von IR®), die
die beste Approximation der Funktion f beziiglich des durch
L(g.h) = g(a)h(x)
zeE
gegebenen Skalarprodukts liefert. (Wir empfehlen, fiir jede in der Rechnung auftretende Funk-

tion die gegebene Wertetabelle um die entsprechende Zeile zu ergénzen.) 8 Punkte
Aufgabe 11. L2 0 -9
L . . 21 =2 0
Berechnen Sie die Determinante der Matrix M = 01 -1 2 € Vuiuu(R). 4 Punkte
2 0 2 1
Aufgabe 12.
Es sei R ein kommutativer Ring-mit-1, und es sei a ein Nullteiler von R. Zeigen Sie, daf} a in
R kein (multiplikatives) Inverses besitzt. (Die Formulierung ist wichtig.) 3 Punkte
Aufgabe 13.
Wir betrachten im Restklassenring Z,;; die Restklasse 70, die die Zahl 70 enthilt. Berechnen
Sie zu 70 ein inverses Element beziiglich der Multiplikation. 4 Punkte
Aufgabe 14.
Es sei V' der Vektorraum Vgsu;(Z3). Die lineare Abbildung 5: V' — V sei beziiglich der
011
Standardbasis S von V' durch die Matrix M(S,3,S) = 0 2 0 | gegeben.
2 21

a) Gibt es in V einen 1-dimensionalen, f-invarianten Teilraum 7" (d. h. (7)) < T')?

b) Gibt es in V einen 2-dimensionalen, -invarianten Teilraum U (d. h. §(U) < U), dessen
sdmtliche 1-dimensionale Teilrdume ebenfalls g-invariant sind?

(Denken Sie daran, daf wir iiber dem Koérper mit 3 Elementen rechnen!) 7 Punkte




1. Semesterklausur zur Linearen Algebra I (9.12.94)

Professor Dr. H. Pahlings, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Bitte bearbeiten Sie auf jedem Blatt nur eine Aufgabe, und schreiben Sie auf jedes Blatt Thren Na-
men. Von den 11 gegebenen Aufgaben fiir insgesamt 48 Punkte kénnen Sie eine beliebige Auswahl
in beliebiger Reihenfolge bearbeiten, jedoch werden nur maximal 40 der erreichten Punkte auf den
Ubungsschein angerechnet. Beachten Sie, daf ausfithrliche Begriindungen einen wesentlichen Teil der

Losung einer Aufgabe bilden. Die Bearbeitungszeit betragt 120 Minuten. Viel Erfolg!

Aufgabe 1.
Geben Sie fiir die folgenden Begriffe jeweils eine vollstandige Definition an.

a) Dimension eines endlich erzeugten Vektorraumes,
b) Summe T} + T» zweier Teilriume eines Vektorraumes,

c) Kern einer linearen Abbildung.

(Vergessen Sie nicht, alle Bezeichnungen, die Sie einfiihren, zu erkldren.) 3 Punkte
Aufgabe 2.
Geben Sie ein Element a # 0 im Ring Z;4 an, das kein (multiplikativ) inverses Element besitzt.
(Mit Beweis) 3 Punkte
Aufgabe 3.

Welche der folgenden Teilmengen von @2 sind Teilrdume von Q*?
M, :={(a,b) | a=b+5}, My:={(a,b) | a=0b-5}, Ms:={(a,b)|a=0}.
(Antwort jeweils mit Begriindung) 4 Punkte

Aufgabe 4.

Beweisen Sie oder widerlegen Sie (durch Angabe eines konkreten Gegenbeispiels) die folgende
Behauptung: Ist V' ein K-Vektorraum iiber einem Korper K und sind u, v, w Vektoren aus V
mit der Eigenschaft, daf jede der Mengen {u, v}, {u,w} und {v,w} linear unabhéngig ist, so
ist auch die Menge {u,v,w} linear unabhéngig. 3 Punkte

Aufgabe 5.
Welche der folgenden Abbildungen von IR? in IR? sind linear?

P1: (551,372) L (1'1 — 29, 0, 20 — «752)7 P2 (951>5E2) — (3719527 T, 352)-

(Antwort jeweils mit Begriindung) 4 Punkte




1. Semesterklausur zur Linearen Algebra I 9.12.94

Aufgabe 6. 1 1 4

Im Vektorraum V = Z2>*!' seien die Teilriume 7y = (| 4 |) und T, = ([ 3 |,| 3 |)

gegeben. 1 0 1
a) Bestimmen Sie die Dimensionen von 77 + T3 und 77 N Ts. 4 Punkte
b) Bestimmen Sie eine Basis von V/T7. 2 Punkte

Aufgabe 7.

Es sei n € IN und V ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Zeigen Sie: Es gibt genau dann eine

lineare Abbildung ¢: V' — V mit Kern¢ = Bild ¢, wenn n gerade ist. 4 Punkte

Aufgabe 8.

Essei A = (8 1 ) € V=IR>?und ¢: V — V definiert durch ¢(X) = AXA fiiralle X € V.
a) Zeigen Sie, dafl ¢ linear ist. 1 Punkt
b) Geben Sie je eine Basis von Kern ¢ und Bild ¢ an. 4 Punkte
c) Ergénzen Sie eine Basis von Kern ¢ zu einer Basis von V. 1 Punkt

Aufgabe 9.

Es sei V' ein K-Vektorraum, T" ein Teilraum von V', der nicht nur aus dem Nullvektor besteht,
und vy, ...,v, € V,sodaBl (v; +7T),...,v, +T) eine Basis von V/T ist. Beweisen oder widerlegen
Sie die folgenden Aussagen.

a) (v, ...,v,) ist ein Erzeugendensystem von V. 2 Punkte
b) (v1,...,v,) ist linear unabhéngig in V. 2 Punkte
Aufgabe 10.

Gegeben sei der 3-dimensionale IR-Vektorraum V' = (py, p2, p3) < Abb(IR, IR) mit p;(z) = z* fiir
i €{1,2,3} und z € IR. (Wir wissen aus der Vorlesung, daf} (p;, ps, p3) linear unabhéngig ist.)

f(=2)
Weiter sei W= IR**!, und es sei p: V — W die durch ¢(f) =| f(0) | definierte Abbildung
von V in W. Ist ¢ linear? Ist ¢ surjektiv? Ist ¢ injektiv? f(2)
(Antwort jeweils mit Begriindung) 5 Punkte

Aufgabe 11.
Essein € IN und A = [a;;] € R"™" mit a;; = j — ¢ fiir 1 < 4,5 < n. Bestimmen Sie Rg A.
Hinweis: Betrachten Sie zuerst die Fallen =1, n =2, n = 3. 6 Punkte




2. Semesterklausur zur Linearen Algebra I (3.2.95)
Professor Dr. H. Pahlings, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Bitte bearbeiten Sie auf jedem Blatt nur eine Aufgabe, und schreiben Sie auf jedes Blatt Ihren Namen.
Von den 10 gegebenen Aufgaben fiir insgesamt 70 Punkte kénnen Sie eine beliebige Auswahl in belie-
biger Reihenfolge bearbeiten. Sie brauchen insgesamt (also aus beiden Semesterklausuren zusammen)
mindestens 50 Punkte, um einen Ubungsschein zu erhalten. Bitte beachten Sie bei der Bearbeitung
der Aufgaben, dafl ausfiihrliche Begriindungen einen wesentlichen Teil der Losungen bilden. Die Be-
arbeitungszeit betragt 120 Minuten. Viel Erfolg!

Aufgabe 1.
Formulieren Sie Definitionen fiir die Begriffe , Eigenwert”, , Eigenvektor® und , Eigenraum®.
(Vergessen Sie nicht, jeweils alle Voraussetzungen anzugeben.) 4 Punkte
Aufgabe 2.

Es seien Permutationen o, 7 € Sy definiert durch

(1 23 456 P 123 456
“\231564) "™ "7 64351 2)"
a) Schreiben Sie ¢ und 7 als Produkte von Zykeln mit disjunkten Ziffernmengen.

b) Berechnen Sie daraus o -7, 7-0 und o~ -7-0 jeweils in Zykelnschreibweise (Multiplikation

von rechts nach links wie in der Vorlesung). 5 Punkte
Aufgabe 3. 1 4 9 1
In V = IR*! seien die Teilriume U = (| 2 |,| 3 [Jund W = (| =1 |,| 2 |) gegeben.
-3 -2 1 3
Berechnen Sie je eine Basis fiir UNW und U + W. 6 Punkte
Aufgabe 4.

Es seien p,q € Q[X] mit p = X® —5X° —3X* 4+ 5X3+3X? —2X —9und ¢ = X2 - 5X — 2.
a) Dividieren Sie p mit Rest durch g.

b) Berechnen Sie ¢(A) und p(A) fiir A — [ L2

3 4 e qQ 22 7 Punkte

Aufgabe 5.
a) Wieviele invertierbare Matrizen gibt es in Z2**?
b) Wieviele Matrizen A € Z2** mit det A = 0 gibt es?
c) Essei 0 # a € Zs. Wieviele Matrizen A € Z2** mit det A = a gibt es?

Antwort jeweils mit Begriindung. 7 Punkte




2. Semesterklausur zur Linearen Algebra I 3.2.95

Aufgabe 6. 1 0 0 0 1 1
Essind B=(|0|,|1|,/0])undB =(|1],]0]|,| 1) Basisfolgen von V = Q?
0 0 1 1 2 0
: 1 0 , 1] [2 : 2 e
sowie C' = ( ol |1 ) und C" = ( a5 ) Basisfolgen von W = Q<. Eine lineare
K T+ L
Abbildung ¢: V' — W sei definiert durch ¢(| z2 |) = [ ycl xg ], undesseiv=| 2 | € V.
2 — T3
x 3

a) Berechnen Sie ,[p]lp und o [¢lg. - ’

b) Berechnen Sie cg (v) und cq(¢(v)). 8 Punkte
Aufgabe 7.
Es sei K ein Kérper, V ein K-Vektrorraum und ¢ € End V mit ¢* = ¢. Zeigen Sie:

a) ¢ ist diagonalisierbar.

b) Ist t ein Eigenwert von ¢, so gilt t € {0, 1}. 5 Punkte
Aufgabe 8.
Es seien ¢ und v zwei vertauschbare Endomorphismen eines K-Vektorraums V. Zeigen Sie:
Jeder Eigenraum von 1) ist ¢-invariant. 5 Punkte
Aufgabe 9. 0 -1 2

a) Berechnen Sie alle Eigenwerte der Matrix A= | 0 —1 3 | € €**,

1 -1 0
b) Zeigen Sie, ohne irgendwelche Matrixmultiplikationen auszufiihren, daf A* gleich der
Einheitsmatrix Ej3 ist.

¢) Bestimmen Sie ein Polynom p € € [X] vom Grade 2, fiir das p(A) = A~! gilt. 12 Punkte

Aufgabe 10. 01 1
Gegeben sei die Matrix A= | 0 1 0 | € Z3**. Berechnen Sie
110

a) die Jordan-Normalform von A,
b) eine invertierbare Matrix P € Z5**, so da P~'AP in Jordan-Normalform ist,

¢) das Minimalpolynom von A. 11 Punkte




Nachholklausur zur Linearen Algebra I (29 3.95)
Professor Dr. H. Pahlings, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Bitte bearbeiten Sie auf jedem Blatt nur eine Aufgabe, und schreiben Sie auf jedes Blatt Thren Na-
men. Von den 10 gegebenen Aufgaben fiir insgesamt 60 Punkte kénnen Sie eine beliebige Auswahl in
beliebiger Reihenfolge bearbeiten. Sie brauchen 25 Punkte, um einen Ubungsschein zu erhalten. Bitte
beachten Sie bei der Bearbeitung der Aufgaben, dafl ausfiihrliche Begriindungen einen wesentlichen
Teil der Losungen bilden. Die Bearbeitungszeit betragt 120 Minuten.

Viel Erfolg!

Aufgabe 1.

a) Formulieren Sie Definitionen fiir die Begriffe ,Restklasse®, ,Faktorraum® und ,,Dual-
raum“. Zur Erinnerung: Vergessen Sie nicht, jeweils alle Voraussetzungen anzugeben und

alle Bezeichnungen, die Sie benutzen (wie z. B. K oder V'), zu erkléren. 3 Punkte

b) Zwei endlich-dimensionale K-Vektorraume V' und W (tiber demselben Korper K) sei-

en durch die Basisfolgen B = (vy,...,v,) und C = (wy,...,w,,) gegeben, und es sei

¢:V — W eine lineare Abbildung von V nach W. Wie ist die Abbildungsmatrix von ¢

beziiglich B und C definiert? 2 Punkte
Aufgabe 2.

Es seien 17 und 75 zwel 2-dimensionale Teilrdume eines 3-dimensionalen Vektorraums. Welche
Dimension mufl 77 N 75 mindestens haben? Begriinden Sie Thre Antwort, und geben Sie ein

konkretes Beispiel fiir diesen Fall an. 3 Punkte
Aufgabe 3.
Es sei K ein Korper und V = K?*2 der Vektorraum der 2 x 2-Matrizen iiber K.
Ist U ={A €V |det A= 0} ein Teilraum von V7 (Antwort mit Begriindung.) 4 Punkte
Aufgabe 4. 1 0 ¢—3 - 1
Fiir welche ¢ € @ hat das Gleichungssystem 2 2 6 |l ay | = | 2 | tiber Q

2 c+2 7 T3 4

a) keine Losung,

b) genau eine Losung,

¢) mehr als eine Losung? (Antwort jeweils mit Begriindung.) 6 Punkte
Aufgabe 5. 1 1 0 1 0 1
. 0 1 1 0 1 1 e
Es seien T} = ol ] o ) und Ty = ( ol 11111 ) zwei Teilrdume des Vek-
0 1 1 1 0 0
torraums V = 124 *1 Berechnen Sie eine Basis fiir 7} N 7. 5 Punkte
Aufgabe 6.
Gegeben seien ein 2-dimensionaler Vektorraum V' iiber einem Korper K, eine Basis B von V'
sowie die zwei Matrizen A; = [ 1 1 und A, = 8 1 aus K2*2. Dann gibt es eine lineare

Abbildung ¢: V' — V sowie eine Bilinearform ®: V x V — K mit 5 [p]g =[]z = A4;.
a) Gibt es eine Basis C' von V mit . [¢], = A27 (Antwort mit Begriindung.) 4 Punkte
b) Gibt es eine Basis D von V mit [®], = A»? (Antwort mit Begriindung.) 3 Punkte




Nachholklausur zur Linearen Algebra I 293.95

Aufgabe 7.
Im Vektorraum Abb (IR, IR) betrachten wir den Teilraum V', der von den durch

fi(z) = sin®z, fo(x) = cos’z und f3(z) = sinz cosz fiir alle x € IR

definierten Abbildungen f1, fa, f3 erzeugt wird. Dann ist die Menge B = {f1, fo, f3} eine Basis
von V. (Das brauchen Sie nicht zu zeigen.) Ferner sei ¢: V' — V die durch

o(f)(x) = f(x) + f'(x) firalle f€V und z € R

definierte Abbildung von V' nach V', wobei f’ und f” die gewohnliche erste und zweite Ableitung
von f nach x bezeichnen. Bekanntlich ist ¢ linear.

a) Berechnen Sie die Abbildungsmatrix glp]p. 5 Punkte
b) Berechnen Sie eine Basis von Kern . (Vergessen Sie dabei nicht, daf die
Vektoren von V' Funktionen und keine Spalten sind.) 3 Punkte
Aufgabe 8.
Es sei K ein Korper, n eine natiirliche Zahl, A € K™*" eine invertierbare Matrix und B € K™*".
Zeigen Sie: Jeder Eigenwert von AB ist auch ein Eigenwert von BA. 4 Punkte
Aufgabe 9.
Essei V = P3(IR) der Vektorraum der Polynomfunktionen vom Grad < 3 auf IR, B = (f1, f2, f3)
1 3 1
eine Basisfolge von V' und ¢ die durch die Matrix ;[¢]; = | =1 —3 —1 | definierte lineare
Abbildung von V in V. 0O 1 0
a) Berechnen Sie die Eigenwerte von ¢ und ihre algebraischen Vielfachheiten. 3 Punkte

b) Berechnen Sie fiir jeden Eigenwert von ¢ eine Basis des zugehorigen Eigenraums.
(Vergessen Sie dabei nicht, daf§ die Vektoren in V' Polynomfunktionen und keine

Spalten sind.) 5 Punkte
¢) Berechnen Sie das Minimalpolynom von ¢. 3 Punkte
Aufgabe 10.

Es sei wieder V' = P3(IR) der Vektorraum der Polynomfunktionen vom Grad < 3 auf IR und
B = (f1, fa, f3) eine Basisfolge von V', und es sei ® die durch die Matrix

121
[@,=1]2 4 4
14 3

definierte Bilinearform ® auf V. Berechnen Sie eine Orthogonalbasis C' = (g1, g2,93) von V
beziiglich ®, und geben Sie die Matrix [®]., die Basiswechselmatrix j [id], sowie die Basisvek-
toren g1, go, g3 (als Ausdriicke in fi, fa, f3) an. 7 Punkte

Hinweis: Wir empfehlen, die Methode der simultanen Zeilen- und Spaltenumformungen zu be-
nutzen.




Aufgabenblatt 1 zur
Vordiplom-Klausur Lineare Algebra (14.3.1995)

Professor Dr. H. Pahlings, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Aufgabe 1.

Formulieren Sie Definitionen fiir die folgenden Begriffe:
a) Wann heifit eine Abbildung injektiv? 1 Punkt
b) Wann heiit ein Endomorphismus diagonalisierbar? 1 Punkt
c) Was heifit Dualraum? 1 Punkt

Zur Erinnerung: Vergessen Sie nicht, jeweils alle Voraussetzungen anzugeben und alle Bezeich-
nungen, die Sie benutzen (wie z. B. K oder V'), zu erkléren.

Aufgabe 2.

Es sei V' der IR-Vektorraum aller Abbildungen von IR nach IR.
a) Ist My ={f eV | f(2) = f(0)+2} ein Teilraum von V7 2 Punkte
b) Ist My ={f eV | f(2) = f(1)- -2} ein Teilraum von V? 3 Punkte

(Antwort jeweils mit Begriindung.)

Fiir die Aufgaben 3 bis 5 nehmen wir an, es sei V der Vektorraum V = Z2*!, und es seien in

1 1 1 4 2 3
V die Teilvdume T3 = (| 1 |, | 2 |),To=(| 2 |,| 3 [)undT3=(| 0 |,]| 1 |) gegeben.
1 3 4 1 1 0
Warnung: Denken Sie daran, iiber Z; zu rechnen!
Aufgabe 3.
a) Berechnen Sie die Dimensionen von T}, von T, und von 77 + T5. 3 Punkte

b) Es gibt einen Dimensionssatz, mit dem man hieraus die Dimension von
T) N'Ty berechnen kann. Formulieren Sie diesen Satz (als vollsténdigen

Satz mit allen Voraussetzungen). 2 Punkte
Aufgabe 4.
Berechnen Sie je eine Basis fiir 75 und fiir den Faktorraum V/T5.
(Formulierung und Begriindung sind wichtig.) 3 Punkte
Aufgabe 5.
Berechnen Sie eine Basis fiir 77 N T5. b Punkte

Zur Erinnerung: Denken Sie daran, iiber Z; zu rechnen!




Aufgabenblatt 2 zur
Vordiplom-Klausur Lineare Algebra (14.3.1995)

Professor Dr. H. Pahlings, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Aufgabe 6.
Es sei V = Q**? der Vektorraum der 2 x 2-Matrizen iiber Q.
a) Zeigen Sie, daBl die durch ¢(A) = A + A™ fiir A € V definierte Abbildung

@: V — V linear ist. 2 Punkte
b) Geben Sie eine Basis B von V' an, und berechnen Sie die Abbildungsmatrix
5 ¢l von ¢ beziiglich B. 4 Punkte
c¢) Berechnen Sie den Rang von ¢. 2 Punkte
Aufgabe 7.

Gibt es ein inhomogenes lineares Gleichungssystem mit 3 Gleichungen und 7 Unbekannten {iber
einem geeigneten Korper K, das genau 4 Losungen hat?

(Antwort mit konkretem Beispiel und Beweis oder mit Gegenbeweis.

Ausfiihrliche und vollstindige Argumentation ist wichtig.) 5 Punkte

Aufgabe 8.

Es sei V = Z3*" und T ein Teilraum der Dimension 2 von V.
a) Berechnen Sie die Anzahl der Elemente von 7. 2 Punkte
b) Berechnen Sie die Anzahl der Basisfolgen von V' und von 7. 2 Punkte
c) Berechnen Sie die Anzahl der 2-dimensionalen Teilrdume von V. 3 Punkte

(Antwort jeweils mit Begriindung.)

Fiir die Aufgaben 9 bis 10 legen wir folgende Bezeichnungen fest:

Es sei V = IR*! und B = (v1,vs,v3) cine Basisfolge von V. Durch die Basiswechselmatrix
01 2 11 0
g lidl, = 1 0 1| und die Abbildungsmatrix z[p]z = | 1 2 —1 | seien eine weitere
-1 10 12 0
Basis C' von V und eine lineare Abbildung ¢: V' — V gegeben.
Aufgabe 9.
a) Berechnen Sie die Basiswechselmatrix ., [id] 5. 5 Punkte
b) Berechnen Sie die Abbildungsmatrix . [¢].. 3 Punkte
Aufgabe 10.
a) Berechnen Sie die Eigenwerte von ¢ und ihre Vielfachheiten. 5 Punkte

b) Berechnen Sie zu jedem Eigenwert von ¢ den zugehorigen Eigenraum. 3 Punkte




Aufgabenblatt 3 zur
Vordiplom-Klausur Lineare Algebra (14.3.1995)

Professor Dr. H. Pahlings, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Aufgabe 11.

Es sei V = R*>! und B = (v1,v9,v3) eine Basisfolge von V. Ein Skalarprodukt ® auf V
1 2 2

sei gegeben durch die Matrix [®], = | 2 3 1 |. Berechnen Sie mit Hilfe der Methode der
2 1 4

simultanen Zeilen- und Spaltenumformungen eine Orthogonalbasis C' = (wy, wq, w3) von V
beziiglich ®, und geben Sie

a) die Matrix [®], 5 Punkte

b) die Basiswechselmatrix  [id], und 1 Punkt

c¢) die Basisvektoren wy, wsy, wsz (als Ausdriicke in vy, ve, v3) an. 1 Punkt
Aufgabe 12.

Es sei n € IN. Die Matrix A = [a;;] € Q™" sei definiert durch
-1 fiir t1=j5=1,
-2 fir 1=45>2,
1 fiir [i—j|=1,
0 sonst.

a'ij =

Berechnen Sie die Determinante von A. 4 Punkte




Aufgabenblatt
Vordiplom-Klausur Lineare Algebra (28.9.1995)

Professor Dr. H. Pahlings, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Aufgabe 1.

Formulieren Sie Definitionen fiir die folgenden Begriffe.

a) Basisfolge eines endlich erzeugten Vektorraums (geben Sie zwei verschiedene Definitionen
an), 2 Punkte

b) charakteristisches Polynom (wovon?). 2 Punkte

Zur Erinnerung: Eine Definition besteht aus einem oder mehreren vollstéindigen Sétzen, alle
Voraussetzungen werden angegeben, und fiir alle auftretenden Namen (wie z. B. K oder V)
wird gesagt, was fiir Objekte sie bezeichnen.

Aufgabe 2.

Welche der folgenden Teilmengen des Zeilenraums V' = IR™* sind Teilrdume von V'?
a) My ={[zy, 20, 23,4) €V | 22+ 23 =01}, 3 Punkte
b) My = {[v1, 20, 23,04) €V |23 + 23 =01}. 2 Punkte

(Antwort jeweils mit Begriindung.)

Aufgabe 3. 11 0 —1
Bringen Sie die Matrix A = _1 8 _i (1) € K*** durch elementare Zeilenumformungen

01 -1 0

auf Stufenform, und geben Sie ihren Rang an
a) fir den Fall K = Z,, 2 Punkte
b) fiir den Fall K = Zj. 3 Punkte

Aufgabe 4.

Gegeben sei ein 4-dimensionaler Vektorraum V' iiber einem Koérper K. Fiir welche der Zahlen
n € {0,1,2,3,4} gibt es zwei 3-dimensionale Teilrdume 77 und 75 von V' mit dim (77 N7Ts) = n,
fiir welche nicht? (Mit Beweis. Geben Sie insbesondere im ersten Fall jeweils ein konkretes
Beispiel fiir 7} und T3 an.) 6 Punkte

Aufgabe 5.
Es sei K ein Korper, n € IN und V' = K™*" der Vektorraum der n x n-Matrizen iiber K.
a) Zeigen Sie: Ist A € K™*" (fest gewahlt), so ist die durch ¢(X) = X A fiir X € V definierte

Abbildung ¢: V' — V linear. (Argumentation und Formulierung sind wichtig.) & Punkte

1 2
3 4

Sie sie an), und berechnen Sie die Abbildungsmatrix g [¢]5 von ¢ beziiglich B. 4 Punkte

b) Sei nun konkret X =IR, n =2 und A = [ ] . Wéhlen Sie eine Basis B von V' (geben




Vordiplom-Klausur Lineare Algebra 28.9.1995

Aufgabe 6.
a) Ist jedes lineare Gleichungssystem mit drei Gleichungen und fiinf Unbekannten iiber einem
beliebigen Korper losbar? 3 Punkte

b) Gibt es (iiber einem geeigneten Korper) ein lineares Gleichungssystem mit drei Gleichun-
gen und fiinf Unbekannten, das genau vier Losungen hat? 3 Punkte

(Antwort jeweils mit Begriindung.)

Aufgabe 7.

Es sei K ein endlicher Korper mit ¢ Elementen.
a) Wieviele invertierbare Matrizen gibt es in K?*2? 3 Punkte
b) Wieviele Matrizen A € K?*? mit det A = 0 gibt es? 2 Punkte
c) Essei 0 # d € K. Wieviele Matrizen A € K**% mit det A = d gibt es? 3 Punkte

(Antwort jeweils mit Begriindung.)

Aufgabe 8.
Es sei V = IR**! und B = (vy, v, v3) eine Basisfolge von V. Eine lineare Abbildung ¢: V — V
12 0
sei durch die Abbildungsmatrix plp]z=|1 1 —1 | gegeben.
12 0
a) Berechnen Sie die Eigenwerte von ¢ und ihre algebraischen Vielfachheiten. 5 Punkte

b) Berechnen Sie zu jedem Eigenwert von ¢ eine Basis des zugehorigen Eigenraums.
(Warnung: Verwechseln Sie die Vektoren der Eigenrdume nicht mit ihren

Koeffizientenspalten beziiglich B.) 3 Punkte
Aufgabe 9.
Es sei V = R**! und B = (v1,v2,v3) eine Basisfolge von V. Ein Skalarprodukt ® auf V' sei
1 2 2
gegeben durch die Matrix [@],=| 2 5 3
2 30

a) Berechnen Sie mit Hilfe der Methode der simultanen Zeilen- und Spaltenumformungen
eine Orthogonalbasis C' = (wy, ws, w3) von V beziiglich ,

und geben Sie die Matrix [®], sowie die Basiswechselmatrix 5 [id], an. 5 Punkte
b) Ist & ausgeartet? (Begriindung.) 1 Punkt
c) Ist ® positiv definit? (Begriindung.) 1 Punkt
Aufgabe 10. 9 fiir i=j,
Es sei n € IN. Die Matrix A = [a;;] € Q™" sei definiert durch a;; = ¢ —1 fir |i—j|=1,
0 sonst.

Berechnen Sie die Determinante von A. 5 Punkte




1. Halbklausur zur Linearen Algebra I (20.12.96)
Professor Dr. J. Neubiiser, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Bitte bearbeiten Sie auf jedem Blatt nur eine Aufgabe, und schreiben Sie auf jedes Blatt Ihren Namen.
Von den 9 gegebenen Aufgaben fiir insgesamt 51 Punkte konnen Sie eine beliebige Auswahl in beliebiger
Reihenfolge bearbeiten. Beachten Sie, dafl ausfiihrliche Begriindungen einen wesentlichen Teil der

Losung einer Aufgabe bilden. Die Bearbeitungszeit betrdgt 90 Minuten. Viel Erfolg!

Aufgabe 1.

Auf der Menge M = Q\ {1} definieren wir eine Verkniipfung o durch aob=(a—1)-(b—1)+1
fiir a,b € M.
(a) Zeigen Sie, dafi o assoziativ ist. (Hinweis: Multiplizieren Sie dabei die Klammerausdriicke
nicht aus.)
(b) Gibt es in M ein neutrales Element beziiglich o ?

(c) Ist M eine Gruppe? 6 Punkte

Aufgabe 2.

Im Vektorraum V = K? {iber einem Korper K sei die Teilmenge M = {[ Z ] | a+b=a*}
gegeben. Untersuchen Sie, ob M ein Teilraum von V' ist

(a) fiir den Fall K = Z,, (b) fiir den Fall K = Zj. 4 Punkte
Aufgabe 3.
Welche der folgenden Abbildungen von R? in R3 sind linear?
T T1 — T2 il 3 + )
(@) w1(| @2 |)= Ty — T3 ; (b) 2| 2 |)=| 2+m
I3 1+ QIQ — 3[L’3 T3 0
Berechnen Sie jeweils eine Basis von Kern ¢; und von Bild ¢;, wenn ¢; linear ist. 9 Punkte
Aufgabe 4.
Auf Z sei die Relation R = {(a,b) € Z x Z | a < 2b} gegeben. Untersuchen Sie, ob R reflexiv,
symmetrisch oder transitiv ist. (Antwort jeweils mit Begriindung) 2 Punkte
Aufgabe 5.

Im Restklassenring Z9 sei das Element a = 9 gegeben. Berechnen Sie mit Hilfe der in den
Hausaufgaben geiibten Methode, also ohne a zu potenzieren und ohne euklidischen Algorithmus,

(a) das Element a’, (b) das Element a™!. 4 Punkte




1. Halbklausur zur Linearen Algebra I 20.12.96

Aufgabe 6. 4 1 0
In V = R? seien die Vektoren X = 1 | und Y= 2 | sowie der Teilraum 7= (| 0 |)
—1 -2 1
gegeben. Zeigen Sie, dafl die Folge der Restklassen (7" + X, T+ Y') linear unabhéngig ist.
6 Punkte
Aufgabe 7. 11 o
Invertieren Sie die Matrix A = 0 —2 3| € Q*3 mit Hilfe des in der Vorlesung
vorgestellten Verfahrens. 3 0 -4 5 Punkte

Aufgabe 8. 1 1 5

Im Spaltenraum R? seien die Vektoren X = | 1 |, Y = | 2 | und Z = | 3 | gegeben. Gibt
1 3 4

es eine lineare Abbildung ¢: R* — R? mit p(X) =Y, ¢(Y) = X und ¢(Z) = Z? Wenn ja,

warum? Wenn nein, warum nicht? (Auf die Begriindung kommt es an.) 6 Punkte

Aufgabe 9.
In Abb (R, R) seien die Funktionen f;, fo, g1 und g, gegeben durch
fi(x) =26 —e™ folx) = =+ gi(x) =", glr)=e

Wir betrachten den Teilraum V' = (f1, fo). Offensichtlich sind C = (f1, f2) und B = (g1, 92)
Basen von V', und es gibt zwei lineare Abbildungen ¢ und ¢ von V in V mit ¢(f) = f’ und
Y(f) = f19 (neunzehnte Ableitung von f) fiir f € V (nicht zu beweisen). Berechnen Sie

(a) die Basiswechselmatrizen gide und cidg sowie die Abbildungsmatrizen gpg und cpc,

(b) die Abbildungsmatrizen g¢g und ¢tbc. (Hier geniigt es, wenn Sie die groBen Zahlen in den
Matrizen als Summen von Potenzen schreiben.) 8 Punkte




2. Halbklausur zur Linearen Algebra I (15.2.97)
Professor Dr. J. Neubiiser, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Bitte bearbeiten Sie auf jedem Blatt nur eine Aufgabe, und schreiben Sie auf jedes Blatt Ihren Namen.
Von den 9 gegebenen Aufgaben fiir insgesamt 49 Punkte konnen Sie eine beliebige Auswahl in beliebiger
Reihenfolge bearbeiten. Beachten Sie, dafi ausfiihrliche Begriindungen einen wesentlichen Teil der

Losung einer Aufgabe bilden. Die Bearbeitungszeit betrdgt 90 Minuten. Viel Erfolg!

Aufgabe 1.

1 -1 2 2 1
In V = R3 seien die Teilrdume T} = (| 2 |, 11, 1 {)und T, = (| 1 |, 2 1)
3 4 -1 1 -1
gegeben. Bestimmen Sie mit Hilfe des Zassenhaus-Algorithmus eine Basis von (77, 75) und eine
Basis von T N T15. 6 Punkte
Aufgabe 2.
Es sei V ein K-Vektorraum und ¢ € End (V). Beweisen Sie: Ist ¢ ein Monomorphismus, aber
kein Automorphismus von V| so ist dim V' = oo. 4 Punkte
Aufgabe 3.

(a) Ist jedes lineare Gleichungssystem mit 3 Gleichungen und 10 Unbekannten lésbar?
(Antwort mit Beweis)

(b) Wie viele Elemente kann ein Kérper haben, iiber dem es ein homogenes lineares Glei-
chungssystem mit genau 64 Losungen gibt? Geben Sie alle Moglichkeiten an.
(Nur aufzihlen, ohne Beweis)

(c) Gibt es ein lineares Gleichungssystem mit 3 Gleichungen und 10 Unbekannten (iiber einem
geeigneten Korper), das genau 64 Losungen hat? (Antwort mit Beweis) 4 Punkte

Aufgabe 4.

Es sei m die durch i ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 0 ‘ 7 ‘ 8 ‘ ) ‘ 10 ‘ 1 ‘ 12 gegebene Permutation

7]8]11[10]9[12|3]2][6|5 |14
auf der Menge M = {1,2,...,12}.

(a) Schreiben Sie 7 und 7! jeweils als Produkt ziffernfremder Zykel.

Geben Sie die Bahnen auf M unter 7 an.

Schreiben Sie 7 als Produkt von Transpositionen.

)
()
(d) Zeigen Sie, dafl man 7 nicht als Produkt von Dreierzykeln schreiben kann.
) Berechnen Sie die Ordnung von 7.

)

Wie viele Elemente der Gruppe S12 haben die gleiche Zykelstruktur wie 77 (Sie brauchen
das Ergebnis nicht auszumultiplizieren, miissen es aber begriinden.) 8 Punkte
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Aufgabe 5. 8 (1) ; ?)
Berechnen Sie die Determinante der Matrix A = 1 92 3 4 € Z*** mit Hilfe des Entwick-
2 3 40

lungssatzes. Entwickeln Sie dabei A und alle vorkommenden Unterdeterminanten jeweils nach
der ersten Zeile. (Also keine vorherigen elementaren Umformungen und keine Entwicklung nach
anderen Zeilen oder Spalten.) 3 Punkte

Aufgabe 6.

Es sei Zs|x| der Polynomring iiber Zy und P(Zs) der Ring aller Polynomabbildungen von Zs
in Zs, und es sei ¢ der Homomorphismus von Zs[z]| auf P(Z,), der jedem Polynom

f=ao+ax+ ...+ aa" € Zy[x]

die durch _ )
fikvw—ag+ak+...+a,k" fir alle k € Zy

definierte Polynomabbildung f € P(Zj) zuordnet. Weiter sei
g=2"+xE€Llx] und G={f-g|fcZz]} C Zs[x].
Beweisen Sie: Es ist G = Kerne (also gleich {f € Zs[z] | e(f) =0 € P(Zs)}).

Hinweis: Zeigen Sie zuerst G C Kerne und dann Kerne C G. 9 Punkte
Aufgabe 7. 2 -1 1
Gegeben sei die Matrix A= | -1 0 3 | € Q33,

-1 -1 4

(a) Berechnen Sie die Eigenwerte von A und ihre Vielfachheiten.
(b) Berechnen Sie zu jedem Eigenwert von A den zugehorigen Eigenraum.
(c) Berechnen Sie eine Matrix T' € Q3*3, so dal T~' AT Diagonalgestalt hat. 7 Punkte

Aufgabe 8.

Es sei V ein K-Vektorraum, B eine Basis von V und 7' < V. Geben Sie (jeweils ohne Beweis)
eine Definition an fiir

(a) den Dualraum V* von V,
(b) den Annihilator An (7) in V*,

(c) die zu B duale Basis von V*. 3 Punkte
Aufgabe 9. 1 2

Essei V=R und T = { ? , i’ ) < V. Berechnen Sie den Annihilator von 7" im Dual-
3 5

raum V* von V. Stellen Sie dabei die Elemente ¢ aus An (7") durch ihre Abbildungsmatrizen
cp beziiglich der Standardbasen B von V und C von R dar. (Wichtig ist eine ausreichende
Erlauterung Ihrer Rechnung.) 5 Punkte




Semesterklausur zur Linearen Algebra I (15.2.97)
Professor Dr. J. Neubiiser, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Bitte bearbeiten Sie auf jedem Blatt nur eine Aufgabe, und schreiben Sie auf jedes Blatt Thren Na-
men. Von den 16 gegebenen Aufgaben fiir insgesamt 84 Punkte kénnen Sie eine beliebige Auswahl in
beliebiger Reihenfolge bearbeiten. Beachten Sie, dafi ausfiihrliche Begriindungen einen wesentlichen

Teil der Losung einer Aufgabe bilden. Die Bearbeitungszeit betragt 180 Minuten. Viel Erfolg!

Aufgabe 1.
Auf der Menge M = {2n | n € N} der positiven geraden Zahlen definieren wir eine Verkniipfung o

durch aob = % fir alle a,b € M.
(a) Ist o assoziativ?

(b) Gibt es in M ein neutrales Element beziiglich o ? Wenn ja, welches?
(c) Ist (M, o) eine Gruppe? 3 Punkte

Aufgabe 2.
Es sei V' der R-Vektorraum aller Abbildungen von R nach R.

(a) Ist My ={f eV |f3)+ f(5) = f(8)} ein Teilraum von V7
(b) Ist My ={fe V| f(2)-f(4) = f(8)} ein Teilraum von V?

Antwort jeweils mit Begriindung. 4 Punkte
Aufgabe 3. ) 31 + 219
Es sei ¢ die durch ¢ (| @9 |) = | @1+ 22+ 23 | gegebene Abbildung von R? in R3.

ZT3 T — 21’3

(a) Zeigen Sie, dafl ¢ linear ist.
(b) Berechnen Sie eine Basis von Kern ¢.

(c) Berechnen Sie eine Basis von Bild . 6 Punkte

Aufgabe 4.

Es sei V' ein 2-dimensionaler K-Vektorraum. Untersuchen Sie, ob die durch
R={(X,Y) eV xV |(X,Y) ist linear abhéngig }

definierte Relation auf V' reflexiv, symmetrisch oder transitiv ist. (Antwort jeweils mit Be-
griindung) 4 Punkte
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Aufgabe 5.

Im dreidimensionalen K-Vektorraum V = K? seien Vektoren X;, X5, Y;, Y5 gegeben, so daf3
jede der Folgen (Xi,X3) und (Y7,Ys) linear unabhéngig ist. Wir setzen T' = (X;, X3) und
betrachten im Restklassenraum V/T die Folge (R;, Ry) der Restklassen Ry = T + Y; und
Ry = T + Y. Welche der folgenden Aussagen ist richtig? (Auf die Begriindung Threr Antwort
kommt es an.)

(a) (Ry, Ry) ist linear unabhéngig.
(b) (R1, R2) ist linear abhéngig.

(c) Beides kann vorkommen, es héngt von der Wahl der Vektoren ab. 4 Punkte
Aufgabe 6.
Fiir verschiedene Korper K sei jeweils der Vektorraum V = K3 gegeben und darin die Vektoren
1 0 1
Xi=101, Xo= 11|, Xg= |1 |. Fiir welche Kérper K gibt es zu jeder Wahl von
1 1 0

Vektoren Y, Ys, Y3 € V eine lineare Abbildung ¢: V — V mit ¢(X;) =Y, fiur i = 1,2,37
Antwort mit Beweis.
Hinweis: Beachten Sie die Charakteristik von K. 6 Punkte

Aufgabe 7.
In V = R? seien die Basen B = (By, By) = ([ 1 } : [(1)}) und C = (Cy,Cy) = ([ ? } : [;})
gegeben.

(a) Berechnen Sie die Basiswechselmatrizen gide und cidg.

(b) Wir nehmen weiter an, die obigen Basisvektoren B; und B seien Eigenvektoren eines
Endomorphismus ¢ von V' mit den zugehorigen Eigenwerten ¢; = 5 und ¢ = —5. Geben
Sie die Abbildungsmatrix gep an.

(c) Berechnen Sie aus den unter (a) und (b) berechneten Matrizen die Abbildungsmatrix ¢¢c
und dann die Abbildungsmatrizen s und ¢¢c fiir 1 = !l (Soweit darin hohe Potenzen

von Zahlen vorkommen, brauchen Sie diese nicht auszumultiplizieren.) 8 Punkte
Aufgabe 8. 1 1 5 5 1

In V = R3 seien die Teilrdume 77 = (| 2 |, 1, I {)und T, = (| 1 |, 2 1)
3 4 -1 1 -1

gegeben. Bestimmen Sie mit Hilfe des Zassenhaus-Algorithmus eine Basis von (77, T5) und eine
Basis von T N T15. 6 Punkte
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Aufgabe 9.

Es sei V ein K-Vektorraum und ¢ € End (V). Beweisen Sie: Ist ¢ ein Monomorphismus, aber
kein Automorphismus von V', so ist dim V' = oc. 4 Punkte
Aufgabe 10.

(a) Ist jedes lineare Gleichungssystem mit 3 Gleichungen und 10 Unbekannten 16sbar?
(Antwort mit Beweis)

(b) Wie viele Elemente kann ein Kérper haben, iiber dem es ein homogenes lineares Glei-
chungssystem mit genau 64 Losungen gibt? Geben Sie alle Méglichkeiten an.
(Nur aufzihlen, ohne Beweis)

(c) Gibt es ein lineares Gleichungssystem mit 3 Gleichungen und 10 Unbekannten (iiber einem

geeigneten Korper), das genau 64 Losungen hat? (Antwort mit Beweis) 4 Punkte
Aufgabe 11.

. il[1[2]3]4[5]6][7]8]9]10]11]12 .
Es sei m die durch e H - ‘ 3 ‘ 11 ‘ 10 ‘ 9 ‘ B ‘ 3 ‘ 5 ‘ G ‘ 5 ‘ 1 ‘ 1 gegebene Permutation

auf der Menge M = {1,2,...,12}.
(a) Schreiben Sie 7 und 7! jeweils als Produkt ziffernfremder Zykel.

Geben Sie die Bahnen auf M unter 7 an.

das Ergebnis nicht auszumultiplizieren, miissen es aber begriinden.) 8 Punkte
Aufgabe 12. 8 (1) ; ?)

Berechnen Sie die Determinante der Matrix A = L 23 4|F€ Z4** mit Hilfe des Entwick-
2340

lungssatzes. Entwickeln Sie dabei A und alle vorkommenden Unterdeterminanten jeweils nach
der ersten Zeile. (Also keine vorherigen elementaren Umformungen und keine Entwicklung nach
anderen Zeilen oder Spalten.) 3 Punkte
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Aufgabe 13.

Es sei Zs|x| der Polynomring iiber Zy und P(Zs) der Ring aller Polynomabbildungen von Z,
in Zsy, und es sei € der Homomorphismus von Zs|x] auf P(Zs), der jedem Polynom

f=ao+az+ ...+ aa" € Zy[x]

die durch _
fikvw—ag+ak+...+a,k" fiir alle k € Zy

definierte Polynomabbildung f € P(Zy) zuordnet. Weiter sei
g=1*+x €] und G={fg|f€Zz]} C Zla]
Beweisen Sie: Es ist G = Kerne (also gleich {f € Zs[z] | e(f) =0 € P(Zy)}).

Hinweis: Zeigen Sie zuerst G C Kerne und dann Kerne C G. 9 Punkte
Aufgabe 14. 2 1 1
Gegeben sei die Matrix A= | —1 0 3 | € Q33.

-1 -1 4

(a) Berechnen Sie die Eigenwerte von A und ihre Vielfachheiten.
(b) Berechnen Sie zu jedem Eigenwert von A den zugehérigen Eigenraum.
(c) Berechnen Sie eine Matrix T € Q33 so daBl T-'AT Diagonalgestalt hat. 7 Punkte

Aufgabe 15.

Es sei V ein K-Vektorraum, B eine Basis von V und 7' < V. Geben Sie (jeweils ohne Beweis)
eine Definition an fiir

(a) den Dualraum V* von V|
(b) den Annihilator An (7") in V*,

(c) die zu B duale Basis von V*. 3 Punkte
Aufgabe 16. 1 2

Essei V=R und T = ( ? : ? ) < V. Berechnen Sie den Annihilator von 7" im Dual-
3 5

raum V* von V. Stellen Sie dabei die Elemente ¢ aus An (7") durch ihre Abbildungsmatrizen
cpp beziiglich der Standardbasen B von V und C von R dar. (Wichtig ist eine ausreichende
Erlduterung Ihrer Rechnung.) 5 Punkte




1. Ersatzhalbklausur zur Linearen Algebra I (11.4.97)
Professor Dr. J. Neubiiser, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Bitte bearbeiten Sie auf jedem Blatt nur eine Aufgabe, und schreiben Sie auf jedes Blatt Ihren Namen.
Von den 8 gegebenen Aufgaben fiir insgesamt 39 Punkte konnen Sie eine beliebige Auswahl in beliebiger
Reihenfolge bearbeiten. Beachten Sie, dafi ausfiihrliche Begriindungen einen wesentlichen Teil der

Losung einer Aufgabe bilden. Die Bearbeitungszeit betrdgt 90 Minuten. Viel Erfolg!

Aufgabe 1.

Auf der Menge Z der ganzen Zahlen definieren wir eine Verkniipfung o durch
aob=a+b+3 firalle a,b€Z.

Ist (Z, o) eine Gruppe? (Antwort mit Beweis.) 3 Punkte

Aufgabe 2.

Es sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum, T ein echter Teilraum von V' (also 7' < V und
T #V)und W = Hom (V, V).

(a) Ist My ={p € W | T < Kern ¢} ein Teilraum von W?
(b) Ist My ={p € W | Kern ¢ < T} ein Teilraum von W?

Antwort jeweils mit Begriindung. (Quantoren nicht vergessen!) 3 + 8 = 6 Punkte

Aufgabe 3.

Es sei V = Z3 der 3-dimensionale Vektorraum iiber dem Korper Zy mit 2 Elementen. Untersu-
chen Sie, ob die durch

R=A{(X,)Y)eVxV|X+Y=0eV}

definierte Relation auf V' reflexiv, symmetrisch oder transitiv ist.
Antwort jeweils mit Begriindung. (Quantoren nicht vergessen!) 1+ 1+ 1 =3 Punkte

Aufgabe 4.

Beweisen oder widerlegen Sie (durch ein konkretes Gegenbeispiel) jeweils die folgenden Behaup-
tungen.

(a) Ist R ein Ring und sind a und b Nullteiler von R, so ist auch a + b ein Nullteiler von R.

(b) Ist R ein Ring und sind a und b Nullteiler von R, so ist auch a-b ein Nullteiler von R.
3 + 8 = 6 Punkte




1. Ersatzhalbklausur zur Linearen Algebra I (11.4.97) Blatt 2

Aufgabe 5.
Es sei V' < R[z] der Vektorraum aller Polynome iiber R vom Grad < 3, und es sei
T="+2-2 20° -2 —1,32° — 22 —2) < V.

Berechnen Sie eine Basis von V/T. (Eine ausreichende Erlduterung der Rechenschritte ist
wichtig. Formulieren Sie das Ergebnis in einem Schlufisatz.) 5 Punkte

Aufgabe 6.

Es sei K ein beliebiger Kérper und V' ein 3-dimensionaler K-Vektorraum mit Basis (By, Ba, Bs).
Wir betrachten die Teilrdume 77 = (By) und Ty = (B, By) von V. Es sei

F={peHom(V,V) | p(T1) <T} und ¢(T3) < T}
die Menge aller linearer Abbildungen von V' nach V, die T7 und T5 jeweils in sich abbilden.
(a) Zeigen Sie, daf F' ein Teilraum von Hom (V, V) ist.

(b) Welche Dimension hat F'? (Antwort mit Begriindung.) 2 + 4 = 6 Punkte
Aufgabe 7.
Es sei V = R? und B = (X1, X5, X3) eine Basis von V. Durch die Basiswechselmatrix
1 11 1 2 3
gide = | 0 1 1 | und die Abbildungsmatrix g = | 0 1 1 | seien eine weitere Basis
0 01 2 40
C = (Y1,Y2,Y3) von V und eine lineare Abbildung ¢: V' — V gegeben.
(a) Berechnen Sie die Basiswechselmatrix ¢idg.
(b) Berechnen Sie die Abbildungsmatrix ¢pc. 9
(¢) Kann man mit Hilfe der oben genannten Matrizen das Bild ¢(X) des Vektors X = | 1
aus V' berechnen? 7
(Wenn ja, wie? Wenn nein, warum nicht?) 2 + 2 + 2 = 6 Punkte
Aufgabe 8. T i 5 3
In V = Z} seien die Teilvdume Ty = (| 1 |, | 2 [)und Ty, = (| 0 |, | T |) gegeben.
1 3 1 0

Berechnen Sie mit Hilfe des Zassenhaus-Algorithmus eine Basis von (77, T3) und eine Basis von
Ty N Ty. (Formulieren Sie die Ergebnisse in einem Schlufisatz.) 4 Punkte




2. Ersatzhalbklausur zur Linearen Algebra I (11.4.97)
Professor Dr. J. Neubiiser, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Bitte bearbeiten Sie auf jedem Blatt nur eine Aufgabe, und schreiben Sie auf jedes Blatt Ihren Namen.
Von den 6 gegebenen Aufgaben fiir insgesamt 45 Punkte konnen Sie eine beliebige Auswahl in beliebiger
Reihenfolge bearbeiten. Beachten Sie, dafi ausfiihrliche Begriindungen einen wesentlichen Teil der

Losung einer Aufgabe bilden. Die Bearbeitungszeit betrdgt 90 Minuten. Viel Erfolg!

Aufgabe 1.

(a) Gibt es (iiber einem geeigneten Korper) ein inhomogenes lineares Gleichungssystem mit
2 Gleichungen und 4 Unbekannten, das genau 16 Losungen hat?

(b) Gibt es (iiber einem geeigneten Kérper) ein inhomogenes lineares Gleichungssystem mit
3 Gleichungen und 5 Unbekannten, das genau 32 Losungen hat?

(Antwort jeweils mit konkretem Beispiel und Beweis oder mit Gegenbeweis.
Ausfiihrliche und vollsténdige Argumentation ist wichtig.) 3 + 8 = 6 Punkte

Aufgabe 2.

il|1]2]3|4]5[6]|7]8]|9]10]11]12
i [9]5]1]|7]12|6]10|11|3]2 |8 | 4
aus Sy, und es sei p = (1,11,4,8)(2,9,3)(5,12,7,10,6) € Sis.

(a) Schreiben Sie 7 und 7! jeweils als Produkt ziffernfremder Zykel.

Es sei m die durch gegebene Permutation

(b) Berechnen Sie die Permutationen 7-p und p-7 (in Zykelschreibweise).

)

)
(c) Schreiben Sie 7 als Produkt von Transpositionen.
(d) Kann man p als Produkt von Dreierzykeln schreiben? (Antwort mit Begriindung.)
)

(e) Berechnen Sie die Ordnung von . 1 +1+2+ 1+ 1= 6 Punkte

Aufgabe 3. 1 0 -1
Es sei B die Standardbasis von R? und ¢ der durch gpg = | 1 2 1 | € R**3 definierte
Endomorphismus von R3. 0o -1 3

(a) Berechnen Sie die Eigenwerte von ¢ und ihre Vielfachheiten.
(b) Berechnen Sie zu jedem Eigenwert von ¢ den zugehorigen Eigenraum.

(c) Berechnen Sie eine Ficherbasis C' von R? beziiglich ¢ sowie die zugehorige Abbildungs-
matrix coc. 3+ 1+ 5 =29 Punkte




2. Ersatzhalbklausur zur Linearen Algebra I (11.4.97) Blatt 2

Aufgabe 4.
Gilt fiir alle Paare (p,) von linearen Abbildungen ¢ und ¢ von R? nach R, daf

(a) ®; mit P1(X,Y) = @(X)+9(Y) eine Bilinearform auf R? ist,
(b) @3 mit Po(X,Y) = p(X)- (YY) eine Bilinearform auf R? ist?

(Antwort jeweils mit Beweis oder konkretem Gegenbeispiel.

Quantoren nicht vergessen!) 3 + 8 = 6 Punkte
Aufgabe 5.
Es sei V' der R-Vektorraum der reellen Polynome vom Grad < 2 und B = (py, p1, p2) eine Basis
1 21
von V. Ein Skalarprodukt ® auf V' sei durch die Matrix g®z = | 2 3 1 | gegeben.
110

(a) Berechnen Sie das Radikal von V' beziiglich ®. (Wichtig ist eine ausreichende Begriindung
und Erlduterung Ihrer Rechnung. Formulieren Sie das Ergebnis in einem Schluflsatz.)

(b) Ist ® ausgeartet? (Antwort mit Begriindung.) 5 + 1 = 6 Punkte
Aufgabe 6.
Es sei V = R? und B = (X1, X3, X3) eine Basis von V. Ein Skalarprodukt ® auf V sei durch
2 4 2
die Matrix g®p =] 4 9 6 | gegeben.
2 6 4

(a) Berechnen Sie mit dem Gram-Schmidt-Verfahren eine Orthogonalbasis C = (Y7, Y, Y3)
von V beziiglich @, und geben Sie die Basiswechselmatrix gide sowie die Matrix ®¢ an.

(Es geht in dieser Aufgabe um das Gram-Schmidt-Verfahren. Die Benutzung anderer
Verfahren wird nicht gewertet.)

(b) Ist ® positiv definit? (Antwort mit Begriindung.)

(c) Bestimmen Sie Index und Signatur von ®. (Mit Erlduterung.)

1 =1 0
(d) Durch die Basiswechselmatrix gidy = | 0 1 1 | sei eine weitere Basis .4 von V' ge-
0 01

geben. Berechnen Sie die Matrix 4® 4 von ® beziiglich A. 7 + 1 + 2 + 2 = 12 Punkte




Ersatzklausur zur Linearen Algebra I (11.4.97)

Professor Dr. J. Neubiiser, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Bitte bearbeiten Sie auf jedem Blatt nur eine Aufgabe, und schreiben Sie auf jedes Blatt IThren Na-
men. Von den 14 gegebenen Aufgaben fiir insgesamt 85 Punkte kénnen Sie eine beliebige Auswahl in
beliebiger Reihenfolge bearbeiten. Beachten Sie, daf ausfiihrliche Begriindungen einen wesentlichen

Teil der Losung einer Aufgabe bilden. Die Bearbeitungszeit betragt 180 Minuten. Viel Erfolg!

Aufgabe 1.

Auf der Menge Z der ganzen Zahlen definieren wir eine Verkniipfung o durch
aob=a+b+3 firalle a,beZ.
Ist (Z, o) eine Gruppe? (Antwort mit Beweis.) 3 Punkte

Aufgabe 2.

Es sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum, T' ein echter Teilraum von V (also T" < V und
T # V) und W = Hom (V, V).

(a) Ist My ={p e W | T < Kern ¢} ein Teilraum von W?

(b) Ist My = {p € W | Kern ¢ < T} ein Teilraum von W7
Antwort jeweils mit Begriindung. (Quantoren nicht vergessen!) 3 + 8 = 6 Punkte

Aufgabe 3.

Es sei V = Z3 der 3-dimensionale Vektorraum iiber dem Korper Zy mit 2 Elementen. Untersu-
chen Sie, ob die durch

R={(X,)Y)eVxV|X+Y=0eV}
definierte Relation auf V' reflexiv, symmetrisch oder transitiv ist.
Antwort jeweils mit Begriindung. (Quantoren nicht vergessen!) 1 + 1+ 1 =3 Punkte

Aufgabe 4.

Beweisen oder widerlegen Sie (durch ein konkretes Gegenbeispiel) jeweils die folgenden Behaup-
tungen.
(a) Ist R ein Ring und sind a und b Nullteiler von R, so ist auch a + b ein Nullteiler von R.
(b) Ist R ein Ring und sind a und b Nullteiler von R, so ist auch a-b ein Nullteiler von R.

8 + 8 = 6 Punkte

Aufgabe 5.

Es sei V' < R[z] der Vektorraum aller Polynome iiber R vom Grad < 3, und es sei
T=(x"+x2-2 20° -2 -1, 32° — 22 —2) < V.

Berechnen Sie eine Basis von V/T. (Eine ausreichende Erldauterung der Rechenschritte ist

wichtig. Formulieren Sie das Ergebnis in einem Schlufsatz.) 5 Punkte

Aufgabe 6.
Es sei K ein beliebiger Kérper und V ein 3-dimensionaler K-Vektorraum mit Basis (By, Bs, Bs).
Wir betrachten die Teilrdume 7} = (B;) und 75 = (By, By) von V. Es sei
F={peHom(V,V) | p(T1) <T} und ¢(T3) <Tp}
die Menge aller linearer Abbildungen von V' nach V', die 77 und 75 jeweils in sich abbilden.
(a) Zeigen Sie, dafl F' ein Teilraum von Hom (V, V') ist.

(b) Welche Dimension hat F'? (Antwort mit Begriindung.) 2 + 4 = 6 Punkte




Ersatzklausur zur Linearen Algebra I (11.4.97) Blatt 2

Aufgabe 7.

Es sei V =R3 und B = (X, X5, X3) eine Basis von V. Durch die Basiswechselmatrix
1 11 1 2 3

gide = | 0 1 1 | und die Abbildungsmatrix gz = | 0 1 1 | seien eine weitere Basis
0 01 2 40

C = (Y1,Y5,Y3) von V und eine lineare Abbildung ¢: V — V gegeben.

(a) Berechnen Sie die Basiswechselmatrix cidg.

(b) Berechnen Sie die Abbildungsmatrix ¢pc. 9
(c) Kann man mit Hilfe der oben genannten Matrizen das Bild ¢(X) des Vektors X = | 1
aus V' berechnen? 7
(Wenn ja, wie? Wenn nein, warum nicht?) 2 + 2 + 2 = 6 Punkte
Aufgabe 8. T i 5 3
In V = Z} seien die Teiltdiume 77 = (| 1 |, 2 |)und T = (| 0 |, | 1 |) gegeben.
1 3 1 0
Berechnen Sie mit Hilfe des Zassenhaus-Algorithmus eine Basis von (77, T,) und eine Basis von
Ty N T,. (Formulieren Sie die Ergebnisse in einem Schlufisatz.) 4 Punkte
Aufgabe 9.

(a) Gibt es (iiber einem geeigneten Korper) ein inhomogenes lineares Gleichungssystem mit
2 Gleichungen und 4 Unbekannten, das genau 16 Losungen hat?

(b) Gibt es (iiber einem geeigneten Korper) ein inhomogenes lineares Gleichungssystem mit
3 Gleichungen und 5 Unbekannten, das genau 32 Loésungen hat?

(Antwort jeweils mit konkretem Beispiel und Beweis oder mit Gegenbeweis.
Ausfiihrliche und vollsténdige Argumentation ist wichtig.) 3 + 8 = 6 Punkte

Aufgabe 10.

i|1]2]3|4]5[6]7][8]|9]10]11]12
im |[9]5]1|7]12|6]10|11|3]2 |8 |4
aus Sy, und es sei p = (1,11,4,8)(2,9,3)(5,12,7,10,6) € Sis.

(a) Schreiben Sie 7 und 7! jeweils als Produkt ziffernfremder Zykel.

Es sei m die durch gegebene Permutation

(b) Berechnen Sie die Permutationen 7-p und p-7 (in Zykelschreibweise).

(
(d
(e) Berechnen Sie die Ordnung von . 1+1+2+1+1=06 Punkte

)
)
c¢) Schreiben Sie 7 als Produkt von Transpositionen.
) Kann man p als Produkt von Dreierzykeln schreiben? (Antwort mit Begriindung.)
)
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Aufgabe 11. 1 0 -1
Es sei B die Standardbasis von R? und ¢ der durch gpop = | 1 2 1 | € R**3 definierte
Endomorphismus von R3. 0 -1 3

(a) Berechnen Sie die Eigenwerte von ¢ und ihre Vielfachheiten.
(b) Berechnen Sie zu jedem Eigenwert von ¢ den zugehorigen Eigenraum.

(c) Berechnen Sie eine Ficherbasis C' von R3 beziiglich ¢ sowie die zugehérige Abbildungs-
matrix cyc. 3+ 1+ 5 =9 Punkte

Aufgabe 12.

Gilt fiir alle Paare (¢,1)) von linearen Abbildungen ¢ und v von R? nach R, daf
(a) ®; mit P1(X,Y) =p(X)+¢(Y) eine Bilinearform auf R? ist,
(b) @3 mit Po(X,Y) = ¢(X) (YY) eine Bilinearform auf R? ist?

(Antwort jeweils mit Beweis oder konkretem Gegenbeispiel.

Quantoren nicht vergessen!) 3 + 3 = 6 Punkte
Aufgabe 13.
Es sei V der R-Vektorraum der reellen Polynome vom Grad < 2 und B = (py, p1, p2) eine Basis
1 21
von V. Ein Skalarprodukt ® auf V' sei durch die Matrix g®s= | 2 3 1 | gegeben.
110

(a) Berechnen Sie das Radikal von V' beziiglich ®. (Wichtig ist eine ausreichende Begriindung
und Erlduterung Threr Rechnung. Formulieren Sie das Ergebnis in einem Schlufsatz.)

(b) Ist ® ausgeartet? (Antwort mit Begriindung.) 5 + 1 = 6 Punkte
Aufgabe 14.
Es sei V = R? und B = (X1, X3, X3) eine Basis von V. Ein Skalarprodukt ® auf V sei durch
2 4 2
die Matrix g®g=| 4 9 6 | gegeben.
2 6 4

(a) Berechnen Sie mit dem Gram-Schmidt-Verfahren eine Orthogonalbasis C = (Y1, Y5, Ys)
von V beziiglich ®, und geben Sie die Basiswechselmatrix gide sowie die Matrix ¢®¢ an.

(Es geht in dieser Aufgabe um das Gram-Schmidt-Verfahren. Die Benutzung anderer
Verfahren wird nicht gewertet.)

(b) Ist ® positiv definit? (Antwort mit Begriindung.)

(c¢) Bestimmen Sie Index und Signatur von ®. (Mit Erlauterung.)

1 -1 0
(d) Durch die Basiswechselmatrix gidy = | 0 1 1 | sei eine weitere Basis A von V' ge-
0 01

geben. Berechnen Sie die Matrix 4® 4 von ® beziiglich A. 7 + I + 2 + 2 = 12 Punkte




Aufgabenblatt 1 zur
Vordiplom-Klausur Lineare Algebra (17.3.1997)

Professor Dr. J. Neubiiser, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Aufgabe 1.

Welche Elemente des Restklassenrings Zisg = Z/128 Z sind Nullteiler?
Geben Sie nicht eine Liste aller dieser Elemente, sondern eine Beschreibung, die es gestattet, durch
Betrachtung einer Zahl z € Z sofort zu entscheiden, ob Z = 128 Z + z ein Nullteiler ist oder nicht.

(Mit Begriindung.) 3 Punkte

Aufgabe 2.

Es sei V' ein 3-dimensionaler R-Vektorraum und X € V.
Wir betrachten den R-Vektorraum W := Hom (V, V) der linearen Abbildungen von V nach V.
(a) Ist My ={p € W | X € Kern ¢} ein Teilraum von W?
(b) Ist My ={p e W | (X) =Kern ¢} ein Teilraum von W?
Antwort jeweils mit Begriindung. (Quantoren nicht vergessen!) 3 + 8 = 6 Punkte

Aufgabe 3.

Es sei K ein Korper. Fiir jedes n € N U {0} sei V,, ein n-dimensionaler Vektorraum iiber K. Wir
definieren jeweils auf V,, eine Relation R,, durch

R,={(X,Y) eV, xV,|(X,Y) ist linear abhéngig }.
(a) Fiir welche n ist R,, reflexiv, fiir welche nicht?
(b) Fiir welche n ist R,, symmetrisch, fiir welche nicht?

(c¢) Fir welche n ist R, transitiv, fiir welche nicht?

Antwort jeweils mit Beweis. (Quantoren nicht vergessen!) 1+ 1+ 2 =4 Punkte
Aufgabe 4. i ;

Im Vektorraum V = R* sei der Teilraum 7' = ( o ] 1 ) gegeben. Berechnen Sie eine Basis von
V/T. 5 1

(Formulierung und Begriindung sind wichtig.) 4 Punkte
Aufgabe 5.

Im Vektorraum V = R? seien zwei Basen B = (Bj, Bz) und C = (C1,Cs) mit der Basiswechselmatrix
11 o [10 o
Bzdc—[o 1]gegeben.Esse1A—[0 2}€R .

Wir betrachten den durch gpp = A definierten Endomorphismus ¢ von V und das durch g®z = A
definierte Skalarprodukt ® auf V.
(a) Berechnen Sie die Basiswechselmatrix ¢idg sowie die Matrizen ¢pe und ¢®e.

(b) Was bedeutet es fiir die Basisvektoren B; und By, daf die Komponente [3®5],, von p®p (also
der Eintrag in der ersten Zeile, zweiten Spalte von g®p) gleich 0 ist?

(c) Was bedeutet es fiir den Basisvektor Ba, daf die Komponente [5yg],, von spp gleich 0 ist?
3 + 1+ 1 =5 Punkte

Aufgabe 6.

Es sei K ein Korper, V = K?*2 der Vektorraum der 2 x 2 Matrizen iiber K und ¢: V — K die
2 2

Abbildung, die jede Matrix [a;;] aus V auf die Summe Z Z a;; ihrer Eintrége abbildet.
(a) Zeigen Sie: ¢ ist ein lineares Funktional von V. =1 7=1
(b) Berechnen Sie eine Basis von Bild ¢.
(¢) Berechnen Sie eine Basis von Kern o.



Aufgabenblatt 2 zur
Vordiplom-Klausur Lineare Algebra (17.3.1997)

Professor Dr. J. Neubiiser, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Aufgabe 7.
Beweisen oder widerlegen Sie die folgende Behauptung.

Jedes losbare inhomogene lineare Gleichungssystem mit 3 Gleichungen und 7 Unbekannten iiber
einem beliebigen Korper hat mehr als 10 Losungen.

(Ausfiihrliche und vollstdandige Argumentation ist wichtig.) 5 Punkte

Aufgabe 8.

Es sei K ein Koérper, V ein 7-dimensionaler K-Vektorraum, W ein 3-dimensionaler K-Vektorraum
und ¢ € Hom (V, W). Beweisen oder widerlegen Sie die folgende Behauptung.

Jede Restklasse von Kern ¢ enthélt mehr als 10 Elemente.

(Ausfiihrliche und vollstindige Argumentation ist wichtig.) 5 Punkte

Aufgabe 9. 2 1 1

Invertieren Sie die Matrix A = | 3 0 4 | € Q3*2 mit Hilfe des in der Vorlesung vorgestellten
3 1 2

Verfahrens. (Sie brauchen dabei nicht anzugeben, welche elementaren Umformungen Sie benutzen. Sie

miissen aber am Schlufl die Matrix A~! explizit angeben.) 5 Punkte

Aufgabe 10. 3 -1 0

Es sei B die Standardbasis von R? und ¢ der durch gpg = | 0 3 1 | € R3*3 definierte Endo-

morphismus von R3. 1 -3 0

(a) Berechnen Sie die Eigenwerte von ¢ und ihre Vielfachheiten.
(b) Berechnen Sie zu jedem Eigenwert von ¢ den zugehérigen Eigenraum.

(c) Berechnen Sie eine Ficherbasis C' von R? beziiglich ¢ sowie die zugehorige Abbildungsmatrix
cec- 3 + 1+ 5 = 9 Punkte

Aufgabe 11.

Es sei V' der R-Vektorraum der reellen Polynome vom Grad < 3 und B = (pg, p1, p2, p3) eine Basis
von V. Berechnen Sie den Annihilator des Teilraums

T = (po+2p1 + p2 + 3ps, 2po + 3p1 +p2+5p3) <V
im Dualraum V* von V. (Wichtig ist eine ausreichende Begriindung und Erlduterung IThrer Rechnung.

Formulieren Sie das Ergebnis in einem Schlufisatz.) 5 Punkte
Aufgabe 12.
Es sei V = R? und B = (X1, X2, X3) eine Basis von V. Ein Skalarprodukt ® auf V sei durch die
2 2 4
Matrix p®p= | 2 3 5 | gegeben.
4 5 6

(a) Berechnen Sie mit dem Gram-Schmidt-Verfahren eine Orthogonalbasis C = (Y7,Y2,Y3) von V
beziiglich ®, und geben Sie die Basiswechselmatrix gide sowie die Matrix ¢®¢ an.

(Es geht in dieser Aufgabe um das Gram-Schmidt-Verfahren. Die Benutzung anderer Verfahren
wird nicht gewertet.)

(b) Ist ® positiv definit? (Antwort mit Begriindung.)
(¢) Bestimmen Sie Index und Signatur von ®. (Mit Erlauterune.) 7+ 1+ 2 = 10 Punkte



Aufgabenblatt 1 zur
Vordiplom-Klausur Lineare Algebra (18.9.1997)

Professor Dr. G. Hif}, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Aufgabe 1.
Es sei V = R?*2 der R-Vektorraum aller 2 x 2 Matrizen iiber R.
(a) Ist M1y ={A €V |Spur A =0} ein Teilraum von V?
(b) Ist My ={A €V |det A= 0} ein Teilraum von V7
Antwort jeweils mit Begriindung. 3 + 2 = 5 Punkte

(Zur Erinnerung: Die Spur einer quadratischen Matrix ist die Summe ihrer Diagonalglieder.)

Aufgabe 2.
Es sei V' < R[z]| der Vektorraum aller Polynome iiber R vom Grad < 3, und es sei

T=(ax3+a?+1, 2 +2+2 223 +22—2)<V.

Berechnen Sie eine Basis von V/T.

Erldutern Sie Thre Rechnung und formulieren Sie das Ergebnis in einem Schlufsatz. 5 Punkte

Aufgabe 3.

Uber dem Kérper Zs = Z/5Z mit 5 Elementen seien der Vektorraum V = Z2 sowie die Teilrdume
1 4 2 3

Ty=(|2|,|1T|)undTo=(|1]|,|4])gegeben. Berechnen Sie mit Hilfe des Zassenhaus-
3 1 3 0

Algorithmus eine Basis von (77, T) und eine Basis von 77 N 7.

Formulieren Sie die Ergebnisse in einem Schluflsatz. 4 Punkte

Aufgabe 4.

(a) Beweisen Sie: Es gibt hochstens vier verschiedene (also nicht isomorphe) Korper, iiber denen es
ein homogenes lineares Gleichungssystem mit genau 64 Losungen gibt.

(b) Uber welchen dieser vier Kérper gibt es ein inhomogenes lineares Gleichungssystem mit 3 Glei-
chungen und 5 Unbekannten, das genau 64 Losungen hat?
Anleitung: Geben Sie jeweils ein konkretes Beispiel fiir ein solches Gleichungssystem an, oder
beweisen Sie, daf} es kein solches Gleichungssytem gibt.

(Ausfiihrliche und vollstdndige Argumentation ist wichtig.) 4 + 4 = 8 Punkte
Aufgabe 5.
Im Vektorraum V = R? seien zwei Basen B = (B1, Bz) und C = (C1,Cs) mit der Basiswechselmatrix

11 .. |0 2 9%2
mdc—[l _1]gegeben.EsselA—[2 O]ER .

Wir betrachten den durch ppp = A definierten Endomorphismus ¢ von V und das durch g®g = A
definierte Skalarprodukt ® auf V.
(a) Berechnen Sie die Basiswechselmatrix ¢idg sowie die Matrizen ¢cpe und ¢®c.

Welche Eigenschaft des Basisvektors C (bzw. C3) kann man aus den Nullen in ¢¢¢ ablesen?

Welche Eigenschaft der Basisvektoren C; und Cy kann man aus den Nullen in ®¢ ablesen?
-1

2
berechnen? Wenn ja, wie? Wenn nein, warum nicht? 4 4+1+1+ 1+ 2 =9 Punkte

)

(c) Welche Eigenschaft des Basisvektors By (bzw. Bz) kann man aus den Nullen in s®p ablesen?
)
)

Kann man das Bild ¢(X) des Vektors X = [ } € V mit Hilfe der oben genannten Matrizen



Aufgabenblatt 2 zur
Vordiplom-Klausur Lineare Algebra (18.9.1997)

Professor Dr. G. Hif, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Aufgabe 6.
Fiir n € N betrachten wir den Vektorraum V = R™. Beweisen Sie:

(a) Ist n gerade, so gibt es einen Endomorphismus ¢ von V' mit Kern ¢ = Bild .
(Konkretes Beispiel mit Begriindung.)

(b) Ist n ungerade, so gibt es keinen solchen Endomorphismus. 5 + 3 = 8 Punkte
Aufgabe 7. 29 1 3

Invertieren Sie die Matrix A = | 4 1 6 | € Q3<3. (Sie brauchen dabei nicht anzugeben, welche
3 1 4

elementaren Umformungen Sie benutzen. Sie miissen aber am Schluf} die Matrix A~! explizit angeben.)

Empfehlung: Vermeiden Sie bei der Rechnung Briiche (das Ergebnis ist ganzzahlig). 5 Punkte
Aufgabe 8. 10 4 —-12

Gegeben sei die Matrix A = 0 2 0 | € Q3*3. Berechnen Sie

8 4 -—-10

(a) die Eigenwerte von A und ihre Vielfachheiten,

(b) zu jedem Eigenwert von A den zugehorigen Eigenraum,

(c) eine Matrix 7' € Q3*3, so daBl T~! AT Diagonalgestalt hat. 3+ 8 + 1 = 7 Punkte
Aufgabe 9.
Es sei V = R? und B = (X1, X2, X3) eine Basis von V. Ein Skalarprodukt ® auf V sei durch die
1 2 3
Matrix p®p= | 2 3 4 | gegeben.
3 45

(a) Berechnen Sie das Radikal von V beziiglich ®. (Wichtig ist eine ausreichende Begriindung und
Erlduterung Threr Rechnung. Formulieren Sie das Ergebnis in einem Schlufisatz. Beachten Sie
dabei, da3 B nicht die Standardbasis von V' zu sein braucht.)

(b) Ist ® ausgeartet? (Antwort mit Begriindung.) 5 + 1 = 6 Punkte
Aufgabe 10.
Es sei V = R? und B = (X1, X2, X3) eine Basis von V. Ein Skalarprodukt ® auf V sei durch die
1 2 3
Matrix &g = | 2 2 4 | gegeben.
3 4 4

(a) Berechnen Sie mit dem Gram-Schmidt-Verfahren eine Orthogonalbasis C = (Y1,Y2,Y3) von V
beziiglich ®, und geben Sie die Basiswechselmatrix gide sowie die Matrix ¢®¢ an.

(Es geht in dieser Aufgabe um das Gram-Schmidt-Verfahren. Die Benutzung anderer Verfahren
wird nicht gewertet.)

(b) Ist ® positiv definit? (Antwort mit Begriindung.)
(c) Bestimmen Sie Index und Signatur von ®. (Mit Erlduterung.) 7+ 1 + 2 = 10 Punkte




Scheinklausur zur Linearen Algebra I (13.2.98)
Professor Dr. G. Hif}, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Bitte bearbeiten Sie auf jedem Blatt nur eine Aufgabe, und schreiben Sie auf jedes Blatt Ihren Namen.
Die Bearbeitungszeit betrigt 120 Minuten. Von den 9 gegebenen Aufgaben fiir insgesamt 54 Punkte
konnen Sie eine beliebige Auswahl in beliebiger Reihenfolge bearbeiten. Zum Bestehen der Klausur sind
mindestens 25 Punkte notwendig. Beachten Sie, dafl ausfiihrliche Begriindungen einen wesentlichen
Teil der Losung einer Aufgabe bilden. Viel Erfolg!

Aufgabe 1.

Gegeben seien zwei Vektorraume V und W, eine lineare Abbildung ¢: V — W und zwei Vektoren
v1,v9 € V. Zeigen Sie: Ist v # v9 und p(v1) = p(v2) # 0, so ist (v1, v2) linear unabhéngig. &5 Punkte

Aufgabe 2.

Es seien U und W zwei 3-dimensionale Teilrdume eines 4-dimensionalen Vektorraums. Welche Dimen-
sion hat U N W mindestens? Begriinden Sie Ihre Antwort, und geben Sie ein konkretes Beispiel fiir
diesen Fall an. 3 Punkte

Aufgabe 3.
EsseiV = IE‘Q%XI. Welche der beiden folgenden Teilmengen von V sind Teilrdume?

(a) G ={veV | die Anzahl der Einsen in v ist gerade},
(b) U ={v eV | die Anzahl der Einsen in v ist ungerade}.

Empfehlung: Nicht lange rechnen, sondern kurz umformulieren und beweisen. 4 Punkte

Aufgabe 4.
Im Vektorraum V = R* seien die Teilrdume

U=([1,21,4],[-1,3,4,1],[1,~-1,-2,1]) und W =([1,1,4,1],[1,2,3,3])
gegeben. Berechnen Sie
(a) je eine Basis fiir U und V/U,
(b) je eine Basis fir UNW und U + W.

Erldutern Sie jeweils die Rechnung, und geben Sie die Basen konkret an. 4 + 4 = 8 Punkte
Aufgabe 5.

%1 . 1 0 -1 3 2
In V = R**! seien die Basen B = { ol°11 }und C = { 9 |+] _5 }, der Vektor v = 3

und die durch go([ Z }) = [ “ 22 b ] definierte lineare Abbildung ¢: V' — V gegeben. Bestimmen Sie

(a) die Basiswechselmatrizen M§(id ) und ME(id v ),
(b) die Abbildungsmatrizen Mg(p) und Mc(p),
(¢) den Koordinatenvektor k¢ (p(v)). 3 + 8 + 2 = 8 Punkte
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Aufgabe 6.

Untersuchen Sie jeweils fiir n = 220 und fiir n = 2?°, ob es ein nicht homogenes lineares Gleichungs-
system mit 2 Gleichungen und 5 Unbekannten iiber einem geeigneten Korper K gibt, das genau n
Losungen hat. (Sie diirfen verwenden, daf es zu jeder Primzahlpotenz ¢ einen Kérper mit ¢ Elementen
gibt.)

Geben Sie jeweils ein konkretes Beispiel oder einen Gegenbeweis an. 4 Punkte
Aufgabe 7. -9 0 —1
Gegeben sei die invertierbare Matrix A = I 1 0| eQ®s3,

0 -1 1

(a) Berechnen Sie ein Polynom f € Q[X] mit der Eigenschaft A=! = f(A), und berechnen Sie damit
die Matrix A~L.

(b) Es sei A die zu A komplementiire Matrix. Berechnen Sie A mit mdglichst geringem Aufwand.

(Erlautern Sie die Rechnung.) 5 + 2 = 7 Punkte
Aufgabe 8. 11 —18 9
(a) Berechnen Sie die Eigenwerte der Matrix A = 6 —10 6 | € Q**3 und ihre Vielfachheiten.
0 0 2
(b) Berechnen Sie zu jedem Eigenwert von A den zugehérigen Eigenraum. 3 + 8 = 6 Punkte
Aufgabe 9.

Es sei V = R[X], und es sei p: V — V der durch ¢(f) = X f’ fiir f € V definierte Endomorphismus
von V', wobei f’ die formale Ableltung von f bedeutet, also

f = Zza,X’ Uofir f = ZaZXlGV

Bestimmen Sie die Eigenwerte und d1e zugehorigen Elgenraume von .

Bei dieser Aufgabe, bei der kaum etwas zu rechnen ist, kommt es auf eine ausfiihrliche und vollsténdige
Argumentation an. Sie sollen hier zeigen, dafl Sie mathematische Zusammenhéinge sauber formulieren
konnen. 9 Punkte




Nachholklausur zur Linearen Algebra I (17.4.98)
Professor Dr. G. Hif}, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Bitte bearbeiten Sie auf jedem Blatt nur eine Aufgabe, und schreiben Sie auf jedes Blatt Ihren Namen.
Die Bearbeitungszeit betrigt 120 Minuten. Von den 8 gegebenen Aufgaben fiir insgesamt 65 Punkte
konnen Sie eine beliebige Auswahl in beliebiger Reihenfolge bearbeiten. Zum Bestehen der Klausur sind
mindestens 25 Punkte notwendig. Beachten Sie, dafl ausfiihrliche Begriindungen einen wesentlichen
Teil der Losung einer Aufgabe bilden, und achten Sie bei Beweisen auf die Vollstindigkeit Ihrer
Argumentation. Viel Erfolg!

Aufgabe 1.
Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum.

(a) Bekanntlich gilt: Ist (v1,v2) ein linear unabhéngiges Paar von Vektoren aus V und ¢ € K, so ist
auch (v] + cvg, vg) linear unabhingig. Wie beweist man das?

(b) Wir nehmen nun an, es sei dim gV > 2. Zeigen Sie: Ist 0 # v € V, so gibt es ein linear

unabhéingiges Paar (u,w) von Vektoren aus V mit v = u + w. 3 + 8 = 6 Punkte
Aufgabe 2. 3 -1 3 21

Durch die Abbildungsmatrix Még (p)=14 2 =1 1 3 | seieine lineare Abbildung ¢ von einem
5 1 1 2 3

R-Vektorraum V' mit Basis B in einen R-Vektorraum W mit Basis C gegeben. Bestimmen Sie die
Dimensionen der Vektorrdume V, W, Bild ¢, Kernp, W/Bild ¢ und V/Kernp, und erldutern Sie
dabei jeweils Thre Rechnung. 6 Punkte

Aufgabe 3.
Es sei V = Q%! es sei B = (v1,v2) eine Basis von V, und es sei ¢ der durch die Abbildungsmatrix

Mp(p) = [ ; i ] gegebene Endomorphismus von V.

(a) Zeigen Sie: ¢ ist ein Automorphismus von V.

(b) Wegen (a) ist C = (p(v2),¢(v1)) eine Basis von V. Berechnen Sie die Basiswechselmatrizen
ME(idy) und ME(idv).

(c) Berechnen Sie mit Hilfe von (b) die Abbildungsmatrix Mc(p).

(d) Esseiv= _é ] € V. Welchen Koordinatenvektor hat der Vektor ¢(v) beziiglich der Basis C?
(Antwort mit Begriindung.) 2 + 4 + 2+ 2 = 10 Punkte
Aufgabe 4.
Uber dem Korper Q sei das lineare Gleichungssystem
2x1 +4x9 —+ 14 = 5
1 +2x9 +x3 +x4 —T5= 2
T1 +2x9 — T3 +x5= 3

gegeben. Berechnen Sie mit Hilfe des GauB-Algorithmus aus der Vorlesung
(a) eine Basis fiir den Losungsraum L des zugehérigen homogenen Systems,

(b) die Menge M aller Losungen des inhomogenen Systems. zusammen 5§ Punkte
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Aufgabe 5.
Es sei V' < R[X] der Vektorraum der reellen Polynome vom Grad < 3. In V seien die Teilrdume

U=(X3—9X+11, X3+ X? - 6X +8, X3 +2X?-3X +5) und
W=(X3+X2+2X+1, X3 - X2 +4X)
gegeben. Berechnen Sie eine Basis von U N W und eine Basis von U + W.

Erlautern Sie Ihre Rechnung (und vergewissern Sie sich am Schluf}; dafl die Basen, die Sie angeben,

tatséichlich aus Polynomen bestehen). 5 Punkte
Aufgabe 6. 0o 2 1
Es sei C der Koérper der komplexen Zahlen und A= | 0 —1 —1 | € C3*3.

1 2 0

(a) Berechnen Sie A~! mit dem iiblichen Verfahren (also mit Hilfe elementarer Umformungen).
(b) Berechnen Sie die Eigenwerte von A.

(c) Bestimmen Sie die geometrischen Vielfachheiten der Eigenwerte, ohne irgendwelche Eigenvek-
toren zu berechnen. (Mit Beweis.)

(d) Berechnen Sie ein Polynom f € C[X] mit der Eigenschaft A~! = f(A), und berechnen Sie damit
noch einmal A~!, ohne (a) zu benutzen.

(e) Es sei A die zu A komplementiire Matrix. Beweisen Sie, ohne A auszurechen, da A = —A~!

ist.
(f) Beweisen Sie mit Hilfe des Satzes von Cayley-Hamilton und ohne irgendwelche Potenzen von A

als Matrizen auszurechnen, daf8 A* gleich der Einheitsmatrix Es5 ist.
8+ 38+ 2+ 8+ 2+ 8 =16 Punkte

Aufgabe 7.

Es sei V = R[X], und es sei p: V — V der durch ¢(f) = X f’ fiir f € V definierte Endomorphismus
von V', wobei f’ die formale Ableitung von f bedeutet, also

n
fr=> i X" fix f=) aX eV
i=1 i=0

Bestimmen Sie die Eigenwerte und die zugehorigen Eigenrdume von .

Bei dieser Aufgabe, bei der kaum etwas zu rechnen ist, kommt es auf eine ausfiihrliche und vollsténdige
Argumentation an. Sie sollen hier zeigen, dafy Sie mathematische Zusammenhénge sauber formulieren

konnen. (Hinweis: Es kommt kein Induktionsbeweis vor.) 9 Punkte
Aufgabe 8.
Es sei K ein Korper und a, b € K mit a # b. Zeigen Sie:

(a) Die Matrizen A = { 8 2 ] und B = { g clz } sind nicht &hnlich. (Hinweis: Bestimmen Sie

etwa alle zu A dhnlichen Matrizen.)

(b) Die Matrizen D = [ 8 2 ] und C = [ 8 2 ] sind &hnlich. (Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, dafl

C' diagonalisierbar ist.) 4 + 4 = 8 Punkte




Testklausur zur Linearen Algebra I (19.12.97)
Professor Dr. G. Hif}, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Bitte bearbeiten Sie auf jedem Blatt nur eine Aufgabe, und schreiben Sie auf jedes Blatt Thren Namen.
Die Bearbeitungszeit betrdgt 120 Minuten. Von den 7 gegebenen Aufgaben fiir insgesamt 52 Punkte
konnen Sie eine beliebige Auswahl in beliebiger Reihenfolge bearbeiten. Wenn die Klausur eine Schein-
klausur wire, wiren zum Bestehen mindestens 25 Punkte notwendig. Beachten Sie, dafi ausfiihrliche
Begriindungen einen wesentlichen Teil der Losung einer Aufgabe bilden. Viel Erfolg!

Aufgabe 1.
Es sei F':= R, und fiir a € R seien f, € F und g, € F definiert durch

fa(z) = asinz — §,  go(r) =sinar firz eR.
(a) Ist die Teilmenge M} ={ f, | a € R} von F ein Teilraum von F'?
(b) Ist die Teilmenge My = { g, | a € R} von F ein Teilraum von F'?

Antwort jeweils mit Beweis. 3 + 2 = 5 Punkte

Aufgabe 2.
Welche der folgenden Abbildungen sind linear? (Antwort jeweils mit Beweis)

(a) - Q2 —>Q2> [a1, az] — [a% — a2, a%—cn],

(b) ¥:F} —F2, [a1, az] — [a1 + a2, a? + a2] (mit Fy := Z/27). 2 + 8 = 5 Punkte

Aufgabe 3.
Es sei K ein Koérper und V = K*. Zeigen Sie:

(a) Es gibt einen Endomorphismus ¢ von V mit Kern ¢ = Bild ¢.

(b) Der Vektorraum K97 besitzt keinen solchen Endomorphismus. 4 + 4 = 8 Punkte
Aufgabe 4.
10 0 1 0 0 0 0
. _ 2><2 . .. . . .
(a) Essei V=R .Ze1gen81e.{[0 0],{0 0},[1 0],[0 1]}1stemeBas1svonV.

Es kommt hier auf die Formulierung an: Erwartet wird ein Beweis aus vollstéandigen Sdtzen, in
dem alle logischen Zusammenhénge und Quantoren klar formuliert sind. Nicht nur Stichworte.

(b) Weiter sei T = { 1 8 ] € Vund ¢: V — V definiert durch ¢(A) = TAT fiir alle A € V.

Zeigen Sie, dafl ¢ linear ist.
(c) Berechnen Sie eine Basis von Kern ¢ und eine Basis von Bild ¢.

(d) Ergénzen Sie eine Basis von Kern ¢ zu einer Basis von V. (Ohne Beweis.)
4 + 2+ 4 + 1 = 11 Punkte

Aufgabe 5.

Es sei K ein Korper. Beweisen Sie: Zwei endlich dimensionale Vektorrdume {iber K sind genau dann
isomorph, wenn sie die gleiche Dimension haben.

Zur Erinnerung: Formulieren Sie die kausalen Zusammenhénge aus (Text!) und erkliren Sie alle Be-
zeichnungen, die Sie verwenden (wie z. B. ¢ oder V). 6 Punkte
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Aufgabe 6.
Es sei K ein endlicher Kérper mit ¢ Elementen, V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und m € N mit
1 < m < n. Wie viele linear unabhéngige m-Tupel von Vektoren gibt es in V7

Antwort mit Beweis. 6 Punkte
Aufgabe 7. 3 5 1 1
Gegeben seien die Matrix A = [ 47 ] € Q%*2 und die Basis B = {v1,v2} := {[ 1 ] , [ 5 ]} von

V = Q**! sowie der Endomorhismus ¢: V — V, v+ Av (das heifit, o = @4).
(a) Berechnen Sie die Bilder ¢(v1) und ¢(v2) sowie ihre Koordinatenvektoren k(¢ (v1)) und kg(p(v2)).
(b) Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix Mg(p).
(¢) Bestimmen Sie eine Basis C von V, so dafi MF(p) = B ist.
(d) Berechnen Sie die Fasern von v; und vsa.
(e) Bestimmen Sie eine Basis A von V, so dal M7 (¢) = By ist.
Vergessen Sie nicht den erlduternden Text. 4+ 1+ 1+ 4 + 1 =11 Punkte




Aufgabenblatt 1 zur
Vordiplom-Klausur Lineare Algebra (16.3.1998)

Professor Dr. G. Hif}, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Aufgabe 1.
Es seien Vj der Vektorraum der Polynome vom Grad < 2 iiber Q,

V5 der Vektorraum der Polynome vom Grad < 2 iiber R,
Va der von {[3,-1,3,2,1], [4,2,-1,1,3], [5,1,1,2,3] } erzeugte Untervektorraum von R>,
V4 der Quotientenvektorraum R®/V3.

(a) Welche der Vektorrdume V; bis Vj sind isomorph, welche nicht?
(Bei dieser Aufgabe kommt es auf vollstdndige Begriindung und sorgfiltige Argumentation an.)

(b) Geben Sie fiir ein Paar V; = V; mit i # j einen konkreten Isomorphismus von V; nach V; an.
(Erlautern Sie Thre Rechnung.) 6 + 4 = 10 Punkte

Aufgabe 2.

Es sei K ein endlicher Kérper mit ¢ Elementen und V' = {f € K[X] | deg (f) < 20} der Vektorraum
der Polynome vom Grad < 20 iiber K, und es sei n eine beliebige natiirliche Zahl. Wie viele linear
unabhéngige n-Tupel von Vektoren gibt es in V7

Finden Sie eine geschlossene Formel, und beweisen Sie sie. 7 Punkte

Aufgabe 3.

Es seien V = Q'3 und W = Q'*2, und es seien B = (v1,v2,v3) und B’ = (vg +v3, 2v1 + 3v3, vy — va)
Basen von V und C = (wy,w3) und ' = (3w + 2ws, Tw; + 5ws) Basen von W. Weiter sei ¢ die durch
2 4 6
1 3 5
(a) Berechnen Sie die Basiswechselmatrizen Mg (id ) sowie MS (id w) und MS, (id w).

(b) Berechnen Sie mit Hilfe der obigen Matrizen die Abbildungsmatrix Még,/(gp).

(c) Essei v =wv1 + vy +v3 € V. Berechnen Sie die Koordinatenvektoren k¢ (p(v)) und ker(@(v)).

die Abbildungsmatrix M5 (p) = [ } definierte lineare Abbildung von V nach W.

Erkléren Sie Thre Rechnung, soweit notig. 3 + 8 + 3 =9 Punkte

Aufgabe 4.
Welches ist die kleinste Zahl m, fiir die es ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und
5 Unbekannten iiber einem geeigneten Korper K gibt, das genau 64 Losungen besitzt?

(Antwort mit Beweis.) 4 Punkte

Aufgabe 5.
Es sei V < R[X] der Vektorraum der rellen Polynome vom Grad < 3. In V seien die Teilrdume

U= (X342X2-X -2, X3+3X%2 -2X +1, X3 +5X%2 -4X +7) und
W=(X34+X2+3X -2, 2X3+3X2+8X +2)
gegeben. Berechnen Sie eine Basis von U N W und eine Basis von U + W

Erlautern Sie Ihre Rechnung (und vergewissern Sie sich am Schluf}; dal die Basen, die Sie angeben,
tatséchlich aus Polynomen bestehen). 5 Punkte




Aufgabenblatt 2 zur
Vordiplom-Klausur Lineare Algebra (16.3.1998)

Professor Dr. G. Hif}, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Aufgabe 6. 10 1 -2
Invertieren Sie die Matrix A = | —19 —2 4 | € Q3*3.
25 3 -5

Sie brauchen dabei nicht anzugeben, welche elementaren Umformungen Sie benutzen. Sie miissen aber
am Schlu8 die Matrix A~! explizit angeben. Empfehlung: Vermeiden Sie bei der Rechnung Briiche.

(Das Ergebnis ist ganzzahlig.) 5 Punkte

Aufgabe 7. 1 + 4

Fiir welche Werte des Parameters ¢t € R ist die Matrix A = | 2 2 5 | € R3*3 invertierbar, fiir

welche nicht? (Antwort mit Beweis.) 3 % 6 3 Punkte

Aufgabe 8. 2 1 1 1

Berechnen Sie die Determinante der Matrix A = 2 g (2) (2) € Z4** mit Hilfe des Laplaceschen
0 4 30

Entwicklungssatzes. Entwickeln Sie dabei |A| und alle vorkommenden 3 x 3-Unterdeterminanten jeweils
nach der letzten Spalte. (Also keine vorherigen elementaren Umformungen, Entwicklung nach anderen
Spalten oder Zeilen oder Anwendung der Regel von Sarruss.) 3 Punkte

Aufgabe 9.

Es sei V = R>3 und ¢ : V. — V der durch ¢([a,b,c]) = [2a, a + b+ 2¢c, —b + 4c] definierte
Endomorphismus von V.

(a) Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix Mp(p) von ¢ beziiglich der Standardbasis B von V.
(b) Berechnen Sie die Eigenwerte von ¢ und ihre algebraischen Vielfachheiten.

(c) Berechnen Sie fiir jeden Eigenwert von ¢ seinen Eigenraum und seine geometrische Vielfachheit.
1+ 8+ 6 = 10 Punkte

Aufgabe 10.

Es sei K ein Korper und A = [ ch 3 ] € K2x2,

(a) Berechnen Sie die zu A komplementire Matrix A. (Geben Sie nicht nur das Ergebnis an, sondern
zeigen Sie, wie Sie darauf gekommen sind.)

(b) Zeigen Sie, dafl die zu A komplementire Matrix f:l gleich A ist. 3 + 1 = 4 Punkte

Aufgabe 11. 0 b 0
Es sei K ein Korper und a,b € K. Zeigen Sie: Die Matrizen A = [ @ } und B = [ a ] sind

ghnlich. 0 b 0
4 Punkte




Aufgabenblatt 1 (Lineare Algebra I) zur
Vordiplom-Klausur Mathematik IT (17.9.1998)

Professor Dr. G. Hif}, Lehrstuhl D fiir Mathematik
Professor Dr. E. Triesch, Lehrstuhl II fiir Mathematik
RWTH Aachen

Aufgabe 1.

Beweisen Sie: Ist V' ein 4-dimensionaler Vektorraum, so gibt es in V' drei 2-dimensionale Untervek-
torrdume, so daf die Summe von je zweien dieser Untervektorrdume ganz V ist. (Es kommt auf eine
klare Formulierung der logischen Zusammenhinge an.) 4 Punkte

Aufgabe 2.
Es sei K = Fy der Korper mit zwei Elementen, A € K2*5 und b € K?*1.

(a) Welche notwendige und hinreichende Bedingung miissen die Matrix A und die Spalte b erfiillen,
damit das lineare Gleichungssystem Az = b genau 8 Losungen hat? (Antwort mit Beweis.)

(b) Wie viele verschiedene homogene lineare Gleichungssysteme mit 2 Gleichungen, 5 Unbekannten
und genau 8 Losungen gibt es iiber K7 (Dabei bezeichnen wir zwei lineare Gleichungssysteme
als verschieden, wenn die zugehdrigen erweiterten Matrizen verschieden sind.)

(c) Wie viele verschiedene nicht homogene lineare Gleichungssysteme mit 2 Gleichungen, 5 Unbe-
kannten und genau 8 Losungen gibt es iiber K7

(Es kommt jeweils auf die sorgfiiltige Argumentation an.) 3 + 8 + 8 = 9 Punkte

Aufgabe 3.

Es sei K ein Korper und n € N. In K™*™ seien symmetrische Matrizen A und B gegeben, d.h., es
sei A = A € K™" und B! = B € K™". Beweisen Sie: Die Matrix AB ist genau dann symmetrisch,

wenn AB = BA ist. 3 Punkte
Aufgabe 4. -9 2 -6
Invertieren Sie (mit dem Gauf-Algorithmus) die Matrix A = 6 —1 4| Q3.

19 —4 13

Sie brauchen dabei nicht anzugeben, welche elementaren Umformungen Sie benutzen, Sie miissen aber
am Schlu8 die Matrix A~! explizit angeben. Empfehlung: Vermeiden Sie bei der Rechnung Briiche.
(Das Ergebnis ist ganzzahlig.) 4 Punkte

Aufgabe 5.

Im Vektorraum V = R2*2 geien die Untervektorrdume

R R TR SR RN

gegeben. Berechnen Sie je eine Basis fiir U; N Us und Uy + Us.

Erldutern Sie dabei den Ansatz Ihrer Rechnung, und geben Sie die Basen konkret an. 5 Punkte




Aufgabenblatt 2 (Lineare Algebra I) zur
Vordiplom-Klausur Mathematik IT (17.9.1998)

Professor Dr. G. Hif}, Lehrstuhl D fiir Mathematik
Professor Dr. E. Triesch, Lehrstuhl II fiir Mathematik
RWTH Aachen

Aufgabe 6. ; ? i 4
Berechnen Sie die Determinante der Matrix A = 3 92 0 :13 € Z*** mit Hilfe des Laplaceschen
2 0 30

Entwicklungssatzes. Entwickeln Sie dabei | A| und alle vorkommenden 3 x 3-Unterdeterminanten jeweils
nach der letzten Zeile. (Also keine vorherigen elementaren Umformungen, Entwicklung nach anderen
Zeilen oder Spalten oder Anwendung der Regel von Sarruss.) 3 Punkte

Aufgabe 7.
Es seien f,g € Q[X] mit f=X° -4X?4+4X3+X?2-9X -6 und g= X?-2X —3.

(a) Dividieren Sie f mit Rest durch g. (Formulieren Sie das Ergebnis in einem SchluBsatz.)

. . 11
(b) Berechnen Sie g(A) und f(A) fir A = [ 41 ] € Q2x2 J + 8 = 7 Punkte

Fiir die Aufgaben 8 und 9 nehmen wir an, es sei V der Vektorraum V = R?*2? mit der Standard-

. 10 0 1 0 0 0 0 . 0 1
ba81sB—{v1,v2,v3,v4}—{[0 O]’[O O]’[l 0},[0 1}},undesselT— [2 1} evV.
Weiter sei eine Abbildung ¢: V' — V definiert durch ¢(v) = T fiir alle v € V.

Aufgabe 8.
(a) Zeigen Sie, daf ¢ linear ist.
(b) Beweisen Sie, ohne die betreffenden Polynome zu berechnen: Die charakteristischen Polynome

von T und ¢ sind verschieden, aber ihre Minimalpolynome sind gleich. Bestimmen Sie dazu der
Reihe nach die Grade der Polynome X7, Xy, 7, . (Die Begriindungen sind wichtig.)

(c) Zeigen Sie, dal ¢ ein Automorphismus von V' ist. 2 + 5 + 2 = 9 Punkte

Aufgabe 9.
(a) Nach Aufgabe 8 ist ¢ linear. Berechnen Sie die Abbildungsmatrix Mp(p).
(b) Berechnen Sie die Eigenwerte von ¢ und ihre algebraischen Vielfachheiten.
(¢) Berechnen Sie die Eigenrdume von ¢. (Achtung: Das miissen Untervektorrdume von V sein.)
)

(d) Berechnen Sie eine Basis C von V, die aus Eigenvektoren von ¢ besteht, und geben Sie C, die
Basiswechselmatrix M§(id ) und die Abbildungsmatrix Mc(¢) an.
8+ 4 + 4 + 8 = 14 Punkte




Aufgabenblatt 3 (Diskrete Strukturen) zur
Vordiplom-Klausur Mathematik IT (17.9.1998)

Professor Dr. G. Hif}, Lehrstuhl D fiir Mathematik
Professor Dr. E. Triesch, Lehrstuhl II fiir Mathematik
RWTH Aachen

Aufgabe 10.

Es sei a > 1 eine natiirliche Zahl. Driicken Sie die Anzahl der ungeordneten k-Zahlpartitionen
ny + ng + ... + np = n mit n; > a fiir 1 <4 < k durch die Partitionszahlen P, ; aus.
7 Punkte

Aufgabe 11.

Zeigen Sie, dal die Anzahl der ungeordneten k-Zahlpartitionen n; + ng + ... + np = n mit
n; < [5] fiir 1 <7 < k folgenden Wert hat:

3]
Py — Z Ploj_jr-1.
j=1

9 Punkte
Aufgabe 12.
Bestimmen Sie in folgendem Netzwerk N = (V| B, g, s, ¢) einen maximalen Fluf:
V ={x1,....,29} U{q, s},
B = {<q>xi)7 (Iias)‘l <1< 9} U {(xi+laxi)|1 <1< 8}7
c((q, ) =1, e((xiy8)) =10 —i fur 1 <i < 9und e((ziq1, 7)) =9 —i fir 1 <i <8.
10 Punkte

Aufgabe 13.

Es sei T ein Baum mit zwei nicht adjazenten Ecken vom Grad d > 3. Zeigen Sie, dal} T
mindestens 2d — 2 Endecken besitzt.
9 Punkte

Aufgabe 14.

Die Folge (a,)n>0 geniige der Rekursion a1 + ani2 = 2a, mit den Anfangsbedingungen
ag = 3 und a; = 0. Bestimmen Sie eine explizite Darstellung dieser Folge.
7 Punkte




Aufgabenblatt 4 (Diskrete Strukturen) zur
Vordiplom-Klausur Mathematik IT (17.9.1998)

Professor Dr. G. Hif}, Lehrstuhl D fiir Mathematik
Professor Dr. E. Triesch, Lehrstuhl II fiir Mathematik
RWTH Aachen

Aufgabe 15.
Es sei f(z) = > 0" a, - 2" die erzeugende Funktion der Folge (a,),>o mit a, = 3 + (—2)".
Welche Folge (b,)n>0 hat die erzeugende Funktion

VD) + F(=V2),

9(z) = 5

(Hinweis: Versuchen Sie es nach Moglichkeit zu vermeiden, die Funktionen f und g explizit zu

berechnen.)
10 Punkte

Aufgabe 16.

Die Folge (¢,)n>0 geniige der Rekursion
Coig 310 crpo +3-100 - ¢y + 1000 - ¢, = 0

mit den Anfangsbedingungen ¢y = 0, ¢; = —10, ¢o = 200 und ¢4 = 40000.

Bestimmen Sie eine explizite Darstellung dieser Folge. (Beachten Sie, dal ¢3 nicht gegeben ist).
9 Punkte

Aufgabe 17.

Zeigen Sie, daf ein Graph GG genau dann bipartit ist, wenn fiir alle seine Teilgraphen H eine
Menge Vi C V(H) mit |Vy| > @ existiert, so dafi keine zwei Ecken aus Vg in H adjazent
sind.

(Hinweis: Betrachten Sie einen Kreis ungerader Lénge.) 9 Punkte
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Vordiplom-Klausur Mathematik IT (15.3.1999)

Professor Dr. G. Hif}, Lehrstuhl D fiir Mathematik
Professor Dr. E. Triesch, Lehrstuhl II fiir Mathematik
RWTH Aachen

Aufgabe 1.
Gegeben seien zwei Vektorrdume V und W, ein Untervektorraum U von W und eine lineare Abbildung
¢: V. — W. Beweisen Sie: ¢ 1(U) :={v €V | ¢(v) € U} ist ein Untervektorraum von V. 4 Punkte

Aufgabe 2.
Untersuchen Sie
(a) im Fall V = Q1*2,
(b) im Fall V = F}*?,
ob die Abbildung ¢: V —V, [a, b] — [a + b, a® + b?] linear ist. 2 + 3 = 5 Punkte

Aufgabe 3.
(a) Gegeben seien zwei losbare, nicht homogene lineare Gleichungssysteme iiber einem endlichen
Korper K, das eine mit 2 Gleichungen und 4 Unbekannten, das andere mit 4 Gleichungen und
2 Unbekannten. Kénnen die beiden Systeme gleich viele Losungen haben?

(b) Untersuchen Sie die gleiche Frage fiir den Fall, dass die beiden Systeme iiber verschiedenen
endlichen Kérpern K7 und K9 gegeben sind.

Antwort jeweils mit Beweis der Unmoglichkeit oder konkretem Beispiel. 4 + 8 = 7 Punkte
Aufgabe 4. 21 a 3
Gegeben sei die Matrix A = 2 a 10 € R4x4
geben sei di ixA=1 o 4y .
21 30

(a) Berechnen Sie die Determinante von A mit Hilfe des Laplaceschen Entwicklungssatzes. Ent-
wickeln Sie dabei |A| und alle vorkommenden 3 x 3-Unterdeterminanten jeweils nach der letzten
Spalte. (Also keine vorherigen elementaren Umformungen, Entwicklung nach anderen Spalten
oder Zeilen oder Anwendung der Regel von Sarruss.)

(b) Fiir welche a € R ist A invertierbar, fiir welche nicht?
(c) Fir welche a € Z ist A ganzzahlig invertierbar?

Antwort jeweils mit Begriindung. 4 + 1+ 1 = 6 Punkte

Aufgabe 5.
Es sei K ein Korper mit char (K) # 2, und es sei A € K™ mit n € N.

(a) Es sei det (A) = d. Berechnen Sie det (—A).
(Geben Sie nicht nur das Ergebnis an, sondern begriinden Sie es.)

(b) Zeigen Sie: Wenn n eine ungerade Zahl ist, gilt: Ist A = —A, so ist A nicht invertierbar.
(Wo geht hier die Charakteristik von K ein?)

(c) Zeigen Sie: Wenn n eine gerade Zahl ist, gilt die Aussage in (b) nicht.
(Betrachten Sie zunéchst den Fall n = 2.) 2 + 8 + 8 = 8 Punkte




Aufgabenblatt 2 (Lineare Algebra I) zur
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Professor Dr. G. Hif}, Lehrstuhl D fiir Mathematik
Professor Dr. E. Triesch, Lehrstuhl II fiir Mathematik
RWTH Aachen

Aufgabe 6.
Im R-Vektorraum V' der reellen Polynome vom Grad < 3 seien zwei Basen B = (vy,v2,v3,v4) und
1 -1 1 1
. . . Coe 1 01 1 . .
C = (w1, w2, w3, wy) mit der Basiswechselmatrix Mp(idy) = | 1 1 0 o | sowie zwei Unter-
vektorraume 1 -1 10

Ui = (v1 + 3vg + vg, v1 — 3v3 + vy, v1 + 4v9 + v3 + 04 ),
Uy = (w1 — w3 + wa, wa + 2wz — 2wy )
gegeben.
(a) Stellen Sie die Erzeugenden von Us als Linearkombinationen aus B dar.

(b) Berechnen Sie mit Hilfe des Zassenhaus-Algorithmus eine Basis von U; N Uz und eine Basis
von Uj + Us. (Erldautern Sie Thre Rechnung auflerhalb des eigentlichen Zassenhaus-Schemas,
insbesondere den Ansatz, und geben Sie die resultierenden Basen an.)

(c) Berechnen Sie nun die Basiswechselmatrix MZ(id v/).

(d) Es seien w; = X3 — X2 4+ 1 und wy = X? — X + 1. Berechnen Sie eine Darstellung des
Durchschnitts U; NUs als Menge von Polynomen. (Wenn Sie sich beim Zassenhaus-Algorithmus

nicht verrechnet haben, geht das.) 4+ 5+ 8+ 8 =15 Punkte
Aufgabe 7. 0 0 -1
Es sei C der Korper der komplexen Zahlen und A= | 2 2 1 | € C3*3,
(a) Berechnen Sie die Eigenwerte von A. 3 -1 0
(b) Zeigen Sie, ohne irgendwelche Potenzen von A auszurechnen, dass A® gleich 16 - A ist.
(Auf die Argumentation kommt es an.) 4 + 3 = 7 Punkte
Aufgabe 8.

Essei V =R™3 und ¢: V — V der durch ¢([a,b,c]) = [5a + 2¢, 2a + 3b + 2¢, —4a — c] definierte
Endomorphismus von V.

(a) Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix Mp(yp) von ¢ beziiglich der Standardbasis B von V.

(b) Berechnen Sie die Eigenwerte von ¢ und ihre algebraischen Vielfachheiten.

(c) Berechnen Sie die Eigenrdume von ¢. (Achtung: Das miissen Untervektorrdume von V sein.)
)

(d) Berechnen Sie eine Basis C von V, die aus Eigenvektoren von ¢ besteht, und geben Sie C, die
Basiswechselmatrix M§(id ) und die Abbildungsmatrix Mc(y) an.
1+ 3+ 4+ 8= 11 Punkte

Aufgabe 9. 0
Es sei K ein Korper, a € K und A = [ g a ] Bestimmen Sie die Menge aller zu A #hnlichen Ma-

trizen aus K2*2. (Antwort mit Beweis.) 3 Punkte
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Aufgabe 10.
Es seien ay, ..., a, beliebige natiirliche Zahlen. Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

a) Zwei der Zahlen aus der Menge N = {0,a1,a; + a,...,a1 + a2 + ... + a,} ergeben bei Division
durch n denselben Rest.

b) Es gibt zwei Zahlen 0 < k <1 < n, so dass Zﬁ:k 110G ein Vielfaches von n ist. 8 Punkte

Aufgabe 11.

Es sei a, fir n € N die Anzahl der Mengen S C {1,...,n} mit der Eigenschaft, dass
{z,2+ 1|z e S} ={1,..,n}

ist. Driicken Sie die Zahlen a,, fiir n € N mit Hilfe der Fibonacci-Zahlen aus.

(Hinweis: Beweisen Sie eine Rekursion fur die a,.) 8 Punkte

Aufgabe 12.

Gegeben sei eine Folge von Graphen (G,),>1, so dass G; = ({v1},0) und fiir n > 2 der Graph
Gn = Vi, Ep) aus G—1 = (Vy,—1, E,—1) entsteht, indem man zu V,,_; eine Ecke v,, hinzufiigt und mit
mehr als "T_l Ecken von Gy, verbindet, d.h. |N(v,)| > "T_l

Zeigen Sie, dass G, fiir n > 3 hamiltonsch ist. 8 Punkte

Aufgabe 13.
Zeigen Sie, dass P, . fiir n,k € N die Anzahl der ungeordneten Zahlpartitionen

n+k*—k=ni+ny+..+ng
von n 4 k? — k in genau k Summanden ist, fiir die |n; — nj| > 2 fiir alle 1 <14 < j <k gilt. 9 Punkte

Aufgabe 14.
Die Folge (an)n>0 gentige der Rekursion an44 + 3 an43 + apt2 = 3ant1 + 2 ap, mit den Anfangsbedin-

gungen ag = 8, a; = —8 und ag = 24. Bestimmen Sie eine explizite Darstellung dieser Folge.
7 Punkte
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Aufgabe 15.

Die Mengen A, ..., A, C {1,...,n} mit n € N bilden eine ,, Kette“, falls A; C A;41 und A; # A;4 fiir
1 <i<n-—1gilt. Zeigen Sie die folgenden Aussagen.
a) Fiir jede Kette A1, ..., A, gilt |A4;| =i fiir 1 <i <n, und es gibt genau n! verschiedene Ketten.

b) Zu einer Menge B C {1,...,n} gibt es genau |B|! - (n — |B|)! verschiedene Ketten A, ..., A,, mit
A|B| = B.

c) Gilt fiir die Mengen By, ..., By, C {1,...,n}, dass B; € B; fiir 1 <i # j < m, dann gilt

m

1
Z ( n ) <L 12 Punkte
i=1 \|Bq]

Aufgabe 16.

Es sei G = (UUW, E) ein bipartiter Graph mit den Partitionsmengen U und W mit |U| = |W| = n.
Es sei d(z,G) = [N(z,G)| > § fiir allex € UUW.
Zeigen Sie, dass G ein perfektes Matching besitzt.

(Hinweis: Betrachten Sie eine minimale Eckeniiberdeckung.) 8 Punkte

Aufgabe 17.
Bestimmen Sie einen maximalen Fluss und einen minimalen Schnitt in dem Netzwerk N = (V, B, q, s, ¢)
it
i V = {g=1,2,3,..85=09},
B = {(17 2)7 (17 5)7 (27 3)7 (27 6)7 (27 9)7 (37 4)7 (47 7)7 (57 4)7
(57 7)7 (57 8)7 (67 3)7 (67 7)’ (77 9)’ (87 6)? (87 9)}7

C((1,2)) =9, C((1,5)) = 10, C((273)) =1, C((276)) = 2, C((279)) =1, C((374)) = 2, C((47 7)) = 0
c((5,4)) = 5, c((5,7)) = 2, c((5,8)) = 3, ¢((6,3)) = 3, c((6,7)) = 1, ¢((7,9)) = 8, ¢((8,6)) = 2
und ¢((8,9)) =1 8 Punkte




Semesterklausur zur Linearen Algebra I, Teil A
(18.12.98)

Professor Dr. U. Schoenwaelder, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Bitte bearbeiten Sie auf jeder Seite nur eine Aufgabe, und schreiben Sie auf jedes Blatt Thren Namen.
Die Bearbeitungszeit betragt 120 Minuten. Von den 13 gegebenen Aufgaben fiir insgesamt 54 Punkte
konnen Sie eine beliebige Auswahl in beliebiger Reihenfolge bearbeiten. Beachten Sie, dass ausfiihrliche
Begriindungen einen wesentlichen Teil der Losung einer Aufgabe bilden, und achten Sie bei Beweisen

auf die Vollstéindigkeit Threr Argumentation. Viel Erfolg!
Aufgabe 1.
Formulieren Sie eine explizite Definition fiir den Begriff , linear abhéngig“. (Sie sollen also nicht schrei-
ben: ,Nicht linear unabhingig*®.) 3 Punkte
Aufgabe 2.

Gibt es im Q-Vektorraum R drei Vektoren wu,v,w, so dass zwar alle Paare (u,v), (u,w) und (v, w)
linear unabhingig sind, aber die Folge (u, v, w) linear abhéngig ist?
(Beweis der Unmdglichkeit oder Beispiel.) 3 Punkte

Aufgabe 3.
Welche der folgenden Teilmengen des Zeilenraums V = R4 sind Teilrdume von V?

(a) M1 :{[al,ag,ag,cu] S Vv | a12—|—a34 :0},
(b) Mo :{[al,ag,ag,a4] eV ’ a21+a43:0}.

(Antwort jeweils mit Begriindung.) 3 + 2 = 5 Punkte
Aufgabe 4.
Bestimmen Sie die Menge aller Losungen des folgenden linearen Gleichungssystems iiber Q.

521 + 1029 — 8-23 + 1ll-24 = 12

221 + 4-x9 — 3-x3 + 4424 = 5

lzy + 229 — 223 + 324 = 2 5 Punkte
Aufgabe 5. 1 2 0 3 1

2 -3 -1 —4 -1
-2 -1 -3 0 1
1 0 2 —1 3
(a) Bestimmen Sie die Gaufl-Jordan-Basis des Zeilenraums Zr A.
(b) Es sei A= (Ay,...,As) die Folge der Spalten von A. Bestimmen Sie eine Teilfolge von A, die
eine Basis von (.A) ist. 3 + 1 = 4 Punkte

Gegeben sei die Matrix A = € Q**5,

Aufgabe 6.
(a) S und T seien 2-dimensionale Teilriume eines Vektorraums V' iiber einem Schiefkérper K.
Welche Dimensionen kénnen die Teilrdume S N7 und S + 7" haben?
Geben Sie alle Moglichkeiten an. (Mit Begriindung.)
(b) Es sei nun konkret V' = P5(R) der (6-dimensionale) R-Vektorraum der Polynomfunktionen vom
Grad <5 iiber R. Geben Sie fiir jede der Moglichkeiten aus (a) ein Beispiel an.
(Ohne Beweis, aber natiirlich in vollstdndigen Sétzen.) 2 + 8 = 5 Punkte
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Aufgabe 7.
Es sei p eine Primzahl, Z, der Restklassenring modulo p und @ ein Element aus Z, mit @ # 0.

(a) Wie ist Z, als Menge definiert?

(b) Bekanntlich ist Z,, ein Korper, also gibt es in Z,, ein Element @~ !. Beschreiben Sie mit wenigen
kurzen Sitzen, wie und warum man @ ~! mit Hilfe des euklidischen Algorithmus berechnen kann.

Hinweis: Sie sollen nicht den euklidischen Algorithmus beschreiben. 1 + 3 = 4 Punkte
Aufgabe 8. 1
T2

Wir betrachten die Abbildung a = ( —x1+ T+ x3+ 24 )0 Z?Xl — Z,. Geben Sie zu jedem

Zz3
Z4
Element y € Bild («) die Urbildmenge o~ (y) an. Wie viele Elemente hat o~ (y) jeweils?

Hinweis: Uberlegen Sie zunichst, wie viele solche Mengen Sie angeben sollen und wie Sie die Menge
o~ (y) knapp und trotzdem explizit angeben. 6 Punkte

Aufgabe 9.

V der Teilraum o

T =([1,2,3,4],[2,3,2,1], [3,4,1,3]).
Berechnen Sie eine Basisfolge von T', ergénzen Sie sie zu einer Basisfolge von V', und bestimmen Sie
eine Basisfolge von V/T. 4 Punkte

Aufgabe 10.

Im R-Vektorraum F(R) aller Funktionen von R nach R betrachten wir den von den Funktionen
s1 = (z — sin(z)), so = (z +— sin(2z)), s3 = (z — 2sin(z)) erzeugten Teilraum V = (s1, 59, 3 ).
Geben Sie einen zu V isomorphen R-Vektorraum W an, der nicht Teilraum von F(R) ist.

(Ohne Beweis.) 2 Punkte

Aufgabe 11. a 0t 1
Untersuchen Sie, ob die Abbildung f = ([ b ] — [ b ]) R2x1 — R2X! injektiv, surjektiv, bijek-
tiv, linear ist. 3 Punkte

Aufgabe 12.

Geben Sie ein Beispiel einer linearen Abbildung « an, fiir die Kern (o) und Cokern («) die Dimension 1
haben. (Es kommt auf die Formulierung an. Die Linearitét Ihrer Abbildung brauchen Sie nicht zu
beweisen.) 3 Punkte

Aufgabe 13.
In einem affinen Raum P iiber dem 2-dimensionalen R-Vektorraum (pg,p; ) der Polynomfunktionen
vom Grad < 1 seien ein Punkt P als Ursprung und weitere vier Punkte Ay, By, As, Bs durch ihre

Vektoren PAy=po-1—p1-3, PBi=py-2—pi-1,
PAs=po-5+p1-2, PBy=py-3 —p1-1

gegeben. Berechnen Sie, falls er existiert, den Schnittpunkt S der Geraden Ay B und AsBs.
7 Punkte




Semesterklausur zur Linearen Algebra I, Teil B
(17.2.99)

Professor Dr. U. Schoenwaelder, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Bitte bearbeiten Sie auf jeder Seite nur eine Aufgabe, und schreiben Sie auf jedes Blatt Thren
Namen. Die Bearbeitungszeit betréagt 120 Minuten. Von den 8 gegebenen Aufgaben fiir insge-
samt 78 Punkte konnen Sie eine beliebige Auswahl in beliebiger Reihenfolge bearbeiten (die
beiden letzten Aufgaben sind etwas schwieriger). Beachten Sie, dass ausfiihrliche Begriindungen
einen wesentlichen Teil der Losung einer Aufgabe bilden, und achten Sie bei Beweisen auf die

Vollstandigkeit Threr Argumentation. Viel Erfolg!
Aufgabe 1.
1 01
Essei A= |3 0 2 | €R¥*? und Z die Zeilenumformung Z, | Z — 3 Z;. Schreiben Sie die
2 01
umgeformte Matrix Z(A) als Matrixprodukt mit A. 3 Punkte

Aufgabe 2.

Gegeben seien ein R-Vektorraum V, eine lineare Abbildung ¢ und eine Bilinearform ® von V/,
zwei Vektoren vy, vy € V', zwei Basisfolgen B und C von V mit der Basiswechselmatrix gid ¢ =

|11 . . . |13 12 27 9%
T.—{O 1}unddledrelMatrlzenAl—{l 4},142—{0 1},143—[1 41611% ,

so dass in der Menge M := {A;, As, A3} sowohl die Matrizen pyg, 2®p und [gvi,sv] als
auch die Matrizen cpe, “®c und [cvy, cvs] alle vorkommen.

(a) Bestimmen Sie in M die Matrizen [gv1,5v2], sps und Bdy, soweit sie eindeutig iden-
tifizierbar sind.
(Schreiben Sie die wiahrend der Rechnung auftretenden Matrizen moglichst tibersichtlich
hin, und formulieren Sie die Ergebnisse aus. Es reicht nicht, dass die Ergebnisse richtig
sind, die Argumentation ist wichtig.)

(b) Berechnen Sie ®(¢(v1), p(v2)). 16 + 3 = 19 Punkte
Aufgabe 3.
Auf einem 3-dimensionalen R-Vektorraum V' mit Basis B = (b, by, b3) sei ein Skalarprodukt ¢
0 0 -3
durch 8®pz = 0 3 0| gegeben.
-3 0 0

(a) Berechnen Sie mit Hilfe der Methode der simultanen Zeilen- und Spaltenumformungen
eine Sylvesterbasis C = (¢y, ¢o, ¢3) von V' beziiglich ®. Geben Sie dabei jeweils kurz (also
ohne viel Text) an, welche Umformungen Sie benutzen, und geben Sie am Schluss die
Basis C sowie die Matrizen gid ¢ und ¢®. an.

(b) Eine zweite Bilinearform W auf V sei durch W, = Bdgz gegeben. Gibt es eine lineare
Abbildung ¢: V — V mit ¥(z,y) = ®(p(z), ¢(y)) fir alle z,y € V7

(Antwort mit Beweis.) 6 + 4 = 10 Punkte
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Aufgabe 4.
Welche der folgenden Bilinearformen & definieren einen euklidischen R-Vektorraum (V, ®)?
(a) V = (sin, cos), P(zysin+ xscos, y; sin+ yp cos) = 1y — 2x1y2 — 2 T2yy + 7 x2yo fiir alle
T1,%2,Y1,Y2 € R.
(b) V = P (R) (Polynomfunktionen vom Grad < 1), B = (py,p1), 25 = ; g }
(Antwort jeweils mit Beweis.) 5 + 4 = 9 Punkte

Aufgabe 5

(V,T') sei ein euklidischer R-Vektorraum und ¢ eine orthogonale lineare Abbildung von (V,T).
(a) Zeigen Sie, dass ¢ hochstens die Eigenwerte 1 und —1 hat.
(b) Zeigen Sie, dass Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten orthogonal beziiglich T sind.

(c) Geben Sie eine orthogonale lineare Abbildung eines euklidischen Vektorraums mit einem

Eigenwert —1 an. 3+ 3 + 8 =9 Punkte
Aufgabe 6.
Es sei V ein R-Vektorraum und B = (by, b, b3, by) eine Basis von V. Auf V sei ein Skalarprodukt
10 2 =2
02 0 4
B,
® durch "¢z = 90 9 —9 gegeben.
-2 4 -9 20

(a) Berechnen Sie mit Hilfe des Gram-Schmidt-Verfahrens eine Orthogonalbasis C = (¢1, ¢, ¢3, ¢4)
von V' beziiglich ®.

(b) Geben Sie die Matrizen gid ¢ und “®¢ an.

(c) Bestimmen Sie die beste Approximation des Vektors by im Teilraum (by, by, b3) von V.
7+ 4 + 2 = 13 Punkte

Aufgabe 7.

Auf dem Intervall I = [0, 1] C R betrachten wir die reellwertigen stetigen Funktionen
p=(r—2) und q=(z— ).

Sie erzeugen einen 2-dimensionalen Teilraum 7" des R-Vektorraums aller stetigen Funktionen

auf I. Wir versehen 7" mit dem Skalarprodukt

L(f,9) = /f r)dz fir f,geT.

Berechnen Sie Lidnge und gegenseitige Lage der Vektoren p und ¢ in (7,I'), und zeichnen
(skizzieren) Sie p und ¢ als Pfeile in einem rechtwinkligen Koordinatensystem mit gleichlangen
Einheitsstrecken. 8 Punkte

Aufgabe 8.

Gegeben sei ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum V' mit einer Bilinearform ®. Untersuchen
Sie die Abbildung v := (z + ,®): V — V* wobei ,®:= (y— ®(z,y)): V — K gesetzt ist.
(Zum Beispiel: Wann ist « injektiv?) bis zu 7 Punkte




Nachholklausur zur Linearen Algebra I (9.4.99)

Professor Dr. U. Schoenwaelder, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Bitte bearbeiten Sie auf jeder Seite nur eine Aufgabe, und schreiben Sie auf jedes Blatt Thren Namen.
Die Bearbeitungszeit betragt 120 Minuten. Von den 12 gegebenen Aufgaben fiir insgesamt 74 Punkte
konnen Sie eine beliebige Auswahl in beliebiger Reihenfolge bearbeiten. Zum Bestehen der Klausur sind
mindestens 25 Punkte notwendig. Beachten Sie, dass ausfiihrliche Begriindungen einen wesentlichen
Teil der Losung einer Aufgabe bilden, und achten Sie bei Beweisen auf die Vollstindigkeit Threr
Argumentation. Viel Erfolg!

Aufgabe 1.

Gibt es in einem geeigneten Vektorraum eine linear abhéingige Folge von vier Vektoren, von denen je
drei (in der gegebenen Reihenfolge) eine linear unabhéngige Folge bilden?

(Beispiel oder Beweis der Unmoglichkeit. ) 3 Punkte
Aufgabe 2.
Gegeben sei das folgende lineare Gleichungssystems iiber dem Korper Q.

l-zy + 1290 — 1-23 + 1-24 =

2:¢1 — 129 + 123 4+ 2.4 = 1

l-zy — 2290 + 223 4+ 124y = -1

(a) Bestimmen Sie die Menge M aller Losungen, und stellen Sie sie als Restklasse nach einem
geeigneten Teilraum U in einem geeigneten Vektorraum V dar. Was ist V7 Was ist U?

(b) Betrachten Sie M nun als Vektor im Vektorraum W = V/U aller Restklassen von V nach U.

Bestimmen Sie eine Basis von W. (Mit Begriindung.) 5 + 3 = 8 Punkte
Aufgabe 3. 1 1 1
Essei V=R Ty =(| 1) und To=(| 0O |,|2|).
1 -1 3
(a) Geben Sie eine lineare Abbildung ¢: V — V an, so dass Kern¢ = T} und Bild ¢ = T5 ist.
(b) Ist ¢ eindeutig bestimmt? (Antwort mit Begriindung.) 3 + 2 = 5 Punkte
Aufgabe 4.

Es sei V' der R-Vektorraum aller Abbildungen von R nach R. Welche der beiden folgenden Abbildungen
@ und ¥ von V nach V sind linear?

(a) o(f)=(z— f(x)+5 fir z €eR) fir feV,
(b) ¥(f) =(x+ f(x)-5 fir x € R) fiir feV.
Antwort jeweils mit Begriindung. 2 + 8 = 5 Punkte

Aufgabe 5.

Es sei F3 ein Korper mit 3 und F; ein Korper mit 7 Elementen. Wir betrachten in F31X6 ein Kom-
plement A zum Teilraum ([0,1,2,0,1,2]) und in F74X1 den Faktorraum B = F74X1/W nach dem
Teilraum W = ([1,1,1,1]" ). Welcher der Vektorriume A und B enthélt mehr Vektoren? / Punkte

Aufgabe 6. 10 —6 —11
Invertieren Sie mit Hilfe des Gauf3-Algorithmus die Matrix A= | —8 5 9 | € Q3*3.
3 -2 -3

Sie brauchen dabei nicht anzugeben, welche Umformungen Sie benutzen. Sie miissen aber am Schluss
die Matrix A~! explizit angeben. Empfehlung: Vermeiden Sie bei der Rechnung Briiche (das Ergebnis

ist ganzzahlig). 5 Punkte
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Aufgabe 7.

Gegeben seien zwei Matrizen A; = [ (1] é ] und Ag = { (1) (1) } aus R?*? sowie ein 2-dimensionaler

R-Vektorraum V mit Basisfolge B. Weiter seien in V' eine lineare Abbildung ¢, eine Bilinearform ¢
und zwei Vektoren vy, vy gegeben mit gpp = B®5 = [y, gva] = A;.

(a) Gibt es eine Basisfolge C von V mit ¢cpc = A2 ?

(b) Gibt es eine Basisfolge C von V mit C®¢ = Ay ?

(c) Gibt es eine Basisfolge C von V mit [cvy,cve] = A ?
Auf die sorgfaltige und vollstéandige Argumentation kommt es an. 4 + 8 + 8 = 10 Punkte

Aufgabe 8.
Formulieren Sie eine Definition fiir den Begriff ,, Orthogonalprojektion“.

Zur Erinnerung: Eine Definition besteht aus einem oder mehreren vollsténdigen Sétzen, alle Voraus-
setzungen miissen angegeben sein, und fiir alle auftretenden Namen (wie z. B. V oder v) muss gesagt

werden, was fiir Objekte sie bezeichnen. 3 Punkte
Aufgabe 9.
Auf einem 3-dimensionalen R-Vektorraum V' mit Basis B = (b1, bg, b3) sei ein Skalarprodukt ® durch
011
Bep=11 1 3 | gegeben.
1 3 9

(a) Berechnen Sie mit Hilfe der Methode der simultanen Zeilen- und Spaltenumformungen eine
Sylvesterbasis C = (c1, ¢2,¢3) von V beziiglich ®. Geben Sie dabei jeweils kurz (also ohne viel
Text) an, welche Umformungen Sie benutzen, und geben Sie am Schluss die Basis C sowie die
Matrizen gid ¢ und ¢® an.

(b) Bestimmen Sie die beste Approximation (beziiglich ®) des Vektors b3 im Teilraum (by, be) von V.

7 + 4 = 11 Punkte

Aufgabe 10.
Im R-Vektorraum V = R2*! mit der Standardbasis S = (e1,e2) seien eine Bilinearform ® und ein

Endomorphismus ¢ durch die Matrizen $®g = { _i _133 } und sps = { _1 _? ] gegeben.

(a) Zeigen Sie, dass (V, ®) ein euklidischer Vektorraum ist.
(b) Finden Sie einen Vektor v, so dass ¢(e1) und ¢(v) beziiglich ® orthogonal sind.

(c) Welches Winkelma$ hat das Vektorpaar (p(e1), p(e2))? 4 + 3 + 5 = 12 Punkte
Aufgabe 11.
Im R-Vektorraum V = R**! mit der Standardbasis S = (e1,e2) sei durch sps = [ _S - ] eine

lineare Abbildung ¢: V' — V gegeben. Gibt es eine Basis B von V, so dass jeder Vektor v aus B durch
¢ auf einen Vektor v\ mit A € {—3,—1,0,2} abgebildet wird?

Untersuchen Sie die Frage mit den Mitteln der Vorlesung. Wichtig sind die Erlduterung Ihres Ansatzes
und die Begriindungen. 5 Punkte

Aufgabe 12.

Das durch die Standardbasis S = (eq, e2, €3, e4) von R**! aufgespannte Parallelotop (Einheitswiirfel)
habe das Volumen 7. Welches Volumen hat dann das von ¢(S) aufgespannte Bild-Parallelotop unter
der linearen Abbildung ¢, die durch

ple1) =2e1+3e2, plez) =—e1—5ez, (es) =5e3, leq) =2¢ey
definiert wird? 3 Punkte




Aufgabenblatt 1 (Lineare Algebra I) zur

Vordiplom-Klausur Mathematik IT (16.9.1999)

Professor Dr. U. Schoenwaelder, Lehrstuhl D fiir Mathematik
Priv.-Doz. Dr. R. Winkel, Lehrstuhl fiir Mathematik und Institut fiir Reine und Angewandte

Mathematik, RWTH Aachen

Aufgabe 1.

(a) Geben Sie ein Beispiel V' eines 16-dimensionalen Vektorraums, dessen Elemente Abbildungen

sind. (Vergessen Sie nicht die formal korrekte Angabe der Operationen.)

(b) Geben Sie Teilrdaume A, B Ihres Vektorraums V' an, die die Dimensionen 3 und 4 haben und

wo S := A + B die Dimension 5 hat. Welche Dimension hat D := AN B?

4 + 2 = 6 Punkte

Aufgabe 2.

Stellen Sie sich einen Vektorraum mit einer endlichen Basisfolge B als gegeben vor. Weiter seien
Teilrdume A und B durch endliche Folgen von Erzeugenden gegeben, die iiberdies als Linearkombina-
tionen in der Basisfolge B dargestellt sind. Wie priift man, ob A ein Teilraum von B ist? 4 Punkte

Aufgabe 3.

Je nach Wahl des reellen Parameters ¢ hat das lineare Gleichungssystem
12y + 029 — (t—l—l)-l’g = =2
O-z9 + ¢t 29 + 0 - xr3 = t
1-2¢ — t- 20 + 0 -xys = 2—t

unterschiedliche Losungsmengen.

(a) Fiir welche Werte von ¢ ist das Gleichungssystem l6sbar?

(b) Berechnen Sie in den losbaren Féllen jeweils die Losungsmenge M und schreiben Sie sie als

Element eines Faktorraums F von R3*1. Welche Dimension hat F'?

3 + 6 = 9 Punkte

Aufgabe 4.
Losen Sie das folgende lineare Gleichungssystem so gut wie es geht.

3z + bHy =1

6z + 10y = 5 bis 7 Punkte
Aufgabe 5.
Wir betrachten die quadratischen Matrizen
1 20 3 3 8 10
Ai=|0 1 0,4 =32 8], A3= 0 2 e R3*3
3 -1 0 8 8 22 -1 2

(a) Berechnen Sie (multiplikativ) inverse Matrizen zu diesen Matrizen.

(b) Welche der durch «; := (v — A;x fiir x € R3*1): R3*! — R3*L definierten Abbildungen a;,

g, ag sind linear, welche injektiv, welche Isomorphismen?

(¢) Auf einem 3-dimensionalen R-Vektorraum V' mit einer Basisfolge B seien zwei Skalarprodukte ®
und ¥ durch ihre Matrizen B®z = Ay und BUg = A3 gegeben. Welche dieser Skalarprodukte

sind nicht ausgeartet, welche positiv definit? (Begriindung.)

6 + 3+ 5 = 14 Punkte




Aufgabenblatt 2 (Lineare Algebra I) zur
Vordiplom-Klausur Mathematik IT (16.9.1999)

Professor Dr. U. Schoenwaelder, Lehrstuhl D fiir Mathematik
Priv.-Doz. Dr. R. Winkel, Lehrstuhl fiir Mathematik und Institut fiir Reine und Angewandte
Mathematik, RWTH Aachen

Aufgabe 6.

Es sei V = R5,
Gibt es eine lineare Abbildung ¢: V — V mit Kernp < Bild¢ ?
Gibt es eine lineare Abbildung ¢: V' — V mit Kernyp = Bild ¢ ?
Gibt es eine lineare Abbildung ¢: V — V mit Kerny > Bild¢ ?

(Antwort jeweils mit Beispiel oder Beweis.) 3 Punkte
Aufgabe 7. 1 1 0 3 1
Zur reellen 3 x 5-Matrix A = 1 =1 =2 —1 -1 | betrachten wir die lineare Abbildung ¢ =

-1 0 1 -1 0
(v Az fir € R>1): R — R3*!. Berechnen Sie eine Basisfolge von R3*Y/Bild p. 6 Punkte

Aufgabe 8.

In einem n-dimensionalen K-Vektorraum V seien Basisfolgen B, C und D sowie eine lineare Abbildung
¢ und eine Bilinearform ® gegeben, so dass pidg = ‘®¢ = A € K™ und pid¢ = gpp = B € K™*"
gilt. Berechnen Sie fiir die Matrizen ¢c@e und B®p jeweils eine Formel, die die gesuchte Matrix in A
und B ausdriickt (und keine Klammern enthilt). 5 Punkte

Aufgabe 9.

(a) Geben Sie ein Beispiel eines R-Vektorraums V' mit einer nicht ausgearteten Bilinearform ¢ und
einem Teilraum W <V, fiir den V nicht die (innere) direkte Summe der Teilriume W und W+
ist.

(b) Gilt in Threm Beispiel die Formel dim W + dim W+ = dim V' ? 4 + 1 =5 Punkte

Aufgabe 10.

Auf dem reellen Intervall I = [0,1] sei die Funktion f = (v +— —22 4+ 1): I — I gegeben. Stellen
sie sich vor, jemand fragt Sie: Welche der beiden Polynomfunktionen g = (x — —z+1): I — I und
h=(xw— —x+ g): I — I vom Grad 1 approximiert f ,besser*? Da Sie wegen IThrer Klausur wenig
Zeit haben, iiberlassen Sie ihm das Rechnen und sagen ihm nur, welche Ausdriicke er ausrechnen soll.

Welche? 4 Punkte
Aufgabe 11.
Wie viele Geraden hat ein 3-dimensionaler affiner Raum (also ein affiner Raum iiber einem 3-dimen-
sionalen Vektorraum) {iber dem Korper Zy? (Wie ergibt sich diese Anzahl?) 4 Punkte
Aufgabe 12.

Wegen 4711 = 7-673 ist der Restklassenring Z 711 = Z/47117 kein Korper. Trotzdem besitzt die
Restklasse, in der die Zahl 205 liegt, ein (multiplikativ) inverses Element (warum?). Berechnen Sie es
(und erldutern Sie dabei Ihre Rechnung). 5 Punkte




Aufgabenblatt 3 (Diskrete Strukturen) zur
Vordiplom-Klausur Mathematik IT (16.9.1999)

Professor Dr. U. Schoenwaelder, Lehrstuhl D fiir Mathematik
Priv.-Doz. Dr. R. Winkel, Lehrstuhl fiir Mathematik und Institut fiir Reine und Angewandte
Mathematik, RWTH Aachen

Aufgabe 13.

Formulieren Sie den Satz von Dilworth fiir den Spezialfall eines Spernerposets P, und verifizieren Sie
ihn am Hassediagramm eines rangsymmetrischen Spernerposets ihrer Wahl, welches Bs (=Poset der
Teilmengen von {1,2,3}) als echtes induziertes Unterposet enthélt. 7 Punkte

Aufgabe 14.

(a) Zeichnen Sie die Hassediagramme des Posets P = 1 @ (2 + 2) & 1 und des Posets O(P) aller
Ideale von P. Geben Sie den Elementen von P geeignete Namen und notieren Sie an jedem
Element von O(P) die Elemente des entsprechenden Ideals von P; unterstreichen Sie dabei die
Elemente der erzeugenden Antikette.

(b) Charakterisieren Sie fiir beliebige Posets P und @ die Elemente von O(P @ @) mit Hilfe der
Elemente von O(P) und O(Q). 6 + 4 = 10 Punkte

Aufgabe 15.

Beweisen Sie einmal algebraisch und dann kombinatorisch mit Hilfe von Teilmengen:

<7Z> <]:> = (Z) <7Z::) fiir n,mkeNo=1{0,1,2,...}

und leiten Sie daraus ab: r
SO0+
=0 k)\r—Fk r 8 Punkte

Aufgabe 16.

N.N. behauptet:

“Die Anzahl der k-Multimengen, die man aus einer n-Menge bilden kann, ist %, weil ....”
(a) Was hat N.N. vermutlich als Begriindung gegeben und was ist daran verkehrt?

(b) Welches ist die richtige Anzahl? Ist diese > oder < als %T, oder hingt das von n und k ab?

(c) Geben Sie einen Beweis des richtigen Ergebnisses. 4 + 2 + 8 = 9 Punkte
Aufgabe 17.
Eine Zahlfunktion f : Ny — C habe die rationale erzeugende Funktion
—4x3 + 42% + Tz + 2
= q(x)  dx* —4x3 — 322+ 2z +1

Bestimmen Sie eine Rekursionformel (inklusive Anfangsbedingungen) und eine explizite Darstellung
fir f. 12 Punkte




Aufgabenblatt 4 (Diskrete Strukturen) zur
Vordiplom-Klausur Mathematik IT (16.9.1999)

Professor Dr. U. Schoenwaelder, Lehrstuhl D fiir Mathematik
Priv.-Doz. Dr. R. Winkel, Lehrstuhl fiir Mathematik und Institut fiir Reine und Angewandte
Mathematik, RWTH Aachen

Aufgabe 18.

Fiir jede natiirliche Zahl n sei
Ly :={(,...,01,) eNg|0<; <n—i,i=1,...,n}
und S,, die Menge der Permutationen von {1,...,n}.
(a) Zeigen Sie, dass die Abbildung L : S,, — L, definiert durch
Li=lLi(m)=8{jli<jn@)>n()} fir i=1,...,n
eine Bijektion mit 1 + ...+, = (7)) [l(7) die Liange von 7] ist.
(b) Berechnen Sie L(r) fiir 7 = 4163752 € S; und L=%(3,6,4,0,2,1,1,0) € Ss. § + 2 = § Punkte

Aufgabe 19.

Bestimmen Sie fiir das nachstehend abgebildete Netzwerk zwei maximale Fliisse mit verschiedenen
zugehorigen minimalen Schnitten L = (A, A):

C1 g

Cs ]
Uberpriifen Sie, dass es sich bei Thren Losungen tatséichlich um Fliisse handelt und dass in beiden

Féllen die maximalen Flussstdrken mit den minimalen Kapazitdten iibereinstimmen; markieren Sie
alle fiir die Berechnung der Kapazitét relevanten Kanten. 12 Punkte

Aufgabe 20.

(a) Geben Sie den Satz von Turan an und folgern Sie daraus, dass jeder Graph mit 2n Ecken und
n? + 1 oder mehr Kanten einen K3 als Untergraph enthélt.

(b) Zeigen Sie, dass jeder 3-regulire Graph G eine gerade Eckenzahl hat, und bestimmen Sie die
Anzahl der Kanten von G.

(c) Zeigen Sie mit Hilfe von (a) und (b), dass es (bis auf Isomorphie) nur einen 3-reguléiren Graphen
mit 4 Ecken geben kann. 4 + 2 + 2 = 8 Punkte




Aufgabenblatt 1 (Lineare Algebra I) zur
Vordiplom-Klausur Mathematik IT (21. 3. 2000)

Professor Dr. H. Pahlings, Professor Dr. U. Schoenwaelder
Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Aufgabe 1.
Welche der folgenden Teilmengen des Zeilenraums V' = R'*3 sind Teilrdume von V?

(@) M = {[abc] €V [a+bre=0}
() My={la,bc]eV |a®+b+c*=0},
(¢) M3={[a,bc]eV]|a®+b+c=0)}.

(Antwort jeweils mit Begriindung.) 5 Punkte

Aufgabe 2.

Gegeben sei eine Matrix A € R3*3. Wir berechnen daraus eine neue Matrix B € R3*3, indem wir
zunéichst auf A die Zeilenumformung Zs | Z2 + 2 7Z; und dann auf die so entstandene Matrix die
Zeilenumformung Zs | Zs — Zy + 3 Zs anwenden. Schreiben Sie B als Produkt zweier Matrizen, von

denen eine gleich A ist. 3 Punkte
Aufgabe 3. 2 _9 6 7

(a) Berechnen Sie fiir die Matrix A = | =1 1 -9 1 | € Q3** eine Basis des Zeilenraums
und eine Basis des Spaltenraums. 2 -2 -2 13

(b) Begriinden Sie Ihre Berechnungsmethode fiir die Basis des Zeilenraums. 6 Punkte

Aufgabe 4. 5 1 3
Invertieren Sie mit Hilfe des GauB-Algorithmus die Matrix M = | 7 2 5 | € Q3*3. 4 Punkte
2 01

Aufgabe 5.

Max behauptet:

Sind u,v Vektoren eines Vektorraums V und ist v € (u), so ist die Folge (u,v) linear abhéngig.
Moritz behauptet:

Sind u, v Vektoren eines Vektorraums V' und ist die Folge (u,v) linear abhéngig, so gilt v € (u).

Wer hat Recht? Beide, einer, keiner? Falls nicht beide: Fiir welche Vektorrdume sind beide Aussagen

wahr? (Es kommt auf die sorgfiiltige und vollstdndige Argumentation an.) 6 Punkte

Aufgabe 6.

Berechnen Sie das Rechtsradikal A+ = {y € Q! | z-A.y =0 fiir alle 2 € Q*3} zur Matrix A aus

Aufgabe 3. Begriinden Sie dabei Thr Vorgehen. 5 Punkte

Aufgabe 7. 1 1 1

Bestimmen Sie ein lineares Gleichungssystem, das die Losungsmenge | 1 | +(| 2 |,| 0 |) c R3*!
1 3 1

hat. (Erklaren Sie, wie Sie darauf kommen, und zeigen Sie, dass es die Bedingung erfiillt.) 4 Punkte

Aufgabe 8.
Geben Sie ein (konkretes) Beispiel fiir eine surjektive lineare Abbildung an, so dass die Dimension des
Kerns dreimal so grof§ ist wie die Dimension des Bildes. 3 Punkte




Aufgabenblatt 2 (Lineare Algebra I) zur
Vordiplom-Klausur Mathematik II (21. 3. 2000)

Professor Dr. H. Pahlings, Professor Dr. U. Schoenwaelder
Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Aufgabe 9.

Es sei n € Ny. Wir wollen Polynomfunktionen f und g auf R ,n-dquivalent* (bei £ = 0) nennen, wenn
ihre Differenz die Form (f — g)(x) = 2™-q(x) (z € R) fiir eine Polynomfunktion ¢ € P(R) hat.

(a) Zeigen Sie, dass n-Aquivalenz eine Aquivalenzrelation auf P(R) ist.
(b) Geben Sie fiir n = 1 ein Repriisentantensystem fiir die Aquivalenzklassen an.

(¢c) Kann man (allgemein) die n-Aquivalenzklassen als Elemente eines Faktorraums von P(R) schrei-
ben? (Begriindung.) 6 Punkte

Aufgabe 10.
Im Restklassenring Zogp1 = Z/2001 Z betrachten wir die Elemente a = 49 und b = 81.

(a) Priifen Sie moglichst einfach nach, ob die Elemente a und b invertierbar sind.

(b) Berechnen Sie die Inversen von a und b, soweit sie existieren. (Erldutern Sie dabei Ihre Rech-

nung.) 5 Punkte
Aufgabe 11.
Gegeben seien ein R-Vektorraum V' mit Basisfolgen B und C, eine lineare Abbildung ¢: V — V und

ein Skalarprodukt I': V' x V' — R. Dabei sei gid¢ = [ ? _(1] } und giop = Pl = [ } é ] '

(a) Berechnen Sie ¢y und ‘Tc.

(b) Ist I" nicht ausgeartet? Ist I' positiv definit? (Antwort mit Begriindung.) 5 Punkte
Aufgabe 12. 0 1 1
Es sei V ein R-Vektorraum, B eine Basisfolge von V und ¥ das durch BUz = 1 2 —1

1 -1 0

gegebene Skalarprodukt auf V. Berechnen Sie eine Basisfolge C von V, fiir die ¢ ¥¢ eine Diagonalmatrix
ist.

(Empfehlung: Vermeiden Sie Briiche.) 5 Punkte

Aufgabe 13.

Im R-Vektorraum P;(R) der reellen Polynomfunktionen vom Grad < 1 seien die Vektoren
a=(x—3+2x):R—-R und b=(rx—1-2):R—-R

gegeben. Geben Sie positiv definite Skalarprodukte I'y und I'y auf P;(R) an, so dass a und b beziiglich
I'y orthogonal, aber beziiglich I's nicht orthogonal sind. 4 Punkte

Aufgabe 14. L0
Wir betrachten R'*2 als euklidischen Vektorraum beziiglich des Skalarprodukts ® mit S®g = [ 0 2 }
beziiglich der Standardbasisfolge S.

Welcher Vektor in ([3,3]) approximiert den Vektor [0,3] am besten? (Begriindung.) 4 Punkte




Aufgabenblatt 3 (Diskrete Strukturen) zur
Vordiplom-Klausur Mathematik II (21. 3. 2000)

Professor Dr. H. Pahlings, Professor Dr. U. Schoenwaelder
Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Aufgabe 15.

Beschreiben Sie fiir jede natiirliche Zahl L > 3 ein Poset P mit den folgenden Eigenschaften: L ist die
Lénge der lingsten Kette von P und jedes Element von P liegt in einer Kette der Linge L; trotzdem
besitzt P auch eine maximale (= geséttigte) Kette der Linge < L, ja sogar maximale Ketten aller

Léngen k fir 1 < k < L. 7 Punkte
Aufgabe 16.
Definieren Sie die Verfeinerungsordnung fiir das Poset P,, aller Mengenpartitionen von {1,...,n} und

die entsprechende Uberdeckungsrelation. Zeichnen Sie das Unterposet von P, welches als Elemente

alle Partitionen von 4

1

in konveze Blocke enthélt. (Beschriften Sie die Elemente geeignet!) Welche Elemente von P4 kommen
dabei nicht vor? 8 Punkte

Aufgabe 17.

Gegeben sei ein konvexes n-Eck, bei dem sich nie mehr als zwei Verbindungsgeraden von je 2 Ecken
in einem Punkt schneiden. Wie viele Schnittpunkte von je zwei Verbindungsgeraden liegen echt im
Inneren des n-Ecks (also nicht aulerhalb und nicht auf dem Rand)? 9 Punkte

Aufgabe 18.

Die Eulerzahlen A(n,k) zdhlen die Anzahl der Permutationen in S,, mit genau k Anstiegen, wobei ein
Platz i ein Anstieg von 7 ist, wenn 7(i) < (i + 1) gilt. (Man setzt A(0,0) := 1, A(0,k) := 0 fur
k > 1). Zeigen Sie fiir alle n € N die Rekursionsformel

Anyk)=(n—k)Aln—1,k—1)+ (k+ 1) A(n — 1, k). 9 Punkte

Aufgabe 19.
Gegeben sei die lineare Rekursion

fin+4)=3f(n+3)-6f(n+2)+28f(n+1)—24f(n)=0
mit Anfangsbedingungen FO) =1, (1) =3, f(2) =13, f(3) = 35.

Berechnen Sie die explizite Losung und geben Sie eine rationale erzeugende Funktion fiir die Koeffizi-
enten f(n) an. 12 Punkte




Aufgabenblatt 4 (Diskrete Strukturen) zur
Vordiplom-Klausur Mathematik II (21. 3. 2000)

Professor Dr. H. Pahlings, Professor Dr. U. Schoenwaelder
Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Aufgabe 20.

Zeigen Sie: In jeder Gruppe von n > 2 Personen sind immer (mindestens) zwei, welche mit der gleichen
Anzahl anderer Personen in der Gruppe bekannt sind. (“Bekanntsein” wird als irreflexive, symmetri-
sche Relation aufgefaft, welche im Allgemeinen nicht transitiv ist.) Formulieren Sie die Behauptung
auch in der Sprache der Graphentheorie. 8 Punkte

Aufgabe 21.

Bestimmen und skizzieren Sie fiir das nachstehend abgebildete Netzwerk (mindestens) vier maximale
Fliisse mit ganzzahligen Werten. (Ungerichtete Kanten kénnen dabei in beiden Richtungen mit der
angegebenen Kapazitit durchlaufen werden).

b

Yo
SH

Yo
~

Y5 4 Y5 4 5

j 6 k 4 m

Ist es moglich, zwei maximale Fliisse mit verschiedenen zugehérigen minimalen Schnitten L = (A, A)
zu finden? 8 Punkte

Aufgabe 22.
Zeigen Sie, dass ein Graph G = (E, K) mit |E| = n und |K| > (";1) zusammenhingend ist. Gibt es

einen unzusammenhéngenden Graphen mit n Ecken und |K| = (”;1) Kanten? 7 Punkte




Aufgaben mit Begriindung

In diesem Teil miissen Sie alle Aussagen begriinden. Natiirlich diirfen Sie Aussagen aus der
Vorlesung ohne Beweis benutzen.

Aufgabe 10.
Geben Sie die Losungsmenge des folgenden linearen Gleichungssystems iiber dem endlichen
Korper Fy an:

T3 + Ty = 1
Ty + X2 + X3 + 24 1
T + X2 + x4 + x5 = 0
1 + X9 + X3 + x5 = 1
Wieviele Losungen gibt es? (4 Punkte)

Aufgabe 11.
Es sei K ein Korper. Fiir i € NU {0} sei p; € Abb(K, K) durch p;(z) = 2" definiert (wobei

(a) Zeigen Sie, dass die Menge M := {po+p1, po+p1+p2} linear unabhéngig in Abb(K, K)

ist. (2 Punkte)
(b) Ergénzen Sie M zu einer Basis von P3(K) = ({po, p1,p2,D3})- (2 Punkte)
Aufgabe 12.

(a) Gibt es eine R-lineare Abbildung ¢ : R**3 — R?*? mit

Kern(p) = {[Z g ;] €R2X3|m€R,yER}
und
. Ty 2x2
Blld(go):{[y x} €eR |xeR,yeR} ?
(2 Punkte)
(b) Gibt es eine R-lineare Abbildung ¢ : R?*? — R?*? mit
Kern(@b):{[i ';} €R2X2|x€R,yER}
und
: ry 2%2
Bﬂd(zp):{{y x] eR |xeR,yeR} ?
(3 Punkte)

Geben Sie jeweils entweder eine solche Abbildung an oder beweisen Sie, dass es keine gibt.

Bitte wenden —



Aufgabe 13.

(a) Ist die Abbildung f : F3 — F3, 2 +— 2% + x surjektiv? (2 Punkte)
b) Ist die Abbildung f : F2*3 — F2*3 X Lo - X surjektiv? 3 Punkte
3 3 1 1

Aufgabe 14.
Sei K ein Korper, A =
AX — XA fir alle X € V.

01

00 ] eV =K und ¢ : V — V definiert durch ¢(X) =

(a) Zeigen Sie, dass ¢ linear ist. (2 Punkte)
(b) Geben Sie je eine Basis von Kern(y) und Bild(y) an. (3 Punkte)

(c) Ergénzen Sie eine Basis von Kern(p) zu einer Basis von V. (2 Punkte)



Ankreuzteil

Dieses Blatt muss abgegeben werden. Kreuzen Sie bei jeder Frage entweder ,,Ja“ oder ,,Nein*
oder nichts an.

Auswertung: Jedes richtige Kreuz gibt einen Pluspunkt, jedes falsche Kreuz einen Minus-
punkt. Jede Aufgabe gibt immer mindestens 0 Punkte, Minuspunkte wirken also nicht iiber
Aufgaben hinweg.

Die Zahl der Punkte aus dem Ankreuzteil wird durch 3 geteilt und zur Zahl der Punkte aus
dem anderen Teil addiert, um die Gesamtpunktzahl der Klausur zu errechnen.

Sie brauchen Thre Kreuze nicht zu begriinden!

Aufgabe 1. Sei K ein Koérper, W ein K-Vektorraum und V; und V5 Teilrdume von W.
Dann gilt:

W=A{k-wl|keKundweW} [OJJa O Nein
W =W+ O Ja Nein
WxK={w-k|keKudweW} OJa  |ONein
Vi N Vy ist Teilraum von W Ja J Nein
W4+Vi=W+1, Ja 0 Nein

Aufgabe 2. Essei K ein Korper, V und W K-Vektorrdume und ¢ : V' — W eine K-lineare
Abbildung. Welche der folgenden Aussagen sind richtig?

Kern(p) = ¢~ 1({0}) Ja [0 Nein
Bild(¢) = {w € W | es existiert ein v € V mit w = p(v)} '0JJa O Nein

Fiir M C W ist o }(M) = {v € V | fiir alle w € M ist p(v) =w} O Ja Nein
o(v-w) =) pw) O Ja  |O|Nein
{(v1,12) €V XV | p(vy —v3) = 0} ist eine Aquivalenzrelation auf V[O|Ja O Nein

Aufgabe 3. Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

{(z,y,x —y) | z,y € R} ist Teilraum in R? [OJJa O Nein
{(x,1) | z € R} ist Teilraum in R? OJa  |O|Nein
0 ist Teilraum in R? OJa  |ONein

({(x,1) | x € R}) ist Teilraum in R? Ja [0 Nein

{p: R — R | ¢ ist linear} ist ein Teilraum des R-Vektorraums R¥ Ja [0 Nein

Aufgabe 4. Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

{(1,0,1),(1,2),(0,1,0)} ist Basis von R? O Ja  |O|Nein
{(1,0,1),(1,2,1),(0,1,0)} ist Basis von R? O Ja  |[O|Nein
{(1,0),(0,1),(0,0)} ist Basis von R? O Ja  |O|Nein
{(1,1,1),(1,2,3)} ist Basis von R3 O Ja |O|Nein
{(1,2,3),(0,2,0)} ist Basis des Teilraums ((1,1,1),(1,0,1)) von R® O Ja  |Nein

Bitte wenden —



Aufgabe 5. K sei ein Korper, V ein K-Vektorraum und X C V eine Teilmenge von V.
Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

Ist X Basis von V', dann ist X endlich L Ja @Nein

Ist X Basis von V| dann ist X auch Erzeugendensystem von V' @Ja (] Nein

Ist X linear abhéngig, dann ist X kein Erzeugendensystem von V' [J Ja @Nein

Ist X linear unabhiingig, dann existiert kein v € X mit v € (X \ {v})|d]Ja O Nein
Wenn ein v € V' \ (X) existiert, dann ist X \ {v} keine Basis von V' |d|Ja [ Nein

Aufgabe 6. Es sei K ein Korper und alle K™ (n € N) seien als K-Vektorrdume aufgefasst.
Welche der folgenden Abbildungen sind linear?

0 K% — K3 (11, 29) — (22, T2 + 21, 71) @Ja O Nein
0: K? = K, (z1,13) — (1 — 1) - (z2 + 1) 0 Ja Nein
p: K—Kaxz—1 OJa  |ONein
0: K — K%z (v,0+71) '0|Ja O Nein
p: K—Kz—0 OJa U Nein

Aufgabe 7. Es sei K ein Korper und V und W K-Vektorrdume. ¢ : V. — W und
1V — W seien zwei lineare Abbildungen. Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

Kern(p + 1) 2 Kern(y) N Kern(1)) Ja [J Nein
Bild(y + ) C Bild(y) + Bild() '[OJa O Nein
Kern(p + 1) = Kern(p) N Kern(z)) OJa |O[Nein
Bild(p — ) D Bild(p) + Bild(¢)) O Ja  |O|Nein
Kern(¢ + 1) = Kern(y) + Kern() O Ja |O|Nein
Aufgabe 8. Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

Jede R-lineare Abbildung ¢ : R20% — R99 ist surjektiv. O Ja |[O|Nein
Es gibt eine injektive, R-lineare Abbildung ¢ : R%9 — R2000, @J a [] Nein
Jede R-lineare Abbildung ¢ : R — R2000 ist injektiv. OJa |[O[Nein
Es gibt eine surjektive, R-lineare Abbildung ¢ : R?%0 — R199 [OJJa O Nein
Es gibt eine surjektive, R-lineare Abbildung ¢ : R19% — R2000, U Ja @Nein

Aufgabe 9. Welche Aussagen sind richtig? Ein lineares Gleichungssystem iiber einem
Korper

anrTi + 0+ apT, = b
1Tt + 0t GnTn = by
— heifit homogen, wenn b; = 0 ist. OJa  |O|Nein
— ist losbar, wenn m = n ist. O Ja |O|Nein
— hat einen Losungsraum der Dimension n — Rg [a;;], @J a U Nein
falls by = --- =b,, = 0 ist.
— kann unl6ésbar sein, wenn b; # 0 ist. @Ja [J Nein

— hat immer die Losung 1 =--- ==z, = 0. U Ja @Nein



Semesterklausur zur Linearen Algebra I, Teil B

Ankreuzteil

Dieses Blatt muss abgegeben werden. Kreuzen Sie bei jeder Frage entweder ,,Ja“ oder ,Nein*
oder nichts an.

Auswertung: Jedes richtige Kreuz gibt einen Pluspunkt, jedes falsche Kreuz einen Minus-
punkt. Jede Aufgabe gibt immer mindestens 0 Punkte, Minuspunkte wirken also nicht iiber
Aufgaben hinweg.

Die Zahl der Punkte aus dem Ankreuzteil wird durch 2 geteilt und zur Zahl der Punkte aus
dem anderen Teil addiert, um die Gesamtpunktzahl der Klausur zu errechnen.

Sie brauchen Thre Kreuze nicht zu begriinden!

Aufgabe 1. Es seien K ein Korper und A, A, T € K™ ™ (nicht notwendig invertierbar) mit
AT =TA’. Dann gilt:

det A = det A’ O Ja [0 Nein
det A-detT =det A’ -detT O Ja J Nein
det(A+ A') = det A+ det A’ O Ja O Nein
det A = det A’, wenn AT invertierbar ist O Ja [J Nein
det(T'A") = det(T'A) O Ja O Nein

Aufgabe 2. Berechnen Sie die Determinanten der folgenden Matrizen mit reellen Eintragen
(x € R):

-1 0 5 0

{7 2] {cos(x) —sin(z) 127 (7) 8 i ? 2 7 -1 3 0
7 8 || sin(z) cos(z) |’ ’ [ 0 0 -1 0
m  tan(z) 3 789 5 3 1 —1

Aufgabe 3. Es seien K ein Korper und K[X] der Polynomring in einer Unbestimmten X
tiber K. Es seien f,¢g € K[X]\ {0}.

Grad(f + g) = max(Grad(f), Grad(g)) O Ja O Nein
Grad(fg) = Grad(f) + Grad(g) O Ja O Nein
Grad(f + g) = Grad(f — g) O Ja O Nein
Es gibt ¢,r € K[X] mit f = ¢ - g+ r mit Grad(rq) < Grad(g). O Ja O Nein

Ist g ein Teiler von f, dann ist jede Nullstelle von f auch eine von g. [ Ja (1 Nein



Aufgabe 4. Es seien K ein Korper und A € K**!, B € K™ und C € K™*". Dann gilt:

Rang(AB) < min(Rang(A), Rang(B)) O Ja [J Nein
Rang(AB) > min(Rang(A), Rang(B)) O Ja O Nein
Rang(ABC') = Rang(AB) + Rang(BC') — Rang(B) O Ja O Nein
Rang(ABC) < min{k,l,m,n} O Ja O Nein
Rang(ABC') > 0 wenn, ABC # 0 O Ja O Nein

Aufgabe 5. Sein > 4 eine natiirliche Zahl und S,, die symmetrische Gruppe auf {1,2,... n}.
Es seien ¢ und 7 Permutationen aus .S,,. Dann gilt:

sgn(o) - sgn(t) = sgn(o o 1) = sgn(r 0 o) O Ja [ Nein
sgn(tor)=+1 0 Ja OJ Nein
(1,2,3)0(2,3,4) = (1,2,3,4) O Ja (] Nein
Jede Permutation ist ein Produkt von Dreierzykeln. U Ja (] Nein
Es gibt ein 7 € S, mit 771 0 (1,2)(3,4) o7 = (1,2,3,4) O Ja 0O Nein

Aufgabe 6. Sei K ein Korper, M € K™ xa das charakteristische Polynom von M,
t € K und (X — t)? ein Teiler von yj;. Dann gilt:

t ist Eigenwert von M. ] Ja [J Nein
M hat zwei linear unabhéngige Eigenvektoren zum Eigenwert . L Ja [J Nein
xXum (M) bildet jeden Eigenvektor von M auf 0 ab. O Ja [0 Nein
Der Rang von M ist gleich n, wenn X kein Teiler von xj; ist. U Ja [J Nein
Das Minimalpolynom von M ist durch (X — t) teilbar. O Ja [J Nein

Aufgabe 7. Sei A:={neN|1<n<1999} und B:={n e N|1<n <2000}.

Es gibt eine surjektive Abbildung ¢ : A — B. O Ja [J Nein
Jede Abbildung ¢ : B — A ist surjektiv. U Ja [J Nein
Die Abbildung ¢ : A x B — B, (a,b) — b ist surjektiv. O Ja [J Nein
Es gibt eine injektive Abbildung ¢ : A — B. 0 Ja [J Nein
Jede Abbildung ¢ : B — A ist injektiv. 0 Ja (1 Nein
Aufgabe 8. Sind die folgenden Aussagen richtig?

Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhéngig. [ Ja [J Nein
Eine n x n-Matrix ist genau dann diagonalisierbar, wenn sie

n verschiedene Eigenwerte hat. ] Ja [J Nein
Jede n x n-Matrix ist diagonalisierbar. U Ja (] Nein
Eine n x n-Matrix ist genau dann invertierbar, wenn sie 0 nicht

als Figenwert hat. U Ja [J Nein

Die algebraische Vielfachheit eines Eigenwertes einer n x n-Matrix
ist immer kleiner oder gleich der geometrischen Vielfachheit. L Ja [J Nein



Aufgaben mit Begriindung

In diesem Teil miissen Sie alle Aussagen begriinden. Natiirlich diirfen Sie Aussagen aus der
Vorlesung ohne Beweis benutzen.

Aufgabe 9.
Sei A = [a;;] € Q™" mit n € N und

i i Q=
DTN 1 fiir iy

Man berechne det(A). (6 Punkte)
Aufgabe 10.
Seien V := R3*! und
0 2 -1 x z
B = —11,] =81, 4 sowie o: VoV |y |l—]x]|.
1 ) -3 z Y
(a) Zeigen Sie, dass B eine Basisfolge von V ist. (3 Punkte)
(b) Zeigen Sie, dass ¢ linear ist. (2 Punkte)
(c) Berechnen Sie g[y]|s. (4 Punkte)

Aufgabe 11.
Sei V =R™"™ und ¢, € End V definiert durch

p(A) = AT firAeV (Transponierte zu A)
P(A) = AT+3A  firAeV

(a) Man beweise, dass ¢ und 1 diagonalisierbar sind. Man bestimme die Eigenwerte von
¢ und von . (4 Punkte)

(b) Fiir n = 2 gebe man explizit eine Basis von V' an, die aus Eigenvektoren von v besteht.
(4 Punkte)



Aufgabe 12.
Sei A € F2*? die folgende Matrix (Fs = {0,1,2,3,4}):

3 2 3
A=14 2 1
21 3
(a) Berechnen Sie das charakteristische Polynom von A. (4 Punkte)
(b) Bestimmen Sie die Eigenwerte von A. (2 Punkte)
(c) Bestimmen Sie die Dimensionen sdmtlicher Eigenrdume von A. (2 Punkte)
(d) Geben Sie fiir jeden Eigenwert die geometrische und die algebraische Vielfachheit an.
(1 Punkt)
Aufgabe 13.
Berechnen Sie die Jordansche Normalform der folgenden Matrix:
-4 0 0 18 0
4 2 -1 =12 0
A=]1 0 2 -3 0]|€eR™
-2 0 0 8 0
2 0 0 -6 2

(8 Punkte)



Semesterklausur zur Linearen Algebra I, Teil B

Ankreuzteil

Dieses Blatt muss abgegeben werden. Kreuzen Sie bei jeder Frage entweder ,,Ja“ oder ,Nein*
oder nichts an.

Auswertung: Jedes richtige Kreuz gibt einen Pluspunkt, jedes falsche Kreuz einen Minus-
punkt. Jede Aufgabe gibt immer mindestens 0 Punkte, Minuspunkte wirken also nicht iiber
Aufgaben hinweg.

Die Zahl der Punkte aus dem Ankreuzteil wird durch 2 geteilt und zur Zahl der Punkte aus
dem anderen Teil addiert, um die Gesamtpunktzahl der Klausur zu errechnen.

Sie brauchen Thre Kreuze nicht zu begriinden!

Aufgabe 1. Es seien K ein Korper und A, A, T € K™ ™ (nicht notwendig invertierbar) mit
AT =TA’. Dann gilt:

det A = det A’ O Ja @Nein
det A-detT = det A’ - det T [0)Ja O Nein
det(A + A') = det A + det A’ OJa |[O[Nein
det A = det A’, wenn AT invertierbar ist J a [J Nein
det(T'A") = det(T'A) '0|Ja O Nein

Aufgabe 2. Berechnen Sie die Determinanten der folgenden Matrizen mit reellen Eintragen
(x € R):

-1 0 5 0

{7 2] {cos(x) —sin(z) 127 (7) 8 }1 ? 2 7 -1 3 0
7 8 || sin(z) cos(z) |’ ’ [ 0 0 -1 0
7 tan(z) 3 789 5 3 1 —1

Aufgabe 3. Es seien K ein Korper und K[X] der Polynomring in einer Unbestimmten X
tiber K. Es seien f,¢g € K[X]\ {0}.

Grad(f + g) = max(Grad(f), Grad(g)) O Ja |[O[Nein
Grad(fg) = Grad(f) + Grad(g) [OJJa O Nein
Grad(f + g) = Grad(f — g) OJa |O[Nein
Es gibt ¢,r € K[X] mit f = ¢ - g+ r mit Grad(rq) < Grad(g). OJa  |O|Nein

Ist g ein Teiler von f, dann ist jede Nullstelle von f auch eine von g. [ Ja Nein



Aufgabe 4. Es seien K ein Korper und A € K**!, B € K™ und C € K™, Dann gilt:

Rang(AB) < min(Rang(A), Rang(B)) @Ja [ Nein
Rang(AB) > min(Rang(A), Rang(B)) OJa  |O|Nein
Rang(ABC') = Rang(AB) + Rang(BC') — Rang(B) O Ja |O|Nein

(

(
Rang(ABC) < min{k,l,m,n} ‘O|Ja O Nein
Rang(ABC') > 0 wenn, ABC # 0 '0|Ja O Nein

Aufgabe 5. Sein > 4 eine natiirliche Zahl und S,, die symmetrische Gruppe auf {1,2,... n}.
Es seien ¢ und 7 Permutationen aus .S,,. Dann gilt:

sgn(o) - sgn(7) = sgn(o o7) = sgn(r o o) Ja [J Nein

sgn(tor) =+1 Ja [ Nein
(1,2,3)0(2,3,4) = (1,2,3,4) OJa |O|Nein
Jede Permutation ist ein Produkt von Dreierzykeln. O Ja |O|Nein
Es gibt ein 7 € S, mit 77" 0 (1,2)(3,4) o 7 = (1,2, 3,4) OJa  |ONein

Aufgabe 6. Sei K ein Korper, M € K™ xa das charakteristische Polynom von M,
t € K und (X — t)? ein Teiler von yj;. Dann gilt:

t ist Eigenwert von M. @Ja [J Nein
M hat zwei linear unabhéngige Eigenvektoren zum Eigenwert . ] Ja @Nein
xXum (M) bildet jeden Eigenvektor von M auf 0 ab. ‘O|Ja O Nein
Der Rang von M ist gleich n, wenn X kein Teiler von xj; ist. Ja [J Nein
Das Minimalpolynom von M ist durch (X — t) teilbar. '0|Ja O Nein
Aufgabe 7. Sei A:={neN|1<n<1999} und B:={neN|1<n <2000}.

Es gibt eine surjektive Abbildung ¢ : A — B. O Ja Nein
Jede Abbildung ¢ : B — A ist surjektiv. Ll Ja Nein
Die Abbildung ¢ : A x B — B, (a,b) — b ist surjektiv. '0|Ja O Nein
Es gibt eine injektive Abbildung ¢ : A — B. J a [J Nein
Jede Abbildung ¢ : B — A ist injektiv. 0 Ja @Nein

Aufgabe 8. Sind die folgenden Aussagen richtig?
Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhéngig. @J a [J Nein
Eine n x n-Matrix ist genau dann diagonalisierbar, wenn sie

n verschiedene Eigenwerte hat. ] Ja Nein
Jede n x n-Matrix ist diagonalisierbar. O Ja  |ONein
Eine n x n-Matrix ist genau dann invertierbar, wenn sie 0 nicht

als Eigenwert hat. @Ja 0 Nein

Die algebraische Vielfachheit eines Eigenwertes einer n x n-Matrix
ist immer kleiner oder gleich der geometrischen Vielfachheit. L Ja @Nein



Aufgaben mit Begriindung

In diesem Teil miissen Sie alle Aussagen begriinden. Natiirlich diirfen Sie Aussagen aus der
Vorlesung ohne Beweis benutzen.

Aufgabe 9.
Sei A = [a;;] € Q™" mit n € N und

i i Q=
DTN 1 fiir iy

Man berechne det(A). (6 Punkte)
Aufgabe 10.
Seien V := R3*! und
0 2 -1 x z
B = —11,] =81, 4 sowie o: VoV |y |l—]x]|.
1 ) -3 z Y
(a) Zeigen Sie, dass B eine Basisfolge von V ist. (3 Punkte)
(b) Zeigen Sie, dass ¢ linear ist. (2 Punkte)
(c) Berechnen Sie g[y]|s. (4 Punkte)

Aufgabe 11.
Sei V =R™"™ und ¢, € End V definiert durch

p(A) = AT firAeV (Transponierte zu A)
P(A) = AT+3A  firAeV

(a) Man beweise, dass ¢ und 1 diagonalisierbar sind. Man bestimme die Eigenwerte von
¢ und von . (4 Punkte)

(b) Fiir n = 2 gebe man explizit eine Basis von V' an, die aus Eigenvektoren von v besteht.
(4 Punkte)



Aufgabe 12.
Sei A € F2*? die folgende Matrix (Fs = {0,1,2,3,4}):

3 2 3
A=14 2 1
21 3
(a) Berechnen Sie das charakteristische Polynom von A. (4 Punkte)
(b) Bestimmen Sie die Eigenwerte von A. (2 Punkte)
(c) Bestimmen Sie die Dimensionen sdmtlicher Eigenrdume von A. (2 Punkte)
(d) Geben Sie fiir jeden Eigenwert die geometrische und die algebraische Vielfachheit an.
(1 Punkt)
Aufgabe 13.
Berechnen Sie die Jordansche Normalform der folgenden Matrix:
-4 0 0 18 0
4 2 -1 =12 0
A=]1 0 2 -3 0]|€eR™
-2 0 0 8 0
2 0 0 -6 2

(8 Punkte)



3.4.2000
Nachholklausur zur Linearen Algebra I

WS99/00

Ankreuzteil

Dieses Blatt muss abgegeben werden. Kreuzen Sie bei jeder Frage entweder ,,Ja“ oder ,, Nein*
oder nichts an.

Auswertung: Jedes richtige Kreuz gibt einen Pluspunkt, jedes falsche Kreuz einen Minus-
punkt. Jede Aufgabe gibt immer mindestens 0 Punkte, Minuspunkte wirken also nicht iiber
Aufgaben hinweg.

Die Zahl der Punkte aus dem Ankreuzteil wird durch 2 geteilt und zur Zahl der Punkte aus
dem anderen Teil addiert, um die Gesamtpunktzahl der Klausur zu errechnen.

Sie brauchen Thre Kreuze nicht zu begriinden!

Aufgabe 1. Sei Q der Korper der rationalen Zahlen und V' der Q-Vektorraum Q?*2. Sind
die folgenden Teilmengen Teilrdume?

{ :; z] x,yEQ} O Ja [0 Nein
{ "gi]xEQ} O Ja (] Nein

g:; mEQ} OJa O Nein
{A eV |Spur A=0} O Ja O Nein
{AeV |det A=0} O Ja O Nein

Aufgabe 2. Essei K ein Korper, V und W K-Vektorrdume und ¢ : V' — W eine K-lineare
Abbildung. Welche der folgenden Aussagen sind richtig?

Kern(p) = {w € W | es gibt v € V mit p(v) # w} O Ja O Nein
Fir M C W ist ZPI (M) ={veV|pw) € M} ein Teilraum von V' O Ja  [O Nein
Kern(p) C Kern(¢?), falls V =W ) O Ja OJ Nein
{(v1,v2) €V XV | ¢(v; —vy) = 0} ist eine Aquivalenzrelation auf V' 0 Ja [ Nein
Bild(¢) = {w € W | es existiert ein v € V mit w = p(v)} O Ja O Nein

Aufgabe 3. Es seien A, A, S € R"*" (nicht notwendig invertierbar) mit AS = SA’. Dann

gilt:

det A" =0 fireinmeN — det A=0 O Ja (] Nein
det(A-AT) >0 O Ja O Nein
det(A+ A') =det A + det A’ O Ja [J Nein
det A = det A’ O Ja 0 Nein

det(sA) = sdet(A) fiir alle s € R O Ja O Nein



Aufgabe 4. Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

{[1,0,1],[1,1,1]} ist Basis von R'*3. O Ja O Nein
{[1,1,1],[1,1,0], 2,2, 1]} ist Erzeugendensystem von R*3. O Ja [J Nein
{[1,0],[1, —1]} ist hnear unabhingig in R'*2. O Ja [ Nein
{[0,0,1],[0,1,0],[1,1,1]} ist Basis von R'*3. O Ja O Nein
{[1,1,1],[1,1,0]} ist Basis des Teilraums ([1,2,0], [2,2,1]) von R*?. OO Ja O Nein

Aufgabe 5. Es seien ¢ : V — W und ¢ : W — U lineare Abbildungen zwischen den
K-Vektorraumen V', W und U. Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

Wenn ¢ und ¢ injektiv sind, dann ist auch v o ¢ injektiv. L Ja (1 Nein
Wenn ¢ und ¢ surjektiv sind, dann ist auch 1 o ¢ surjektiv. L Ja (] Nein
Wenn ¢ surjektiv und ) injektiv ist, dann ist auch 1 o ¢ injektiv. [ Ja [J Nein
Wenn v o ¢ surjektiv ist, dann ist auch 1 surjektiv. U Ja [J Nein
Wenn v o ¢ injektiv ist, dann ist auch v injektiv. U Ja L] Nein

Aufgabe 6. S sei ein lineares Gleichungssystem mit 5 Gleichungen und 3 Unbekannten
iiber dem Korper R. Welche der folgenden Aussagen ist wahr?

Jedes solche S hat eine Losung. U Ja (] Nein
Es gibt ein solches S, das eindeutig losbar ist. U Ja [J Nein
Es gibt ein solches S, das genau 2 Losungen hat. U Ja [J Nein
Es gibt ein solches S, das unendlich viele Losungen hat. L Ja L1 Nein
Jedes solche S hat unendlich viele Losungen. ] Ja [J Nein

Aufgabe 7. Es seien A, B € R™" und ¢ € R™*!. Dann gilt:

Ist A™ =0 fiir ein m € N, so ist Rang(A) < n O Ja [J Nein
Rang(A + B) > min(Rang(A), Rang(B)) O Ja OJ Nein
Rang(c-cf) =1, falls c £ 0 O Ja O Nein
Rang(cT - c) =1, falls c £ 0 O Ja O Nein
Rang(AB) = Rang(BA) O Ja O Nein

Aufgabe 8. Welche der folgenden Matrizen aus R?*? sind diagonalisierbar?

: (1] ? _ U Ja (1 Nein
: (1] ; U Ja [J Nein
: 8 1 L Ja (] Nein
: ? (1] U Ja (] Nein
: _01 (1) U Ja (] Nein



Aufgaben mit Begriindung

In diesem Teil miissen Sie alle Aussagen begriinden. Natiirlich diirfen Sie Aussagen aus der
Vorlesung ohne Beweis benutzen.

Aufgabe 9.
Sei V :=R™2  und ¢ : V — V die Abbildung, die durch o([z,y]) = [3x — Ty, z — 2y] gegeben
ist. Seien weiter By := ([1,2],[2,1]) und B, := ([0, 1], [-1,0]).

(a) Zeigen Sie, dass ¢ linear ist. (2 Punkte)
(b) Zeigen Sie, dass B; und By Basisfolgen von V' sind. (2 Punkte)
(c¢) Berechnen Sie g, [idv]p, und g,[¢]s,- (2 Punkte)
(d) Wie erhdlt man g, [p]g, und p,[¢|p, direkt aus den Ergebnissen aus (¢)? (2 Punkte)
Aufgabe 10.
Sei A = [a;;] € Q™" mit n € N und
aij=1-] fir1 <4,7<n
Man berechne Rang(A) und det(A). (6 Punkte)

Aufgabe 11.
Sei K ein Korper, A =
AX — XA fiir alle X € V.

0 0

10 } eV =K>und ¢ : V — V definiert durch p(X) =

(a) Zeigen Sie, dass ¢ linear ist. (2 Punkte)
(b) Geben Sie je eine Basis von Kern(y) und Bild(p) an. (3 Punkte)

(c) Ergénzen Sie eine Basis von Kern(y) zu einer Basis von V. (3 Punkte)



Aufgabe 12.
Es sei K ein Korper, in dem 1 # —1 gilt. Weiter sei ¢ : K" — K" die lineare Abbildung,

die Vektoren ,spiegelt®, es gelte also p([z1, 22, ..., 2s]) = [Tn, Tn_1,. .., T1].
(a) Man berechne das Minimalpolynom von ¢. (2 Punkte)
(b) Ist ¢ diagonalisierbar? (2 Punkte)
(c) Was sind die Eigenwerte von ¢? (2 Punkte)
(d) Geben Sie zu jedem Eigenwert eine Basis des zugehorigen Eigenraums an. (2 Punkte)

Aufgabe 13.
Es sei A € F3** die folgende Matrix:
0011
1 111
A= 0010
1 010
(a) Zeigen Sie: 1 ist Eigenwert von A. (3 Punkte)
(b) Berechnen Sie den Eigenraum von A zum Eigenwert 1. (3 Punkte)

(c) Berechnen Sie die Jordansche Normalform von A. (4 Punkte)



Nachholklausur zur Linearen Algebra I

WS99/00

Ankreuzteil

3.4.2000

Dieses Blatt muss abgegeben werden. Kreuzen Sie bei jeder Frage entweder ,,Ja“ oder ,, Nein*

oder nichts an.

Auswertung: Jedes richtige Kreuz gibt einen Pluspunkt, jedes falsche Kreuz einen Minus-
punkt. Jede Aufgabe gibt immer mindestens 0 Punkte, Minuspunkte wirken also nicht iiber

Aufgaben hinweg.

Die Zahl der Punkte aus dem Ankreuzteil wird durch 2 geteilt und zur Zahl der Punkte aus
dem anderen Teil addiert, um die Gesamtpunktzahl der Klausur zu errechnen.

Sie brauchen Thre Kreuze nicht zu begriinden!

Aufgabe 1. Sei Q der Korper der rationalen Zahlen und V' der Q-Vektorraum Q?*2. Sind

die folgenden Teilmengen Teilrdume?

{ ; gyc} x,yEQ} @Ja
{ "g 915] ZEEQ} [ Ja

fg; mEQ} 0 Ja
{AecV|Spur A=0} [O]Ja
{AeV |det A=0} O Ja

O Nein
@Nein
@Nein

O Nein

@Nein

Aufgabe 2. Essei K ein Korper, V und W K-Vektorrdume und ¢ : V' — W eine K-lineare

Abbildung. Welche der folgenden Aussagen sind richtig?

Kern(p) = {w € W | es gibt v € V mit p(v) # w} O Ja
Fir M C W ist ZPI (M) ={veV|p) e M} ein Teilraum von V' 0O Ja
Kern(p) C Kern(¢?), falls V =W ) 0)Ja
{(v1,12) €V X V | p(vy — v3) = 0} ist eine Aquivalenzrelation auf V| |Ja
Bild(¢) = {w € W | es existiert ein v € V mit w = p(v)} 0)Ja

@Nein
@Nein

] Nein
] Nein
O Nein

Aufgabe 3. Es seien A, A, S € R"*" (nicht notwendig invertierbar) mit AS = SA’. Dann

gilt:

det A" =0 fireinmeN — det A=0 Ja
det(A - AT) >0 0)Ja
det(A+ A') =det A + det A’ O Ja
det A = det A’ O Ja

det(sA) = sdet(A) fir alle s € R O Ja

[J Nein
[J Nein
E Nein
|0 [Nein
|0 |Nein



Aufgabe 4. Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

{[1,0,1],[1,1,1]} ist Basis von R'*3. O Ja Nein

{[1,1,1],[1,1,0],[2,2,1]} ist Erzeugendensystem von R**3. O Ja Nein
{[1,0],[1, —1]} ist hnear unabhingig in R'*2. Ja [J Nein
{[0,0,1],[0,1,0],[1,1,1]} ist Basis von R*3. '0|Ja O Nein
{[1,1,1],[1,1,0]} ist Basis des Teilraums ([1,2,0],[2,2,1]) von R*3. O Ja  |[O|Nein

Aufgabe 5. Es seien ¢ : V — W und ¢ : W — U lineare Abbildungen zwischen den
K-Vektorraumen V', W und U. Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

Wenn ¢ und ¢ injektiv sind, dann ist auch v o ¢ injektiv. J a (1 Nein
Wenn ¢ und ¢ surjektiv sind, dann ist auch 1 o ¢ surjektiv. Ja [] Nein
Wenn ¢ surjektiv und ¢ injektiv ist, dann ist auch ¥ o ¢ injektiv. [ Ja @Nein
Wenn v o ¢ surjektiv ist, dann ist auch ¢ surjektiv. @J a [J Nein
Wenn v o ¢ injektiv ist, dann ist auch v injektiv. U Ja @Nein

Aufgabe 6. S sei ein lineares Gleichungssystem mit 5 Gleichungen und 3 Unbekannten
iiber dem Korper R. Welche der folgenden Aussagen ist wahr?

Jedes solche S hat eine Losung. L] Ja @Nein
Es gibt ein solches S, das eindeutig losbar ist. @J a [J Nein
Es gibt ein solches S, das genau 2 Losungen hat. Ll Ja @Nein
Es gibt ein solches S, das unendlich viele Losungen hat. @J a (1 Nein
Jedes solche S hat unendlich viele Losungen. ] Ja @Nein

Aufgabe 7. Es seien A, B € R™" und ¢ € R™*!. Dann gilt:

Ist A™ =0 fiir ein m € N, so ist Rang(A) < n @Ja [J Nein
Rang(A + B) > min(Rang(A), Rang(B)) OJa |[O[Nein
Rang(c-cf) =1, falls c £ 0 Ja [0 Nein
Rang(cl - c) =1, falls c £ 0 '[OJJa O Nein
Rang(AB) = Rang(BA) OJa |[O[Nein

Aufgabe 8. Welche der folgenden Matrizen aus R?*? sind diagonalisierbar?

(1] ? O Ja @Nein
(1 1] .
0 2 @Ja 0 Nein
8 1 @Ja ] Nein
? (1] @Ja O Nein
_01 [1) O Ja @Nein



Aufgaben mit Begriindung

In diesem Teil miissen Sie alle Aussagen begriinden. Natiirlich diirfen Sie Aussagen aus der
Vorlesung ohne Beweis benutzen.

Aufgabe 9.
Sei V :=R™2  und ¢ : V — V die Abbildung, die durch o([z,y]) = [3x — Ty, z — 2y] gegeben
ist. Seien weiter By := ([1,2],[2,1]) und B, := ([0, 1], [-1,0]).

(a) Zeigen Sie, dass ¢ linear ist. (2 Punkte)
(b) Zeigen Sie, dass B; und By Basisfolgen von V' sind. (2 Punkte)
(c¢) Berechnen Sie g, [idv]p, und g,[¢]s,- (2 Punkte)
(d) Wie erhdlt man g, [p]g, und p,[¢|p, direkt aus den Ergebnissen aus (¢)? (2 Punkte)
Aufgabe 10.
Sei A = [a;;] € Q™" mit n € N und
aij=1-] fir1 <4,7<n
Man berechne Rang(A) und det(A). (6 Punkte)

Aufgabe 11.
Sei K ein Korper, A =
AX — XA fiir alle X € V.

0 0

10 } eV =K>und ¢ : V — V definiert durch p(X) =

(a) Zeigen Sie, dass ¢ linear ist. (2 Punkte)
(b) Geben Sie je eine Basis von Kern(y) und Bild(p) an. (3 Punkte)

(c) Ergénzen Sie eine Basis von Kern(y) zu einer Basis von V. (3 Punkte)



Aufgabe 12.
Es sei K ein Korper, in dem 1 # —1 gilt. Weiter sei ¢ : K" — K" die lineare Abbildung,

die Vektoren ,spiegelt®, es gelte also p([z1, 22, ..., 2s]) = [Tn, Tn_1,. .., T1].
(a) Man berechne das Minimalpolynom von ¢. (2 Punkte)
(b) Ist ¢ diagonalisierbar? (2 Punkte)
(c) Was sind die Eigenwerte von ¢? (2 Punkte)
(d) Geben Sie zu jedem Eigenwert eine Basis des zugehorigen Eigenraums an. (2 Punkte)

Aufgabe 13.
Es sei A € F3** die folgende Matrix:
0011
1 111
A= 0010
1 010
(a) Zeigen Sie: 1 ist Eigenwert von A. (3 Punkte)
(b) Berechnen Sie den Eigenraum von A zum Eigenwert 1. (3 Punkte)

(c) Berechnen Sie die Jordansche Normalform von A. (4 Punkte)



Test 1 im WS99/00

T1) Sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Dann gilt:

V={v+wveVundweV}
VxV={v4+wveVudweV}
KxV={s-v|]se Kundv eV}

T2) Seien K, V wie in T1), U ein Teilraum von V und u,v € V. Dann gilt:

uvel = ut+vel
u,v¢lU = ut+v¢U
velU,vglU = ut+v¢U
seK,u¢U = s-u¢U
velU,v¢lU = ut+velU

T3) Sind die folgenden Teilmengen auch Teilriume des R-Vektorraumes R3?

{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}
{(z,z,z)| € R}
{(z,1,0)| z € R}
é(0,0,0)}

T4) Sei V ein Vektorraum.

Ist U Teilraum von V, so ist stets V' \ U auch Teilraum.
Es gibt einen Teilraum U von V, so dass V' \ U auch Teilraum ist.
Es gibt keinen Teilraum U von V', so dass V' \ U auch Teilraum ist.

T5) Sei V ein Vektorraum. X C V ist genau dann linear unabhingig, wenn

— fiir jedes v € X gilt v € (X \ {v}).
-0 e (X).
—eseinv €V gibt mit v € (X \ {v}).

T6) Sind die folgenden Teilmengen von R? linear unabhingig?

{(1,1,1),(0,1,1)}
{(1,1,1),(0,1,1),(1,0,0)}
{(1,1,1),(0,0,0)}

0

{(0,0,0)}

T7) Sei V ein Vektorraum und X CY C V. Dann gilt:

X linear unabhéingig = Y linear unabhéngig

X linear abhiingig = Y linear abhéngig

X ist Erzeugendensystem von V' = Y ist Erzeugendensystem von V'
Y ist Erzeugendensystem von V = X ist Erzeugendensystem von V

O Ja
O Ja
O Ja

U Ja
O Ja
U Ja
O Ja
L Ja

O Ja
O Ja
U Ja
O Ja
U Ja

O Ja
O Ja
O Ja

O Ja
O Ja
O Ja

U Ja
O Ja
O Ja
U Ja
O Ja

U Ja
O Ja
U Ja
O Ja

0 Nein
J Nein
0 Nein

[ Nein
(] Nein
[ Nein
[J Nein
] Nein

[ Nein
[J Nein
[ Nein
[J Nein
[ Nein

O Nein
0 Nein
O Nein

O Nein
O Nein
O Nein

] Nein
[J Nein
[J Nein
[J Nein
] Nein

[ Nein
[J Nein
[ Nein
[J Nein

Auswertung: Richtige Antwort 1 Punkt, keine Antwort 0 Punkte, falsche Antwort —1 Punkt.



Test 1 im WS99/00

T1) Sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Dann gilt:

V={v+wveVundweV}
VxV={v4+wveVudweV}
KxV={s-v|]se Kundv eV}

T2) Seien K, V wie in T1), U ein Teilraum von V und u,v € V. Dann gilt:

uvel = ut+vel
u,v¢lU = ut+v¢U
velU,vglU = ut+v¢U
seK,u¢U = s-u¢U
velU,v¢lU = ut+velU

T3) Sind die folgenden Teilmengen auch Teilriume des R-Vektorraumes R3?

{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}
{(z,z,z)| € R}
{(z,1,0)| z € R}
é(0,0,0)}

T4) Sei V ein Vektorraum.

Ist U Teilraum von V, so ist stets V' \ U auch Teilraum.
Es gibt einen Teilraum U von V, so dass V' \ U auch Teilraum ist.
Es gibt keinen Teilraum U von V', so dass V' \ U auch Teilraum ist.

T5) Sei V ein Vektorraum. X C V ist genau dann linear unabhingig, wenn

— fiir jedes v € X gilt v € (X \ {v}).
-0 e (X).
—eseinv €V gibt mit v € (X \ {v}).

T6) Sind die folgenden Teilmengen von R? linear unabhingig?

{(1,1,1),(0,1,1)}
{(1,1,1),(0,1,1),(1,0,0)}
{(1,1,1),(0,0,0)}

0

{(0,0,0)}

T7) Sei V ein Vektorraum und X CY C V. Dann gilt:

X linear unabhéingig = Y linear unabhéngig

X linear abhiingig = Y linear abhéngig

X ist Erzeugendensystem von V' = Y ist Erzeugendensystem von V'
Y ist Erzeugendensystem von V = X ist Erzeugendensystem von V

X Ja
O Ja
O Ja

X Ja
O Ja
X Ja
O Ja
L Ja

O Ja
X Ja
U Ja
X Ja
U Ja

O Ja
O Ja
X Ja

O Ja
O Ja
O Ja

X Ja
O Ja
O Ja
X Ja
O Ja

U Ja
X Ja
X Ja
O Ja

0 Nein
X Nein
X Nein

[ Nein
X Nein
[ Nein
X Nein
X Nein

X Nein
[J Nein
X Nein
[J Nein
X Nein

X Nein
X Nein
O Nein

X Nein
X Nein
X Nein

] Nein
X Nein
X Nein
[J Nein
X Nein

X Nein
[J Nein
[ Nein
X Nein

Auswertung: Richtige Antwort 1 Punkt, keine Antwort 0 Punkte, falsche Antwort —1 Punkt.



Test 2 im WS99/00

Es sei K ein Korper und U, V und W K-Vektorrdume.
T1) Ist ¢ : R — R R-linear, so gilt fiir alle a,b € R:

©(0)=0 O Ja O Nein
e(l)=1 O Ja O Nein
o(a-b) =p(a) - o) O Ja O Nein
w(a-b) =a- o) O Ja O Nein
wla+b) = p(a) + o(b) O Ja O Nein
Bild ¢ =R O Ja [J Nein
T2) Ist ¢ : V — W linear, so ist:
Kern ¢ = {¢(v)|v =0} O Ja O Nein
Kern ¢ = {v € V|p(v) =0} O Ja O Nein
@ surjektiv <= ¢ injektiv O Ja O Nein
¢ injektiv <= Kern ¢ = {0} O Ja O Nein
T3) Sind ¢ : U — V und ¢ : V — W lineare Abbildungen, so gilt:
Kern(y o ¢) C Kern ¢ O Ja O Nein
Kern(¢ o ¢) C Kern 1 O Ja O Nein
Kern(¢ o ¢) D Kern ¢ O Ja O Nein
Bild(+ o ) C Bild v O Ja O Nein
Bild(y o ) C Bild ¢ O Ja O Nein
Bild(¢) o ¢) 2 Bild ¢ O Ja O Nein
T4) Welche der folgenden Abbildungen sind linear? (R, R? und R? als R-Vektorrdume)
p:R=Rz—2x+1 0 Ja [J Nein
©:R2 - R3 (21,22) — (z1,72 — 71,71) 0 Ja 0 Nein
¢:R—R2 2w (z,22) O Ja O Nein
<p:]F2—>IF27x»—>x2 O Ja [J Nein
0 :R? = R, (11, 22) — 2172 O Ja O Nein
T5) Welche der folgenden Aussagen sind richtig?
Jede R-lineare Abbildung ¢ : R? — R? ist surjektiv. O Ja O Nein
Es gibt eine injektive, R-lineare Abbildung ¢ : R? — R2. 0 Ja O Nein
Es gibt eine surjektive, R-lineare Abbildung ¢ : R? — R2. O Ja O] Nein
Jede R-lineare Abbildung ¢ : R? — R3 ist injektiv. O Ja O] Nein
Es gibt eine surjektive, R-lineare Abbildung ¢ : R? — R3. 0 Ja [J Nein
Es gibt eine injektive, R-lineare Abbildung ¢ : R? — R3. 0 Ja [J Nein
T6) Es sei ¢ : V — W linear und B Basis von V. Welche der folgenden Aussagen sind richtig?
Ist ¢ injektiv, so ist ¢(B) eine Basis von W. O Ja O Nein
Ist ¢ surjektiv, so ist p(B) Erzeugendensystem von W. O Ja O] Nein
Ist V=2 W, so ist ¢ ein Isomorphismus. O Ja 0 Nein
Ist ¢ ein Isomorphismus, so ist {o(v1),...,¢(v,)} fiir jedes n-Tupel O Ja O Nein
(v1,...,0,) € V™ eine Basis von W.

T7) Welche Aussagen sind richtig? Ein lineares Gleichungssystem

anzrr + - 4+ apE, = b

am11 + -+ GppTn = bm
ist losbar, wenn n > m. O Ja [0 Nein
ist eindeutig losbar, wenn Rg [a;;] = 0 ist. O Ja O Nein
ist fiir m > n nie eindeutig losbar. O Ja 0] Nein
hat einen Losungsraum der Dimension Rg [a;;]. O Ja O Nein
hat einen Losungsraum der Dimension n — m, falls b = --- = b, = 0 ist. O Ja [0 Nein
ist eindeutig losbar, wenn das zugehorige homogene System nur die triviale O Ja ] Nein

Losung hat.

Auswertung: Richtige Antwort 1 Punkt, keine Antwort 0 Punkte, falsche Antwort —1 Punkt.



Test 2 im WS99/00

Es sei K ein Korper und U, V und W K-Vektorrdume.
T1) Ist ¢ : R — R R-linear, so gilt fiir alle a,b € R:

©(0)=0 X Ja O Nein
e(l)=1 O Ja X Nein
o(a-b) =p(a) - o) O Ja X Nein
w(a-b) =a- o) X Ja O Nein
wla+b) = p(a) + o(b) X Ja O Nein
Bild ¢ =R O Ja X Nein
T2) Ist ¢ : V — W linear, so ist:
Kern ¢ = {¢(v)|v =0} O Ja X Nein
Kern ¢ = {v € V|p(v) =0} X Ja O Nein
@ surjektiv <= ¢ injektiv O Ja X Nein
¢ injektiv <= Kern ¢ = {0} X Ja O Nein
T3) Sind ¢ : U — V und ¢ : V — W lineare Abbildungen, so gilt:
Kern(y o ¢) C Kern ¢ O Ja X Nein
Kern(¢ o ¢) C Kern 1 O Ja X Nein
Kern(¢ o ¢) D Kern ¢ X Ja O Nein
Bild(+ o ) C Bild v X Ja O Nein
Bild(y o ) C Bild ¢ O Ja X Nein
Bild(¢) o ¢) 2 Bild ¢ O Ja X Nein
T4) Welche der folgenden Abbildungen sind linear? (R, R? und R? als R-Vektorrdume)
p:R=Rz—2x+1 0 Ja X Nein
©:R2 - R3 (21,22) — (z1,72 — 71,71) X Ja 0 Nein
¢:R—R2 2w (z,22) X Ja O Nein
<p:]F2—>IF27x»—>x2 X Ja [J Nein
0 :R? = R, (11, 22) — 2172 O Ja X Nein
T5) Welche der folgenden Aussagen sind richtig?
Jede R-lineare Abbildung ¢ : R? — R? ist surjektiv. O Ja X Nein
Es gibt eine injektive, R-lineare Abbildung ¢ : R? — R2. 0 Ja X Nein
Es gibt eine surjektive, R-lineare Abbildung ¢ : R? — R2. X Ja O] Nein
Jede R-lineare Abbildung ¢ : R? — R3 ist injektiv. O Ja X Nein
Es gibt eine surjektive, R-lineare Abbildung ¢ : R? — R3. 0 Ja X Nein
Es gibt eine injektive, R-lineare Abbildung ¢ : R? — R3. X Ja [J Nein
T6) Es sei ¢ : V — W linear und B Basis von V. Welche der folgenden Aussagen sind richtig?
Ist ¢ injektiv, so ist ¢(B) eine Basis von W. O Ja X Nein
Ist ¢ surjektiv, so ist p(B) Erzeugendensystem von W. X Ja O] Nein
Ist V=2 W, so ist ¢ ein Isomorphismus. O Ja X Nein
Ist ¢ ein Isomorphismus, so ist {o(v1),...,¢(v,)} fiir jedes n-Tupel O Ja X Nein
(v1,...,0,) € V™ eine Basis von W.

T7) Welche Aussagen sind richtig? Ein lineares Gleichungssystem

anzrr + - 4+ apE, = b

am11 + -+ GppTn = bm
ist losbar, wenn n > m. O Ja X Nein
ist eindeutig losbar, wenn Rg [a;;] = 0 ist. O Ja X Nein
ist fiir m > n nie eindeutig losbar. O Ja X Nein
hat einen Losungsraum der Dimension Rg [a;;]. O Ja X Nein
hat einen Losungsraum der Dimension n — m, falls b = --- = b, = 0 ist. O Ja X Nein
ist eindeutig losbar, wenn das zugehorige homogene System nur die triviale O Ja X Nein

Losung hat.

Auswertung: Richtige Antwort 1 Punkt, keine Antwort 0 Punkte, falsche Antwort —1 Punkt.



Test 3 im WS99/00

In allen Aufgaben sei K ein Korper.

T1) Seien A, A" € K™". Wenn A’ aus A durch elementare Zeilenumformungen entsteht,
dann gilt

det(A") = det(A) OJa O Nein
det(A’) = £ det(A) O Ja O Nein
det(A) =0 <« det(A)=0 O Ja O Nein

T2) Fiir A,B € K™" und s € K gilt:

det(A + B) = det(A) + det(B) O Ja O Nein
det(s- A) = s-det(A) OJa O Nein
det(AB) = det(A) - det(B) O Ja O Nein
s s s
T3) (Ergebnis eintragen). Fiir s € K ist det s S s =
s s s

T4) Sei A € K™ mit det(A) = 0 und b € K™*!. Dann ist das Gleichungssystem Az = b

— nur losbar fir b = 0. O Ja [0 Nein
— fiir jedes b 16sbar, aber nicht eindeutig. [ Ja [J Nein
— fiir manche b 16sbar, aber fiir kein b eindeutig losbar. U Ja (] Nein

T5) Ein lineares Gleichungssystem mit 3 Gleichungen und 5 Unbekannten iiber Fy

— ist stets l6sbar. 0 Ja (] Nein
— ist nie eindeutig lésbar. L Ja [J Nein
— kann genau 4 Losungen haben. U Ja (] Nein
— kann genau 2 Losungen haben. U Ja [J Nein

T6) Sei B € K*? C € K**3 und A= BC. Dann gilt:

det(A) = det(B) - det(C) O Ja O Nein
det(A) ist nicht definiert OJa O Nein
det(A) =0 O Ja [ Nein

T7) Seien f,g € K[X] Polynome und sei f vom Grad n > 0. Dann gilt:

fg=0 = g=0 0 Ja (] Nein
fir A€ K2 mit f-g(A) =0ist g(4) =0 O Ja O Nein
Grad(f - g) = Grad(f) - Grad(g), falls g # 0 O Ja [ Nein
K[X]> X —a#0 fir jedes a € K O Ja O Nein

TS) Sei A € QlOXIO mit A = ElO-
Dann ist det(A) = 1. O Ja O Nein

Der Rang von A ist
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Test 3 im WS99/00

In allen Aufgaben sei K ein Korper.

T1) Seien A, A" € K™". Wenn A’ aus A durch elementare Zeilenumformungen entsteht,
dann gilt

det(A") = det(A) OJa X Nein
det(A’) = £ det(A) OJa X Nein
det(A) =0 <« det(A)=0 X Ja O Nein

T2) Fiir A,B € K™" und s € K gilt:

det(A + B) = det(A) + det(B) OJa X Nein

det(s- A) = s-det(A) OJa X Nein

det(AB) = det(A) - det(B) X Ja [ Nein
s s s

T3) (Ergebnis eintragen). Fiir s € K ist det s s s = 0
s s s

T4) Sei A € K™ mit det(A) = 0 und b € K™*!. Dann ist das Gleichungssystem Az = b

— nur losbar fir b = 0. O Ja X Nein
— fiir jedes b 16sbar, aber nicht eindeutig. [ Ja X Nein
— fiir manche b 16sbar, aber fiir kein b eindeutig losbar. X Ja (] Nein

T5) Ein lineares Gleichungssystem mit 3 Gleichungen und 5 Unbekannten iiber Fy

— ist stets l6sbar. 0 Ja X Nein
— ist nie eindeutig lésbar. X Ja [J Nein
— kann genau 4 Losungen haben. X Ja (] Nein
— kann genau 2 Losungen haben. U Ja X Nein

T6) Sei B € K*? C € K**3 und A= BC. Dann gilt:

det(A) = det(B) - det(C) OJa X Nein
det(A) ist nicht definiert OJa X Nein
det(A) =0 X Ja [ Nein

T7) Seien f,g € K[X] Polynome und sei f vom Grad n > 0. Dann gilt:

fg=0 = g=0 X Ja (] Nein
fir A€ K2 mit f-g(A) =0ist g(4) =0 OJa X Nein
Grad(f - g) = Grad(f) - Grad(g), falls g # 0 OJa X Nein
K[X]> X —a#0 fir jedes a € K X Ja [ Nein

TS) Sei A € QlOXIO mit A = ElO-
Dann ist det(A) = 1. O Ja X Nein

Der Rang von A ist 1()

Y Y T B R Y Y. Y Y I T b T Y . Y Y Y o T B T Y W R Y U e N 1 ... 1. 4



Test 4 im WS99/00

In allen Aufgaben sei K ein Korper.

T1) Berechnen Sie die Determinanten der folgenden Matrizen mit Eintrégen aus Fi; = {0,1,...,10}
(I € Fll):

2 50 0

37 z w4l Lo 2 239 5 1 2 4
: o277, |1 10 9],

2 7 24+2 43 00 3 3 9 3 0200

56 0 2

T2) Es seien V und W K-Vektorrdume mit dim V =3, dim W =2 und ¢ : V. — W ein Epimor-
phismus. Sind die folgenden Aussagen wahr?

5 lpls € K**3 fiir Basisfolgen B von V und B’ von W O Ja O Nein

5ol € K32 fiir Basisfolgen B von V und B’ von W O Ja O Nein

glels = [ (1) (1) 8 } fiir geeignete Basisfolgen B und B’ O Ja (] Nein
1 1 1 . . . / i

glels = 111 fiir geeignete Basisfolgen B und B O Ja (] Nein
1 0

glels = 0 1 | fiir geeignete Basisfolgen B und B’ O Ja 0 Nein
00

T3) Sei ¢ € End V mit charakteristischem Polynom x, = (X — 1)° und Minimalpolynom g, =
(X — 1)3; ferner sei dim Kern(p — idy) = 2. Dann ist die Jordansche Normalform von ¢ (eines
ankreuzen!):

0
1

—_ =
—_ =
—_ =

0
1

—_ =
S =

—_ =
S =
[E O —

0
0 0
1

_
—_ =

0

T4) Sei V ein K-Vektorraum, ¢ € End V und dim V = n < oo. Sind die folgenden Aussagen wahr?

0 € K kann Eigenwert von ¢ sein. 0 Ja U] Nein
0 € V kann Eigenvektor von ¢ sein. 0 Ja U Nein
 kann n + 1 Eigenwerte haben. 0 Ja L] Nein
© kann n + 1 Eigenvektoren haben. 0 Ja 0 Nein
© hat immer einen Eigenwert. 0 Ja L] Nein
Ist 0 Eigenwert, so ist ¢ die Nullabbildung. 0 Ja [J Nein
Die Summe von Eigenvektoren von ¢ ist auch Eigenvektor. U Ja L] Nein
Jedes Vielfache eines Eigenvektors ist Eigenvektor. 0 Ja ] Nein

T5) A und A’ seien n x n-Matrizen mit Eintrigen in K. Sind die folgenden Aussagen wahr?

XA = xar => A und A’ sind &hnlich O Ja 0 Nein
pua = pa = A und A’ sind dhnlich O Ja 0 Nein
Rang A =n <= x4(0) #0 O Ja O Nein
Rang A =n <= pu4(0) #0 O Ja O Nein
Rang A =0<= x4 = X" 0 Ja [J Nein

Auswertung: Richtige Antwort 1 Punkt, keine Antwort 0 Punkte, falsche Antwort —1 Punkt.



Test 4 im WS99/00

In allen Aufgaben sei K ein Korper.

T1) Berechnen Sie die Determinanten der folgenden Matrizen mit Eintrégen aus Fi; = {0,1,...,10}
(I € Fll):

2 500
37 S | L9 2 2 35 5 1 2 4
, . o2 7], |1 10 9],
2 7 r+2 43 0 0 3 s 9 3 0200
56 0 2
7 -2 6 44 16

T2) Es seien V und W K-Vektorrdume mit dim V =3, dim W =2 und ¢ : V. — W ein Epimor-
phismus. Sind die folgenden Aussagen wahr?

5 lpls € K**3 fiir Basisfolgen B von V und B’ von W X Ja O Nein

5ol € K32 fiir Basisfolgen B von V und B’ von W O Ja X Nein

glels = [ (1) (1) 8 } fiir geeignete Basisfolgen B und B’ X Ja (] Nein
1 1 1 . . . / i

glels = 111 fiir geeignete Basisfolgen B und B O Ja X Nein
1 0

glels = 0 1 | fiir geeignete Basisfolgen B und B’ O Ja X Nein
00

T3) Sei ¢ € End V mit charakteristischem Polynom x, = (X — 1)° und Minimalpolynom g, =
(X — 1)3; ferner sei dim Kern(p — idy) = 2. Dann ist die Jordansche Normalform von ¢ (eines
ankreuzen!):

0
1

—_ =
—_ =
—_ =

0
1

—_ =
S =

—_ =
S =
[E O —

0
0 0
1

_
—_ =

0

T4) Sei V ein K-Vektorraum, ¢ € End V und dim V = n < oo. Sind die folgenden Aussagen wahr?

0 € K kann Eigenwert von ¢ sein. X Ja U Nein
0 € V kann Eigenvektor von ¢ sein. O Ja X Nein
© kann n 4+ 1 Eigenwerte haben. 0 Ja X Nein
© kann n + 1 Eigenvektoren haben. X Ja L] Nein
i hat immer einen Eigenwert. 0 Ja X Nein
Ist 0 Eigenwert, so ist ¢ die Nullabbildung. U Ja X Nein
Die Summe von Eigenvektoren von ¢ ist auch Eigenvektor. 0 Ja X Nein
Jedes Vielfache eines Eigenvektors ist Eigenvektor. O Ja X Nein

T5) A und A’ seien n x n-Matrizen mit Eintridgen in K. Sind die folgenden Aussagen wahr?

XA = Y4 = A und A’ sind #hnlich O Ja X Nein
pa = pa = A und A’ sind dhnlich O Ja X Nein
Rang A =n <= x4(0) #0 X Ja O Nein
Rang A =n <= pu4(0) #0 X Ja (0 Nein

Rang A =0<= x4 = X" O Ja X Nein



Vordiplomklausur Lineare Algebra I/Diskrete Strukturen 20.9.2000
Ankreuzteil 20.9.2000
Aufgabe 1.
Sei K ein Koérper, V' ein K-Vektorraum, vy,...,v, € V und 1 <i,j < n.
Sind folgende Aussagen richtig?
Ist (v1,...,v,) linear unabhéngig, so ist v; #v; firi#j ........... O Ja [J Nein
Ist {v1,...,v,} linear unabhéngig, so ist v; #v; firi #j ........... O Ja [J Nein
Ist (v1,v9) linear abhéngig, so gibt es s € K mit v =s- vy ......... O Ja 0 Nein
Sind (v, v9), (v2,v3) und (v, vs) linear unabhéngig, so ist
(v1, V9, v3) linear unabhéngig ......... ... .. .. i O Ja 0 Nein
(v1,v9) ist linear unabhéngig genau dann, wenn (v; + vg, o)
linear unabhingig ist ....... ... . ... U Ja [J Nein
Aufgabe 2.
Ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Unbekannten iiber dem Korper Fy
— ist nicht eindeutig losbar, wenn m >nist ....... ... ... ... ... U Ja 0] Nein
— kann genau 6 Losungen haben, wenn m < mnist ................... U Ja [J Nein
— ist stets losbar, wenn m < mnist ........ .. ...l 0 Ja (] Nein
— hat immer eine nicht-triviale Losung, wenn es homogen ist ....... U Ja U] Nein
— kann genau 4 Losungen haben, wenn m=mn — 1ist ............... ] Ja [J Nein
Aufgabe 3.

Sei V.= RE und ¢ : V — V definiert durch ¢1(f)(z) = f(x + 1), ¢ : V — V durch
0a(f)(x) = f(x) + 1 und @3 : V — V durch o3(f)(z) = f(2?) fir f €V und z € R.

w1 st injektiv oo U Ja 0] Nein
pp st linear ... U Ja (] Nein
Qo ist linear ... U Ja [J Nein
o st surjektiv ... U Ja [J Nein
ws ist linear .. ... U Ja 0] Nein
Aufgabe 4.

Es sei (e, e, e3) die Standardbasis des R3. Es gibt eine lineare Abbildung ¢ : R® — R3 mit
wler) =p(e2) = @(e14€2) = €3 «vnvriiii i O Ja O Nein
wler) = pleg) = @1+ €2) = €3 wvvrii O Ja [J Nein
Kern(p) = Bild(¢) ovvvie O Ja [J Nein
Kern(p) > Bild(p) ..o O Ja O Nein
pler +ea) =plea+e3) =@(er+€3) =€3 oovniniiiiiiiiiii. O Ja O Nein
Aufgabe 5.

Es sei V = K?*? mit einem beliebigen Kérper K. Welche der folgenden Mengen sind

Teilrdume von V'?

{AeV |SpurA =0} .o O Ja

{AeV |REGA =1} oo O Ja
11 0 0

Chevin (LS ooy

(A V [ A2 =0} oo e 0 Ja

(ACV | A=ATY O Ja

] Nein
O Nein

] Nein

] Nein
] Nein




Vordiplomklausur Lineare Algebra I/Diskrete Strukturen 20.9.2000

Aufgabe 6.

Fiir jeden Korper K, jedes n € N, alle A, B € K™ und alle s € K gilt:

det(A+ B)=det A+det B . ...t O Ja O Nein
det(sA) =sdet A ..o O Ja O Nein
det(AB) =det(BA) ..o O Ja O Nein
det A=detB = det(A—B)=0 ..., O Ja O Nein
Ist A2=FE,,soistdet A=1 ....... .. .. ... . . i i LU Ja (] Nein
Aufgabe 7.

Fiir A € C"™" sei x = x4 = det(X - E,, — A) das charakteristische Polynom und p = 4 das
Minimalpolynom von A. Dann gilt fiir jedes solche A:

Ist feClX]mit f(A) =0,80ist x| f oo, O Ja O Nein
Ist feClX]mit x| f,soist f(A)=0 ..o, O Ja O Nein
Ist A" =0,80 108t x = X o U Ja [J Nein
Ist A" =0, 80 it 1= X o U Ja [J Nein
Ist u=X"=3,s0ist x =X"—=3 ... U Ja L] Nein
Aufgabe 8.

Fiir alle Vektorrdume V' und alle ¢ € End V' gilt:

Hat ¢ den Eigenwert 1, so ist ¢ invertierbar ........................ U Ja [J Nein
Hat ¢ den Eigenwert 0, so ist ¢ nicht invertierbar .................. U Ja 0] Nein
Hat ¢ den Eigenwert 1, so hat ¢? = ¢ o ¢ ebenfalls den Eigenwert 1 [J Ja [J Nein
Hat ¢? den Eigenwert 0, so hat ¢ ebenfalls den Eigenwert 0......... LU Ja (] Nein
Ist p? = idy und ¢t Eigenwert von ¢, soist t € {1,—1}. ............. O Ja [0 Nein

Aufgabe 9. Sei 2 <n € Nund A = [a;;] € Q*"*?" mit

B { 0 firi=j (mod 2) (d.h. i— jist gerade)
ij = -

1 sonst
Dann gilt:
R A = m 0 Ja [J Nein
R A = 2 0 Ja [J Nein
det A = 1 Lo U Ja (] Nein
A ist diagonalisierbar ......... ... U Ja (] Nein
Das Minimalpolynom ist X3 —n2X ................................ O Ja O Nein

Aufgabe 10. Es seien K ein Kérper und A, B € K™*".

Ist A kongruent zu einer Diagonalmatrix, dann ist A symmetrisch .. Ja (1 Nein
Jede symmetrische Matrix ist kongruent zu einer Diagonalmatrix ...[J Ja (] Nein
Sind A und B kongruent, so sind sie ahnlich ....................... U Ja [J Nein

Sind A und B kongruent, so haben sie die gleiche Determinante ....[J Ja [J Nein
Sind A und B &hnlich, so haben sie die gleiche Spur ................ U Ja L1 Nein




Vordiplomklausur Lineare Algebra I/Diskrete Strukturen 20.9.2000

Aufgaben mit Begriindung

Aufgabe 11.
Bestimmen Sie alle t € R, fiir die das Gleichungssystem iiber R
try + a2 + x3 = 1
2951 + tﬂ?z + 3563 =0
Ty + Tog + X3 = 1

(a) losbar ist,
(b) eindeutig l6sbar ist.

(¢) Zu jedem t gebe man die Dimension des Losungsraums des zugehorigen homogenen

Systems an. (6 Punkte)
Aufgabe 12.
Es sei K ein Korper, V = K?*2,
p:V -V
A — AT+ A

und B = (E11, Erg, Ea1, Egy). Hierbei ist E;; die Matrix, die an der Stelle (4, j) eine Eins und
sonst lauter Nullen hat, und AT ist die transponierte Matrix zu A.

(a) Zeigen Sie, dass ¢ linear ist.

(b) Berechnen Sie g[p]s.

(c) Geben Sie je eine Basis von Bild ¢ und von Kern ¢ an.

(d) Welche Bedingung muss K erfiillen, damit V' = Bild ¢ 4+ Kern ¢ ist? (6 Punkte)

Aufgabe 13.
Bestimmen Sie die Determinante der Matrix A,, = (a;j)1<ij<n € Q™" fiir alle n € N, wobei

aij:{z—i—l fir v =

j  firi#j
ist. Alle Umformungen sind zu erkléren. (6 Punkte)
Aufgabe 14.
Es sei V = F)*! und
1110
p:V -V . |1 001 Axd
v Ap WE A=y | €
01 11

(a) Berechnen Sie das Minimalpolynom und das charakteristische Polynom von .
(b

)

) Bestimmen Sie alle Eigenwerte von ¢.

(c) Geben Sie zu jedem Eigenraum eine Basis an.
)

(d) Berechnen Sie die Jordansche Normalform von . (7 Punkte)




Vordiplomklausur Lineare Algebra I/Diskrete Strukturen 20.9.2000
Ankreuzteil 20.9.2000
Aufgabe 1.
Sei K ein Koérper, V' ein K-Vektorraum, vy,...,v, € V und 1 <i,j < n.
Sind folgende Aussagen richtig?
Ist (v1,...,v,) linear unabhéngig, so ist v; #v; firi#j ........... @Ja [ Nein
Ist {v1,...,v,} linear unabhéngig, so ist v; #v; firi #j ........... OJa |0O|Nein
Ist (v1,v9) linear abhéngig, so gibt es s € K mit v =s- vy ......... O Ja Nein
Sind (v, v9), (v2,v3) und (v, vs) linear unabhéngig, so ist
(v1, V9, v3) linear unabhéngig ......... ... .. .. i O Ja @Nein
(v1,v9) ist linear unabhéngig genau dann, wenn (v; + vg, v2)
linear unabhéngigist ........... ... ... oo @J a [ Nein
Aufgabe 2.

Ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Unbekannten iiber dem Korper Fy

— ist nicht eindeutig losbar, wenn m >mnist ........ .. .. . oL OJa  |O|Nein
— kann genau 6 Losungen haben, wenn m < mnist ................... U Ja Nein
— ist stets losbar, wenn m <mnist ... ool OJa  |O|Nein
— hat immer eine nicht-triviale Losung, wenn es homogen ist ....... L Ja Nein
— kann genau 4 Losungen haben, wenn m =mn —1ist .............. @Ja [J Nein
Aufgabe 3.

Sei V.= RE und ¢ : V — V definiert durch ¢1(f)(z) = f(x + 1), ¢ : V — V durch
oo(f)(x) = f(x)+ 1 und 3 : V — V durch ¢3(f)(z) = f(2?) fir f €V und 2 € R.

w1 st injektiv o | Ja 0] Nein
w1 st linear .. ... U]Ja [] Nein
po st linear ... ... . [ Ja @Nein
po st surjektiv ... | Ja [J Nein
ws ist linear .. ... L]Ja 0] Nein
Aufgabe 4.

Es sei (e, e, e3) die Standardbasis des R3. Es gibt eine lineare Abbildung ¢ : R® — R3 mit
wler) =p(e2) = @(e14€2) = €3 «vveriiii i O Ja Nein
wler) = pleg) =@(e1+€2) = €3 wvvriii @Ja [J Nein
Kern(p) = Bild(¢) ovvrie OJa |[O[Nein
Kern(p) > Bild(p) ..o Ja O Nein
pler +ea) =plea+e3) =@(er+€3) =€3 oovniniiiiiiiiiiiii.. '0|Ja O Nein

Aufgabe 5.

Es sei V = K?*? mit einem beliebigen Kérper K. Welche der folgenden Mengen sind

Teilrdume von V'?

{AeV |SpurA =0} .o (O)Ja

{AeV | REGA =1} o O Ja
11 0 0

Chevin (LS ooy e

(ACV [ A2 =0} oo e 0 Ja

{AcV I A=AT} [O]Ja

] Nein
@Nein
] Nein

@Nein

] Nein




Vordiplomklausur Lineare Algebra I/Diskrete Strukturen 20.9.2000

Aufgabe 6.

Fiir jeden Korper K, jedes n € N, alle A, B € K™ und alle s € K gilt: -
det(A+ B)=det A+det B . ...t O Ja  |O|Nein
det(sA) =sdet A oo O Ja  |ONein
det(AB) =det(BA) ..o [O]Ja [ Nein
det A=detB = det(A—B)=0 ..., O Ja  |O|Nein
Ist A2=FE,,soistdet A=1 ....... .. .. ... . . i i U Ja  |O]Nein
Aufgabe 7.

Fiir A € C"™" sei x = x4 = det(X - E,, — A) das charakteristische Polynom und p = 4 das
Minimalpolynom von A. Dann gilt fiir jedes solche A:

Ist f e C[X]mit f(A)=0,s0ist x| f .oooiieiii i, O Ja @Nein
Ist feClX]mit x| f,soist f(A)=0 ..o Ja [J Nein
Ist A" =0,s0ist x = X oo '0|Ja O Nein
Ist A" =0,s0ist p=X" ... OJa [ONein
Ist u=X"=3,s0ist x =X"—=3 ... @Ja L] Nein
Aufgabe 8.

Fiir alle Vektorrdume V' und alle ¢ € End V' gilt:

Hat ¢ den Eigenwert 1, so ist ¢ invertierbar ........................ 0l Ja @Nein
Hat ¢ den Eigenwert 0, so ist ¢ nicht invertierbar .................. E Ja 0] Nein
Hat ¢ den Eigenwert 1, so hat ¢? = ¢ o ¢ ebenfalls den Eigenwert 1||Ja [J Nein
Hat ¢? den Eigenwert 0, so hat ¢ ebenfalls den Eigenwert 0........ Ja (] Nein
Ist ¢? = idy und ¢ Eigenwert von ¢, so ist t € {1,—1}. ............ '0|Ja O Nein

Aufgabe 9. Sei 2 <n € Nund A = [a;;] € Q*"*?" mit

B { 0 firi=j (mod 2) (d.h. i— jist gerade)
ij = -

1 sonst
Dann gilt:
R A = m Ll Ja @Nein
R A = 2 @Ja [] Nein
det A = 1 o L Ja @Nein

A ist diagonalisierbar ......... ... Ja (] Nein

Das Minimalpolynom ist X3 —n2X ... ... ......................... Ja [ Nein

Aufgabe 10. Es seien K ein Kérper und A, B € K™*".

Ist A kongruent zu einer Diagonalmatrix, dann ist A symmetrisch ..@Ja (1 Nein
Jede symmetrische Matrix ist kongruent zu einer Diagonalmatrix ...[J Ja Nein
Sind A und B kongruent, so sind sie dhnlich .............. ... ... OJa |O|Nein
Sind A und B kongruent, so haben sie die gleiche Determinante ....[J Ja Nein
Sind A und B &hnlich, so haben sie die gleiche Spur ............... @Ja L] Nein
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Aufgaben mit Begriindung

Aufgabe 11.
Bestimmen Sie alle t € R, fiir die das Gleichungssystem iiber R
try + a2 + x3 = 1
2951 + tﬂ?z + 3563 =0
Ty + Tog + X3 = 1

(a) losbar ist,
(b) eindeutig l6sbar ist.

(¢) Zu jedem t gebe man die Dimension des Losungsraums des zugehorigen homogenen

Systems an. (6 Punkte)
Aufgabe 12.
Es sei K ein Korper, V = K?*2,
p:V -V
A — AT+ A

und B = (E11, Erg, Ea1, Egy). Hierbei ist E;; die Matrix, die an der Stelle (4, j) eine Eins und
sonst lauter Nullen hat, und AT ist die transponierte Matrix zu A.

(a) Zeigen Sie, dass ¢ linear ist.

(b) Berechnen Sie g[p]s.

(c) Geben Sie je eine Basis von Bild ¢ und von Kern ¢ an.

(d) Welche Bedingung muss K erfiillen, damit V' = Bild ¢ 4+ Kern ¢ ist? (6 Punkte)

Aufgabe 13.
Bestimmen Sie die Determinante der Matrix A,, = (a;j)1<ij<n € Q™" fiir alle n € N, wobei

aij:{z—i—l fir v =

j  firi#j
ist. Alle Umformungen sind zu erkléren. (6 Punkte)
Aufgabe 14.
Es sei V = F)*! und
1110
p:V -V . |1 001 Axd
v Ap WE A=y | €
01 11

(a) Berechnen Sie das Minimalpolynom und das charakteristische Polynom von .
(b

)

) Bestimmen Sie alle Eigenwerte von ¢.

(c) Geben Sie zu jedem Eigenraum eine Basis an.
)

(d) Berechnen Sie die Jordansche Normalform von . (7 Punkte)
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Ankreuzteil

Aufgabe 1.
Es sei K ein Koérper und V = K?*? der K-Vektorraum der 2 x 2-Matrizen. Welche der
folgenden Teilmengen sind Teilrdume (d.h. Untervektorrdume)?

{AeV | det A=0} oot O Ja O Nein
{A €V | A? = By} (F, ist die Einheitsmatrix) ..................... O Ja O Nein
{AeV | A+ AT =0} (0 ist die Nullmatrix) ....................... OJa O Nein
{AeV |A+sEy=0fireinse K} ..., O Ja O Nein
AGV’A~{(1) 8]29} ......................................... 0 Ja 0 Nein
{AeV |SpurA =0} ..o O Ja O Nein
Aufgabe 2.
Welche der folgenden Abbildungen sind R-linear?
0 R2Z SR, (2,@) = Zi+ 1 o d Ja O Nein
O RZ 5 R, (T1,09) > T1 T o oo e O Ja O Nein
OR =SR2 T (T,2T) oo O Ja O Nein
O ROR2 o (x—1,m4+1) O Ja [J Nein
0 R =Rz (22,0) oot O Ja [J Nein
0 RP2?2 SR A det A oo U Ja [J Nein
Aufgabe 3.

Es sei K ein Korper, A € K™ und 0 # b € K™%, wobei 0 der Nullvektor ist.
Weiter seien L = {z € K™! | Az = b} und Ly = {z € K"*! | Az = 0}.
Welche der folgenden Aussagen sind richtig? (Teilraum heiBt Untervektorraum)

L ist Teilraum von K™*! der Dimension n —RgA .................. U Ja [J Nein
Ly ist Teilraum von K™*! der Dimension n —RgA ................. O Ja O Nein
L # () genau dann, wenn Rg A =mist ............................. U Ja [J Nein
Istvel,soist L={v4+w|we&Lo} ..ccovvviiiiiiiiiii.. O Ja O Nein
|L| =1 genau dann, wenn Rg A =mist ................iiiL. O Ja [0 Nein
|Lo| =1 = Ll =1 O Ja 0O Nein
Ist m < m, SOISt LA D oo O Ja [0 Nein
Istm >m,s0ist L=0 ... .. O Ja [J Nein
Aufgabe 4.

Sei K ein Korper, V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und vq,...,v, € V. Dann ist
(v1,...,v,) linear abhingig genau dann, wenn

€S S1,..., 8, € K gibt mit Y7 v, =0 oo O Ja O Nein
fir alle s1,...,8, € K gilt D0 si0; =0 ..oooviiiiiiiii O Ja 0 Nein
aus y 50, =0mit s; € K folgt 1 =+ =5, =0 ................ d Ja O Nein
fiir jedes i € {1,...,n} gilt v; € (V1, ..., Vi1, Vig1y ooy Un) cevevnennn. O Ja 0 Nein
esi € {l,...,n} gibt mit v; € (U1, ..., V1, Vit1, 3 Un) ceveenennnn. O Ja [0 Nein

esein v €V gibt mit v & (V1,...,Un) covirii O Ja [ Nein
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Aufgabe 5.
Es sei V' ein 2-dimensionaler F,-Vektorraum. Tragen Sie die richtigen Zahlen ein.

Die Anzahl

der Vektoren vOn V St ..ot

der 1-dimensionalen Teilrdume von V ISt . ...t

der Basisfolgen von V ist ... ...

der Basen (d.h. Basismengen) iSt .............o.iiiiiiiii

der linearen Abbildungen @ : V — Viist ...

der injektiven linearen Abbildungen ¢ : V — Viist ... . ... ... ..

der bijektiven linearen Abbildungen ¢ : V' — Viist ... .. ... i

der linearen Abbildungen (d.h. Linearformen) ¢ : V — Fayist ...............o..oo ...

der injektiven linearen Abbildungen ¢ : V — Foist ...... ... i

der surjektiven linearen Abbildungen ¢ : V — Foist ... i

Aufgabe 6.

Es seien V und W Vektorrdume iiber Q mit dimV = 3, dimW = 2, ¢ : V — W ein
Epimorphismus (d.h. surjektive, lineare Abbildung) und ¢ : W — V' ein Monomorphismus
(d.h. injektive, lineare Abbildung). Welche der folgenden Aussagen sind richtig?

Fiir beliebige Basen B und B’ von V bzw. W ist g/[p|p € Q¥ ... .. O Ja O Nein
Fiir beliebige Basen B und B’ von V bzw. W ist Rg(g[¢]p) =2 ...0Ja O Nein

.0 Ja O Nein

Es gibt Basen B und B’ von V bzw. W mit p/[p|p = ..0Ja 0O Nein

Fiir jede Basis B von V ist g[thoplp € Q¥F ... O Ja [J Nein
Fiir jede Basis B von V ist det (g[tpoplg) =0 ..o, O Ja [J Nein
Aufgabe 7.

Es sei K ein Korper, V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und ¢ € EndV. Weiter sei
p € K[X] das Minimalpolynom und x € K[X] das charakteristische Polynom von ¢. Welche
der folgenden Aussagen sind wahr?

Esist stets Grad e <m ... U Ja L] Nein
Esist stets Grad x =mn ... 0 Ja (] Nein
Ist ¢ injektiv, so ist 0 kein Eigenwert von ¢ ............ ... ... ... L Ja L] Nein
Genau dann ist t € K Eigenwert von ¢, wenn p(t) =01ist .......... O Ja 0O Nein
Ist u = x, so ist ¢ diagonalisierbar .............. ... .. .. ... ..... U Ja [J Nein
Ist 2" =0, 8018t " =0 oottt U Ja L] Nein
Ist u=X—1,s0ist p=1idy ....oviiiiii i Ll Ja [J Nein

Ist xy=(X—1)"soist o =1dy ... O Ja O Nein
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Aufgaben mit Begriindung
Aufgabe 8.

(a) Gibt es eine R-lineare Abbildung ¢ : R**? — R**! mit

Kerngpz{[i ;j] x,yER} und Bild@z{[i]

xER}?

(2 Punkte)
(b) Gibt es eine R-lineare Abbildung ¢ : R?*? — R?**? mit
T T 0 =z
Kern p = r,y e R und Bildp = r,y e Rp7
SO SR N PR I
(4 Punkte)

Geben Sie jeweils eine solche Abbildung explizit an oder beweisen Sie, dass es keine gibt.

Aufgabe 9.
Es seien n > 2 und a; ;,b;; € Rfir 1 <¢: <nund 1 <j <n mit:

1 firi=j=1 2 fiiri=j
;5 = 2 firi=7>1 und bi’j:{l fiil"i;j' '
1 fiiri#j /
Man berechne
(a) det[a;,], (3 Punkte)
(b) detfp ] (8 Punkte)

Aufgabe 10.

Es sei V = P5(R) der R-Vektorraum der reellen Polynomfunktionen f : R — R vom Grad
kleiner oder gleich 2 und ¢ : V' — V sei definiert durch o(f)(z) = f'(z)+ f(z—1) fir x € R
und f € V. Dabei steht f’ fiir die Ableitung von f.

(a) Man zeige: ¢ ist linear. (1 Punkt)

(b) Man berechne A = B[@]B’fﬁr die Basisfolge B = (po+p1, —po+p1,p2); dabeiist p; € V
definiert durch p;(z) = 2* und po(z) =1 firz € Rund i = 1, 2.
(Es braucht nicht bewiesen zu werden, dass B eine Basis ist.) (2 Punkte)

(c) Man berechne die Eigenwerte von ¢ und gebe zu jedem Eigenwert eine Basis des
zugehorigen Eigenraums an. (2 Punkte)

(d) Ist ¢ diagonalisierbar? (1 Punkt)

(e) Was ist die Jordansche Normalform von ¢? (1 Punkt)



Aufgabe 11.
Es sei ® eine Bilinearform auf V' = R3*! mit Gram-Matrix

1 10
[@ls=]1 11/,
010
wobei S die Standardbasis von V' ist.
(a) Ist ® nicht ausgeartet? Ist ® positiv definit? (2 Punkte)

(b) Berechnen Sie eine Orthogonalbasis B von V' beziiglich ® und berechnen Sie [®]p.
(4 Punkte)
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Ankreuzteil

Aufgabe 1.
Es sei K ein Koérper und V = K?*? der K-Vektorraum der 2 x 2-Matrizen. Welche der
folgenden Teilmengen sind Teilrdume (d.h. Untervektorrdume)?

{AeV [det A=0} ... O Ja Nein

{A €V | A? = Ey} (F, ist die Einheitsmatrix) ..................... O Ja Nein
{AeV | A+ AT =0} (0 ist die Nullmatrix) ....................... 'O]Ja O Nein
{AeV |A+sEy,=0fireinse K} ..., '0|Ja O Nein

AGV’A~{(1) 8]29} ........................................ @Ja (] Nein
{AeV |SpurA =0} ..o [O]Ja O Nein
Aufgabe 2.

Welche der folgenden Abbildungen sind R-linear?

0 R2Z SR, (2,@) = Zi+ 1 o d Ja Nein
O RZ 5 R, (T1,09) > T1 T oo et O Ja Nein
O R —=RE T (T,2T) oo Ja [ Nein
0 R-REz— (x—1,24+1) .o OJa  |[O[Nein
0 R =Rz (22,0) oo OJJa O Nein
@ RP2 SR A det A oo OJa  [O]Nein
Aufgabe 3.

Es sei K ein Korper, A € K™ und 0 # b € K™%, wobei 0 der Nullvektor ist.
Weiter seien L = {z € K™! | Az = b} und Ly = {z € K"*! | Az = 0}.
Welche der folgenden Aussagen sind richtig? (Teilraum heiBt Untervektorraum)

L ist Teilraum von K™*! der Dimension n —RgA .................. Ll Ja @Nein
Lyg ist Teilraum von K™*! der Dimension n —Rg A ................| [O)Ja O Nein
L # () genau dann, wenn Rg A =mist ............................. Ll Ja @Nein
Istvel,soist L={v4+w|wée&Lp} ..cccovoviiiiiiiiiiiiiiii, [O]Ja O Nein
|L| =1 genau dann, wenn Rg A =mist ..............oooii. OJa |O|Nein
|Lo| =1 — Ll =1 o O Ja  |O|Nein
Ist m <mn, 8008t L0 oo OJa |O|Nein
Ist m>mn,80ist L =0 ..o OJa  |ONein
Aufgabe 4.

Sei K ein Korper, V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und vq,...,v, € V. Dann ist
(v1,...,v,) linear abhingig genau dann, wenn

€8s 81, ., 8, € K gibt mit S0 s =0 oo OJa |0O|Nein
fir alle s1,...,8, € K gilt D0 si0; =0 .oooviiiiiii i OJa |O|Nein
aus y 50, =0mit s; € K folgt 1 =+ =5, =0 ................ [ Ja Nein
fiir jedes i € {1,...,n} gilt v; € (V1, ..., Vi1, Vig1y e ey Un) cevevnennn. O Ja Nein

esi € {l,...,n} gibt mit v; € (V1,...,; V1, Vit1, 3 Un) ceveenennnn. Ja [0 Nein

esein v €V gibt mit v & (V1,...,Un) ceviiiii Ja [0 Nein
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Aufgabe 5
Es sei V' ein 2-dimensionaler F,-Vektorraum. Tragen Sie die richtigen Zahlen ein.

Die Anzahl

der Vektoren von V ist . ... 4
der 1-dimensionalen Teilrdume von V ist ........ ... ... 3
der Basisfolgen von V ist ... ... 6
der Basen (d.h. Basismengen) iSt ............ooiiiiiiiii 3
der linearen Abbildungen @ : V — Viist ... 16
der injektiven linearen Abbildungen ¢ : V — Viist ... ... .. .. | 6 |
der bijektiven linearen Abbildungen ¢ : V' — Viist ... .. ... i 6
der linearen Abbildungen (d.h. Linearformen) ¢ : V — Fayist ...............o..oo ... 4
der injektiven linearen Abbildungen ¢ : V — Foist ...... ... i 0
der surjektiven linearen Abbildungen ¢ : V — Foist ... i 3
Aufgabe 6.

Es seien V und W Vektorrdume iiber Q mit dimV = 3, dimW = 2, ¢ : V — W ein
Epimorphismus (d.h. surjektive, lineare Abbildung) und ¢ : W — V' ein Monomorphismus
(d.h. injektive, lineare Abbildung). Welche der folgenden Aussagen sind richtig?

Fiir beliebige Basen B und B’ von V bzw. W ist p/[¢]5 Q2X3 ..|0JJa O Nein
Fiir beliebige Basen B und B’ von V bzw. W ist Rg(s[¢)|p) =2 ..|0JJa O Nein
11 1
1 11

100

.0 Ja @Nein

Es gibt Basen B und B’ von V bzw. W mit p/[p|p .|OJJa O Nein

Fiir jede Basis B von V ist g[thoplp € Q¥F ... 'OlJa [J Nein
Fiir jede Basis B von V ist det (g[t o p]p) =0 ..ot '0|Ja O Nein

Es gibt Basen B und B’ von V bzw. W mit g/[p|p = [

—_ i1

Aufgabe 7.

Es sei K ein Korper, V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und ¢ € EndV. Weiter sei
p € K[X] das Minimalpolynom und x € K[X] das charakteristische Polynom von ¢. Welche
der folgenden Aussagen sind wahr?

Esist stets Grad e <m ..o O Ja @Nein
Esist stets Gradx =m ... O}|Ja (] Nein
Ist ¢ injektiv, so ist 0 kein Eigenwert von ¢ ............ ... ... ..., U|Ja L] Nein
Genau dann ist t € K Eigenwert von ¢, wenn p(t) =01ist .......... (0]Ja O Nein
Ist u = x, so ist ¢ diagonalisierbar ................ ... ... ... ..... O Ja @Nein
Ist 2" =0, 8018t " =0 oottt L] Ja 0] Nein
Ist u=X—1,s0ist o =1dy ..o L]Ja [] Nein

Ist x = (X — 1) soist o =1dy ..o OJa |[O|Nein
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Aufgaben mit Begriindung
Aufgabe 8.

(a) Gibt es eine R-lineare Abbildung ¢ : R**? — R**! mit

Kerngpz{[i ;j] x,yER} und Bild@z{[i]

xER}?

(2 Punkte)
(b) Gibt es eine R-lineare Abbildung ¢ : R?*? — R?**? mit
T T 0 =z
Kern p = r,y e R und Bildp = r,y e Rp7
SO SR N PR I
(4 Punkte)

Geben Sie jeweils eine solche Abbildung explizit an oder beweisen Sie, dass es keine gibt.

Aufgabe 9.
Es seien n > 2 und a; ;,b;; € Rfir 1 <¢: <nund 1 <j <n mit:

1 firi=j=1 2 fiiri=j
;5 = 2 firi=7>1 und bi’j:{l fiil"i;j' '
1 fiiri#j /
Man berechne
(a) det[a;,], (3 Punkte)
(b) detfp ] (8 Punkte)

Aufgabe 10.

Es sei V = P5(R) der R-Vektorraum der reellen Polynomfunktionen f : R — R vom Grad
kleiner oder gleich 2 und ¢ : V' — V sei definiert durch o(f)(z) = f'(z)+ f(z—1) fir x € R
und f € V. Dabei steht f’ fiir die Ableitung von f.

(a) Man zeige: ¢ ist linear. (1 Punkt)

(b) Man berechne A = B[@]B’fﬁr die Basisfolge B = (po+p1, —po+p1,p2); dabeiist p; € V
definiert durch p;(z) = 2* und po(z) =1 firz € Rund i = 1, 2.
(Es braucht nicht bewiesen zu werden, dass B eine Basis ist.) (2 Punkte)

(c) Man berechne die Eigenwerte von ¢ und gebe zu jedem Eigenwert eine Basis des
zugehorigen Eigenraums an. (2 Punkte)

(d) Ist ¢ diagonalisierbar? (1 Punkt)

(e) Was ist die Jordansche Normalform von ¢? (1 Punkt)



Aufgabe 11.
Es sei ® eine Bilinearform auf V' = R3*! mit Gram-Matrix

1 10
[@ls=]1 11/,
010
wobei S die Standardbasis von V' ist.
(a) Ist ® nicht ausgeartet? Ist ® positiv definit? (2 Punkte)

(b) Berechnen Sie eine Orthogonalbasis B von V' beziiglich ® und berechnen Sie [®]p.
(4 Punkte)




