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ORI & II beschiftigen sich meist mit der Losung von Optimierungspro-
blemen, d.h. der Max- oder Minimierung von Zielfunktionen unter Ein-
haltung gewisser Restriktionen. I Lineare Optimierung beschrankt sich
auf Probleme mit linear formulierten Ziel- und Restriktionstkt. & Trans-
portprobleme sind zwar i.d.R. linear, jedoch komplexitéitsbedingt besser
mit heuristischen anstatt exakten Algorithmen anzugehen. In 4 Lager-
haltung wird die Linearitét verlassen, die gezeigten Losungsansitze sind
aber auf der Lagerhaltung dhnliche mehrstufige Entscheidungsprozesse
beschrankt, im Ggs. zu den allgemeineren Ansédtzen von 5 Nichtlineare
Optimierung. Aus dem Rahmen fillt die 2 Projektplanung aus OR I,
welche sich mit der Erstellung von Ablaufplinen und der Bestimmung
darin enthaltener zeitlicher Spielrdume beschéftigt.

1 Lineare Optimierung

Normalform, Basis, Basislésung

( Formalisierung eines umgangssprachl. formulierten Problems )

Sind Ziel- und Restriktionsfkt. eines Optimierungsproblems linear for-
muliert, 148t es sich in folgender Normalform darstellen:

maxclz, (A, Nz =0, ,b>0, x,c € R*™ A cR™X" phcR™
Minimiert die Zielfkt., sind Entscheidungsvariablen x; oder Komponen-
ten des Kapazitdtsvektors b negativ oder ist die Koeffizientenmatrix nicht
von der Form (A, I), sind folgende Umformungsschritte nétig:

e Minimierung in Maximierung wandeln: min ¢z zu max —c’x

® Zeilen mit negativem b; mit —1 multiplizieren

e Ungleichungen Z?:o aijTj g b; durch Einfithrung sog. Schlupfvaria-
blen xs z 0 in Gleichungen Z?:l a;;x; = x5 = b; iiberfiihren

e Unrestringierte Variablen z; durch Differenz zweier positiver (z;1 —x;2)
darstellen

e Umnumerierung der z; zwecks Herstellung der Form (A, I) in der Ko-
effizientenmatrix. Stehen fiir I benétigte Spalten nicht zur Verfiigung,
werden diese ‘kiinstlich’ erzeugt und wird die Zielfkt. mittels — Mz um
die so eingefiihrten Entscheidungsvar. ergénzt, wobei M > 0.

In der Normalform 148t sich bereits eine die Restriktionen (A,I)z = b
erfiillende Belegung der Entscheidungsvar. ablesen: Deren mit den Spal-
ten der Teilmatrix I korrespondierende Komponenten werden mit den
jeweiligen Werten des Kapazitidtsvektors belegt, der Rest mit Nullen,
salopp ! = (0,b). Es handelt sich um eine Basisldsung zur Basis I:

B € R™*™ heifit Basis <& B Teilmatrix von(A, ), und eine Lésung ist
eine Variablenbelegung, ohne Riicksicht auf Restriktionen. Daher heifit
z Basislosung < (A, e =bAz = (2p,0), zg € R™.

Simplextheorem

Die Einhaltung der Restriktionen macht die Lsg. zuldssig, entsprechend
heiBt B zulissig < B~1'b > 0. Die unter den zuldssigen Lsg. optimale
ist laut Simplextheorem eine Basislsg.:

29 zul. Lsg. AV zul. Lsg.  : ¢T2® > ¢Tx = 29 Basislsg.

Unbewiesen bleibt hier, dafl die Basislsg. den Ecken des konvexen
Lésungsraums entsprechen (welcher vorliegt, da die Restriktionen kon-
vexe Halbriume definieren). Jede Lsg. x im Losungsraum lé8t sich als
Konvexkombination von Ecken z? darstellen (z = Y, Ajz?), aufgrund
der Linearitéit der Zielfkt. ¢Tx gilt dies auch fiir Zielfunktionswerte:
'S izt = 3, Ai(eT'z?). Durch Konvexkombination der Zielfunkti-
onswerte der Ecken 18t sich aber kein Wert erhalten, der hoher ist
als der héchste an der Kombination beteiligte, das Optimum ist da-
her an einer Ecke — und somit an einer Basislsg. — zu finden. Sei
2% die ‘beste’ Ecke, dann sind alle kombinierten Punkte ‘schlechter’:
Sihi(eTzt) < cTzk 3.0 = cTab.

Primaler Simplex

Der (primale) Simplex-Alg. startet mit der aus der Normalform ables-
baren Lsg. und fiihrt Basiswechsel durch, die den Wert der Zielfkt. nicht
verschlechtern, im nichtentarteten Falle garantiert verbessern und so-
mit in endl. vielen Schritten zum Optimum fiithren. Hierzu berechnet er

(Aufnahmeregel), die Erhhung welches der z; von 0 auf 1 die stirkste
Erohung der Zielfkt. ergibe:

Seien (B,N) eine Spaltenpermutation von (A,I) und zpg,zN
die entsprechenden Entscheidungsvar., dann gilt (Basisdarstellung):
(B,N)(zp,zn)T = b & zp = B~'b — B~'Nzay, bzw. komponen-
tenweise (mit b* = B~!b und a* = B7!N) zp, = b} — Z;”W_H aj;zj
e Aufnahmeregel: z = Tz = cg:cB + c%}mN
= cg(Bflb — B Nzy) + cEmN = ch’lb — (cﬁB’lN — c%)xN
=2y ey — ST (OO cialy — ¢j)ag = Zare — 35 Az

Es gilt also, zwecks Erhohung von z das zum ‘negativsten’ der
Az; gehorige der z; in die Basis aufzunehmen, also zj mit k =
argmin;{Az;}. Die Az; sind wie folgt nachvollziehbar: Zum einen wird
wegen x; = 1 der Wert der Zielfkt. um c; erhéht, zum anderen erniedrigt
er sich aufgrund der restriktionsbedingten Wertédnderung der bisherigen
Basisvar. um > 7" c;aj;. (Steht kein negatives Az; zur Wahl, ist die
optimale Lésung erreicht: Keine marginale Erhohung einer Nichtbasis-
var. brichte einen Vorteil.)

Unklar bleibt, auf welchen Wert x;, gesetzt werden darf und welches x;
die Basis verlafit. Beides wird simultan durch die Eliminationsregel ge-
klédrt, die bestimmt, welches z; bei einer Erhhung des x, iiber 0 hinaus
zuerst an seine Zuldssigkeitsgrenze stiefle, also negativ wiirde. xj wird
auf den maximal moglichen Wert gesetzt, besagtes x; sinkt auf 0 und
fallt so aus der Basis heraus:

e Eliminationsregel: Ist aj, < 0, sinkt x; fiir wachsendes zj nicht
und wird daher ‘kein Problem’ darstellen. Betrachtet werden also ¢ mit
af, > 0. (Gibt es keine, bricht das Verfahren ab, da beliebig gute Lsg.
moglich sind.) Zuléssigkeit erfordert

*

Vixzp; = by —aj

a,’.k

Fiir den Simplex ist aber nur die Wah)i der zu ellmlnlerenden Variable
relevant, da so die neue Basis bekannt ist und das neu formulierte Pro-
blem (Tableau) durch Matrixmultiplikation des Ausgangsproblems mit
der Basisinversen erhalten wird. Gibt es mehrere Eliminationskandida-
ten, wird das Problem als ‘entartet’ bezeichnet.

Dualer Simplex

Gilt nicht b > 0, jedoch Vj Az; > 0, 1aBt sich der Duale Simplex-Alg.
anwenden, um b unter Beibehaltung der Az; > 0 nichtnegativ zu ma-
chen, also eine optimale Losung zu finden.

e Eliminationsregel: Aus der Basis entfernt wird heuristisch die Var. mit
dem negativsten b;.

In sie aufgenommen wird jene, die aufgenommen werden muf}, um
Az; > 0 zu garantieren.

e Aufnahmeregel: Seien zj zu eliminieren und z; aufzunehmen, dann
wiirde die zu zj, gehérige Zeile beim Basiswechsel mit (a},)~! multipli-
ziert werden. Um das negative Vorzeichen derer rechten Seite ‘loszuwer-
den’, muf} ay;, negativ sein. Die neuen Az; berechnen sich als Az; =

*
ak.
Azj — kg
Akl

Az;; ihre Nichtnegativitét ist nur fiir azj < 0 gefdhrdet. Be-
Az

kj ki
ist nur zu garantieren wenn das aufzunehmende z; so gewéhlt wird, daf
Iakj < 0}

. . Az
trachtet werden also alle j und I mit a} ., a}, < 0. Az}, >0 < =A<
J J ay .

|l =arg maxj{

Gomory

Gilt € Z™*", so ist der Simplex zunichst unter Ignorieren der Ganz-
zahligkeitsbed. durchzufiihren. Fiir jede nicht ganzzahlige Var. kann nun
eine neue Restriktion hinzugefiigt werden, deren Erfiillung (via dualer
Simplex-Schritte) anschl. Ganzzahligkeit garantiert. Herleitung: Seien
by = [b7]+hi und af; = |a};] +hij, dann ist zp; = b} =T alx;

= |bf] — Z;-":J;?Jrl |_a iz + hi — Z] i1 higr;. Ob zp; € Z hingt
von den hinteren belden Summanden ab, fiir die mit x;, h;; > 0 gilt:
h; — Z;.n:t:brl hijxz; < h; < 1. Die néchste ganze Zahl unter 1 ist 0, also
rB; EZﬁhifz 7m+1h”:ltj <0& — Z;nj;:brl hijx]' +xg = —hy,
wobei die letzte Form eine neue Zeile des Simplex-Tableaus und zg > 0
eine neue Entscheidungsvar. darstellt, die automatisch Teil der Basis ist.
( Gezeigt wurden notwendige Folgen von Ganzzahligkeit. Wieso kénnen
diese als hinreichende Bedingung benutzt werden? )

Postoptimale Modifikation

Bei nachtrigl. Anderung gewisser c¢; oder Spalten der urspriingl.
Restriktionsmatrix (deren Aussehen im Endtableau man durch Mul-
tiplikation mit der kumulierten Basiswechselmatrix erhélt) miissen im
Endtableau die betroffenen Az; neu berechnet und ggf. weitere Simplex-
Schritte durchgefiihrt werden. Gleiches gilt fiir eine nachtréigl. geinderte



rechte Seite. Wird eine neue Zeile samt neuer Entscheidungsvar. hin-
zugefiigt, so daf} letztere im Ausgangstableau Bestandteil der Basis ist,
ergibt sich die Anderung des Endtableaus durch Ergiéinzung einer Eins
und Nullen in den Basisspalten und Berechnung des verbleibenden Koef-
fizientenvektors durch Multiplikation des negativen alten Koeffizienten-
vektors mit der alten Basisinversen. Im resultierenden Tableau ist die
neue Var. ebenfalls in der Basis enthalten, weitere Simplex-Schritte sind
also ggf. erforderlich.

Durch Ersetzen von Elementen des Endtableaus durch Variablen kann
z.B. untersucht werden, in welchen Grenzen sie variieren diirfen, ohne
eine andere Basis optimal zu machen (Sensitivitdtsanalyse). Statt einzel-
ner Variablen kénnen auch Ausdriicke der Form ¢+ Av verwendet werden
(insbes. an mehreren Stellen mit identischen X, genannt Parametrische
Programmierung).

Dualitit

Zu jedem LOP 148t sich sein sog. duales Problem (dP) formulieren:
pP: maxclz, Az <b, >0, z,c € R™t" A cR™X" phcR™

dP: minbTy, ATy >c, y >0, ce Rt A cR™X" 4 bcR™
Durch die Transponierung der Restriktionsmatrix wird u.U. eine Reduk-
tion des Losungsraums erreicht. Ist das zu dualisierende Problem in der
Normalform gegeben, bietet sich zur Losung des dualisierten die Anwen-
dung des (daraus seinen Namen beziehenden) dualen Simplexalg. an.

( Umwandlungsregeln fiir allgemeiner formulierte pP )

Fiir pP und dP gilt:

e Das duale Problem des dualen ergibt wieder das primale.

o Schwache Dualitit: Seien x,y zul. Lsg. ihrer jeweiligen Probleme, dann
gilt Tz < bTy.

e Starke Dualitdt: Seien z,y zul. Lsg. ihrer jeweiligen Probleme, dann
gilt 'z = b7y & x,y opt. Lsg. ihrer jew. Probleme.

e Hat das pP eine opt. Lsg., so auch das dP (mit gleichem Zielfunktions-
wert). Hat das pP keine zuléssige, hat das dP daher auch keine optimale.
( Beweise fiir obige Sitze )

Konstruktionsbedingt entspricht jedes y; einer Restriktion des pP; es
gibt jeweils an, um welchen Betrag sich der Zielfunktionswert verbesser-
te, wiirde die betr. Restriktion marginal um 1 relaxiert. Ein Durchlaufen
der Ecken des Losungsraumes des dP kann daher verstanden werden als
Durchlaufen von Teilmengen von Restriktionen des pP: Im Optimum
des dP sind dann genau jene y; positiv, deren zugehorige Restriktion im
Optimum des pP aktiv sind und deren Relaxierung somit einen hoheren
Zielfunktionswert verspréche.

Dieser Zshg. im Optimum wird beschrieben durch den Satz des komple-
mentdren Schlupfes: V zul. Lsg. (z,xs), (y, ys) ihrer jew. Probleme (wo-
bei x5 sowie ys die Schlupf- und x bzw. y die verbleibenden, sog. Struk-
turvariablen seien) gilt, dal sie genau dann optimale L&sungen sind,
wenn zTys = yTxs = 0. Ferner gilt: Die Az; der primalen Strukturvar.
[Schlupfvar.] sind gleich den Werten der dualen Schlupfvar. [Struktur-
var.]. (Diese Zuordnung gilt fiir die zu Anfang genannten Formen von pP
und dP. Dualisiert man das pP erst nach der Einfithrung von Schlupf-
var., ist der Satz nicht direkt anwendbar.)

Die dualen Strukturvar. geben den Gradienten der Zielfkt. bei Relaxie-
rung der zugehorigen Restriktion an, genannt deren Schattenpreis oder
Opportunitdtskosten. Der Satz des kompl. Schlupfes 148t sich also da-
hingehend interpretieren, dafl entweder die Schlupfvar. einer Restriktion
Null sein mufl oder ihr Schattenpreis.

2 Projektplanung

Projekt

Projekt: Vorhaben mit def. Anfang und Ende, charakterisiert durch Ein-
maligkeit seiner Bed. (bzgl. Ziel, Restriktionen, Organisation) in ihrer
Gesamtheit

Projektplanung: Planung von Teilzielen, des Aufwandes, der Organisa-
tion, der Dokumentation

Gantt-Chart: Tabellarische Darst. mit Teilaufgaben in den Zeilen und
Zeitachse in den Spalten, auf welcher der Zeitraum der jew. Aufgabe
durch einen Balken abgedeckt wird. (+) simpel, ermoglicht Soll-Ist-
Vergl.; (—) Sachlich bedingte Reihenfolge unbestimmt: unflexibel bzgl.
Anderung/Verbesserung

Netzplantechnik
Projekte lassen sich als Netze (= zyklenfreie gerichtete Graphen mit je
einer Quelle und Senke) darstellen. Die resultierenden Netzpline lassen

sich klassifizieren nach Pfeil- (Knoten = Ereignisse = Zeitpunkte) und
Kreisdarstellung (Knoten = Vorgénge = zeitbeanspruchende Elemente)
sowie nach Vorgangs- (Ereignisse def. Anfang/Ende der Vorgéinge) und
Ereignisorientiertheit (Ereignisse sind ‘Kontrollpunkte’, Vorgénge ‘unde-
finiert’). Beim Netzplan-Entwurf wird i.d.R. ein Graph unter Beachtung
gewisser Regeln aus einer Vorgangsliste erstellt (Strukturanalyse); es fol-
gen ggf. iteriert Zeitanalyse (z.B. Pufferberechnung), Kapazititsanalyse
(Optimierung der Reihenfolge bzgl. der Ressourcen) und Kostenanalyse
(Opt. der Vorgangsdauern bzgl. der Kosten). Die Optimierung erfolgt
nur im Rahmen bei Struktur- und Zeitanalyse getroffener Annahmen.

( Regeln des Netzplan-Entwurfs )

CPM = Critical Path Method

Die CPM bildet aus Vorgangsdauern ein Vorgangspfeilnetzwerk (Netz-
werk = Netz mit bewerteten Kanten) und errechnet zu diesem folgende
zur Analyse dienliche Grofien:

1. frithestmogliche Zeitpunkte F'Z; jedes Ereignisses, def. als ldngster
Weg (Summe der Dauern D;;) zur Quelle des Graphen.

2. spatestmogliche Zeitpunkte SZ; als F'Z der Senke des Graphen minus
dem lingsten Weg (Summe der Dauern D;; dorthin).

3. friithestmdoglicher /spétesterlaubter (F/S) Anfangs-/Endzeitpunkt
(A/E) jedes Vorgangs: FAZ'J' = FZZ', FEi]' = FZZ + Dij: SAZJ =
SZj — Dij, SEij = SZ]‘.

4. Puffer jedes Vorgangs:

o Gesamtpuffer GP = SE — FA — D (Projekt endet plangemé$, wenn
alle Vorgénger und Nachfolger sich an ihre Dauern halten)

o Freie Puffer FP;; = FZ; — FZ; — D;j (unmittelbarer Nachfolger kann
plangemif beginnen, wenn sich alle Vorgéinger an ihre Dauern halten)
e Unabh. Puffer UP;; = max(FZ; —SZ; — D;;,0) (unmittelbarer Nach-
folger kann plangemifl beginnen, selbst wenn der Vorgénger seinen Ge-
samtpuffer ausnutzt)

Vorgénge mit GP = 0 heiflen kritisch, eine ununterbrochene Folge sol-
cher vom Beginn- zum Endereignis kritischer Pfad.

PERT = Program Evaluation & Review Technique

Hier werden Vorgangsdauern durch Zufallsvar. modelliert: Einfach pa-
rametrisierbar, linksschief, endl. realisiert und somit geeignet ist die [3-
Verteilung mit Dichtefkt. k(t — a)® (b — t)? (wenn t € [a;b], sonst 0) fiir
b>a,a,pB>-1,k=][0b-a)*PTB(a+ 1,8+ 1)]~L. Sie erreicht
Ba+ab
at+p
a + 8 = 4 liegen ihr Erwartungswert bei t, = %(a + 4m + b) und ihre

ihr Maximum bei m = unter der vereinfachenden Annahme

Varianz bei 02 = 3—16(b —a)?.

Schitzt man zu jédem Vorgang a, b und m als opti-, pessimistische
bzw. wahrscheinl. Dauer, lassen sich in einem FEreignisknotennetz Er-
wartungswerte und Varianzen fiir die frithestmoéglichen und spétester-
laubten Zeitpunkte der Ereignisse durch Vorwirts- und Riickwértsrech-
nung a la CPM aus jenen der Vorgangsdauern berechnen. Die Diffe-
renz jener Zeitpunkte eines Ereignisses kann als Schlupfzeit Tschiupe in-
terpretiert werden, deren Varianz sich aus der Summe der Varianzen
der beteiligten Zeitpunkte berechnet. Die Wahrscheinlichk. fiir solche
Schlupfe 148t sich aufgrund des Zentralen Grenzwertsatzes durch Ein-
Tschlupf
9TSchlupf
(B-Verteilungen summieren); entspr. auch die des Einhaltens eines Zeit-
limits als Wahrscheinlichk. eines Schlupfes zw. erwartetem und Soll-
Zeitpunkt (o2, = 0).

1.2 . .
setzen von z = in e~ 2° Dberechnen (da sich viele unabh.

3 Transportprobleme

Zuordnungsproblem

min Z;"l:l Z?:l CijTij, Vi Zj Tij = 1, Vj Zz Tij = 1, Tij € {O; 1}
(Jeder Zeile von z wird genau eine Spalte zugeordnet.)

Greedy-Heur.: Immer das kleinstmégl. verbleibende Element belegen.
Ungarische Meth.: 1. Zeilen- und Spaltenreduktion der Kostenmatrix:
Subtraktion des min. Elements, bis in jeder Zeile/Spalte eine 0 existiert.
Im Folgenden Abbruch, wenn komplette Zuordnung vorhanden, sonst
Iteration: 2. ‘Auszeichnung’ von Nullen &hnl. Greedy. 3. Tauschen der
Ausz. auf allen alternierenden Wegen (= nicht erweiterbarer, zyklen-
freier Weg durch sich abwechselnde nicht und ausgezeichneten Nullen,
beginnend bei einer nicht ausgez. 0 in einer Zeile ohne Ausz., endend bei
einer nicht ausgez. 0). 4. Streichung der Spalten mit ausgez. Nullen aller
sog. Sackgassen (= Pfade, die bis auf ausgez. Ende oder fehlende Zy-
klenfreiheit alternierende Wege sind) und der Zeilen anschlieend noch



ungestrichener ausgez. Nullen. Subtraktion des min. Wertes nicht ge-
strichener Eintrige von diesen sowie Addition desselben auf doppelt ge-
strichenen Eintrigen garantiert Existenz mindestens einer neuen 0 (ggf.
unter Verlust alter Nullen).

Transportproblem

min} 3y 30T cigmig, Vil wi
oB.dA. 3 a;=3,b;
(Zuordnungen entsprechen nun gerichteten Lieferungen mit vorgege-
benem Aufkommen a der Zeilen und Bedarf b der Spalten.)

Greedy: Das kleinstmogliche verbleibende Element maximal belegen.
NW-Ecken-Regel: Linksoberstes Element max. belegen, dann ‘in Trep-
penstufen’ weiter: Wenn Lager leer, ndchstes Lager, sonst nichster Kun-
de. Falls beides leer, eine 0 explizit als Basis-Null markieren.

Vogel’sche Approximation: Zu jeder Zeile und Spalte Differenz zwischen
den zweit- und niedrigsten Kosten ( Opportunititskosten) bilden und nun
in der Zeile oder Spalte mit max. Diff. das minimale Element belegen,
anschl. Rekursion auf Restmatrix. Im Falle der dynamischen VA-Meth.
Neuberechnung der Diff. nach jeder Belegung.

MODI (Modified Distribution Method): Wahl einer Anfangslsg., anschl.
iterierte Berechnung der Az;; mit Basiswechsel, bis alle Az;; > 0.
Grundlage: Dualisieren und Einteilen der y; bzgl. Angebots- (u;) und
Bedarfsrestr. (vj) fithrt zu max 37, a;ui + 32, bjvj, Vi, j ui +v; < cij.
Komplementarer Schlupf = x;;(c;j; — u; — vj) = 0 (primale Struktur-
mal duale Schlupfvar.), fiir Basisvar. ;;(> 0) einer Anfangslésung folgt
also ¢;; = u; +vj. Dieses System ist unterbestimmt, daher z.B. Setzung
up := 0 moglich.

Vorgehen: a) Bestimmung der restlichen u; und vj;. b) Errechnen der
Az;; aus ¢;; —u; —v; = Az;; (duale Schlupfvar. gleich primalen Az ). c)
Aufnahme des zum negativsten Az;; gehérigen x;; in die Basis. Dessen
neuer Wert sowie jene der anderen Var. bestimmt sich aus dem Stepping-
Stone-Pfad, dem eindeutig bestimmten Zyklus im Tableau, der die neue
Basisvar. derart mit einer Teilmenge der bisherigen verbindet, daf3 der
Pfad an ihnen allen 90°-Richtungswechsel vornimmt. Ist er gefunden,
wird die neue Basisvar. mit einem ‘4’ markiert und alle tibrigen ‘Statio-
nen’ des Pfades abwechselnd mit ‘" und ‘4-’. Der Wert der kleinsten mit
einem ‘~’ markierten alten Basisvar. wird nun von jeder mit ‘-’ markier-
ten Variable subtrahiert und zu jeder mit ‘+’ markierten addiert. Die
resultierenden Werte stellen die néchste Variablenbelegung dar, insbe-
sondere fillt also jene Variable aus der Basis heraus, deren Wert sub-
trahiert bzw. addiert wurde. Der Stepping-Stone-Pfad 148t sich manuell
finden durch Uberlegungen des Typs: “Wenn der Wert der neuen Basis-
var. steigen soll, muf} jener einer anderen in ihrer Spalte sinken. Dann
aber muB in der Zeile jener anderen Variable eine weitere im Wert stei-
gen, in deren Spalte wiederum die Anderung kompensiert werden” usw.,
bis ein Pfad gefunden ist, der wieder bei der neuen Basisvar. endet.

= ai, Vi ;Tiy = by, m; > 0,

Umladeproblem

min}-; . cijzij, 0 < 2y < kij >0,

Vi ZjESUCC(i) Tij — ZkEpred(i) Tki = A4, o.B.d.A. Zz a; = 0.

Spalten und Zeilen stehen nun fiir dieselben Orte, zw. denen im Rahmen
der Kapazitidten x Transporte erfolgen kénnen, um die vorgeschriebenen
Warensaldi a zu erfiillen. Es kann zusétzl. gefordert werden, daf sich
die Orte in solche reiner Produktion (a; > 0) nahe der Quelle, reinen
Konsums (a; < 0) nahe der Senke sowie reinen Umladens (a; = 0)
partitionieren lassen.

Rucksackproblem

max Y., ¢y, »,; a;ix; < b, x; € {0;1}

Greedy: Sortieren nach Rentabilitéit :—i

BranchéBound I: Wurzel: leerer Rucksack; Branching durch Hinzufiigen
bzw. explizites Ausschlieflen gewisser x;, Betrachtungsreihenfolge der x;
nach Rentabilitét; Bound: theoretisch erreichbarer Gewinn (= Wert al-
ler nicht ausgeschlossenen z;); Wahl des néichsten Knotens: best first
Branch&Bound II: Anwendung des Verfahrens von Dakin (s.u.); plus
ggf. frithzeitiger Ausschlufl nicht mehr in den Rucksack passender Ele-
mente.

Travelling-Salesman-Problem

Das TSP ist ein um gewisse Bed. erweitertes Zuordnungsproblem:

Cij 2 0, (7,,]) ¢ E = Cij = 00, VW?@ ZieW,jiW Tij Z 1
Nearest-Neighbour- Heuristik: Wilile laufend die Kante zum néchsten
nicht gewihlten Kunden, O(|V'|2); anschl. schlieBe den Kreis; ggf. Back-
tracking, falls verbleibende Kunden nicht von aktuellen Tourenden aus
erreichbar

BranchéBound: Wurzel: auf Zuordnungsprob. relaxiertes Prob.; Bran-
ching nach den Kanten des kleinsten Teilzyklus: Verbiete (c¢;; := o0)
jeweils die betr. Kante sowie die von den Startknoten der bereits abge-
handelten Kanten in den Restgraphen auflerhalb des Teilzyklus fithren-
den; Bound: Kosten der Lsg. des aktuellen Zuordnungsprob.

Vehicle-Routing-Problem

V = Depots WUKunden: Besuche jeden Kunden genau einmal mit einem
Fahrzeug, welches anschl. zum Depot zuriickkehrt.

Varianten: E un-/gerichtet, Kosten C' symmetr./euklid., variable Anz.
Fahrzeuge (pro Depot), Fixkosten pro Fahrzeug/Depot, Kapazititen
der Fahrzeuge, Restriktionen bzgl. Anz. Kunden pro Route, Reise-
/Wartezeit, Zeitfenster/Reihenfolge der Kunden

Savings- Verfahren (Eréfinungsheur.): Start mit Pendeltouren. Zu jedem
Kundenpaar (i, 7) Berechnung der Einsparung, wenn Touren kombiniert
wiirden (s;; = do; + djo — dij;), Realisierung der Tourfusionen nach ab-
steigendem s;;, wenn s;; > 0, 4,5 aus versch. Touren, dort jew. erster
bzw. letzter, und erlaubte Kapazitéit der komb. Tour nicht iiberschrit-
ten.

Sweep-Verfahren (Eréffnungsheur.): Polarkoordinaten der Kunden be-
rechnen, einen auf 0° setzen, dann Tour mit steigendem Winkel erwei-
tern bis Kapazitit erschopft. Wdh., bis alle Kunden bedient, dann TSP
fiir jede Tour losen.

Verbesserungsheur. (teilw. auch fiir TSP): k-opt ‘tauscht’ k Kanten (ge-
meint sind Ersetzungen der Form (a,b), (¢,d) ~> (a,d),(c,b)), Or-opt
beschriankt dies auf bis zu drei benachbarte, 2-opt* auf den Tausch zwei-
er Kanten verschiedener Touren. Ebenfalls zw. zwei Touren tauschen
Cross (Bedingung: Tausch zweier Abschnitte) und A-Interchange (Bed.:
Tausch von Mengen von max. A Knoten. (Nach welchen Kriterien ge-
tauscht wird, bleibt zunéchst offen.)

Verfahren von Dakin

Losung eines gemischt-ganzz. LOP mittels Branch&Bound: Um Ganz-
zahligkeitsbedingung relaxiertes Prob. als Wurzel; Branching fiir z; ¢ Z,
dabei pro Kindknoten eine neue Schranke < |z;] bzw. > [z;]; Kno-
tenwahl nach erwarteter Anderung des Zielfunktionswertes, Abweichung
von Z oder externe Prioritaten.

Branch & Bound

Loésung eines Optimierungsprob. durch Losung einer Problemfolge.
Wurzel: Ausgangs- oder relaxiertes Prob., aktuelle Schranke oo oder
bekannter Zielfunktionswert

Branching: Verzweigung untersuchter, nicht terminierter Teilmodelle (zu
def.: wie, aber auch wo: best-/depth-first, dynamisch (depth—best) oder
extern bestimmt)

Bounding: Abbruch, wenn Losungsmenge leer oder erwartbare Lsg. nicht
besser als bekannte

4 Lagerhaltung

Harris-Wilson

Gegeben: Bestellfixe Kosten K, Preis/ME ¢, Lieferzeit A, Lagerko-
sten/t/ME h, Abgangsrate u

Gesucht: Kostenminimierende Bestellpolitik (Menge @, Abstand 7 =
%), also min C(Q) = 771K + cQ + %QhT)

- Q= /FE, =\ 3K = CQ7) = V2K ph + cp

Modifikation: Lieferverzug erlaubt und als negativer Lagerbestand mo-
delliert: Bei Bestellung sofortige Erfiillung des Verzuges, neuer Lager-
bestand y; Lagerbestand iiber 7/ hinweg positiv, iiber 7"/ negativ mit
Verzugskosten/t/ME p

Gesucht: Bestellpolitik (Q,y,7 = 7' + 7") zu

min C(Q,y) = 771 (K 4 ¢Q + syht’ + $(Q — y)pr")

_ 2K p h+p _ 2K p _ 2K h+p
Q=S SV =V e T =V Ry
= C(Q*,y*) = V2Kuh hLJ;p + cp (fiir p — oo Anndherung an das

Ausgangsmodell, da Lieferverzug de-facto nicht vorteilhaft)

Dynamisches Deterministisches Modell

Im Gegensatz zur Modellierung fiir Harris-Wilson wird nun der Waren-
abgang nicht mit einer konstanten Rate, sondern als Funktionenschar
Bi(t) fiir eine vorgegebene Menge von Zeitperioden ¢ € {1,...,n} eben-



falls vorgegebener Linge 7 definiert, die fiir ein ¢ € [0; 7] angibt, wieviel
Ware in Periode i bis zum Zeitpunkt ¢ abgegangen sein wird. Zu be-
stimmen ist eine kostenminimierende Bestellpolitik fiir jede Periode i,
wobei die Bestellmengen (am Anfang von i) u; heiflen und sich die La-
gerbestdnde z; (am Ende von i) geméB u; = ©; — x;—1 + 24, z,u,2 >0
aus altem Lagerbestand, Bestellmenge und Abgang z; := (3;(7) ergeben,
wenn Anfangs- und Endbestand als o = zn, = 0 festgelegt sind. (Da
Lieferverzug wieder nicht erlaubt ist, mufl jede zuléssige Bestellpolitik
eine mittlere Mindestreserve & = 771 [ (z; — Bs(t))dt vorhalten.) Unter
den genannten Restriktionen zu optimieren ist also das Problem:

min C(u) = 327 [K - 8(u;) + cug + h [ (x5 + 2 — Bs(t))dt] (8§ = sgn)
= minC(u) = Y7 [K - 8(u;) + hray] =: z(z,u) (Dyn. Opt’modell)

Bellmann’sches Optimalitédtsprinzip

Das BO bezieht sich auf n-stufige Entscheidungsprozesse (wie dem
DDM), bei denen eine Zustandstrajektorie  und ein Entscheidungs-
vektor y entsprechend x; = T;(x;—1,y;) zusammenhingen und ein stu-
fenbasiertes Zielkriterium z(z,y) = F(c1(zo,Y1), -5 cn(Tn—1,yn)) (mit
Kostenfkt. F' und ¢;) zu optimieren (minimieren) ist. Das Prinzip, daf3
die Optimalitit eines Restprozesses nur vom Anfangszustand, nicht aber
von den dafiir verantwortlichen Entscheidungen abh. ist, ist z.B. fiir ad-
ditive Zielfkt. z(z,y) = >, ci(w;—1,y;) erfiillt. Hierzu lassen sich die
Bellmann’schen Funktionalgleichungen aufstellen:

Frvi(@n) =0, f(zi—1) = miny, fi(zi—1,:),

Jil@im1,yi) = ci(zio1,y:) + [ 1 (2), © € X4, yi € Yi(wio1)

(X; und Y;(z;—1) liefern zulissige Definitionsbereiche). Es gilt, dafl
fi(zo) = miny 2(z,y) und 3 opt. Entscheidungsfunktionen h} mit
yr = h (o).

Das BO gilt allgemein fiir monoton separable Zielfkt.:

z separabel < 3 Verkniipfungen o; und Zerlegungsfunktionen g; so dafl
2(@,y) = g1(c1, -y en)s GilCiseeyCn) = €i 04 Git1(Cit15 -+ Cn); gnlen) =
Cn, wobei ¢; fiir ¢;(z;—1,y;) steht. Ist z separabel und sind die g; fiir alle
¢; monoton wachsend in g;1, heift z monoton separabel, und es ergibt
sich (analog Bellmann):

min g;(c;, gi+1) = min g;(c;, min g;11) = min(c; o; min g;41)

‘Wagner-Whitin

Die Rechtsbiindigkeit der Bellmann’schen Rekursion legt eine Losung des
Problems ‘von hinten’ nahe, die Dyn. Opt. 148t sich aber auch ‘vorwérts’
formulieren: C§(z0) =0, C}(z;) = min[K - §(u;) + hre; + CF_ (zi-1)].
Dann ist C (zn = 0) = min z(z,u) die optimale Lsg.

Sei nun (z}_;,u}) ein opt. Losungspaar, dann erlauben die Eigenschaf-
ten 8(uf) @ 6(xf_;) = 1 sowie uf € {0; 252 + ziq415---32i + ...+ 2n}
folgende vereinfachte Darst.: Cj =0, C} = K,

Cr =mingeqy,. 5y pi(k), kj =argminger . 53 pj(k),

pi(k) =K+hr)]_, Z'Z/:Hl 2y +CF_y

Gemif dem Verfahren von Wagner-Whitin fithrt dies zu folgender opt.
Bestellpolitik: Ugx = Do px Zi Ugz41 = ... = Un =0, die restlichen
u; erhdlt man durch iterative Substitution von n mit kr —1.

Die Gesamtkosten betragen so C* = C +¢>. 7 z +ht > 1 1 &.
Weitere Vereinfachung ergibt sich aus der Monotonie der {k}:
Cj’f und k:;‘ sind effizienter berechenbar unter Beriicksichtigung,
dafl k£ € {k;_l, ...,7}. AuBerdem ist folgende Rekursion moglich:

pj (k) =pj—1(k) + (4 — k)h7z;, p; () = K+ Cj_;.

5 Nichtlineare Optimierung

Kuhn-Tucker-Bedingungen

Sei das Problem min f(z), g;(z) < 0 gegeben und f, g; : R™ — R stetig
diff’bar. Ein « ist optimal, wenn alle verbessernden Richtungen aus dem
zuldssigen Bereich hinaus zeigen. Verbessernd ist eine Richtung, wenn
sie < 90° vom Vektor des umgekehrten Gradienten der Zielfkt. (steil-
ster Abstieg) abweicht. Unzulissig ist sie, wenn sie < 90° vom Vektor
des Gradienten einer Restriktionsfkt. abweicht, die an x ‘aktiv’ ist (d.h.
bereits 0 ist). LaBt sich fiir ein = der Vektor des steilsten Abstiegs als
Linearkomb. (Koeff. > 0) aus den Gradientenvekt. der aktiven Restrik-
tionen darstellen, so gibt es keine verbessernde und zuléssige Richtung,
z ist lokales Optimum. Dies wird durch die KTB formalisiert:

Fu Vf(z*) + X;eruiVgi(z*) = 0, Vi gi(z*) < 0Awu; > 0, wobei
I = {i|g;(z*) = 0} die Indexmenge der aktiven Restr. ist.

Notw. Bed.: z* lok. Min. AVi € I Vg;(z*) lin. unabh. = [KTB erfiillt]
Hinr. Bed.: [KTB erf.] = «* lokales Min. (mit f, g konvex = glob. Min.)

Modifikation: I :={1,...,n}, u;g;(x*) = 0 (entweder ist die Restriktion
aktiv, oder u; = 0 ‘kann bei der Konvexkomb. nicht helfen’)

Die KTB testen also auf Optimalitét, sind aber auch zur konstruktiven
Bestimmung von Lsg. verwendbar (s. Quadrat. Programmierung).

Lagrange-Version der KTB

(Folgendes gilt fiir =, 2%, u, u® > 0.) Zu o.g. Modell ist die Lagrange-Fkt.
def. als L(z,u) = f(z) + uTg(x).

(z0,u%) heift Sattelpunkt von L(z,u) < Vz,u > 0 [L(z%u) <
L(z°,u%) < L(z,u%)], ° ist dann optimal (minimiert f).

Seien die partiellen Abl. benannt Lz (z,u) = Vf(z) + >, u; Vg (x) und
Ly(z,u) = g(z), dann lassen sich die KTB formulieren als:

Ly (x%,u%) >0, Ly (2°,u%) <0, xOTLm(a;O,uO) =0, uOTLu(:CO,uO) =0
Notw. Bed.: (x°,u°) Sattelpkt. = [L-KTB erf.]

Hinr. Bed.: [L-KTB erf.], L konvex in z, konkav in u = (20, u%) Sattelp.
Slater-Bed.: Existiert ein (somit innerer) Punkt p, fiir den alle nichtli-
nearen Restr. mit g(p) < 0 erfiillt sind, so erfiillt p die Slater-Bed. Es
gilt: [L-KTB und Slater erf.] A L konvex in z < z° optimal

Quadratische Programmierung

Fiir Probleme der Form min f(z) = ¢Tx + %ITQLL‘, Az <b, >0, bei
denen @ symmetr. und positiv semidefinit (Eigenwerte > 0) sind (= f
konvex), ist L(z,u) = Tz + %wTQw + uT(Az — b) konvex in z und
konkav in u, daher sind die [L-KTB] Optimalitéitsbed., die hier lauten:
a) L (2%, u®) = ¢+ Q20 + ATu® >0, b) Ly(z0,u’) = Az® — b <0,
c) zOTLI(:L"O,uO) =0, d) uOTLu(zO,uo) =0.

Der Algorithmus von Wolfe minimiert f unter den Restr. a) und b) mit-
tels Simplex mit beschrianktem Basiseintritt: Ist z; in der Basis, wird die
zugehorige Schlupfvar. aus a) nicht aufgenommen (und umgekehrt), glei-
ches gilt fiir u; und die Schlupfvar. aus b). Von einer nur aus Schlupf- und
Hilfsvar. bestehenden Basis ausgehend bleiben daher ¢) und d) erfiillt.

Unrestringierte Optimierungsprobleme

Zwecks min f(z) gilt es, von einem Wert x* zu einem besseren nichsten
zu gelangen, zFt! = 2% + pkdk wobei p* > 0 und d* Verbesserungs-
richtung. Die Wahl des Startwertes z° kann relevant sein.

Das Gradientenverf. setzt schlicht d¥ := —V f(z*), bestimmt den mini-
mierendsten Koeff. u* und bricht bei |d*| < e ab. Eine Verbesserung ist
garantiert, wird aber hiufig auf einem Zick-Zack-Kurs erreicht.

Das mehrdim. Newtonverf. setzt voraus, dal f zweimal stetig diff’bar
ist: Eine lokale quadrat. Approximation ¢ (Taylor-Entw. zweiten Grades
an xF) wird benutzt, um die ‘nichstbeste’ Stelle zu finden. Sei H(z)
Hesse-Matrix von f (= Matrix der zweiten partiellen Abl.), dann gilt
q(z) := f(@*) + Vf(@*) (@ — 2*) + 5 (z — 2¥)TH(a¥) (@ — 2).

q hat Optima bei V¢(z) = 0 & Vf(zF) + H(zF)(z —2F) =0

o 2Ftl = 2F — H71(2F)Vf(2F). (+) Quadratische Konvergenz:
[lzF+1 — 2F|| < ~4]jzF — 2*||2, v € ]0;1], Schrittweitenbestimmung
unnétig; (—) braucht guten Start, da nur lokal optimal, Berechnung von
H(z) (bei Quasi-Newton nur in erster Iteration, spiter approx. Anpas-
sung) und Inversion aufwendig/unméglich.

Restringierte Optimierungsprobleme

Das Verfahren zulissiger Richtungen (Verf. von Zoutendijk) fordert von
verbessernden Richtungen zusitzl. Zuléssigkeit: d ist verbessernde & zul.
Richtung in < Vf(z)Td < 0A Vgier(z)Td < 0, wobei wieder I =
{ilgi(x) = 0}. Zu I8sen ist (mittels Simplex mit z und den Komponenten
dj von d als Entscheidungsvar.):

minz, Vf(z)Td—2<0, Vgier(x)Td—2<0, Vjd; € [-1;1], 2 <0.
Ist z = 0, ist das Optimum erreicht (z ist Kuhn-Tucker-Punkt), sonst
ist d verbessernde & zul. Richtung.

Umwandlung restringierter in unrestringierte Probleme
Zuléssiger Bereich: Z = {z|g;(z) < 0}

Das Penalty- Verf. integriert die Restriktionen in Form von Strafkosten in
die Zielfkt. und n&hert sich Z so i.d.R. von auflen. Def. wird eine Folge
{prSr(z)}r>0 mit pr > 0, Vo & Z (Sr(z) > 0 AP prg1Srta(x) >
trSr(x) A (r — 00 = prSr() = 00)), Yo € Z Sr(xz) =0, Sr(x) stetig,
mit der das neue Problem min(f(z) + pS(z)) formuliert wird. p sollte
wachsen, z.B. pr41 = Bus, 8> 1. Bsp. fiir eine Strafkostenfkt. im Falle
von Restr. g;(xz) <0, hj(x) =0 ist

S(@) = 5, [maz(0, gi ()P + 5, [h; @I, p>0



