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Reduktion der Variablenzahl in einem Programmfluflgraph

Der Programmflufigraph habe m Kanten bzw. unbekannte Grofien.

1. Spannbaum kennzeichnen und fundamentale Zyklen (n Stiick) aufstellen (Vorzeichen bzw. Fluf-

richtung beachten).

2. Matrix A € Z™*™ aus n Spalten mit den zu dem jeweiligen Zykel passenden Eintrigen zusammen-

setzen. Es gilt also A\ = E zu 16sen, wobei E die gesuchten m Groéflen sind.

3. Wahl von n linear unabhéngigen Zeilen aus A, deren Groflen als bekannt vorausgesetzt werden
(Eo := 1 gesetzt). Erhalte neue auf den Rang von A reduzierte Matrix B € Z™*" und korrespon-

dierenden Ergebnisvektor E'.
4. Lose A\ = E' und erhalte s0 A1, ..., \pn.

5. Dann la83t sich jede Grofle in den \; darstellen.

Spezielle Rekursionsgleichungen
e Verstecktes Produkt: Sei a,, = z,a,—1 dann gilt a, = ag [[}_; .
e Versteckte Summe: Sei a,, = a,,—1 + x,, dann gilt a,, = ag + Zzzl Tk
e Lineare Rekursionsgleichung mit konstanten Koeffizienten: Sei
anp =ClOp—1+ -+ cap_y firn>t, ¢ eR (1)

von Ordnung t. Das charakteristische Polynom

Xa(2) =2 =2t - —

habe die Nullstellen o; mit der jeweiligen Vielfachheit j;. Dann ist der Lésungsraum von (1) gegeben
durch die Basis B = {nfia'}.
e Summationsfaktor: Gegeben sei eine lineare Rekursionsgleichung erster Ordnung:
Gpn = TpGp_1+Yn, firn>0, ag=0. (2)

(2) hat die Losung
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(Beweis: Teilen von (2) durch den Summationsfaktor x,_i---z; und Substituieren von

durch b,.)



n
1
e Summe der Harmonischen Zahlen: Sei H,, = E — die n-te Harmonische Zahl. Es gilt
7
i=1

n:_ZH (n+1)H, —n. (3)

e Repertoire-Methode: Sei

t
ap = Z Tinln—; + fn (4)
i=1
Vorgehensweise:
1. Wihle Repertoire einiger Folgen by, c,,... und halte deren n-tes Folgenglied sowie die zu-

gehorigen Restterme

§ yzn n—i> fc —Cn g WinCn—i,

und deren Anfangsglieder by, cg, . .. tabellarisch fest.

2. Kombiniere die zu (4) passenden Startwerte und Restterme aus dem Repertoire, wobei auch

auf die Startwerte geachtet werden muss!

Aufstellung von Rekursionsgleichungen

1. Bei gegebenem Programmstiick:
e Bestiickung der auftretenden Variablen mit Indizes abhéngig von beispielsweise dem Schlei-
fendurchlauf. Dadurch werden Folgen definiert.
e Bestimmung der Rekursionsgleichungen fiir die Folgen beispielsweise tiber Wertetabellen.

e Unverschriankte Rekursionsgleichungen sofort 16sen, die Losungen dann evtl. anderswo einset-

zen und dort 1osen.

e Zusétzlich: Schleifenbedingungen o. &. in eine Ungleichung iiber die Folgen iibersetzen, nor-

malisieren und die Losungen bestimmen.
2. Symbolische Methode mittels GFs:

e Die zu zéhlenden Objekte seien die Menge M. Dann konnen Eigenschaften an M direkt als

kontextfreie Grammatik dargestellt werden, wobei M selbst als Nonterminal aufgefasst wird.

e Die jeweiligen Operationen der Grammatik werden direkt in die GF {ibersetzt werden, wobei
ein Terminalsymbol eines bestimmten Objekts immer in die Variable der GF {ibersetzt wird,
bei der die entsprechende Anzahl des Objekts steht. Operationen:

— Konkatenation — Multiplikation,
— Vereinigung — Addition (nur bei disjunkter Vereinigung),

—e—20=1.



Groflen in bindren Suchbidumen

Seien T' ein bin&drer Suchbaum und 77,75 Unterbdume von 7.

e Die Grifle |T| von T ist die Anzahl der internen Knoten definiert durch

|T| = |Th| + |T2| + 1, O] = 0.

e interne Pfadldinge:
m(T) =n(Ty) + n(T2) +|T| — 1, m(0) = 0.

e cxterne Pfadldnge:
§T)=¢&(T) +&(Te) +|T[+1,  £(0O)=0.

e Ist jedes Element beim Algorithmus zu T gleichwahrscheinlich, dann ist die durchschnittliche An-

zahl der Vergleiche

T
ct .= 7T|(T|) + 1 im erfolgreichen Fall,
T
C™ = |1€|(+)1 im erfolglosen Fall

und es gilt
§(T) = =(T) +2|T]

sowie als Folgerung

C™=(CT+1)(1- ),

d.h., fiir |T'| — oo macht der Algorithmus im Schnitt nur einen Vergleich mehr im erfolglosen Fall.
AuBerdem ist die Anzahl der externen Knoten |T'| + 1.

T+ 1

Asymptotische Abschitzungen

e EULERsche Summationsformel: Falls fiir 1 < i < 2m das Integral f0°°|f(i) (x)|dx existiert, dann

ist

= o 1 "\ B _
LR | r@n s 5+ 0+ G ) + Ry

i

Ry =0 (/:O]f@m)(xﬂd:x) .

Dabei sind By, = n![2"]z*5 die BERNOULLI-Zahlen, wobei die ersten 12 sich zu

mit dem Restglied

ergeben.

e Exisitiert fiir eine die Funktion f(z) der Grenzwert lim,_.,, f(z) < oo, dann hat f keine Singularitét

in 2, ist also analytisch oder holomorph. (Beachte L’HOSPITAL.)



e Exponentielles Wachstum: Sei G(z) GF und 2, die dominante Singularitdt von G(z), dann gilt

2MG(2) = <|:0‘)n

e Die f(z) heifit meromorph in z, falls es in 2z analytische Funktionen g(z) und h(z) # 0 gibt mit

_9(2)
f(Z) - h(Z)

e Die Funktion f(z) hat in zg einen Pol m-ter Ordnung, falls f(z)(z — 20)"" in 2o analytisch ist.

e Abschitzung fiir meromorphe Funktionen: Sei f(z) meromorph auf K := Kgr(z) und habe

die Pole aq,...,ap, € K. f sei analytisch in zp und allen z € 9KRg(zp). Dann gibt es Polynome
Pi(2),...,Pn(z), so dass
m
[2"](2) =Y Pi(n)a;" + O(R™").
j=1

Weiter ist Grad(P;) = Ord(c;) + 1.

e Die Funktion f(z) hat in 2z eine algebraische Singularitit, falls

1) =hz)+ 3 (1= 2)7 500,

j=1
wobei h(z), g;j(2) in 2o analytisch und ¢; ¢ Np.

e Abschitzung bei algebraischen Singularititen: Sei f(z) analytisch auf K := Kpr(zp) und

habe auf 0K nur algebraische Singularitdten und gelte

7(z) = h(2) +Zij (1- a) 6 (2)

fiir auf K analytische h(z), g;(2), Singularititen ; € 9K und ¢; ¢ No. Setze a := min{R(c;) | 1 <
j < k}. Dann gilt

c;j—1

U == 3 S o,
J 17

R(cj)=a

Sonstiges

e Zur Berechnung von beispielsweise der NEWTON-Formel

ey = (1)

fiir beliebiges » € Q wird oft die folgende Verallgemeinerung des Binomialkoeflizienten benotigt:

mit

Tﬁzr(r—l)--~(7“—n+1)1:H(T_i)‘

=0

n Faktoren



