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Hinweise:
e Die Hausaufgaben sollen in Gruppen von je 2 Studierenden aus dem gleichen Tutorium bearbeitet werden.

e Die Losungen der Hausaufgaben miissen bis Mi., 28.04.2010 im Tutorium abgegeben werden. Alternativ ist
es bis 17 Uhr mdglich, diese in den Kasten im Flur des LuFG 12 einzuwerfen (Ahornstr. 55, E1, 2. Etage).

e Namen und Matrikelnummern der Studierenden sowie die Nummer der Ubungsgruppe sind auf jedes Blatt
der Abgabe zu schreiben. Heften bzw. tackern Sie die Blatter!

e Die Tutoraufgaben werden in den jeweiligen Tutorien gemeinsam besprochen und bearbeitet.

Tutoraufgabe 1 (Erzeugendensysteme / Monoide):

Beweisen Sie: (L((ab)*), ) ist ein Monoid. Hierbei bezeichnet - die Aneinanderkettung von Wartern.
Hinweis: In dieser Vorlesung bezeichnet N die natiirlichen Zahlen inklusive der 0.

Losung:

Die Aneinanderkettung - ist assoziativ. Somit bleibt noch zu zeigen, dass L((ab)*) abgeschlossen unter - ist und
das neutrale Element enthalt. Seien m,n € N, v = (ab)" € L((ab)*) und v = (ab)™ € L((ab)*). Dann gilt
u-v=_(ab)"™m e L((ab)*). Da auch € = (ab)? € L((ab)*), ist (L((ab)*),") ein Monoid.

Hausaufgabe 2 (Erzeugendensysteme / Monoide): (2 + 4 = 6 Punkte)
a) Beweisen Sie: (L((ab)*), ) ist isomorph zu (N, +).

b) e Hat das Monoid (N \ {0}, %) ein endliches Erzeugendensystem?
e Wir nennen ein Erzeugendensystem E fiir ein Monoid M minimal, falls keine echte Teilmenge von E
ein Erzeugendensystem fiir M ist.

Geben Sie ein minimales Erzeugendensystem von (N \ {0}, %) an. Ist Ihr Erzeugendensystem frei?

Begriinden Sie ihre Antworten!

Losung:

a) Zu zeigen: Es gibt einen bijektiven Homomorphismus von (L((ab)*),-) nach (N, +).
Sei h: L((ab)*) — N mit h((ab)") = n, dann ist h ein Homomorphismus, denn: h((ab)" - (ab)™) =
h((ab)™™) = n+m = h((ab)")+ h((ab)™). Die Funktion h ist bijektiv, da fiir jedes n € N gilt h((ab)") = n
und somit die Umkehrfunktion h=% : N — L((ab)*) mit h=1(n) = (ab)" definiert ist.

b) e Nein. Jedes Erzeugendensystem muss mindestens alle Primzahlen enthalten und kann daher nicht
endlich sein.
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e Die Menge der Primzahlen bildet ein minimales Erzeugendensystem, da jede Zahl als Multiplikation
ihrer Primfaktoren dargestellt werden kann. Dies ist allerdings kein freies Erzeugendensystem, da die
Multiplikation kommutativ ist. So lasst sich 6 als 2 x 3, aber auch als 3 % 2 darstellen.

Tutoraufgabe 3 (Homomorphismen / Isomorphismen):
Sei X ein beliebiges, endliches Alphabet. Beweisen oder widerlegen Sie die Existenz folgender Homomorphismen:
a) Ein Isomorphismus von (R, +) nach (Z, +).

b) Ein Isomorphismus von (Z, +) nach (Z, +), der nicht die Identitat ist.

Losung:

a) Da R iiberabzahlbar unendlich ist und Z nur abzahlbar unendlich ist, kann es keine bijektive Abbildung und
damit auch keinen Isomorphismus zwischen den beiden geben.

b) Sei h(x) = —x. Die Funktion h ist offensichtlich eine Bijektion und es gilt h(a + b) = —(a + b) =
(—a) + (—=b) = h(a) + h(b). Somit ist h ein Isomorphismus.

Hausaufgabe 4 (Homomorphismen / Isomorphismen): (1+1+1+ 2=>5Punkte)
Sei ¥ ein beliebiges, endliches Alphabet. Beweisen oder widerlegen Sie die Existenz folgender Homomorphismen:
a) Ein Homomorphismus von (N, +) nach ({1}, %).
b) Ein Homomorphismus von (%, ) nach (N, +).
c) Ein Isomorphismus von ({1}, *) nach (N, +).

d) Ein injektiver Homomorphismus von (N, 4) nach (N, ).

Losung:

a) Sei h: x+— 1, soist h ein Homomorphismus, da h(a+ b) =1 =1x%1 = h(a) = h(b).
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b)

d)

Sei h : x — |x|, so ist h ein Homomorphismus, da h(a-b) = |a- b| = |a| + |b| = h(a) + h(b). Hierbei
bezeichnet |w| die Lange des Wortes w.

Alternativ: Betrachte #' : x — 0, also die Funktion, die jedes Element von ~* auf das neutrale Element
des Monoids (N, +) abbildet. Offensichtlich gilt hier die Homomorphiebedingung: h'(a-b) =0=0+0 =
h'(a) + W (b).

Es kann also durchaus unterschiedliche Homomorphismen zwischen zwei Monoiden geben.

Es kann keinen Isomorphismus von {1} nach N geben, da [{1}| =1 < |N].

Sei h : x — 2%. Dann ist h ein Homomorphismus, denn h(a + b) = 23+ = 23 x 20 = h(a) x h(b) fiir alle
a, b € N. Weiterhin ist h : N — N streng monoton steigend und somit injektiv.

Tutoraufgabe 5 (Regulire Ausdriicke):

Seix={0,1,..., 9, —} ein Alphabet, mit dem ganze Zahlen beschrieben werden kénnen.

a)

b)

Losung:

a)
b)

Geben Sie fiir die folgende Sprache iiber diesem Alphabet einen regularen Ausdruck an. Ganze Zahlen
beginnen mit hochstens einem —, d.h. die Menge der ganzen Zahlen ist {0,1,—-1,2,-2,...}.

Hinweis: AuBer 0 beginnt keine ganze Zahl mit der Ziffer 0.

L1 = {w | w ist eine positive ganze Zahl}, d.h. L; ={1,2,3,...}.

Wir schranken uns nun auf das Alphabet ¥’ = ¥\ {-} = {0,1,..., 9} ein. Geben Sie fiir die folgende
Sprache einen regularen Ausdruck an, der genau die Worter tiber dem Alphabet ¥’ beschreibt, die nicht in

dieser Sprache liegen. Achten Sie darauf, dass &'\ L auch Wérter wie 000 enthalten kann, die keine ganzen
Zahlen sind.

Lo = {w | w ist eine gerade natiirliche Zahl}, d.h. L, ={0,2,4,6,...}.

en=(142+.. 4+90+1+.. . 49"

e n=c+0X)"+r1(1+34+5+7+9)
Wie iblich steht ¥ in diesem reguldren Ausdruck fiir die Disjunktion der einzelnen Symbole in der
Menge, in diesem Falle also O + 1 + ...+ 9. AuBerdem ist r™ eine Abkiirzung fiir rr*.
Der regulare Ausdruck deckt drei verschiedene Fille ab:
— ¢ lasst das leere Wort zu, das keine ganze Zahl (und damit auch insbesondere nicht gerade) ist.
— 0(X)* erlaubt all die Worter, die keine ganze Zahl sind, weil sie mit einer 0 beginnen und nicht
die 0 sind.
- (1 4+34+5+7+9) erlaubt all die Worter, die mit einer ganzen Zahl beginnen und deren letzte
Ziffer ungerade ist.
Hier gibt es eine Uberschneidung mit dem vorherigen Fall, denn r; erlaubt auch das Wort 0. Den
Ausdruck r; konnen wir wiederverwenden, weil er das nicht mehr betrachtete Symbol — nicht
beinhaltet.
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Hausaufgabe 6 (Reguldre Ausdriicke): (2 + 4 = 6 Punkte)
Seien ¥, ¥ die Alphabete aus Tutoraufgabe 5.

a) Geben Sie fiir die folgenden Sprachen lber dem Alphabet ¥ wie in Tutoraufgabe 5a) je einen reguldren
Ausdruck an.
e [3={w | w ist eine nicht-positive ganze Zahl}, d.h. L3 ={0,-1,-2,-3,...}.
e [, ={w | wist eine durch 5 teilbare ganze Zahl}, d.h. L, = {0, 5, -5, 10, —10,...}.

Hinweis: Fiir zwei ganze Zahlen x, y € Z gilt, dass x durch y teilbar ist genau dann, wenn es ein z € Z
gibt, so dass x = y % z.

b) Geben Sie fiir die folgenden Sprachen wie in Tutoraufgabe 5b) jeweils einen regularen Ausdruck an, der
genau die Worter iber dem Alphabet Y’ beschreibt, die nicht in dieser Sprache liegen.

e L ={w | w enthilt die Ziffer 7 genau emmal} d. h Le ={7,17,27,..., 70, ..., 76,78,79,...}.

a) en=0+-n
e r;=04+5+-5+(+—-)n(0+5)

b) e Wir definieren &, := %"\ {7}.
Dann ist rs = (X;)".
o 15 =15+ (X)7(Z)T7(Z)*
Hier werden wieder zwei Falle unterschieden:

— ry erlaubt all die Worter, die die Ziffer 7 nicht beinhalten.
— (I 7(Z)*7(X)* erlaubt die Worter, die die Ziffer 7 mindestens zwei mal enthalten.

Hausaufgabe 7 (Reguldre Ausdriicke): (4 Punkte)

Seix={A ..., Z,0,..., 9, ..} ein Alphabet.
Wir definieren die folgenden regularen Ausdriicke

=(A+B+..+2)
=(0+1+..+409)

Damit beschreibt der Ausdruck rs* also alle Worter, die aus genau einem Buchstaben und beliebig vielen darauf
folgenden Ziffern bestehen.
Wir wollen nun "Worter” der folgenden Form betrachten:

e 422365 HAT 17 PUNKTE
e 023426 HAS 4711 _POINTS
e 652342 BEKAM _13.14 POINTS
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Dies sind also die Woérter, in denen auf eine (6-stellige) Matrikelnummer ein Verb und dann eine Punktzahl folgt,
die beliebige viele Stellen haben kann. Am Ende dieser Woérter steht immer "PUNKT E" oder "POINTS". Alle
diese Teile sind jeweils durch ein " " getrennt.

Als Punktzahl lassen wir ganze Zahlen wie in Tutoraufgabe 5 zu, erlauben zusatzlich aber auch, dass auf eine
ganze Zahl ein "." und dann beliebig viele, aber mindestens eine Ziffer als Nachkommastellen folgen. Das heift,
dass wir .05 und 0.0.0 nicht als Punktzahl zulassen.

Wir wollen der Einfachheit halber die verwendeten Verben nicht ndher spezifizieren und wollen daher jede (nicht-
leere) Buchstabenfolge als Verb behandeln.

Geben Sie nun einen regularen Ausdruck an, der die Sprache dieser Worter beschreibt.

Losung:

Wir definieren die folgenden regularen Ausdriicke:

.__ 6
'Matrikelnummer = S

A .t
Verb := I
rzan =0+ (14+2+3+...+9)s*)(e + .s")

Hier beschreibt s” den reguldaren Ausdruck s...s.
N——

n-mal
Diese kénnen wir nun zum Ausdruck fMatrikeinummer_ Verb _rzani_ (PUNKTE 4+ POINTS) zusammensetzen.

Tutoraufgabe 8 (Regulire Ausdriicke):

Sei L die Sprache der Pfade gerade Lange, die von A nach A fiihren. Es gilt also beispielsweise ACBDA € L,
ABDABDA € L aber ABDA ¢ L
Geben Sie einen reguldren Ausdruck an, der diese Sprache beschreibt.

Gegeben sei folgender Graph:

Losung:

Wir erkennen, dass Pfade von A nach A immer aus den Teilpfaden ABDA und ACBDA zusammengesetzt sind.
Ersterer hat ungerade Lange, daher muss immer eine gerade Anzahl solcher Stiicke in einem Pfad gerader Lange
enthalten sein. Wir erhalten den folgenden regularen Ausdruck:

r = A((BDA(CBDA)*BDA) + (CBDA)*)*




1] Formale Systeme, Automaten, Prozesse SS 2010

Musterlésung - Ubung 2
Prof. Dr. J. Giesl M. Brockschmidt, F. Emmes, C. Fuhs, C. Otto, T. Stroder

Informatik Il

Hinweise:
e Die Hausaufgaben sollen in Gruppen von je 2 Studierenden aus dem gleichen Tutorium bearbeitet werden.

e Die Losungen der Hausaufgaben miissen bis Mi., 05.05.2010 im Tutorium abgegeben werden. Alternativ ist
es bis 17 Uhr mdglich, diese in den Kasten im Flur des LuFG 12 einzuwerfen (Ahornstr. 55, E1, 2. Etage).

e Namen und Matrikelnummern der Studierenden sowie die Nummer der Ubungsgruppe sind auf jedes Blatt
der Abgabe zu schreiben. Heften bzw. tackern Sie die Blatter!

e Die Tutoraufgaben werden in den jeweiligen Tutorien gemeinsam besprochen und bearbeitet.

Tutoraufgabe 1 (Abschlusseigenschaften):

Sei ¥ := {a, b} ein Alphabet. Sei L := {a"b?" | n > 0} eine Sprache iiber ¥. Hierbei bezeichnet a” das Wort
a...a. Es existiert kein DFA, der L akzeptiert. Zeigen Sie, dass dann auch kein DFA existiert, der die folgenden

n-mal
Sprachen iiber X akzeptiert.
a) Ly ={w|w=2a"b" fiir m,n>0und m#2n}UX*bar*

b) L, ={a"b"a"b" | n> m > 0}

Losung:

a) Esgilt L =X*\ L. Da kein DFA existiert, der L akzeptiert, folgt aus der Abgeschlossenheit unter Komple-
ment von Sprachen, die von einem DFA akzeptiert werden konnen, dass L; nicht von einem DFA akzeptiert
werden kann.

b) Esgilt L = LN L mit L'’ ={a"b" | m,n > 0}. Der folgende DFA akzeptiert L’.

a b a, b

Da kein DFA existiert, der L akzeptiert, folgt aus der Abgeschlossenheit unter Schnitt von Sprachen, die
von einem DFA akzeptiert werden konnen, dass L, nicht von einem DFA akzeptiert werden kann.
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Hausaufgabe 2 (Abschlusseigenschaften): (4 Punkte)

Sei T das Alphabet aus der vorherigen Aufgabe. Sei L3 := {a"b" | n > 0} eine Sprache iiber . Es existiert kein
DFA, der L3 akzeptiert. Zeigen Sie, dass dann auch kein DFA existiert, der die Sprache L4 := {a™b" | m,n >
0, m # n} lber ¥ akzeptiert.

Hinweis: Benutzen Sie die Abschlusseigenschaften fiir Sprachen, die von einem DFA akzeptiert werden konnen.

Losung:

Esgilt L3 = (X*\ Ls) N L. Da es einen DFA gibt, der L’ akzeptiert, es aber keinen DFA gibt, der L3 akzeptiert,
kann aufgrund der Abgeschlossenheit unter Schnitt und Komplement von Sprachen, die von einem DFA akzeptiert
werden konnen, die Sprache L4 nicht von einem DFA akzeptiert werden.

Tutoraufgabe 3 (DFAs aus reguldren Ausdriicken):

Sei ¥ ein Alphabet. Konstruieren Sie einen Automaten, der genau die Sprache L(a*bb*(aa*bb*)*) erkennt.

Losung:

Zwel Losungen, wobei die rechte minimal ist.

a

Tutoraufgabe 4 (DFAs aus Wortern):

Seiy={a,..., z} ein Alphabet. Wir fiihren als verkiirzende Schreibweise ein, dass Kanten in einem Automaten
mit Mengen (z.B. X \ {a}) beschriftet werden konnen und meinen damit, dass die beschriftete Kante einem
Ubergang entspricht, der fiir alle Symbole aus der Menge erlaubt ist. Betrachten Sie dazu das folgende Beispiel:

> \{a} >

In diesem Automaten ist also ein Ubergang von Zustand q; zu Zustand g, nur mit dem Symbol a méglich. Alle
weiteren Buchstaben fiihren von Zustand g; wieder zu sich selbst zuriick. Der Automat erkennt also die Sprache
D) Ml
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Konstruieren Sie nun einen Automaten, der die Worter erkennt, die mindestens einmal das Wort aachen enthalten,
also die Sprache X *aachenX*.

Losung:

X\ {a} >

>\ {a n}

Hausaufgabe 5 (DFAs aus Wortern): (3 Punkte)

Sei X ein Alphabet. Konstruieren Sie einen Automaten, der die Worter erkennt, die mindestens einmal das Wort

essen enthalten, also die Sprache Y *esseny*.
Hinweis: Um die Darstellung des Automaten zu vereinfachen, nutzen Sie am besten die verkiirzende Schreibweise,

die in Tutoraufgabe 4 eingefiihrt wurde.

Losung:

>\ {e} e >
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Tutoraufgabe 6 (L -Algorithmus):

Bestimmen Sie mit Hilfe des LZ-—AIgorithmus einen regularen Ausdruck, der die Sprache erkennt, die der folgende
endliche Automat akzeptiert.

Losung:

Da es nur einen Endzustand gz gibt, reicht es, L?Q zu bestimmen.
L?,z = /—%2 + /—%3(L§,3)*L§,2 =
L3,=Lip+ Lio(L3p) L3y ="
Lio=19,+ L9, (L9,) L0, ="
L9,=a
L9, =¢
--=a+tegta=a
Ly, =19, 4+ L3,(L9,) L0, ="-
L3,=e+a+bly, =0
o= (e+a+b)+D)(e)(a)=e+a+b
-=(a)+(a)e+a+b)(e+a+b)=ale+a+ b)*
L33=1L1s+Lio(L3o) Lhs=""
Lig=0934+L9,(L9,)L0;="
L?s =b
-=b+4ec*b=0>
Lyy=193+L5,(L9,)L03="--
Lg,3 =0 Lg,l =0
-
-=b+ale+a+b)*0=0>b
[35=L53+ L3,(L3p) Ls3="""
Lys=035+L3,(L9 ) L05="--
Ly;=e+a+bL3,=0
o=g+a+b
L%,z = Lg,z + Lg,1(L[1),1)*L(1),2 =
Lg,z =0 Lg,1 =0
—
o= (e+at+b)+0(e+at+b)l=e+a+b
L3, =L3,+L3,(L3,)" L3, =0+0(c+a+b)(e+a+b)=0
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~=ale+a+b)*+ble+a+b)d=ala+ b)*

Hausaufgabe 7 (L}-Algorithmus): (4 Punkte)

Bestimmen Sie mit Hilfe des LZ»—Algorithmus einen regularen Ausdruck, der die Sprache erkennt, die der folgende
endliche Automat akzeptiert.

Losung:

Da es nur einen Endzustand g3 gibt reicht es L3 5 zu bestimmen.
L3s=1LT5+L35(L535) 55 =

L%s:Ll 12(L 2)*L2,3:"'
Lig=193+L9,(L9,) L9,
ql—s+a
=0+ (e+a)e+a)D=
L%,z = L(1),2 + L(1),1(L[1),1)*L(1),2 =
L?Q =b
~=b+(e+a)e+a)b=ab
Ly, =19,+L5,(L9,) LY,
L9, =
22 =
L3, =a
~~:e+a(5+a)*b*5+a+b
Ly =193+ L5,(L9,)" LY 5=
Lgy3 =b
=b+alet+a)yd=0>
=0+ a*b(e+ ath)*b=a*b(e +ath)b
[35=L53+L3,5(L3,) Ls5=""
Lyg =133+ L5,(L9,)L0;="--
Ly;=e+a+b
Lg,l =0
= (5+a+b)+@(e+a)*®:5+a+b
L%Q = Lg,z + Lg,1(L ) L1 2=
Lg,2 = @

=

=0+0+a)yb=0
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-=(e+a+b)+0)(e+ale+a)b)b=c+a+b
<~ = (a*b(e + ath)*b) + (a*b(e + atb)*b)(e + a+ b)*(e + a+ b) = a*b(e + aTb)*bX* = (a+ b)*bb(a + b)*

Tutoraufgabe 8 (Produktautomat):

a) In der Vorlesung wurde der Produktautomat M x M’ verwendet, um genau die Worter zu akzeptieren, die
sowohl von M als auch von M’ akzeptiert werden. Wie kann man die Konstruktion des Produktautomaten
so modifizieren, dass stattdessen die Vereinigung der beiden Sprachen L(M) und L(M’) akzeptiert wird?

b) Verwenden Sie die Konstruktion aus der vorherigen Teilaufgabe, um zu zeigen, dass jedes Wort aus >* mit
> = {a, b} von einem der folgenden Automaten akzeptiert wird.

Losung:

a) Nach wie vor verwendet man das kartesische Produkt der Zustandsmengen beider Ausgangsautomaten als
neue Zustandsmenge und benutzt die gleiche Kantenrelation wie beim herkommlichen Produktautomaten.
Als Endzustande definiert man allerdings nicht nur solche Zustande, die Paaren entsprechen, bei denen
beide Ausgangsautomaten einen Endzustand haben, sondern auch solche, bei denen nur einer der beiden

Ausgangsautomaten einen Endzustand hat.

b) Der modifizierte Produktautomat

akzeptiert offensichtlich jedes Wort aus ~*, da er nur Endzustande besitzt.

Hausaufgabe 9 (Produktautomat): (3+1 Punkte)

Gegeben seien zwei endliche Automaten.
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a) Konstruieren Sie den Produktautomaten der beiden Automaten.

b) Beweisen Sie, dass es kein Wort der Sprache {a, b}* gibt, das von beiden Automaten akzeptiert wird.

Losung:

a)

b) Falls es kein Wort gibt, das von beiden Automaten erkannt wird, hat ihr Produkt keinen erreichbaren
Endzustand. Dies ist hier der Fall.

Alternative Losung: Im ersten Automat sind alle eingehenden Kanten des Endzustandes mit b beschriftet
und im zweiten Automat mit a. Daher kann es kein Wort geben, das von beiden Automaten erkannt wird.

Hausaufgabe 10 (Verifikation mit Model Checking): (2+4+1 Punkte)

Sei X = {a, b} ein Alphabet. Wir wollen nun ein Verifikations-Problem betrachten und ein Verfahren entwickeln,
das automatisch und in endlicher Zeit iiberpriift, ob jedes Wort, das ein DFA (die “Implementierung”) akzeptiert,
auch in einer als Sprache gegebenen Spezifikation L liegt.
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Sei nun L die Sprache aller Worter, die mit einer geraden Anzahl von bs enden, d.h. L = {w(bb)" | w €
(Z*auU{e}), n > 0}. Als zu iiberpriifende Implementierung betrachten wir den Automaten M:

a) Konstruieren Sie einen Automaten M’, der genau die Sprache L akzeptiert.

b) Geben Sie ein Verfahren an, mit dem automatisch fiir zwei beliebige, gegebene DFAs M und M’ entschieden
werden kann, ob jedes von M akzeptierte Wort auch von M’ akzeptiert wird. Es soll also ein Algorithmus
entwickelt werden, der fiir eine Eingabe von zwei Automaten M, M’ genau dann true ausgibt, falls L(M) C
L(M'") gilt und sonst false ausgibt.

Verwenden Sie (beliebigen) Pseudo-Code, um das Verfahren zu beschreiben.

Hinweis: Zur Lésung der Aufgabe hilft es, sich klar zu machen, dass L(M) C L(M’) genau dann gilt, wenn
we L(M)—we L(M) fir alle w € * gilt.

Danach sollen Sie die aus der Vorlesung bekannten Verfahren anwenden, mit denen automatisch der Schnitt
und das Komplement von durch DFAs akzeptierten Sprachen ermittelt werden kann. Benutzen Sie auch
das Verfahren zum Leerheitstest aus Aufgabe 9, mit dem Sie liberpriifen konnen, ob die von einem DFA
erkannte Sprache leer ist.

c) Fiihren Sie das Verfahren exemplarisch durch und geben Sie ein Wort w mit w € L(M), w & L an.

Losung:

a) Der Automat M':

b) Es gelten die folgenden Aquivalenzen, wenn wir mit M und M’ die Komplementirautomaten von M bzw.
M’ bezeichnen:

L(M) C L(M')

swel(M)—weL(M) Yw e L*
sw g L(M)VweL(M) Yw e X*
swelM)VvweLM) Yw e xr*
swe (LIM)uL(M)) Vw e ©*
sw & (L(M) N L(V)) Yw e T
sw g L(Mx M) Vw e ©*
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Wir kénnen also L(M) C L(M") iiberpriifen, indem wir iiberpriifen, ob die vom Automaten M x M’ erkannte
Sprache leer ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn es keinen erreichbaren Endzustand gibt.

Damit ergibt sich der folgende Pseudocode:

langSubset (M, M’):
CM’> = Complement(M’)
PM = ProductDFA(M, CM’)
return PM.hasNoReachableFinalState()

c) Zuerst miissen wir den Komplementirautomaten M’ konstruieren:

Es gilt z.B. bbb € L(M x M’). Es gilt offensichtlich w & L und w € L(M).
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Hinweise:
e Die Hausaufgaben sollen in Gruppen von je 2 Studierenden aus dem gleichen Tutorium bearbeitet werden.

e Die Losungen der Hausaufgaben miissen bis Mi., 12.05.2010 im Tutorium abgegeben werden. Alternativ ist
es bis 17 Uhr moglich, diese in den Kasten im Flur des LuFG 12 einzuwerfen (Ahornstr. 55, E1, 2. Etage).

e Namen und Matrikelnummern der Studierenden sowie die Nummer der Ubungsgruppe sind auf jedes Blatt
der Abgabe zu schreiben. Heften bzw. tackern Sie die Blitter!

e Die Tutoraufgaben werden in den jeweiligen Tutorien gemeinsam besprochen und bearbeitet.

Tutoraufgabe 1 (Induktionsbeweis):

Sei X ein Alphabet. Wir wollen die "Verdoppelungsfunktion™ dup : X* — ¥* betrachten, die alle Buchstaben in
Wortern verdoppelt, also z.B. das Wort ab auf aabb und 123 auf 112233 abbildet.

a) Definieren sie die Funktion dup formal auf induktive (rekursive) Weise.

b) Sei M ein DFA. Wie kann man nun automatisch (d.h. mit einem allgemeinen Verfahren, das unabhangig
vom Automaten M ist) einen DFA M? konstruieren, der die Sprache dup(L(M)) := {dup(w) | w € L(M)}
erkennt?

c) Beweisen Sie, dass L(M?) = dup(L(M)) gilt.

Losung:

dup(e) =€
dup(w - a) := dup(w)-a-a aer,wexr”

b) Die Idee ist hier, jede Transition des Ursprungsautomaten aufzutrennen und einen “Zwischenzustand” ein-
zusetzen, so dass das Zeichen der urspriinglichen Transition zwei mal gelesen wird. Damit der resultierende
Automat ein DFA bleibt, miissen fiir diese neuen Zustdnde alle Symbole, mit denen die “zerschnittene”
Transition nicht beschriftet war, zu einem “Fehlerzustand” fiihren, von dem aus nie wieder ein Endzustand
erreicht werden kann.

Sei M = (Q,X, 4, qo, F). Dann definieren wir M? := (Q?,¥,6% qo, F) mit Q* := {e} U (U,co({a’ | a €
> }U{q})), wobei wir 0.B.d.A. verlangen, dass ¢° ¢ Q gilt (entsprechendes kann man durch ein Umbenennen
der Zustande in Q erreichen). Hier ist e der angesprochene neue “Fehlerzustand”.

Zuletzt definieren wir

q° qgeq
6 (g.a)=<6(G.a) g=86€Q%§eQ
e sonst
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c) Wir miissen nun L(M?) = dup(L(M)) zeigen. Wir beweisen dies, indem wir die Aussage (1) §(q, w) = ¢ <

62(q, dup(w)) = ¢ fiir alle g € Q (also nicht die neuen Zustande Q2\ Q) per Induktion iiber die Wortlange
|w| zeigen.

Zum Induktionsanfang ist w = € und es gilt §(q, €) = g und §2(q, dup(e)) = 62(q,€) = q.

Im Induktionsschritt betrachten wir w = w’a fiir ein a € X und setzen voraus, dass die Aussage fiir w’
bereits gilt. Da M ein DFA ist, gibt es genau ein ¢’ mit (g, w’-a) = ¢’ und ein § mit (g, w') = §. so dass
0(g,a) = ¢ dgilt.

Nach unser Induktionshypothese gilt dies fiir w’ genau dann, wenn auch §2(q, dup(w’)) = § gilt. Nach
Konstruktion gilt aber auch §2(§, a) = §° und 62(G% a) = ¢’. Damit gilt dann auch die Aussage §(q, w) =
0(q,w'-a) = ¢ < 06°(q, dup(w)) = 6°(q, dup(w' - a)) = 6°(q, dup(w’) - a-a) = ¢’

Nun gilt w € L(M) < §(qo,w) = f € F und nach (}) ist dies dquivalent zu §2(qo, dup(w)) = f € F <
dup(w) € L(M?). Damit ist die Aussage bewiesen.

Hausaufgabe 2 (Induktionsbeweis): (1 + 3 + 4 = 8 Punkte)

Sei X ein Alphabet. Wir wollen die “Spiegelfunktion™ rev : ¥* — ¥* betrachten, die Worter auf ihr Spiegelbild
abbildet, also z.B. das Wort ab auf ba und 123 auf 321.

a) Definieren sie die Funktion rev formal auf induktive (rekursive) Weise.

b) Sei M ein DFA. Wie kann man nun automatisch (d.h. mit einem allgemeinen Verfahren, das unabhangig

c)

vom Automaten M ist) einen e-NFA M,,, konstruieren, der die Sprache rev(L(M)) := {rev(w) | w € L(M)}
erkennt?

Beweisen Sie, dass L(M,e,) = rev(L(M)) gilt.

Hinweis: Beweisen sie eine allgemeine Aussage iiber den Zusammenhang zwischen der Zustands-Ubergangs-
funktion 6 des Automaten M und der Zustands-Ubergangsfunktion 0,., des Automaten M,,. Verwenden
Sie dazu wie in der Vorlesung eine Induktion iiber die Lange der betrachteten Worter.

Losung:
a)
rev(e) :=¢€
rev(w-a) = a- rev(w) aer,wex”
b) Die Idee ist hier, die Kanten im Automaten “umzudrehen”, also in M,e, eine a-Transition von g nach ¢’ zu

erlauben, wenn es in M eine a-Transition von ¢’ nach g gab. Der Startzustand in M wird dann zum einzigen
Endzustand von M,,. Als Startzustande in M, wollen wir eigentlich die Endzustande von M zulassen.
Da aber auch e-NFAs einen eindeutigen Startzustand haben miissen, fiihren wir einen neuen, eindeutigen
Startzustand ein, der per e-Transition mit den Endzustanden von M verbunden wird.

Sei M =(Q, %,9, qo, F). Mit einem neuen Zustand gs (d.h. gs € Q) ist My, := (QU{qs}, =, drev, Gs, {0 }).
Dabei ist 0., wie folgt definiert:

{deQla=0d(d.a)} a#as
6rev(Qva): F g=qgsNa=¢€
0 g=qsNa#e
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c) Wir miissen nun beweisen, dass L(M,,) = rev(L(M)) gilt. Wir zeigen dafiir die allgemeinere Aussage

5(q.w) =q < q € be(q, rev(w)) fiir alle g, ¢ € Q (d.h. fiir alle Zustande auBer dem neu eingefiihrten
Startzustand gs) per Induktion iiber die Wortlange |w/.

Im Induktionsanfang ist die Linge 0, also w = €. Dann gilt §(q,€) = g und d,e,(q. €) = {q}.

Im Induktionsschluss setzen wir fir w = w’ - a, a € ¥ voraus, dass die Aussage fiir w’ gilt. Sei nun
5(q,w) = ¢ mit §(q, w') = G und 6(§, a) = q'. Nach Konstruktion von 6,e, gilt dann auch § € 8,e,(¢', a).
Nach unserer Induktionshypothese gilt auBerdem S(q, w) =§< qc¢€ S,ev(d, rev(w’)). Zusammen mit
G € 8rev(q', a) folgt damit direkt auch g € d,e,(q’, a- rev(w’)) = drer (¢, rev(w’ - a)) = 0ren (¢, rev(w)) &
o(g.w)=4q".

Damit gilt w € L(M) & §(qo.w) = f € F < qo € §,e(f, rev(w)). Da nach Konstruktion 8,e,(gs, €) =

e—Huelle(qs) = F, gilt dies genau dann wenn gg € dre,(gs, rev(w)) und damit gilt rev(w) € L(M,,) &
w e L(M).

Tutoraufgabe 3 (Potenzmengenkonstruktion):

Sei X :={ab,..., z} ein Alphabet. Der folgende NFA akzeptiert alle Worter, die mindestens einmal das Wort
innig enthalten, also die Sprache X*innigZ*. Um die Darstellung des Automaten zu vereinfachen, nutzen wir die
verkiirzende Schreibweise, die in Tutoraufgabe 4 auf dem zweiten Ubungsblatt eingefiihrt wurde, und erlauben es,
Transitionen mit Mengen von Symbolen zu beschriften.

Geben Sie den Potenzautomaten fiir diesen NFA an, um einen DFA zu erhalten, der dieselbe Sprache akzeptiert.
Wie in der Vorlesung diirfen Sie nicht erreichbare Zustdande weglassen.

LOsung:

Folgende Tabelle veranschaulicht die Konstruktion des Potenzautomaten.

g i n >\{g,i,n} €F'?

{1, qa} {a} {q1. 2. g5} {a} {a}
{91, g2, g5} {a1. a6} {q1. a2} {q1. a3} {a1}
{a1. a6} {1, a6} {01, 92, g6} {a1. g6} {1, g6}

{a1.a2,06} | {a1.a6} {a1.92.0} {a1. 93,0}  {a1. G6}
{91, a3, g6} {a1. a6} {91, 92, G6} {91, G4, g6} {91, g6}
{91, G4, g6} {a1.96} {91.92.G5. 96} {1, g6} {1, g6}
{91, 92. G5, 6} {a1. g6} {91, G2, g6} {a1, 93, 06} {a1. g6}

{a} {a1} {a1. g2} {a} {a}
{a1. a2} {a1} {a1. a2} {a1. g3} {a}
{q1. g3} {a} {q1. ¢} {q1. as} {1}

ANENENENEN
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{a. g2, a6} {a. g2, 05, 06}) ) 2\ {7}

A

Y

" (e e o)

{a1, G5, G6} > d1, 44, de
> XA{i, n}

Hausaufgabe 4 (Potenzmengenkonstruktion): (3 Punkte)
Sei ¥ :={a, b, c} ein Alphabet. Betrachten Sie den folgenden NFA.
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Geben Sie den Potenzautomaten fiir diesen NFA an, um einen DFA zu erhalten, der dieselbe Sprache akzeptiert.
Wie in der Vorlesung diirfen Sie nicht erreichbare Zustdande weglassen.

Losung:

Folgende Tabelle veranschaulicht die Konstruktion des Potenzautomaten.

a b C e F'?
{a1} {%2. a3} {a1} 0
{92, a3} 0 {aa} {qa}
0 0 0 0
{aa} {91, a4} {aa} 0 v
{q1. as} {1, %, 93, a2} {q1. 94} 0 v
{01, 2. 93, aa} {01, a2, 93,94} {a1, 04} {aa} v

Tutoraufgabe 5 (Simulation):
Gegeben sei folgender NFA iiber dem Alphabet © = {a, b, c}.
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Geben Sie an, wie sich der Algorithmus zur Simulation dieses NFAs bei Eingabe der folgenden Worter verhalt. Es
geniigt dabei, die Menge S nach jeder lteration des Simulationsverfahrens aus der Vorlesung und den Riickgabewert

anzugeben.
a) ababc
b) bcbca
LOsung:
Iteration S
0 {1}
1 {q2, 94}
a) 2 {a1, qa}
3 {®. qa}
4 {a1. qa}
5 {q1. @2}
Riickgabe: false
Iteration S
0 {a}
1 {a3. qa}
b) 2 {a2, qu}
3 {91, qa}
4 {q1. ¢}
5 {q. as}
Riickgabe: true

Hausaufgabe 6 (Simulation):

Gegeben sei folgender NFA iiber dem Alphabet > = {a, b, c}.

(1 + 1 = 2 Punkte)
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a,b

Geben Sie an, wie sich der Algorithmus zur Simulation dieses NFAs bei Eingabe der folgenden Worter verhalt. Es
geniigt dabei, die Menge S nach jeder Iteration des Simulationsverfahrens aus der Vorlesung und den Riickgabewert

anzugeben.

a) bacabbac

b) ababca
Losung:
Iteration S
0 {a1}
1 {a}
2 {%. a3}
3 {94}
a
b4 e
5 {q1. aa}
6 {q1. as}
7 {q2. g3, qa}
8 {qa}
Riickgabe: true
Iteration S
0 {1}
1 {a2. a3}
2 {as}
b
)3 {as)
4 {a1. qa}
5 {a}
6 {q. g3}
Riickgabe: false
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Tutoraufgabe 7 (Thompson-Konstruktion):

Erzeugen Sie mit der Thompson-Konstruktion einen NFA (mit e-Transitionen) zum regularen Ausdruck a*(a+b).

Losung:

Hausaufgabe 8 (Thompson-Konstruktion): (3 Punkte)

Erzeugen Sie mit der Thompson-Konstruktion einen NFA (mit e-Transitionen) zum regularen Ausdruck (a- b*) +

((e-0)-b).

Losung:

Tutoraufgabe 9 (Thompson-Konstruktion):

Sei «a ein beliebiger regularer Ausdruck. In der Vorlesung wurde die Thompson-Konstruktion fiir o*, allerdings
nicht fir a™ vorgestellt. Da a™ := a - a* definiert wurde, ist das allerdings kein groBes Problem. Trotzdem ist es
manchmal hilfreich, die Thompson-Konstruktion auch direkt fiir a™ anwenden zu kdnnen.

Erweitern Sie die Thompson-Konstruktion so, dass fiir jeden Ausdruck a™ direkt ein Automat konstruiert wird,
der auf dem Automaten fiir a basiert. Hierbei sollte der fiir at erzeugte Automat weniger Transitionen haben
als der Automat, der von der Thompson-Konstruktion fiir a* erzeugt wird. Der entstehende Automat sollte
nur einen Endzustand haben, der Endzustand sollte keine ausgehenden Kanten und der Startzustand sollte keine
eingehenden Kanten haben.

Losung:
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Hausaufgabe 10 (Thompson-Konstruktion): (3 Punkte)

Sei «a ein beliebiger regularer Ausdruck. Um Wiederholungen der von diesem Ausdruck erkannten Worter aus-
zudriicken, gibt es die reguldren Ausdriicke € (o 0-mal), o (@ 1-mal), a® (a min. 1-mal) und a* (a beliebig
oft).

Unter Umstanden ist es aber auch interessant, ein eigenes Konstrukt fiir die 0-malige bis 2-malige Anwendung
von a zu haben. Sei a™ := € + a + a - a eine entsprechende Erweiterung der reguliren Ausdriicke.

Erweitern Sie die Thompson-Konstruktion so, dass fiir jeden Ausdruck U direkt ein Automat konstruiert wird,
der auf dem Automaten fiir o basiert. Hierbei sollte der fiir o™ erzeugte Automat maximal so viele Zustinde
haben wie der Automat, der von der Thompson-Konstruktion fiir o - a erzeugt wird. Der entstehende Automat
sollte nur einen Endzustand haben, der Endzustand sollte keine ausgehenden Kanten und der Startzustand sollte
keine eingehenden Kanten haben.

Hinweis: Bis auf den Endzustand darf jeder Zustand beliebig viele ausgehende Transitionen haben. AuBerdem darf
bis auf den Startzustand jeder Zustand beliebig viele eingehende Transitionen haben.

LOsung:

Tutoraufgabe 11 (e-Kanten entfernen):

Sei > :={a, b, ¢, d} ein Alphabet. Geben sie zu den folgenden e-NFAs jeweils einen NFA ohne e-Transitionen an,
der dieselbe Sprache erkennt.

a)
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b)

d)

10
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LOsung:

Sei ¥~ :={a, b, ¢, d} ein Alphabet. Geben sie zu den folgenden e-NFAs jeweils einen NFA ohne e-Transitionen an:

a)

b)

11



11 Formale Systeme, Automaten, Prozesse SS 2010

Musterlosung - Ubung 3

Informatik Il

d)

Hausaufgabe 12 (e-Kanten entfernen): (2 + 2 = 4 Punkte)

Sei ¥~ :={a, b, ¢, d} ein Alphabet. Geben sie zu den folgenden e-NFAs jeweils einen NFA ohne e-Transitionen an,
der dieselbe Sprache erkennt.

12
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b)

LOsung:

b)

13
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Tutoraufgabe 13 (Abschlusseigenschaften):

Die Sprache L = {a"b" | n > 0} liber dem Alphabet = = {a, b} ist nicht reguldr. Benutzen Sie die Abschlussei-
genschaften reguldrer Sprachen, um zu zeigen, dass folgende Sprachen ebenfalls nicht regular sind.
Hinweis: Sie diirfen fiir jede Teilaufgabe benutzen, dass die Sprachen vorheriger Teilaufgaben nicht regular sind.

a) Ly={a"b" | mn>0,m+n>0m#n}UX*bar*
b) L, ={a"b" | m,n>0 m#n}UL*bal*
c) Ls={b"a" | n=0}

Losung:
a) L=3*\L;.
b) L, = Lo.

c) L = h(L3) mit h(a) = b und h(b) = a. Die Funktion h ist ein Homomorphismus, da offensichtlich h(ww’) =
h(w)h(w’). In der Tat ist h sogar ein Isomorphismus.

14
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Hinweise:

e Die Hausaufgaben sollen in Gruppen von je 2 Studierenden aus dem gleichen Tutorium bearbeitet werden.

e Die Losungen der Hausaufgaben miissen bis Mi., 19.05.2010 im Tutorium abgegeben werden. Alternativ ist
es bis 17 Uhr moglich, diese in den Kasten im Flur des LuFG 12 einzuwerfen (Ahornstr. 55, E1, 2. Etage).

e Namen und Matrikelnummern der Studierenden sowie die Nummer der Ubungsgruppe sind auf jedes Blatt
der Abgabe zu schreiben. Heften bzw. tackern Sie die Blitter!

e Die Tutoraufgaben werden in den jeweiligen Tutorien gemeinsam besprochen und bearbeitet.

Tutoraufgabe 1 (Homomorphismen auf DFAs):
Betrachten Sie die beiden folgenden DFAs M und M.

a) Gibt es einen Homomorphismus von M nach M’? Begriinden Sie lhre Antwort.

b) Gibt es einen Homomorphismus von M’ nach M? Begriinden Sie lhre Antwort.

LOsung:

a) Nein. Der Zustand go kann nicht gleichzeitig auf die Zustande g} und ¢, abgebildet werden. Ebenso kann g;
nicht gleichzeitig auf ¢} und ¢4 abgebildet werden. Letzteres ist allein schon nétig, um die erste Bedingung
fiir einen Homomorphismus zu erfiillen, wahrend die dritte Bedingung fiir einen Homomorphismus beide
Abbildungen benétigen wiirde. Denn mit dem Wort aa erreicht man von g} den Zustand g5 und umgekehrt,
wahrend man von ¢y aus wieder gqo erreicht. Genauso verhélt es sich bei den Zustanden g1, g5 und g;.

b) Ja. Die Funktion h mit h(q}) = h(g5) = qo und h(q}) = h(q5) = g1 ist ein solcher Homomorphismus.
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Hausaufgabe 2 (Homomorphismen auf DFAs): (4 + 3 = 7 Punkte)
Sei ¥ ein Alphabet.

a) Beweisen Sie die folgende Aussage:

Seien M = (Q,%,4,q0, F), M = (Q', X, &, g}, F") zwei beliebige DFAs und sei h: Q@ — Q' ein Homomor-
phismus von M nach M'. Dann gilt L(M) = L(M").

Hinweis: Zeigen Sie zunichst, dass fiir alle w € =* gilt: h(8(qo, w)) = 8'(h(qo), w). Verwenden Sie hierzu
Induktion uber die Lange des Wortes w.
b) Geben Sie zwei DFAs M und M’ iiber dem Alphabet > = {a, b} an, die alle folgenden Eigenschaften erfiillen:
L(M) = L(M')
e Es existiert kein Homomorphismus h von M nach M’

Es existiert kein Homomorphismus A von M’ nach M

M und M’ haben jeweils maximal 4 Zustande

LOsung:

a) Da h ein Homomorphismus ist, gilt:
(1) h(g) e FFeqgeF
(2) h(ao) = ag
(3) h(6(q.a)) =d&'(h(q), a)

Wir zeigen zunichst, dass (1) h(3(qo, w)) = & (h(qo), w) per Induktion iiber |w|.

V]
Im Induktionsanfang ist w = € und h(6(qo, €)) = h(qo) @ ah = 6'(db, €) @ §'(h(qo), €).
Als Induktionshypothese nehmen wir an, dass (1) fiir w’ € ©* gilt.
Im Induktionsschritt ist nun w = w’amit a € . Es gilt h(6(go, w)) = h(8(qo, w'a)) = h(5(8(qo, w'), a)) &)
8'(h(8(q0. w')), a) £ 8'(8'(h(ao). w'), a) = &(h(qo), w'a) = &'(h(qo), w).
Damit gilt:
Vwer:wel(M) e welL(M)
Yw e X 8(qo, w) € F < 6(qh,w) € F

=
=
I
=
<
¢ 9

—
N
=

=0

Yw e S*: (g0, w) € F < 8 (h(qo), w) € F'

Y vwe s 8(q w) € F e h(§(qo,w)) € F'

VYw e ¥ 6(qo, w) € F < h(8(qo, w)) € F/ gilt wegen (1).
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Beide DFAs akzeptieren die Sprache L = {w € {a,b}* | |w| > 2}. Der Zustand q; lasst sich nicht
gleichzeitig auf g; und ¢, abbilden, wihrend g5 nicht gleichzeitig auf g» und g3 abgebildet werden kann.
Ersteres ist notig, da man von g aus mit a den Zustand g} erreicht, wahrend man mit b den Zustand
g5 erreicht. Von qo aus erreicht man allerdings mit beiden Worten den Zustand q;. Letzteres ist nétig, da
man von do aus mit aa den Zustand ¢, erreicht, wahrend man mit ab den Zustand g erreicht. Von gf, aus
erreicht man allerdings mit beiden Worten den Zustand gs.

Tutoraufgabe 3 (Myhill-Nerode-Relation):

Bestimmen Sie fiir die folgenden Sprachen L; iiber den Alphabeten ¥; die Menge der Aquivalenzklassen ¥*/ =/,
Geben Sie fiir die Sprachen L;, fiir die diese Menge endlich ist, einen minimalen DFA an, der L; erkennt. Geben
Sie firr die anderen Sprachen fiir alle Paare [w]=, # [w], ein trennendes Wort u an, so dass wu € L; und
w'ué L gilt.

a) Seien ¥; :={a,b}* und L1 :={w € ¥; | w enthilt ab oder aa}

b) Sei ¥ := {0, 1}".

Wir fiihren die “Gewichtsfunktion™” weight : {0, 1}* — Ny ein, die die Quersumme einer Binarzahl berechnet:

weight(e) :=0
weight(w - a) := weight(w) + a ac€{0,1},wed{0,1}*

Ly :={w € ¥} | Ik € Ng : weight(w) = 2k}
c) Seien X3 :={0,1}* und L3 :={w e X} |IneNy:w=1"01"}

Losung:

Wir verwenden im folgenden die Schreibweise [w] statt [w]=, fiir ein w € ¥;, die Sprache L; ist vom Kontext
eindeutig festgelegt.

a) 7/ =1,= {le, [al, [ab]}
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b)

Die Aquivalenzklassen entsprechen jeweils den Mengen aller Wérter, die die gleiche Anzahl von 1en enthalten:
Y*/ =,={{w e {0,1}* | weight(w) = k} | k € No}
Seien nun [w] # [w'] € £*/ =,,. Wir setzen m = weight(w) und m’ = weight(w’). Nach Voraussetzung

wissen wir, dass m # m’. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit fordern wir m < m’ (dies kann durch
Vertauschen von w, w' erreicht werden).

Wir wollen ein trennendes Wort u finden, so dass w-u € L, und w'-u & L, gilt. Betrachten wir zuerst zwei
Spezialfalle:

Fall m = 0 und m’ # 2K — 1 fiir ein k € Np: Dann gilt fir v = 1, dass w -1 € L,VWw € [w] und
w1 ¢ Lyw' € [w].

Fall m = 0 und m" = 2K — 1 fiir ein k € Ng: Dann gilt fiir u = 11, dass w - 11 € L,YWw € [w] und
w11 & LoVw! € [w].

Wir betrachten nun die verbliebenen Félle, d.h. 1 < m < m’. Seien | = [loga(m)] und I' = [log>(m')], d.h.
die kleinsten natiirlichen Zahlen mit 2/=* < m < 2/ und 2/~ < m’ < 2'. Aus m < m' folgt hier insbesondere
auch / < I'. Mit § = 2/ — m (bzw. &' = 2" — m’) beschreiben wir nun also die Differenz zwischen m (bzw.
m’) und der nichstgroBeren Zweierpotenz 2! (bzw. 2").

Im Fall § # &' ist u = 1° ein trennendes Wort, da dann * weight(\w - u) = m+§ = 2' und weight(w’ - u) =
m + 8 # 2" fir alle w € [w], w’ € [w] ist. Da auBerdem / < /' gilt, wissen wir, dass m’ + §' < 2"+ gilt.
Damit ist dann W-u € Lo und W' - u & Lo.

Im Fall § = ¢ folgt direkt / < /'. Dannist u = 19+2' ¢in trenndes Wort, da dann weight(w-u) = m+6+2' =
2/ + 2/ =211 und weight(w’ - u) = m' +§ + 2/ = 2" + 2/ < 2/ folgt.

C3 ={1"}
C3k:={1"01""%| n € No}

Y =1,= U {C4, CTYU{{1701% | k > n} U {wOw'Ow” | w, W/, w" € ¥*}
i€Ng

Hierbei entsprechen die Elemente von CJ den Wortern, in denen bereits n mal die 1 gelesen wurde; die C3*
sind die Worter, in denen noch k len “fehlen” und in der letzten Aquivalenzklasse liegen all die Worter, die
nicht Prefix eines Wortes der Sprache sind.

Seien nun [w], [w'] zwei Aquivalenzklassen mit [w] # [w/].

Fall w = C} fiir ein t € No: Mit u = 01% gilt w - u € L, aber nicht w’ - u € L. Ist w’ von der Form 1t mit
t' # t, ist dies klar. Fiir alle anderen Falle enthalt w’ - u mehr als einmal die 0 und kann daher nicht in der
Sprache liegen.

Fall w = G5 fiir ein t € Ng: Mit v = 1% gilt w - u = 1701""* - 1* = 1701" € L. Ist w’ von der Form 1t
enthilt w’ - u keine 0 und ist daher nicht in der Sprache. Ist w’ von der Form 101X mit t # t' = | — k, ist
w’ - u ebenfalls nicht in L. Ist w’ eines der “ungiiltigen” Prefixe, gilt generell w’ - u & L.

LAn dieser Stelle sei bemerkt, dass weight ein Monoid-Homomorphismus von ({0, 1}*,-) nach (Ng, +) ist.
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Hausaufgabe 4 (Myhill-Nerode-Relation): (2 + 3 + 2 = 7 Punkte)

Bestimmen Sie fiir die folgenden Sprachen L, iiber den Alphabeten ¥; die Menge der Aquivalenzklassen /=,
Geben Sie fiir die Sprachen L;, fiir die diese Menge endlich ist, einen minimalen DFA an, der L, erkennt. Geben
Sie fir die anderen Sprachen fiir alle Paare [w]=, # [w]z, ein trennendes Wort u an, so dass wu € L; und
w'ué L gilt.

a) Seien ¥4 :={a, b} und Ly :={w € T} | w enthilt aba oder abba}
b) Seien ¥5:={0,1,..., 9} und Ls :={w € £ | w durch 3 teilbare Dezimalzahl } ={0,3,6,9,12,...}

Dabei sind Dezimalzahlen all die Ziffernfolgen, die entweder die 0 sind oder nicht mit 0 beginnen.

Hinweis: Um herauszufinden, ob eine Dezimalzahl z durch 3 teilbar ist, kann man die Quersumme g der
Zahl bilden und stattdessen (iberpriifen, ob g durch 3 teilbar ist. Genau dann, wenn dies der Fall ist, ist auch
z durch 3 teilbar.

c) Sei Y5 :={0,1}
Wir erinnern an dup : £* — X* aus Tutoraufgabe 1 von Ubungsblatt 3:

dup(e) =€
dup(w - a) := dup(w)-a-a aer,wex”

Le :={wexi|aw {1} :w=w0-dup(w)}

LOsung:

a) 7/ =1,= {le [al. [ab], [abb], [aba] }

b) ¥/ =.,= {l¢]. [0]. [00]. [1]. [2], [3]}
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0,3,6,9

c) Wir konnen auch eine alternative Schreibweise fiir Lg angeben:
Le ={w € {1,0}* | In € Ny : w = 170127}

Damit kdnnen wir analog zur Tutoraufgabe 3(c) die folgenden Aquivalenzklassen benennen:
cg={1"}
Cok:={1"01>""% | n € No}
YY) =1,= U {CL CaYU{{1701% | k > 2n} U {wOow/'Ow" | w, W', w" € T*}

i€Np

Hierbei entsprechen die Elemente von CZ den Wértern, in denen bereits n mal die 1 gelesen wurde; die Cg *
sind die Worter, in denen noch k 1len “fehlen” und in der letzten Aquivalenzklasse liegen all die Worter, die
nicht Prefix eines Wortes der Sprache sind.

Seien nun [w], [w'] zwei Aquivalenzklassen mit [w] # [w/].

Fall w = C¢ fiir ein t € No: Mit u = 012 gilt w- u € L, aber nicht w’-u € L. Ist w’ von der Form 1t mit
t' # t, ist dies klar. Fiir alle anderen Fille enthalt w’ - u mehr als einmal die 0 und kann daher nicht in der
Sprache liegen.

Fall w = Cg* fiir ein t € No: Mit u = 1t gilt w - u = 1"01?""t. 1t = 1"01%" € L. Ist w’ von der Form 1%,
enthilt w’ - u keine 0 und ist daher nicht in der Sprache. Ist w’ von der Form 1/01% mit t # t/ = 2/ — k, ist
w’ - u ebenfalls nicht in Lg. Ist w’ eines der “ungiiltigen” Prefixe, gilt generell W’ - u & Lg.
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Tutoraufgabe 5 (Sprach-Index):
Kann es einen NFA M = (Q, X, 4, qo, F) geben, bei dem |Q| kleiner ist als der Index von = y?

Losung:

Ja! Es reicht, einen entsprechenden NFA und den passenden minimalen DFA anzugeben:

NFA M iiber ¥ = {a}: ‘

minimaler DFA M’ mit L(M) = L(M'):

Hausaufgabe 6 (GroBenabschitzung fiir Automaten): (3 Punkte)

Sei M =(Q,Z,0 qo, F) ein NFA mit |Q| = 16 Zusténden. Kann ein Automat M’ = (Q', X, &', g, F') existieren,
der ein minimaler DFA mit |Q'| = 76543 und L(M) = L(M’) ist? Begriinden Sie Ihre Antwort.

Losung:

Nein. Durch die Potenzmengenkonstruktion fiir M erzeugt man einen DFA M” mit L(M) = L(M"). Die Kon-
struktion erzeugt dabei maximal einen Zustand pro Menge von Zustinden aus Q. Es gibt daher maximal 2/9l =
|P(Q)| = 21° = 65536 Zustinde in M”. Da L(M') = L(M) = L(M") gilt und der DFA M" weniger Zustande als
M’ hat, kann M’ kein minimaler DFA fiir L(M) sein.

Tutoraufgabe 7 (Vergleich ~ und =)):

Der folgende Automat erkennt die Sprache L. Geben Sie zwei Worter u, v € {a, b}* an, fiirdie u =, vund u % v
gilt. Hierbei bedeutet u ~ v < 0(qo, ) = 0(qo, v). Geben Sie ausserdem [u]~., [v]~, [u]=, und [v]z, in Form von
reguldren Ausdriicken an.




11 Formale Systeme, Automaten, Prozesse SS 2010

Musterlosung - Ubung 4

Informatik Il

LOsung:

Wir wihlen v = a und v = b. Aus der Definition von ~ ergibt sich [w]. = { w’ | §(go, w') = §(qo, w) }. Es folgt
somit [a]~ = (a+ bb)(bb)* und [b].. = (ab+ b)(bb)*.

Die Aquivalenzklassen von =, beschreiben die Worter, die durch Anhingen von Suffixen beziiglich der Sprache L
nicht unterschieden werden konnen. Es gilt [a]lz, = (a + b)b* = [b]=, .

Hausaufgabe 8 (Minimalitat): (3 Punkte)

Beweisen Sie, dass folgender DFA minimal ist. Verwenden Sie hierzu den Satz von Myhill-Nerode.

LOsung:

Da der Automat 3 Zustande besitzt, kann die Nerode-Kongruenz der von ihm erkannten Sprache hochstens 3
Aquivalenzklassen besitzen. Wir betrachten die Aquivalenzklassen von ~, die nach Lemma 2.6.2 eine Verfeinerung
der Klassen von =, darstellen.

o [el = {we{a b} | §(q w) = qo}
o [l ={w e {a b} | (g w)=ar}
o [bl. = {w € {a b} | (q, w) = a2}

Es bleibt zu zeigen, dass diese Klassen keine echte Verfeinerung beziiglich =; sind. Dafiir geben wir fiir aus je
zwei Klassen Elemente an, die sich beziiglich =; unterscheiden.

e Fiir [¢]~ und [a].: €e € L, aber ae ¢ L,
e fiir [a]. und [b]~: aa ¢ L, aber ba € L und
e fiir [b]~ und [€]~: be & L, aber ec € L.

Somit hat ein minimaler Automat, der die Sprache L erkennt mindestens 3 Zustande.
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Tutoraufgabe 9 (Myhill-Nerode-DFA und Aquivalenzklassen):
Sei [e]z, NL = 0. Zeigen Sie, dass der Startzustand im Myhill-Nerode-DFA zu L kein Endzustand ist (go ¢ F).

LOsung:

Aus der Konstruktion des Myhill-Nerode-DFA folgt, dass [¢]=, der Startzustand des Automaten ist. Es gilt offen-
sichtlich, dass € € [e]=, enthalten ist. Mit [e]z, N L = () folgt € ¢ L. Der im Automaten fiir € erreichte Zustand
ist der Startzustand und darf also kein Endzustand sein.

Hausaufgabe 10 (Abschitzung von =) ): (4 Punkte)

Sei L eine reguldre Sprache. Fiir diese Sprache ist [€]=, NL = @ bekannt (also kein Wort aus dieser Aquivalenzklasse
ist in der Sprache L enthalten). Weiterhin gilt [¢]=, = [a]z,. Zudem ist [ab]=, C L bekannt (also alle Worter
in dieser Aquivalenzklasse sind auch in der Sprache L enthalten). Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?
Begriinden Sie lhre Antworten.

Hinweis: Versuchen Sie, den Myhill-Nerode-DFA fiir L so weit wie mdglich zu konstruieren!

Losung:

1. L=0
2. |aaaalz, NL=10
3. [aaaalz, C L

4, bEL ab

1. Falsch. Offensichtlich gilt ab € [ab]=,, also [ab]=, # 0. Allgemein kann keine Aquivalenzklasse [w]=, leer

sein, da jeweils der Reprasentant w enthalten ist. Mit [ab]=, C L folgt ab € L. Die erste Aussage ist also
falsch.

. Wahr. Aus [e]z, N L = @ folgt, dass der Startzustand des Myhill-Nerode-DFA kein Endzustand ist. Aus

€ € [e]z, und € -a = a € [a]z, = [e]z, folgt, dass es eine a-Schleife fiir den [e]=,-Zustand (also dem
Startzustand) geben muss. Bisher ergibt sich also folgender Myhill-Nerode-DFA:
a

An diesem einen Zustand kann man schon ablesen, dass die Worter ¢, a, aa, aaa, aaaa, . .. sowohl in der
gleichen Aquivalenzklasse liegen als auch nicht in der Sprache L enthalten sind. Die zweite Aussage ist also
wahr.

. Falsch. Da aaaa € [aaaa]=, gilt, ist [aaaa]=, also nicht leer. Aus der zweiten Aussage folgt dann, dass die

dritte Aussage falsch ist.
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4. Wahr. Da [e]z, = [a]lz, "L = (@ und [ab]=, C L gelten, folgt [e]=, # [ab]=,. Im Myhill-Nerode-DFA existiert
also ein Zustand zu [ab]=,, welcher b-Nachfolger vom Zustand fiir [a]z, = [€]=z, ist. Dieser Zustand fiir
[abl=, muss ein Endzustand sein, da [ab]=, C L gilt.

a

Am bisher konstruierten Automaten kann man ablesen, dass [b]=, = [ab]=, gelten muss, also auch b = ab.

10
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Prof. Dr. J. Giesl

Hinweise:

M. Brockschmidt, F. Emmes, C. Fuhs, C. Otto, T. Stroder

e Die Hausaufgaben sollen in Gruppen von je 2 Studierenden aus dem gleichen Tutorium bearbeitet werden.

e Sie konnen die Losungen zu diesem Aufgabenblatt bei der Prasenziibung am Di., 01.06.2010 abgeben.
Alternativ ist es bis Mi., 02.06.2010 17 Uhr moglich, diese in den Kasten im Flur des LuFG 12 einzuwerfen

(Ahornstr. 55, E1, 2. Etage).

e Namen und Matrikelnummern der Studierenden sowie die Nummer der Ubungsgruppe sind auf jedes Blatt
der Abgabe zu schreiben. Heften bzw. tackern Sie die Blitter!

e Die Tutoraufgaben 1, 3 und 7 werden in den jeweiligen Tutorien gemeinsam besprochen und bearbeitet.
Die Tutoraufgabe 5 zum Pumping Lemma wird in der Globaliibung am 21.05.2010 besprochen.

e Bitte melden Sie sich bis zum 21.05.2010 im Ubungssystem fiir die Prisenziibung an!

e Am Mi., 02.06.2010 werden keine Tutorien stattfinden.

Tutoraufgabe 1 (DFA Minimierung):

Verwenden Sie den schnellen Markierungsalgorithmus aus der Vorlesung um folgenden DFA zu minimieren. Geben
Sie in der Losung die beim Anwenden des Algorithmus entstehende Tabelle und den minimalen Automaten an.

LOsung:

2 X1

3 X0 X0

4 (3,5) X3 X0

5 X0 X0 (2,6), Xg X0

6 X5 (3.5), Xg X0 X7 xo |
[ 1 | 2 3 4 5 \

In einem ersten Schritt markieren wir mit xq all die Zellen, die Paaren von Zustanden {p, g} entsprechen, fiir die

p€ Fund g € F gilt.

Nun durchlaufen wir alle Paare {p, g} von Zustdnden, indem wir die Tabelle von oben nach unten und von links
nach rechts durchlaufen. Dabei iiberpriifen wir jeweils, ob §(p, a) und §(q, a) bereits unterscheidbar sind. Ist dies
der Fall, fiigen wir ein x; ein, ansonsten markieren wir in der Zelle fiir das Paar {6(p, a),0(q, a)}, dass {p, q}
dann unterscheidbar sind, wenn {§(p, a), d(q, a)} unterscheidbar sind:
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1. Paar {q1, g2}
a 6(q1,a) = qa, 6(qo, @) = g3, {qo, g3} unterscheidbar = Fiige x1 in Zelle {q1, g-} ein.

2. Paar {q1, qa}:
a 0(q1,a) = qa, 6(qa, @) = q4, {q4, g4} nicht unterscheidbar.
b 6(qg1, b) = g2, (qa, b) = g2, {g2, g2} nicht unterscheidbar.

3. Paar {g2, gs}:
a 6(gz, a) = g3, 6(q4, @) = qa, {gs. g4} unterscheidbar = Fiige x3 in Zelle {g, g4} ein.

4. Paar {qs, gs}:
a 0(q3, @) = q1. 6(gs, @) = qa. {q1, g4} nicht unterscheidbar. = Fiige (3,5) in Zelle {q1, g4} ein.
b (g3, b) = gs, 6(gs, b) = G2, {92, gs} noch nicht unterscheidbar = Fiige (3,5) in Zelle {g2, g¢} ein.

5. Paar {q1., qs}:
a 0(q1,a) = qa, 6(gs, a) = Gs, {q1., gs} unterscheidbar = Fiige x5 in Zelle {q1, gs} ein.

6. Paar {q2, g5}
a 6(gz, a) = g3, 6(gs, a) = gs, {q3, gs} noch nicht unterscheidbar = Fiige (2, 6) in Zelle {gs, g5} ein.

b 6(qz, b) = q», 6(qs, b) = g3, {a», g3} unterscheidbar = Fiige Xg in Zelle {g», g5} ein. Folge Verweis
auf {gs, gs} und fiige dort ebenfalls x4 ein.

7. Paar {qa, g6}
a 6(qa,a) = qa, 6(gs. @) = Gs. {qa. g5} unterscheidbar = Fiige x7 in Zelle {qs, g} ein.

Insgesamt konnen wir also schlieBen, dass nur die Zustande g; und g4 verschmolzen werden konnen. Es ergibt
sich der folgende minimale Automat:

Hausaufgabe 2 (DFA Minimierung): (4 Punkte)

Verwenden Sie den schnellen Markierungsalgorithmus aus der Vorlesung, um folgenden DFA zu minimieren. Geben
Sie in der Losung die beim Anwenden des Algorithmus entstehende Tabelle und den minimalen Automaten an.
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Losung:

2 X1

3 X0 X0

4 X3 (1,4), X3 X0

5 X9 X5 X0 (1,4), (1,5), Xg

6 X7 |ws).@5).16  Xo (4.5), Xg X100 |
[ 3 4 [ 5 ]

In einem ersten Schritt markieren wir mit xq all die Zellen, die Paaren von Zustanden {p, g} entsprechen, fiir die
p € Fund g ¢ F gilt.

Nun durchlaufen wir alle Paare {p, g} von Zustdnden, indem wir die Tabelle von oben nach unten und von links
nach rechts durchlaufen. Dabei tiberpriifen wir jeweils, ob §(p, a) und 8(q, a) bereits unterscheidbar sind. Ist dies
der Fall, fiigen wir ein x; ein, ansonsten markieren wir in der Zelle fiir das Paar {6(p, a),0(q, a)}, dass {p, q}
dann unterscheidbar sind, wenn {§(p, a), 8(q, a)} unterscheidbar sind:

1. Paar {q1, q-}:
a 6(q1,a) = g2, 6(q2, a) = g2, {q2, g2} nicht unterscheidbar.
b 6(q1, b) = qa, 6(go, b) = g3, {q3, g4} unterscheidbar = Fiige x; in Zelle {q1, ¢»} ein.

2. Paar {q1, a4 }:
a 0(q1,a) = g2, 0(qa, @) = Ga, {92, g4} noch nicht unterscheidbar = Fiige (1,4) in Zelle {q, g4} ein.
b 6(qg1, b) = qa, 6(qa, b) = g5, {q4, gs} noch nicht unterscheidbar = Fiige (1,4) in Zelle {q4, g5} ein.

3. Paar {q2, q4}:
a 0(q2,a) = g2, 6(qa, @) = g4, {92, g2} noch nicht unterscheidbar.

b 6(qgo, b) = g3, 8(qa, b) = g5, {gs, g5} unterscheidbar = Fiige x3 in Zelle {g, g4} ein. Folge Verweis
auf {q1, g4} und fiige dort ebenfalls x3 ein.

4. Paar {q1, gs}:
a 0(q1.a) = qo, 6(gs, a) = g6, {2, g5+ noch nicht unterscheidbar = Fiige (1,5) in Zelle {q», g¢} ein.
b 6(q1, b) = qs, 6(gs, b) = gs, {qa, g5} noch nicht unterscheidbar = Fiige (1,5) in Zelle {q4, g5} ein.

5. Paar {q2, g5}
a 6(gz,a) = g, 6(gs, a) = gs, {qo, gs} noch nicht unterscheidbar = Fiige (2,5) in Zelle {go, gs} ein.
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b 0(qz, b) = gs,

a 0(qs, a) = qa,

b 0(qas, b) = gs,
Paar {qg1. gs}:

a 6(qu.a) = q,

b (g1, b) = qa,
Paar {g2, s }:

a 0(qz, a) = qo,

b (a2, b) = g,

Paar {qa, gs }:

a 6(qa, a) = qa,

d(gs, b) = g5, {gs, g5} unterscheidbar = Fiige x5 in Zelle {qg>, g5} ein.

0(gs, @) = @6, {qa. gs} noch nicht unterscheidbar = Fiige (4,5) in Zelle {qa, gs} ein.
d(gs, b) = gs, {gs, gs} nicht unterscheidbar.

0(gs, @) = @6, {G2, s} noch nicht unterscheidbar = Fiige (1,6) in Zelle {2, gs} ein.
5(gs, b) = g3, {qa, g3} unterscheidbar = Fiige x7 in Zelle {q1, gs} ein.

0(ds, @) = g6, {q2., gs} noch nicht unterscheidbar.

d(gs, b) = g3, {93, g3} nicht unterscheidbar.

(6.

a) = gs, {94, g6} noch nicht unterscheidbar.

b 5(qa, b) = gs, 6(gs. b) = g3, {q3, g5} unterscheidbar = Fiige xgq in Zelle {q4, gs} ein. Folge Verweis
auf {q4, g5} und fiige dort ebenfalls xg ein. Folge Verweisen auf {q1, g4} und {g1, gs} und fiige dort
ebenfalls xg ein (wenn noch kein x vorhanden).

Paar {gs, g6 }:

a 0(gs,a) = qe, 6(gs, @) = g6, {95, g6} nicht unterscheidbar.
b 6(gs, b) = gs, 6(gs, b) = g3, {g3, g5} unterscheidbar = Fiige x1¢ in Zelle {gs, g5} ein.

Insgesamt konnen wir also schlieBen, dass nur die Zustande g und gs verschmolzen werden konnen. Es ergibt
sich der folgende minimale Automat:

Tutoraufgabe 3 (DFA in reguldren Ausdruck umwandeln):

Wandeln Sie folgenden DFA in einen regularen Ausdruck um, indem Sie Zustinde schrittweise entfernen und
die betroffenen Kanten durch reguldre Ausdriicke ersetzen. Geben Sie nach jedem Schritt den resultierenden
Automaten und zum Schluss den abgelesenen regularen Ausdruck an.
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Losung:

Im ersten Schritt wird der Zustand gs entfernt.

Im resultierenden Automaten wird nun der Zustand g4 entfernt.

* ot
4»@ b—l—(aba b>=@>:)(b+ab*a)a*b

Nun 13Bt sich das Ergebnis ablesen:

(b+ (ab*a™h))((b+ ab*a)a*b)*

Hausaufgabe 4 (DFA in reguldaren Ausdruck umwandeln): (4 Punkte)

Wandeln Sie folgenden DFA in einen regularen Ausdruck um, indem Sie Zustande schrittweise entfernen und
die betroffenen Kanten durch regulare Ausdriicke ersetzen. Geben Sie nach jedem Schritt den resultierenden
Automaten und zum Schluss den abgelesenen reguldaren Ausdruck an.
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LOsung:

Im ersten Schritt entfernen wir den Zustand go.

Der resultierende Ausdruck ist:

b*atb(batb+ (bb+ a)b*ath)*

Tutoraufgabe 5 (Pumping Lemma):

Weisen Sie mit Hilfe des Pumping Lemmas nach, dass die folgenden Sprachen nicht reguldr sind:
a) L :={0%1% | k € Ng} iiber dem Alphabet {0, 1}.
b) L, :={a¥ | k € Ny} iiber dem Alphabet {a}.
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c) Wir erinnern an die Funktion weight : {0, 1}* — Ny aus Tutoraufgabe 3(b) auf Ubungsblatt 4:
weight(e) :=0
weight(w - a) := weight(w) + a ae€{0,1},wed{0,1}*
L3 :={w € {0,1}* | 3k € Ng : weight(w) = 2K} iiber dem Alphabet {0, 1}.
d) Ly :={w € {0,1}* | w enthilt gleich viele Oen und len} iiber dem Alphabet {0, 1}.
Losung:

Alle folgenden Losungen sind nach demselben Schema aufgebaut. Wir nehmen jeweils an, dass die Sprache L;
reguldr ist. Dann muss es nach dem Pumping Lemma eine Lange n € N5 geben, so dass es fiir jedes Wort w € L;
mit |w| > n eine Zerlegung w = xyz gibt, so dass |xy| < n, y # € und xy'z € L; fiir alle i € Ny gilt. Wenn wir
fiir jede solche Zerlegung ein i angeben kénnen, so dass xy'z & L; gilt, muss die Annahme, dass L; regular ist,
falsch sein.

a)

b)

d)

Wir wihlen das Wort w = 071" € L;. Nach Pumping Lemma muss es also eine Zerlegung xyz von w
geben, so dass xy'z € L fiir alle i € Ng. Da |xy| < n gelten muss, gibt es ein £ € Ny mit £ < n, so dass
y = 0% ist.

Es muss auch xy%z = xz = 0"%1°" € L[ gelten. Da aber y # € gelten muss, ist £ > 0 und daher
0"¢127 ¢ [ ;. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme und wir kdnnen schlieBen, dass L1 nicht reguldr ist.

Wir wihlen das Wort w = a” € L,. Nach Pumping Lemma muss es also eine Zerlegung xyz von w geben,
so dass xy'z € L fiir alle j € Ng. Sei y = af fiirein £ e Ny mit 1 < £ < n.

Es muss auch xy2z = a”*¢ € L, gelten. Da aber y # € gelten muss, ist £ > 0 und daher n? +¢ > n?.
AuBerdem gilt £ < n (da |xy| < n), also auch n®> +£ < n®>+2n+ 1= (n+ 1)%. Damit gilt xy?z & L, was
ein Widerspruch zur Annahme ist. Wir konnen daher schlieBen, dass L, nicht regular ist.

Wir wihlen das Wort w = 12" € L3. Nach Pumping Lemma muss es also eine Zerlegung xyz von w geben,
so dass xy'z € L fiiralle i € Ng. Sei y = 1¢ fiirein £ e Ny mit 1 < £ < n.

Es muss auch xy?z = 12"t¢ € L3 gelten. Da aber y # € gelten muss, ist £ > 0 und daher 2" + ¢ > 2"
AuBerdem muss |xy| < n gelten. Da n > 0 gilt, impliziert das 2" +£ < 2" +n < 2™ Daher ist |xy?z| keine
Zweierpotenz und damit gilt xy?z € Ls. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme und wir kénnen schlieBen,
dass L3 nicht regular ist.

Wir wahlen das Wort w = 0"1" € L4. Nach Pumping Lemma muss es also eine Zerlegung xyz von w
geben, so dass xy'z € L, fiir alle i € Ng. Sei y = 0¢ fiir ein £ € Ny mit 1 < £ < n.

Es muss auch xy%z = 0"¢1" € L4 gelten. Da aber y # € gelten muss, ist £ > 0 und daher n — £ < n, also
insbesondere n — £ # n und damit gilt xy°z & L4. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme und wir kdnnen
schlieBen, dass L4 nicht reqular ist.

Hausaufgabe 6 (Pumping Lemma): (2 + 2+ 2+ 2 = 8 Punkte)

Weisen Sie mit Hilfe des Pumping Lemmas nach, dass die folgenden Sprachen nicht reqular sind:

a)

Ls = {a"b™ck+™m | k, m € Ny} iiber dem Alphabet {a, b, c}.
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b)
<)

Lg :={1K01% | k € Ny} iiber dem Alphabet {0, 1}.
L7 :={aP | p Primzahl} iiber dem Alphabet {a}.

d) Wir erinnern an die Funktion rev : ¥* — ¥* aus Hausaufgabe 2(a) auf Ubungsblatt 3:

Losung:

rev(e) :=¢

rev(w-a) = a- rev(w) aer,weyx”

Lg:={w-rev(w) | w e {0,1}*} iiber dem Alphabet {0, 1}.

Alle folgenden Losungen sind nach demselben Schema aufgebaut. Wir nehmen jeweils an, dass die Sprache L;
reguldr ist. Dann muss es nach dem Pumping Lemma eine Lange n € N5 geben, so dass fiir jedes Wort w € L;
mit |w| > n eine Zerlegung w = xyz gibt, so dass |xy| < n, y # € und xy'z € L; fiir alle i € Ny gilt. Wenn wir
fiir jede solche Zerlegung ein i angeben kdnnen, so dass xy'z & L; gilt, muss die Annahme, dass L; regular ist,
falsch sein.

a)

b)

d)

Wir wihlen das Wort w = a"b"c?" € Ls. Nach Pumping Lemma muss es also eine Zerlegung xyz von w
geben, so dass xy'z € Ls fiir alle / € Ng. Da |xy| < n gelten muss, gibt es ein £ € N, mit £ < n so dass
y = atist.

Es muss auch xy%z = xz = a"¢b"c?" € Ls gelten. Da aber y # € gelten muss, ist £ > 0 und daher
a"tb"c?" ¢ Ls. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme und wir kénnen schlieBen, dass Ls nicht regular ist.

Wir wahlen das Wort w = 1"01" € Lg. Nach Pumping Lemma muss es also eine Zerlegung xyz von w
geben, so dass xy'z € Lg fiir alle i € Ng. Sei y = 1¢ fiir ein £ € Ny mit 1 < £ < n.

Es muss auch xy%z = 1"7#01" € L¢ gelten. Da aber y # € gelten muss, ist £ > 0 und daher 1"7¢01" & Lg
Dies ist ein Widerspruch zur Annahme und wir kdnnen schlieBen, dass Lg nicht regulér ist.

Wir wahlen das Wort w = aP € L fiir eine Primzahl p > n. Nach Pumping Lemma muss es also eine
Zerlegung xyz von w geben, so dass xy'z € L fiir alle i € Ng. Sei y = a fiirein £ € Ny mit 1 < £ < n.

Es muss auch xyPtlz = gXIte(pt)+lzl — gixI+&tlzl+8p ¢ | o gelten. Da aber y # € gelten muss, ist £ > 0.
AuBerdem gilt nach Konstruktion der Zerlegung von w, dass p = |x|+£+|z|. Alsoist xyPt1z = a1 & [ ;.
Dies ist ein Widerspruch zur Annahme und wir konnen schlieBen, dass L7 nicht regular ist.

Wir wihlen das Wort w = 071270" € Lg. Nach Pumping Lemma muss es also eine Zerlegung xyz von w
geben, so dass xy’z € Lg fiir alle i € Ng. Sei y = 0¢ fiir ein £ € Ng mit 1 < ¢ < n.

Es muss auch xy?z = 0"£1270" € Lg gelten. Da aber y # € gelten muss, ist £ > 0 und daher n—£ < n, also
insbesondere n — £ # n und damit gilt xy°z & Lg. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme und wir kdnnen
schlieBen, dass Lg nicht regular ist.
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Tutoraufgabe 7 (Entscheidungsverfahren):
a) Sei © ={a, b, c} ein Alphabet. Betrachten Sie die folgenden NFAs M; und Ms.

My

Entscheiden Sie mit dem in der Vorlesung vorgestellten Verfahren, welche der zwei Sprachen L(M;) und
L(M>) endlich sind.

b) Die symmetrische Differenz (bezeichnet mit dem @-Operator) zweier Mengen A und B ist definiert als:
AdB=(AUB)\(ANB).

Geben Sie ein vollstandig automatisierbares Entscheidungsverfahren mithilfe der in der Vorlesung vorge-
stellten Konzepte an, welches bei Eingabe dreier regularer Sprachen (spezifiziert durch reguldre Ausdriicke,
DFAs, NFAs oder e-NFAs) L1, L, L3 entscheidet, ob L1 & L, = L3 gilt (d.h. das Verfahren entscheidet das
Problem der symmetrischen Differenz reguldrer Sprachen).

Losung:

a) M; hat die folgenden zwei starken Zusammenhangskomponenten.

O OB OmnaC)
ba

Wahrend die erste nicht vom Startzustand aus erreichbar ist, ist von der zweiten aus kein Endzustand
erreichbar. Daher ist L(My) endlich.

M, hat die folgende starke Zusammenhangskomponente.

a
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b)

Diese ist vom Startzustand aus erreichbar und von ihr aus ist ein Endzustand erreichbar. Daher ist L(M>)
nicht endlich.

Es qilt:

Ll@LQZLg < (L1UL2)\(L1QL2):L3
& (LiuLb)n(Z\(LinL2)) = L3

Falls L; und/oder L, durch einen reguldren Ausdruck spezifiziert sind, wird dieser durch die Thompson-
Konstruktion in einen e-NFA iiberfiihrt. AnschlieBend haben wir zwei Automaten (DFAs, NFAs oder e-NFAs)
My und My mit Ly = L(My) und Ly = L(My).

Wir konstruieren einen e-NFA M, mit L(M) = L, U L, durch Ubernahme aller Zustinde und Transitionen
aus My und M, und Einfiihrung eines neuen Zustands als Startzustand, der mit e-Transitionen die ehemaligen
Startzustande von M; und M> erreicht.

Nun Gberfiihren wir mittels e-Kanten-Elimination und Potenzmengenkonstruktion die Automaten My, M,
und My in DFAs My, M5 und M.

Wir konstruieren den Produktautomaten My, der beiden Automaten M; und M}, welcher die Sprache L1NL,
erkennt. Da M7 und M5 DFAs sind, ist M, ebenfalls ein DFA. Wir konstruieren den Komplementarautomaten
Mc von Mn, welcher die Sprache >*\ (L1 N L) erkennt. Mc ist ebenfalls ein DFA.

SchlieBlich bilden wir den Produktautomaten M der beiden DFAs M/, und M, welcher die Sprache (L;UL)N
(Z*\ (L1 N Ly)) erkennt. Damit haben wir das Problem der symmetrischen Differenz regulérer Sprachen auf
das Aquivalenzproblem reduziert und kénnen anschlieBend das entsprechende Verfahren aus der Vorlesung
benutzen, um L(M) = L3 zu entscheiden.

Hausaufgabe 8 (Entscheidungsverfahren): (10 Punkte)

Sei ¥ = {a, b, c} ein Alphabet. Betrachten Sie die folgenden Automaten M;, M, M3, wobei My ein NFA, M, ein
DFA und M3 ein e-NFA ist.

Entscheiden Sie mit dem in der Vorlesung vorgestellten Verfahren zur Losung des Aquivalenzproblems, welche
der drei Sprachen L(M;), L(M,) und L(Ms;) gleich sind. Geben Sie dabei nach jeder Transformation (wie z.B.

10
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Thompson-Konstruktion, e-Kanten-Elimination, Potenzmengenkonstruktion, Minimierung) den jeweils resultieren-
den Automaten an.

LOsung:

Wir wenden zuerst die Potenzmengenkonstruktion auf M; an und erhalten den folgenden Automaten Mj.

11
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Nach Anwendung der Potenzmengenkonstruktion erhalten wir den folgenden DFA M.

{a}. a3 q3 a2}

Minimierung von M3 fiihrt zu dem folgenden minimalen DFA M3,

SchlieBlich iiberpriifen wir die minimalen DFAs auf Isomorphie und erkennen, dass L(M;) = L(M,) # L(M3).

12
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Prof. Dr. J. Giesl M. Brockschmidt, F. Emmes, C. Fuhs, C. Otto, T. Stroder

Hinweise:

Die Hausaufgaben sollen in Gruppen von je 2 Studierenden aus dem gleichen Tutorium bearbeitet werden.

Die Losungen der Hausaufgaben miissen bis Mi., 16.06.2010 im Tutorium abgegeben werden. Alternativ ist
es bis 17 Uhr moglich, diese in den Kasten im Flur des LuFG I2 einzuwerfen (Ahornstr. 55, E1, 2. Etage).

Namen und Matrikelnummern der Studierenden sowie die Nummer der Ubungsgruppe sind auf jedes Blatt
der Abgabe zu schreiben. Heften bzw. tackern Sie die Blatter!

Da am Mi., 9.6.2010 der Studieninformationstag stattfindet, fallen die Tutorien an diesem Tag aus.
Die Tutoraufgaben werden in der kommenden Globaliibung am 11.06.2010 vorgerechnet.

Die Einsicht in die Prasenziibungs-Ergebnisse wird am 11.06.2010 zwischen 8:00 und 10:00 in 2356|056
(AhornstraBe 55, Raum 5056) stattfinden. Studenten mit einer Matrikelnummer kleiner als 294000 werden
gebeten, zwischen 8:00 und 9:00 zu kommen, alle anderen zwischen 9:00 und 10:00.

Die Riickgabe der korrigierten Prasenziibungen erfolgt in der Einsicht und in den Tutorien am 16.6.2010.
Nach der Riickgabe sind keine Eingaben zur Korrektur moglich!

Hausaufgabe 1 (Eindeutigkeit): (1 + 2 + 2 = 5 Punkte)
Sei G = (N, T,P,S) eine Grammatik mit N = {S, A, B}, T = {a, b} und P wie folgt:

S— AB|SAB
A— Aale
B—Bble
a) Geben Sie die von G erzeugte Sprache L(G) an (ohne Beweis).
b) Beweisen Sie, dass G nicht eindeutig ist.
c) Geben Sie eine eindeutige kontextfreie Grammatik G’ an mit L(G’) = L(G) (ohne Beweis).
Losung:
a) Die von G erzeugte Sprache ist L(G) = L((a+ b)*).

b) Bereits das Wort € lasst sich mit verschiedenen Ableitungsbaumen erzeugen:
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Damit ist bewiesen, dass G nicht eindeutig ist.

c) Wir definieren G’ := ({S}, T, P', S) mit P wie folgt:

S—aS|bS|e

Hausaufgabe 2 (Grammatiken und reguldre Sprachen): (2 + 4 + 2 = 8 Punkte)
Sei G = (N, T, P S) eine Grammatik. Wenn fiir G gilt, dass

VA= a)ePi(Ac N)A(ae{efUTUT-N)

dann nennt man G linkslineare Grammatik. In einer solchen Grammatik sind also alle Produktionen so gestaltet,
dass sie entweder ein Nonterminalsymbol |6schen, es in ein Terminalsymbol oder in ein Terminalsymbol und ein
weiteres Nonterminalsymbol umwandeln.

a) Betrachten Sie die linkslineare Grammatik G := (N, T, P, S) mit N .= {S, A, B}, T := {a, b} und P wie
folgt:

S— aA|bB

A—aAle
B — aB | bA

Geben Sie Ableitungsbdaume fiir die Worte wy; = aa und w, = baaba an.

b) Nehmen Sie an, dass G = (N, T, P, S) eine beliebige linkslineare Grammatik ist. Zur Vereinfachung fordern
wir zusatzlich, dass P keine Regeln der Form A — b enthalt, sondern alle Regeln die Form A — € oder
A — bC fiir beliebige A,C € N, b € T haben. !

Definieren Sie nun einen NFA Mg, fiir den L(Mg) = L(G) gilt. Sie brauchen diese Gleichheit nicht zu
beweisen.

Hinweis: Sie sollten als Zustande fiir Mg die Nonterminalsymbole N wahlen.

c) Sei M =(Q,X,9, qo, F) ein NFA. Geben Sie eine linkslineare Grammatik Gy an, so dass L(Guy) = L(M).
Sie brauchen diese Gleichheit nicht zu beweisen.

Losung:

a) Die Ableitungsbaume konnen wie folgt dargestellt werden:

IDies ist keine wesentliche Einschrankung, denn mit Hilfe eines zusitzlichen Nonterminalsymbols £ mit der Produktion £ — €
konnen Regeln der Form A — b in A — bE umgewandelt werden. Damit kann die selbe Sprache wie mit Hilfe der urspriinglichen
Grammatik erkannt werden.
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S
/
b
B
/
a
B
/
a
S B
/ /
a b
A A
/ /
a a
A A
€ €

b) Wir definieren Mg := (N, T,0,S, F) mit
0(A, b)={C|(A— bC) € P} ACeNbeT
und F ={A|(A—¢) € P}
c) Wir definieren Gy := (Q, %, P, gp) mit

P= {g—ad|q,de€Q acx ¢dedqa)}
U{g—e€lgeF}

Tutoraufgabe 3 (Kontextfreie Grammatiken):

Die Dyck-Sprache ist die Sprache aller korrekt geklammerten Ausdriicke. Z.B. sind "()", "(()())" und "()(())" korrekt
geklammerte Ausdriicke, wahrend ")(" und "(()" keine korrekt geklammerten Ausdriicke sind. Zur Vereinfachung
der Lesbarkeit folgender Definitionen verwenden wir die Zeichen a und b anstelle von ( und ). Formal ist die
Dyck-Sprache liber dem Alphabet ¥ = {a, b} dann folgendermaBen definiert:

D={weX|fs(w) =t(w) AVu,v e T*:u-v=w= f#,(u) > tip(u)}, wobei die Funktionen f§, und fi, die
Anzahl der vorkommenden Zeichen a bzw. b in einem Wort zdhlen. Formal:

fa: 2" = No mit f,(6) =0, #2(w-a) =H#a(w) + 1 und #2(w - b) = ff,(w). Die Funktion ff, ist analog definiert.
Geben Sie eine kontextfreie Grammatik an, die D erzeugt (Sie brauchen nicht zu beweisen, dass diese Grammatik
D erzeugt).

Losung:

Wie in der Vorlesung geben wir nur die Produktionen an. Das Startsymbol ist S.

S —» SS
S — asb
S — ¢
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Alternative Losung:

S — aShs
S — €
Hausaufgabe 4 (Kontextfreie Grammatiken): (2 + 2 + 3 = 7 Punkte)

Geben Sie jeweils eine kontextfreie Grammatik an, welche die folgenden Sprachen erzeugt (Sie brauchen nicht zu
beweisen, dass lhre Grammatiken die geforderten Sprachen erzeugen).

a) {a"b" | n> 0}
b) {ab"c|n> 0}
c) {wefa b c}[Ha(w) =Hs(w)}

Losung:

Wie in der Vorlesung geben wir nur die Produktionen an. Das Startsymbol ist jeweils S.

a)
S — asb
S — ¢
b)
S — aBc
B — bB
B — b
Alternativ als linkslineare Grammatik:
S — aA
A — bB
B — bB
B — ¢
c)
S — SaShs
S — SbSas
S — ¢S
S — ¢
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Alternative Losung mit zusatzlichem Nonterminal C:

S — SaCbC
S — SbCaC
S — CasShC
S — (ChSaC
S — CaCbs
S — CbCas
S = C
C — cC
C — €
Hausaufgabe 5 (Induktion): (6 Punkte)
Betrachten Sie folgende kontextfreie Grammatik G = (N, T, P, S) mit N ={S}, T ={a,b} und P = {
S — abs,
S — €

}
und die Sprache L = {(ab)" | n > 0}.

Beweisen Sie, dass L(G) = L gilt.
Hinweis: Zeigen Sie die Inklusionen L(G) € L und L C L(G) separat. Verwenden Sie fiir die erste Inklusion

eine Induktion iiber die Ableitungslange der von G erzeugten Worter und fiir die zweite Inklusion eine Induktion
iiber die Anzahl von ab Teilworten in w € L.

Losung:

Wir beweisen zunachst L(G) C L. Sei w € L(G). Wir zeigen w € L per Induktion iiber die Ableitungsldnge von
=G-

Im Induktionsanfang ist die Ableitungslange 1 und wir haben S = w. Das einzige Terminalwort, das in einem
Schritt von S erzeugt werden kann, ist € € L.

Als Induktionshypothese setzen wir voraus, dass die Aussage fiir alle Ableitungslangen m’ < m gilt.

Im Induktionsschritt gilt nun S =Z w mit m > 1. Da m > 1 gilt, kann der erste Ableitungsschritt nicht die
Produktion S — € verwendet haben, da danach kein Nonterminal mehr in der resultierenden Satzform enthalten
und die Ableitung beendet ware. Also lautet der erste Ableitungsschritt S =5 abS und wir haben abS ég_l w. Da
ein Ableitungsschritt einer kontextfreien Grammatik keine Terminale entfernen kann, gilt auBerdem w = abw’ und
S :gil w’. Aus der Induktionshypothese folgt nun, dass w’ € L gilt. Damit gilt dann aber auch abw’ = w € L.

Nun beweisen wir L C L(G). Sei w = (ab)" € L fiir ein n € Ng. Wir zeigen w € L(G) per Induktion iber n.

Im Induktionsanfang ist n = 0 und wir haben w = €. Es gilt S =g € und damit € € L(G).

Als Induktionshypothese nehmen wir an, dass die Aussage fiir alle n’ < n gilt.

Im Induktionsschritt ist nun w = (ab)" = ab(ab)""!. Es gilt S = abS. Aus der Induktionshypothese folgt
auBerdem, dass (ab)""! € L(G), d.h. S =% (ab)"~!. Zusammen folgt daraus, dass S =g abS = ab(ab)" ! =
w und damit w € L(G).
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Aus L(G) C L und L C L(G) folgt schlieBlich L(G) = L.
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Hinweise:

e Die Hausaufgaben sollen in Gruppen von je 2 Studierenden aus dem gleichen Tutorium bearbeitet werden.

e Die Losungen der Hausaufgaben miissen bis Mi., 23.06.2010 im Tutorium abgegeben werden. Alternativ ist
es bis 17 Uhr moglich, diese in den Kasten im Flur des LuFG 12 einzuwerfen (Ahornstr. 55, E1, 2. Etage).

e Namen und Matrikelnummern der Studierenden sowie die Nummer der Ubungsgruppe sind auf jedes Blatt
der Abgabe zu schreiben. Heften bzw. tackern Sie die Blatter!

e Die Tutoraufgaben werden in den jeweiligen Tutorien gemeinsam besprochen und bearbeitet.

Tutoraufgabe 1 (Die pre*-Operation):
SeiG=(N,T,PS) eine CFG mit N ={S,C}, T ={a, b, c} und P wie folgt.

S — aSb|cCle
C — ¢S

Konstruieren Sie NFAs, welche fiir die folgenden Sprachen L; jeweils die Sprache pre;(L;) akzeptieren. Geben Sie
auBerdem an, ob L; N L(G) = 0 gilt.

a) L, ={cba}
b) L, ={ccab}
c) L3 = L(a(cc)*b)

Losung:

Da dieser Automat S akzeptiert, gilt Lo N L(G) # 0.
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<)

Da dieser Automat S akzeptiert, gilt L3N L(G) # 0.

Hausaufgabe 2 (Die pre*-Operation): (1 + 3 + 3 = 7 Punkte)
Sei G'=(N',T,P',S) eine CFG mit N ={S}, T ={a, b, c} und P" wie folgt.
S — aSbSc|SchS |aa

Konstruieren Sie NFAs, welche fiir die folgenden Sprachen L; jeweils die Sprache pref, (L;) akzeptieren. Geben
Sie auBerdem an, ob L; N L(G’) = 0 gilt.

a) Ly ={abcabc}
b) Ls = {aaacbaabaac}
c) Le = L(aa(cbhaa)*)

Losung:

(@) (@) (@) (@) (1) () ()
a)

Da dieser Automat S nicht akzeptiert, gilt Ly N L(G) = 0.
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<)

Da dieser Automat S akzeptiert, gilt Lg N L(G) # 0.

Tutoraufgabe 3 (Aquivalenz kontextfreier Sprachen):

Sei Gy := (N;, T, Py, S1) die linkslineare Grammatik aus Hausaufgabe 2 auf Ubungsblatt 6 mit N; := {S;, A, B},
T :={a, b} und P, wie folgt:

51—>3A|bB
A—aAle
B — aB | bA
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Betrachten Sie nun auch die linkslineare Grammatik G, := (N, T, P>, So) mit N := {55, X, Y, Z} und P, wie
folgt:

Sy —aX | by
X —alle

Y > aY | bZ
Z—alle

Beweisen oder widerlegen Sie L(G1) = L(Go).

Losung:

Nach der Konstruktion aus Aufgabe 2 auf Ubungsblatt 6 kdnnen wir fiir G; den entsprechenden Automaten M;
konstruieren:

Wir konnen die gleiche Konstruktion fir G, durchfiihren und erhalten M,. Hier ist M, links dargestellt, rechts
steht M}, eine determinisierte Variante von M,:

Wir minimieren nun den Automaten M5 mit Hilfe des schnellen Markierungsalgorithmus:

X X0

Y X1 X0

Z X0 X0 ‘
s 1 X v

Wir sehen, dass Y und S mit Hilfe des Symbols a unterschieden werden kénnen, wohingegen Z und X nicht
unterscheidbar sind. Der minimale Automat M, zu M} ist also:
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Offensichtlich gilt nun L(Gy) = L(M;) = L(M) = L(M}) = L(Ms) = L(G>).

Hausaufgabe 4 (Universalitat kontextfreier Sprachen): (4 Punkte)

Sei G die folgende Grammatik. Ist L(G) universell? Begriinden Sie ihre Antwort.

S—Ale|b|Ca
A— aSB | bB
B — bSB|aS|e
C—C|DD
D—C|CC

LOsung:

Die Grammatik ist universell. Es lassen sich folgende Worte ableiten:

S=c¢
S=A=aSB=aB=a
S=0b

S=A=aSB=aS

S= A= bB= basS

S= A= bB = bbSB = bbS

Somit 146t sich jedes beliebige Wort aus {a, b}* ableiten.

Tutoraufgabe 5 (Produktivitat von Nichtterminalen):
Sei G :=(N,{a, b, c}, P, S) eine kontextfreie Grammatik mit N := {S, A, B, C} und P wie folgt:

S—aSb|bSa|C|SS|a|b
C—cC
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Ermitteln sie die Menge {A € N | es gibt kein w € T* mit A =* w} der unproduktiven Nichtterminalsymbole mit
Hilfe des in der Vorlesung vorgestellten Verfahrens. Geben Sie als Zwischenergebnisse die Automaten an, die bei
der Berechnung von pre* durch Sattigungsschritte entstehen. Geben Sie auerdem eine Grammatik G’ an, in der
die unproduktiven Nichtterminale entfernt wurden.

Losung:

Nach Vorlesung reicht es, NN pre*(T*) zu bestimmen. Im Folgenden ist links ein NFA dargestellt, der T* erkennt,
die weiteren Automaten werden durch Sattigungsschritte erzeugt:

a,b,c a,b,c S

Der rechts stehende Automat erkennt die Sprache pre*(T*) = {a, b, ¢, S}. Damit sind die produktiven Nicht-
terminalsymbole {a, b,c,S} N {S,C} = {S}. Die auf produktive Nichtterminale eingeschrankte Grammatik ist
G' = ({S}.{a. b c}, P''S) mit P" wie folgt:

S—aSb|bSa|SS|alb

Hausaufgabe 6 (Nullierbarkeit von Nichtterminalen): (3 Punkte)
Sei G :=(N,{a, b, c}, P, S) eine kontextfreie Grammatik mit N := {S, A, B, C} und P wie folgt:

S—A|B

A — aAb|aBb| AA|C
B — bAa|bBa|BB|C
C—CClcle

Ermitteln sie die Menge {A € N | A =" €} der nullierbaren Nichtterminalsymbole mit Hilfe des in der Vorlesung
vorgestellten Verfahrens. Geben Sie als Zwischenergebnisse die Automaten an, die bei der Berechnung von pre*
durch Sattigungsschritte entstehen.

Losung:

Nach Vorlesung reicht es, NNpre*({e}) zu bestimmen. Im Folgenden ist links ein NFA dargestellt, der {e} erkennt,
die weiteren Automaten werden durch Sattigungsschritte erzeugt:

C,AS B
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Der rechts stehende Automat erkennt die Sprache pre*({e}) = pre*({e}) "N ={S, A, B, C}.

Tutoraufgabe 7 (Anwendung von pre*):

Sei G = (N, T,P,S) eine CFG. Geben Sie ein Verfahren an, das fiir ein A € N und ein a € T entscheidet, ob
A=t T*agilt.

Losung:

Falls A € pre(T*a), so kann A zu einem Wort abgeleitet werden, dass auf a endet.

Hausaufgabe 8 (Anwendung von pre*): (3 Punkte)

Sei G =(N,T,P,S) eine CFG. Wir sagen A € N ist ein n-Produktionssymbol gdw. ein Wort w € T* mit |w| = n
existiert, so dass A =" w.
Geben Sie ein Verfahren an, das entscheidet ob ein Nichtterminal ein n-Produktionssymbol ist.

Losung:

Es gilt A ist ein n-Produktionssymbol gdw. A € pre(T").

Tutoraufgabe 9 (Prafixsprachenproblem):

Seien Gy, G, zwei kontextfreie Grammatiken tiber den Terminalsymbolen T. Wir nennen L(Gy) Préafixsprache von
L(G3) wenn fiir alle w € L(G1) und beliebige Wérter v € T* das Wort w - v in L(G5) enthalten ist.
Beweisen Sie, dass die Frage ,Ist L(G;) Prafixsprache von L(G,)?" unentscheidbar ist.

Losung:

Angenommen, das Préafixsprachenproblem ware entscheidbar. Man kann G; so konstruieren, dass L(G;) = {e}
gilt. Dann ist das Préafixsprachenproblem fiir L(Gy) und L(G>) dquivalent zu der Frage, ob fiir alle Worter v € T*
gilt, dass e - v = v € L(Gy) ist. Dies ist aber das Universalitatsproblem L(G,) = T*, das nach Vorlesung nicht
entscheidbar ist.
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Hausaufgabe 10 (Komplementarsprachenproblem): (4 Punkte)

Seien Gi, Go zwei kontextfreie Grammatiken lber den Terminalsymbolen 7. Beweisen Sie, dass das Entschei-
dungsproblem L(G;) = T*\ L(G,) unentscheidbar ist.

Losung:

Angenommen, das Komplementarsprachen wire entscheidbar. Man kann Gy so konstruieren, dass L(G,) = 0 gilt.
Dann ist das Komplementarsprachen fiir L(G1) und L(G,) dquivalent zu der Frage, ob L(Gy) = T*\ @ = T*. Dies
ist aber das Universalitatsproblem L(G;) = T*, das nach Vorlesung nicht entscheidbar ist.

Tutoraufgabe 11 (Epsilon-Schnittproblem):
Das e-Schnittproblem fiir zwei CFGs G; und G5 ist die Frage, ob L(G1) N L(G2) = {€} qilt.

Beweisen Sie, dass das e-Schnittproblem nicht entscheidbar ist.

Hinweis: Zeigen Sie, wie man mit einem Entscheidungsverfahren fiir dieses Problem das Post’sche Korrespon-
denzproblem entscheiden kann.

Losung:

U1 u2 Un
Sei | .= S N A eine beliebige PCP-Instanz.

%1 V2 Vi

Konstruiere zwei Grammatiken G; und Gs:

Gli
S — DVl | wDvl|. . . |u,DvF e
D — DVl | wmDvl |  |u,DVF|$
GQZ

S — 0S0|1S1|$]e

Nun gilt L(G1) N L(G2) = {e} gdw. I nicht I6sbar ist. Aufgrund der Unentscheidbarkeit des Post'schen Korre-
spondenzproblems ist damit das e-Schnittproblem nicht entscheidbar.

Hausaufgabe 12 (Palindromproblem): (6 Punkte)

Das Palindromproblem fiir eine CFG G ist die Frage, ob ein w € T* existiert mit ww’ € L(G).

Beweisen Sie, dass das Palindromproblem nicht entscheidbar ist.
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Hinweis: Zeigen Sie, wie man mit einem Entscheidungsverfahren fiir dieses Problem das Post'sche Korrespon-

denzproblem entscheiden kann.

Losung:

th
Sei | ==

%1

%%}

V2

Un

Vn

Konstruiere eine Grammatik G wie folgt:

eine beliebige PCP-Instanz.

S — WEVT|wmEVE| .. |uEvE

E — S|$%

Es existiert ein w € T* mit ww® € L(G) gdw. / l6sbar ist. Aufgrund der Unentscheidbarkeit des Post'schen
Korrespondenzproblems ist damit das Palindromproblem nicht entscheidbar.
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Hinweise:
e Die Hausaufgaben sollen in Gruppen von je 2 Studierenden aus dem gleichen Tutorium bearbeitet werden.

e Die Losungen der Hausaufgaben miissen bis Mi., 30.06.2010 im Tutorium abgegeben werden. Alternativ ist
es bis 17 Uhr mdglich, diese in den Kasten im Flur des LuFG 12 einzuwerfen (Ahornstr. 55, E1, 2. Etage).

e Namen und Matrikelnummern der Studierenden sowie die Nummer der Ubungsgruppe sind auf jedes Blatt
der Abgabe zu schreiben. Heften bzw. tackern Sie die Blatter!

e Die Tutoraufgaben werden in den jeweiligen Tutorien gemeinsam besprochen und bearbeitet.

Tutoraufgabe 1 (e-Produktionen):

Uberfiihren Sie die folgende Grammatik mit dem in der Vorlesung vorgestellten Verfahren in eine Aquivalente
Grammatik ohne e-Produktionen.

HB
xTLy
t|e
LL|Z|€
iCj|e
CC|D|P
DD|P|e
ple

TONNOT™m~ I 0
N I A A

Losung:

Der Automat fiir pre*({e}):

P,D,C,B L, T

Es sind also P, D, C, B, L und T nullierbar. Wir fiigen die Produktionen B — ij, L - L, C —- C, D —» D,
H—xTy, H—> xLy, H— xy und S — H hinzu und léschen danach T — ¢, L ¢, B—¢€¢, D —¢cund P — €.
Es ergibt sich eine Grammatik mit den folgenden Produktionsregeln:
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S = HBI|H
H — xTLy|xTy|xLy]|xy
T — t
L — LL|e|L
B — iCj|ij
C - CC|D|P|C
D — DD|P|D
P — p
Hausaufgabe 2 (e-Produktionen): (2 Punkte)

Uberfiihren Sie die folgende Grammatik mit dem in der Vorlesung vorgestellten Verfahren in eine dquivalente
Grammatik ohne e-Produktionen.

S =» (S+9|(L-9|N

N — DA

D — 1]2|3|4|5]6]|7|8]|9
A — AA|0|D]|e

L — S]e

Hinweis: “(" und *)" sind Terminalsymbole.

Losung:

Der Automat fiir pre*({e}):

A L

Es sind also A und L nullierbar. Wir fiigen die Produktionen S — (—=S), A — A und N — D hinzu und |6schen
A — e und L — €. Es ergibt sich eine Grammatik mit den folgenden Produktionsregeln:

S = (S+9|(L=-9]|(-S)|N
N — DA|D

D — 1]2|3|4]|5|6]7|8]|9
A — AA|O0|D|A

L —- S
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Tutoraufgabe 3 (Chomsky-Normalform):

Uberfiihren Sie die folgende Grammatik mit dem in der Vorlesung vorgestellten Verfahren in eine Aquivalente
Grammatik in Chomsky-Normalform.

S — aB|bA|ABc|B
A — SSa
B — cS|bB|b

Losung:
S = R.B|R.Rp| RbA|AC | RS | ReB | ReRy | RoB | RoRp | b
A — SD|BD|Ry,D
B — R.S|RcB|RRy|RyB|RsRy
C — BR.|RbR.
D = SR,|BR.|RuR,
R, — a
R, — b
R, — ¢
Hausaufgabe 4 (Chomsky-Normalform): (4 Punkte)

Uberfiihren Sie die folgende Grammatik mit dem in der Vorlesung vorgestellten Verfahren in eine Aquivalente
Grammatik in Chomsky-Normalform.

S — aShs|C
C — cClc

Losung:
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Tutoraufgabe 5 (CYK-Algorithmus):

Gegeben sei die folgende Grammatik G.

A

IS
1

R.A| R.C| ReRe | ¢
SB|CB|R.B

RbS | RyC | RpRe
R.C | ReRe

a

b

C

SS|R,A|RyB| R.C
RpRc | ReRp

RaRc | ReRa

RaRb | RpRa

a

b

C

Testen Sie mit dem CYK-Algorithmus, ob die folgenden Worter von G erzeugt werden.

a) wy; = abccab

b) w, = abcba
Losung:
w=| a | b | c | c | a]|b]
1 R, | Ry | R. | R. | R, | Rs
2 C A B C
a) 3 S )
4
5
6 S
=>W1€L(G)
w=| a | b | c | b ]| a]
1 R Ry Rc¢ Rp Ra
2 C A A C
b) 3 S S
4
5
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Hausaufgabe 6 (CYK-Algorithmus):

= wy ¢ L(G)

(3 + 3 = 6 Punkte)

Gegeben sei die folgende Grammatik G.

moO W™ on
N

Ry
o
—~—Q o v

o

R
Rg
R
R,

+

RaA| ReB | RygC | RID | RyE | RaRa| ReRe | RgRy | RIR | RiR,
SR,
SR.
SR,
SR
SR,

Testen Sie mit dem CYK-Algorithmus, ob die folgenden Worter von G erzeugt werden.

a) wy = regallager

b) w, = allee

Losung:
w= | r [ e g | a | | 1 [a]g]| e]| r]
1 R | Re | Rg | Ra | RI | R | Ra | Rs | Re | R,
2 )
3 A
4 )
a) 5 C
6 S
7 B
38 S
9 E
10 S
éWleL(G)
w= | a | 1| 1 | e | e |
1 R, R, R Re Re
b)2 S S
3 B
4
5
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= wy ¢ L(G)

Tutoraufgabe 7 (Greibach-Normalform):

Verwenden Sie den Algorithmus aus der Vorlesung, um fiir die folgende Grammatik G eine Grammatik G’ in
Greibach-Normalform mit L(G’) = L(G) zu bestimmen. Verwenden Sie dabei die folgende Ordnung der Nichtter-

minale: S < A< B < C.

S —>AS|SB
A—al|CB
B —=AC|b
C —-AB

Losung:

Die Regel B — AC ist die echt verkleinernde Regel mit dem kleinsten linken Nichtterminal und wird ersetzt.

S —AS|SB
A—a|CB

B —aC|CBC|b
C —-AB

Die Regel C — AB ist die echt verkleinernde Regel mit dem kleinsten linken Nichtterminal und wird ersetzt.

S —AS|SB
A—a|CB

B —aC|CBC|b
C »aB|CBB

Nun gibt es keine echt verkleinernden Regeln mehr. Die Linksrekursion in den S-Regeln wird beseitigt. Dabei wird
das Nichtterminal Z als neues kleinstes Element eingefiihrt.

Z B |BZ

S 5AS | ASZ
A—a|CB

B —aC|CBC|b
C —aB|CBB

Die Linksrekursion in den C-Regeln wird beseitigt. Dabei wird das Nichtterminal Y als neues kleinstes Element

eingefiihrt.

Y »BB | BBY
7 -B|BZ

S —AS|ASZ
A—al|CB

B —aC | CBC|b
C —aB | aBY
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Nun gibt es keine verkleinernde Regel mehr. Es bleibt, die auf manchen rechten Seiten fiihrenden Nichtterminale
zu eliminieren. Das groBte Nichtterminal (C) ist nach Konstruktion schon in Greibach Form. Wir beginnen also

mit B.

Nun folgt die Regel A — CB.

Und nun die S-Regeln.

Y »BB | BBY

Z-B|BZ

S AS | ASZ

A—al|CB

B —aC | aBBC | aBYBC | b
C —aB | aBY

Y BB | BBY

Z-B|BZ

S —-AS | ASZ
A—alaBB|aBYB

B —aC | aBBC | aBYBC | b
C —aB | aBY

Y BB | BBY

ZB|BZ

S —aS|aBBS|aBYBS | aSZ | aBBSZ | aBYBSZ
A —alaBB|aBYB

B —aC | aBBC | aBYBC | b

C —aB | aBY

Nach dem Ersetzen in den Z- und Y-Regeln befindet sich die Grammatik in Greibach-Normalform:
Y —aCB | aBBCB | aBYBCB | bB | aCBY | aBBCBY | aBY BCBY | bBY
Z —aC | aBBC | aBYBC | bB|aCZ | aBBCZ | aBYBCZ | bZ
S —aS|aBBS | aBYBS |aSZ | aBBSZ | aBYBSZ

A—alaBB|aBYB

B —aC | aBBC | aBYBC | b

C —aB | aBY

Hausaufgabe 8 (Greibach-Normalform):

(5 Punkte)

Verwenden Sie den Algorithmus aus der Vorlesung, um fiir die folgende Grammatik G eine Grammatik G’ in
Greibach-Normalform mit L(G’) = L(G) zu bestimmen. Verwenden Sie dabei die folgende Ordnung der Nichtter-

minale: S< A< B<C.

S AB|a
A—=SA

B —CA|b
C—BB|c
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Losung:

Die Regel A — SA ist die echt verkleinernde Regel mit dem kleinsten linken Nichtterminal und wird ersetzt.

S —>AB|a
A —ABA| aA
B —CA|b
C—BB|c

Die Regel C — BB ist die echt verkleinernde Regel mit dem kleinsten linken Nichtterminal und wird ersetzt.

S —AB|a

A —ABA| aA

B —~CA|b

C >CAB|bB | c

Nun gibt es keine echt verkleinernden Regeln mehr. Die Linksrekursion in den A-Regeln wird beseitigt. Dabei wird
das Nichtterminal Z als neues kleinstes Element eingefiihrt.

Z -BA| BAZ
S—AB|a

A —aA | aAZ
B—CA|b

C —-CAB|bB|c

Die Linksrekursion in den C-Regeln wird beseitigt. Dabei wird das Nichtterminal Y als neues kleinstes Element
eingefiihrt.

Y -AB | ABY

Z »BA| BAZ
S—AB|a

A —aA | aAZ

B —=CA|b

C —=bB|c|bBY |cY

Nun gibt es keine verkleinernde Regel mehr. Es bleibt, die auf manchen rechten Seiten fiihrenden Nichtterminale
zu eliminieren. Das groBte Nichtterminal (C) ist nach Konstruktion schon in Greibach Form. Wir beginnen also
mit B.

Y -AB | ABY

Z -BA| BAZ

S—AB|a

A —aA| aAZ

B —bBA| cA|bBYA|cYA|Db
C—=bB|c|bBY |cY
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Nun folgt S, da die A-Regeln ebenfalls schon die gewiinschte Form haben.

Y -AB | ABY

Z -BA| BAZ

S —aAB | aAZB | a

A —aA | aAZ

B —bBA | cA|bBYA|cYA|b
C—bB|c|bBY |cY

Nach dem Ersetzen in den Z- und Y-Regeln befindet sich die Grammatik in Greibach-Normalform:

Y —aAB | aAZB | aABY | aAZBY

Z —-bBAB | cAB | bBYAB | cYAB | bA | bBBAAZ | cAAZ | bBBYAAZ | cYAAZ | BAZ
S —aAB | aAZB | a

A —aA| aAZ

B —bBA | cA|bBYA|cYA|b

C —=bB|c|bBY |cY

Tutoraufgabe 9 (Pumping-Lemma):

Priifen Sie, ob folgende Sprachen iiber dem Alphabet ¥~ = {a, b, c} kontextfrei sind. Falls die Sprache nicht
kontextfrei ist, beweisen Sie dies mit Hilfe des Pumping-Lemmas fiir kontextfreie Sprachen. Falls die Sprache
kontextfrei ist, geben Sie eine CFG an, welche die Sprache erzeugt.

a) Ly ={(ab)"(ca)"(bc)" [ n =0}
b) L, ={a"b*"c|n>0}

Losung:

a) Sei n € N. Wir wahlen das Wort z = (ab)"(ca)"(bc)" € Ly. Sei uvwxy = z eine Zerlegung mit [vwx| < n
und |vx| > 0. Wir wahlen nun / = 0 und betrachten das Wort z/ = uwy. Wegen |vwx| < n gibt es nur
zwei Fille. Falls (bc)" ein Teilwort von y ist, muss z’ zu wenige ab oder ca Teilworte enthalten und es gilt
z' ¢ L. Falls (ab)" ein Teilwort von u ist, muss z' zu wenige ca oder bc Teilworte enthalten und es gilt
wiederum z' ¢ [;. Damit ist L; nicht kontextfrei.

b) L, ist kontextfrei mit L, = L(G) fir G wie folgt:

S — Ac
A — aAbb|e
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Hausaufgabe 10 (Pumping-Lemma): (3 + 3 + 3 = 9 Punkte)

Priifen Sie, ob folgende Sprachen iiber dem Alphabet ~ = {a, b, ¢} kontextfrei sind. Falls die Sprache nicht
kontextfrei ist, beweisen Sie dies mit Hilfe des Pumping-Lemmas fiir kontextfreie Sprachen. Falls die Sprache
kontextfrei ist, geben Sie eine CFG an, welche die Sprache erzeugt. Wir erinnern an die Funktionen {i, fiir ein
Zeichen z € ¥, welche die Anzahl der Zeichen z in einem Wort z&hlen.

a) L3 ={a"b*"c® | n>0}

b) Ly = {W eyr” I ua(W) = ﬁb(W) = nc(W)}

c) Ls={a"b" | n>0}

Losung:

a) Sei n € N. Wir wahlen das Wort z = a"h*"c®" € L3. Sei uvwxy = z eine Zerlegung mit |[vwx| < n und
|vx| > 0.
Wir wéhlen nun / = 0 und betrachten damit das Wort z/ = uwy. Wegen |vwx| < n gibt es nur zwei Fille.
Fall vwx = a*bt fiir k, ¢ € Ny: Da |vx| > 0 gilt, muss mindestens eins von beiden nicht-leer sein. Durch
das Loschen von v und x aus z erhalten wir also ein Wort, das weiterhin mit ¢3” endet, die Zahl der a oder
b ist aber strikt kleiner geworden und daher gilt 2’ & L.
Fall vwx = b¥ct fiir k, £ € Ny: Analog zum vorherigen Fall enthélt z’ mindestens ein b oder ¢ zu wenig und
wieder gilt 2/ ¢ 3.
Die Fille viwx = a*, viwx = b¥ und vwx = c* sind in den beiden betrachteten Fallen enthalten, da dort k
bzw. £ jeweils als 0 gewahlt werden konnen.
Die Bedingungen des Pumping Lemmas gelten also nicht flr die Sprache L3 und das Wort z. Daher ist L3
keine kontextfreie Sprache.

b) Sei n € N. Wir wahlen das Wort z = a"b"c" € L4. Sei uvwxy = z eine Zerlegung mit |[vwx| < n und
[vx| > 0.
Wir wéhlen nun / = 0 und betrachten das Wort z/ = uwy. Wegen |vwx| < n gibt es nur zwei Félle.
Fall vwx = abt fiir k, £ € Ng: Da |vx| > 0 gilt, muss mindestens eins von beiden nicht-leer sein. Durch das
Loschen von v und x aus z erhalten wir also ein Wort z’, das weiterhin mit ¢” endet, die Zahl der a oder b
ist aber strikt kleiner geworden und daher gilt 2/ & L4.
Fall vwx = b¥ct fiir k, £ € Ng: Analog zum vorherigen Fall enthilt z/ mindestens ein b oder ¢ zu wenig und
wieder gilt 2/ & Ly4.
Die Fille vwx = a¥, viwx = b¥ und vwx = c* sind in den beiden betrachteten Fillen enthalten, da dort k
bzw. £ jeweils als 0 gewahlt werden konnen.
Die Bedingungen des Pumping Lemmas gelten also nicht fiir die Sprache L4 und das Wort z. Daher ist L4
keine kontextfreie Sprache.

c) Sei n € N. Wir wahlen das Wort z = a"b™ € Ls. Sei uvwxy = z eine Zerlegung mit |vwx| < n und

[vx| > 0.

Wir wahlen nun i = 2 und betrachten das Wort z/ = uv?wx2y. Falls vwx € L(a*) oder vwx € L(b*),
gilt direkt z’ ¢ Ls, da nur die Anzahl von a's oder b's verdndert wird und die Bedingung fi,(z') = #,(2")?
verletzt wird.

Sei also vwx = akbt. Falls v = a¥bt oder x = atbt ist, gilt 2/ = uvvwxxy = uakbtakbtwxxy bzw.
7' = uvvwatbtatbly, d.h. z’ enthilt das Teilwort ba und damit ist z/ & Ls.

10
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Im letzten verbleibenden Fall gilt v = a” und x = b? fiir p, ¢ € Ng. Dann ist w = akPp* 9 und 2/ =
Uvvwxxy = a"KaPaPak—Ppt-apapap=a = g"tPprta Es gilt (n + p)2 = n? + 2np + p2. Damit 2/ € Ls
gilt, miisste also n® + 2np + p?> = n> + q < 2np + p?> = q gelten. Wegen n > |vwx| > g ist dies ein
Widerspruch und es gilt z’ ¢ Ls. Damit ist Lg nicht kontextfrei.

Hausaufgabe 11 (Pumping-Lemma): (2 Punkte)

Zeigen Sie, dass das Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen fiir jede endliche Sprache erfiillt ist. Beweisen
Sie dazu die folgende Aussage:

Sei L eine endliche Sprache. Dann existiert ein n € N, sodass fiir jedes z € L mit |z| > n gilt, dass Worter
u,v,w,x,y existieren mit z = uvwxy, |vwx| < nund |vx| > 0, sodass fiir jedes i € N gilt, dass uv'wx'y € L.

Sie diirfen in diesem Beweis nicht verwenden, dass jede kontextfreie Sprache das Pumping-Lemma fiir kontextfreie
Sprachen erfiillt.

Losung:

Sei L eine endliche Sprache. Sei n € N groBer als die Lange aller Worter in L. Dann gibt es kein Wort z € L mit
|z| > n und die Aussage gilt trivialerweise.

Alternativer Beweis mit Hilfe des Pumping-Lemmas fiir regulare Sprachen:

Sei L eine endliche Sprache. Da L regular ist, gilt nach dem Pumping-Lemma fiir reguldre Sprachen, dass ein
n € N existiert, sodass fiir jedes z € L mit |z| > n gilt, dass Worter r, s, t existieren mit z = rst, |rs| < n
und |s| > 0, sodass fiir jedes i € N gilt, dass rs't € L. Wiahle u =v =¢, w =r, x = s und y = t. Dann gilt
lvwx| = |rs| < n, |vx| =|s| >0 und uv'wx'y = rs't € L fiir alle i € N. Damit ist die Aussage bewiesen.

11
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Hinweise:

e Die Hausaufgaben sollen in Gruppen von je 2 Studierenden aus dem gleichen Tutorium bearbeitet werden.

e Die Losungen der Hausaufgaben miissen bis Mi., 7.07.2010 im Tutorium abgegeben werden. Alternativ ist
es bis 17 Uhr moglich, diese in den Kasten im Flur des LuFG 12 einzuwerfen (Ahornstr. 55, E1, 2. Etage).

e Namen und Matrikelnummern der Studierenden sowie die Nummer der Ubungsgruppe sind auf jedes Blatt
der Abgabe zu schreiben. Heften bzw. tackern Sie die Blatter!

e Die Tutoraufgaben werden in den jeweiligen Tutorien gemeinsam besprochen und bearbeitet.

Tutoraufgabe 1 ((Deterministische) Kellerautomaten):

Geben Sie fiir die folgenden kontextfreien Sprachen L; einen PDA M; an, so dass L; = L(M;). Wenn moglich, soll
M; ein deterministischer PDA sein.

a) L;={a"b®" | n €Ny, me Nyp}

b) Lo ={a"b" | ne€Nso}U{a"h®" | n€ Nyo}

Losung:

a) Der folgende deterministische PDA erkennt Ly:
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Hausaufgabe 2 ((Deterministische) Kellerautomaten): (2 + 3 = 5 Punkte)

Geben Sie fiir die folgenden kontextfreien Sprachen L; einen PDA M, an, so dass L; = L(M;). Wenn mdglich, soll
M, ein deterministischer PDA sein.

a) Ly ={a"b"3k | n € Nyo, k € No}
b) L2 = {(ab)ncmdl | n, m,é S N>o A (n =mvVvVn= 2)}

Losung:

a) Der folgende deterministische PDA erkennt L;:
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Tutoraufgabe 3 (Akzeptanzbedingungen von Kellerautomaten):
Gegeben sei der PDA A= (Q, %, T4, 4o, o).

Verwenden Sie das Verfahren aus der Vorlesung, um einen PDA B zu konstruieren, so dass N(B) = L(A) gilt.

Losung:
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Hausaufgabe 4 (Akzeptanzbedingungen von Kellerautomaten): (3 Punkte)
Gegeben sei der PDA A= (Q, %, I, 6, o, o).

Hierbei steht X abkiirzend fiir a oder b.
Verwenden Sie das Verfahren aus der Vorlesung, um einen PDA B zu konstruieren, so dass L(B) = N(A) gilt.

Losung:
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Tutoraufgabe 5 (CFGs und Kellerautomaten):

Uberfiihren Sie die folgende Grammatik G mit dem in der Vorlesung vorgestellten Verfahren in einen Kellerauto-
maten M mit L(G) = N(M).

S — aB|bA|ABc|B
A — SSa
B — cS|bB|b

Losung:

Links ist die direkte Losung zu sehen, rechts eine Losung, in der Terminalsymbole direkt konsumiert werden, statt
sie auf den Keller zu legen. Das Kellerbodensymbol ist jeweils S:

a,ale

bb|e a,ale

c,cle €,S|aB c,cle a,S|B
€,S | bA b,S|A

' €,S|ABc ' e,S| ABc
e,S|B e,S|B

€,A| SSa €,A| SSa
€,B|cS c,B|S
e,B|bB b,B|B
€,B|b b, B | e

Hausaufgabe 6 (CFGs und Kellerautomaten): (2 Punkte)

Uberfiihren Sie die folgende Grammatik G mit dem in der Vorlesung vorgestellten Verfahren in einen Kellerauto-
maten M mit L(G) = N(M).

S — aShs|C
C —- cClc

Losung:

Links ist die direkte Losung zu sehen, rechts eine Losung, in der Terminalsymbole direkt konsumiert werden, statt
sie auf den Keller zu legen. Das Kellerbodensymbol ist jeweils S:
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b, b|e

| g
S| C €S |
(0L &) e (@l ¢
C

L

)]
)]
jonl
W

o )0

Tutoraufgabe 7 (Kellerautomaten und CFGs):

Betrachten Sie den folgenden Kellerautomaten M iiber dem Eingabealphabet {a, b, ¢} und dem Kelleralphabet
{o0,0, o}

b,e | e c,ele€
a,o| e c,ole€
a,lo|el € o€

a,/_o‘./_o

a) Geben Sie die Sprachen L(M) und N(M) (ohne Beweis) an.

b) Geben Sie eine kontextfreie Grammatik G an, so dass L(G) = N(M) gilt. Verwenden Sie hierzu das Ver-
fahren aus der Vorlesung. Geben Sie zu jeder Transition 6(q, a, X) = {(p,Y)} die daraus entstehenden
Grammatikregeln an.

c) Geben Sie fiir das Wort abcc einen Lauf durch den Automaten M an, d.h. eine Folge von Konfigurationen,
die mit (qo, abcc, o) beginnt und mit (p, €, €) fiir ein p € {qo, g1} endet.

Geben Sie auBerdem einen Ableitungsbaum fiir abcc auf Basis der Grammatik G aus Teil (b) an.

Losung:

N(M) = ({(ab)"c®" | n € Nso})™
L(M) = ({(ab)"c*" | n € Nxo})" - {(ab)"c™ | n,m € Nuo A m < 2n}

b) Wir bené&tigen zuerst die Menge N der Nonterminale {[q, Z,r] | g.r € Q, Z € ['}. Diese ist in unserem Falle

{[q0. ¢, qol. [0, . 1], [q0. ®, 0], [Go. ®. G1]. [q0, [0, o], [q0, [0, 1],
[G1. 0, 0], [q1, 9, 1], [a1. ®. qo], [g1. @, a1, [a1, [0, qo]. [a1. [0, au]}

Wir missen nun die Regelmenge P erzeugen. Dafiir betrachten wir nun jede der Transitionen in M. Im Fol-
genden sind jeweils die Zusammenhange zwischen den Teilen der erzeugenden Transition und der erzeugten
Regel farblich dargestellt:



LuFG

Informatik Il

Formale Systeme, Automaten, Prozesse SS 2010

Musterlésung - Ubung 9

® 6(qo.a, o) = {(q0,¢/0)}:
= [0, [0, @] — alqo, ®, qo][qo, [0, G0]
= [q0, 0, 90] = alqo. e, q1][a1. [0, 0]
= [q0, 0, a1] = alqo, ®, qo][qo, [0, 91
= [q0, [0, 1] = alqo. e, q1][a1, [0, 1]
® 0(q0,a,) = {(qo, ®o)}:
= [q0, <, a0] = aldo, ®, go][q0, @, 0]
= [q0, <, q0] = alqo, , q1][a1, @, q0]
= [g0. ¢, 1] = alqo, ®. Go][Go. @, a1]
= [q0. o 1] = alqo. e, a1][a1, @, 1]
® §(qo, b, *) ={(qo,ve)}:
= [q0, ®., 90] = blqo. <, qol[qo, ®. 0]
= [q0, ®. @] = blqo. o, q1][a1, e, qo]
= [qo, ® a1] = b[qo, <, @0][qo, ®, 1]
= [0, ®, a:] = blqo. o, q1][a1, e, a1]
e 0(qo. ¢, o) ={(q1, €)}:
= [q0.o.q1] = ¢
® (g c, o) ={(q.€)}:
=l o] —c
® (g c,o) ={(q. €)}:
= la.om]—c
e 0(qi.e.10) ={(q1. )}
= [q.[o.qi] — ¢
e 6(qu,a,10) ={(q0, ®l0)}:

= [a1. 0. g0] = alqo. e, qo][qo. [0, G0]

]
= [a1. [0, q0] = alqo. ®, q1][a1
]

1

o, o)

= [a1, [0, a1] = alqo. . q0][qo. [0, 91]

= g1, [0, a1] = alqo, o, q1][an

1

/_O.(h]

Die gewiinschte Grammatik ist nun (NU{S}, &, PU{S — [q0, (0. 90]. S — [q0. [0, 1]}, S).

c) Zuerst der gewiinschte Konfigurationslauf:

Der Ableitungsbaum:

(go, abcc, o) F (qo, bec, o)
F(qgo, cc,oe )

F (a1
F (ql

F (a1,

,C,.ro)
€, 10)

€,€)
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a [do,®, 1] (g1, o, a1

b"  [qo.o q1] [q1.e. 1] €

Hausaufgabe 8 (Kellerautomaten und CFGs): (2 + 6 + 2 = 10 Punkte)

Betrachten Sie den folgenden Kellerautomaten M iiber dem Eingabealphabet {a, b} und dem Kelleralphabet
{o, 0}

a,o| o0 b,o | €
a,/—0|<>/—0 E,/—0|€

a) Geben Sie die Sprachen L(M) und N(M) (ohne Beweis) an.

b) Geben Sie eine kontextfreie Grammatik G an, so dass L(G) = N(M) gilt. Verwenden Sie hierzu das Ver-
fahren aus der Vorlesung. Geben Sie zu jeder Transition §(q, a, X) = {(p,Y)} die daraus entstehenden
Grammatikregeln an.

c) Geben Sie fiir das Wort aabb einen Lauf durch den Automaten M an, d.h. eine Folge von Konfigurationen,
die mit (qo, aabb, Iy) beginnt und mit (p, €, €) fiir ein p € {qo, g1} endet.

Geben Sie auBerdem einen Ableitungsbaum fiir aabb auf Basis der Grammatik G aus Teil (b) an.

Losung:

a) Esgilt L(M)={a"b™ | n,meNsgA1<m<n}und N(M)={a"b" | ne€ Nxyg}.
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b) Wir bené&tigen zuerst die Menge N der Nonterminale {[q, Z,r] | g.r € Q, Z € ['}. Diese ist in unserem Falle

{[g0. @, q0]. [90. ¢, a1]. [q0. [0, Go]. [q0. [0, a1].
(1,9, qol. [q1. ¢, a1]. [g1. To. g0, [q1. [0, 1]}

Wir missen nun die Regelmenge P erzeugen. Dafiir betrachten wir nun jede der Transitionen in M. Im Fol-
genden sind jeweils die Zusammenhange zwischen den Teilen der erzeugenden Transition und der erzeugten
Regel farblich dargestellt:

® 6(q0,a /o) ={(q0.ol0)}:
= [0, [0, @] = algo, @, qo][qo, [0, G0]
= [q0, 0, 90] = alqo. o, a1]la1. [0, 0]
= [0, 0, a1] = alqo, @, qo][qo, [0, 91
= [q0, [0, 1] = alqo. o, q1lla1, [0, 1]
® 0(qo0,a,2) = {(qo,o0)}:
= [q0, <, 90] = aldo, <, go][q0, @, 0]
= [q0, <, 90] = alqo, o, a1][a1, @, q0]
= [90. 2, a:] = alqo, <, @o][do. @, a1]
= [q0. o 1] = alqo. o, ¢1l[ar, @, 1]

e 3(qo. b,o) ={(q1,€)}:
= [go,o, 1] = b

e 8(q1, b, o) ={(q1,€)}:
= [q,o.q] = b

® 0(qi.e.[0) ={(a1.e)}:
= [a1. [0, ] =€

Die gewiinschte Grammatik ist nun (NU{S}, &, PU{S — [q0. (0. 90]. S — [q0. [0, 1]}, S).

c) Zuerst der gewiinschte Konfigurationslauf:

(o, aabb, o) & (qo, abb, ol)
F (qgo, bb, oo )
F (g1, b, o)
F (g1, € o)
F (g1, € ¢€)

Der Ableitungsbaum:
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a [do, <, q1] (g1, To, G1]

a [qo, o q1] [q1, 0, q1] €

Tutoraufgabe 9 (Abschlusseigenschaften kontextfreier Sprachen):
Sei ¥ ={a, b, c} ein Alphabet. Zu welchen der drei Klassen

e deterministisch kontextfrei

e kontextfrei, aber nicht deterministisch kontextfrei

e nicht kontextfrei

gehoren folgende Sprachen iiber >7 Beweisen Sie lhre Antwort ausschlieBlich mit Hilfe der Abschlusseigenschaf-
ten (deterministisch) kontextfreier Sprachen, d.h. Sie diirfen nicht das Pumping-Lemma, CFGs oder Automaten
verwenden. Sie diirfen jedoch verwenden, dass folgende Sprachen zu folgenden Klassen gehoren:

Ly ={am™b™c" | m,n> 0} deterministisch kontextfrei

Lo ={a'bmc" | I, m,n> 0} regular

L3 ={a"b"amb" | m, n > 0} nicht kontextfrei

Ly ={a"b'am™b" | k,I,m, n > 0} reguldr

AuBerdem diirfen Sie verwenden, dass deterministisch kontextfreie Sprachen unter Schnitt mit reguldren Sprachen
abgeschlossen sind.

a) Ly={ab"c" | I,mn>0nAI# m}
Beispielsweise gilt:
e abbc € L
e aabc e Ly
e ac € Ly
e abcc ¢ Ly
e ab¢ L,

10
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b) L, ={a'cmb"a'b"c™ | I, m, n> 0}
Beispielsweise gilt:
e acbabce L,
eaacl,
e cbbcel,
ea¢lL,
abcabc ¢ L,

Losung:

a) Esygilt L, = LiNLs. Aufgrund der Abgeschlossenheit deterministisch kontextfreier Sprachen unter Kom-
plement und Schnitt mit regularen Sprachen ist L, damit deterministisch kontextfrei.

b) Es gilt L3 = L, N L4. Aufgrund der Abgeschlossenheit kontextfreier Sprachen unter Schnitt mit reguldren
Sprachen ist L, damit nicht kontextfrei.

Hausaufgabe 10 (Abschlusseigenschaften kontextfreier Sprachen): 2+3+4=9
Punkte)

Sei X ={a, b, c} ein Alphabet. Zu welchen der drei Klassen
e deterministisch kontextfrei
e kontextfrei, aber nicht deterministisch kontextfrei
e nicht kontextfrei

gehoren folgende Sprachen iiber ¥7 Beweisen Sie lhre Antwort ausschlieBlich mit Hilfe der Abschlusseigenschaf-
ten (deterministisch) kontextfreier Sprachen, d.h. Sie diirfen nicht das Pumping-Lemma, CFGs oder Automaten
verwenden. Sie diirfen jedoch verwenden, dass folgende Sprachen zu folgenden Klassen gehoren:

o L1 ={a”b™c" | m,n> 0} deterministisch kontextfrei

Lo ={a™b"c" | m, n > 0} deterministisch kontextfrei

Ly ={a'bmc" | I, m, n> 0} regular

Ly ={a"b"c™ | n > 0} nicht kontextfrei

Ls ={w € * | §,(w) ist gerade} regular

AufBerdem diirfen Sie verwenden, dass deterministisch kontextfreie Sprachen unter Schnitt mit regularen Sprachen
abgeschlossen sind.
a) L,={w € X* | w enthélt mindestens eines der Teilwdrter ba, cb, ac, caV fi,(w) # fp(w)}
Beispielsweise gilt:
e aababb € L,
e abbe L,

11
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e caabbe L,
eccé¢l,
e aabbc ¢ L,

b) Ly ={w e X" |f#a(w) ist ungerade = ffs(w) = Hfp(w) = fc(w)}
Beispielsweise gilt:
e acabe Ly
e bbe Ly
e abccababc € L,
e acc ¢ Ly
e abbcc ¢ Ly

c) Lo ={w € T* | w enthédlt mindestens eines der Teilwdrter ba, cb, ac, caVis(w) # (W) VHs(w) # fc(w)}
Beispielsweise gilt:
e caabbe L.
e ccel,
e aabbc € [
e aabbcc ¢ L.

Losung:

a) Esgilt L, = L;. Aufgrund der Abgeschlossenheit deterministisch kontextfreier Sprachen unter Komplement
ist [, damit deterministisch kontextfrei.

b) Es gilt Ly = (Lp \ Ls) N Lz. Aufgrund der Abgeschlossenheit kontextfreier Sprachen unter Schnitt und
Differenz mit regularen Sprachen ist L, damit nicht kontextfrei.

c) Esgilt L4 = L. Aufgrund der Abgeschlossenheit deterministisch kontextfreier Sprachen unter Komplement
ist L. damit nicht deterministisch kontextfrei. Weiterhin gilt L. = L; U L. Aufgrund der Abgeschlossenheit
deterministisch kontextfreier Sprachen unter Komplement sind L; und L, deterministisch kontextfrei. Damit
ist dann auch aufgrund der Abgeschlossenheit kontextfreier Sprachen unter Vereinigung L. kontextfrei.
Insgesamt ist L. also kontextfrei, aber nicht deterministisch kontextfrei.

12
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Hinweise:

e Die Hausaufgaben sollen in Gruppen von je 2 Studierenden aus dem gleichen Tutorium bearbeitet werden.

e Die Losungen der Hausaufgaben miissen bis Fr., 16.07.2010, 11:45 in der Globaliibung abgegeben werden.
Alternativ ist es moglich, die Losungen in den Tutorien am Mittwoch abzugeben oder bis Fr., 16.07.2010
11 Uhr im Abgabekasten im Flur des LuFG 12 einzuwerfen (Ahornstr. 55, E1, 2. Etage).

e Namen und Matrikelnummern der Studierenden sowie die Nummer der Ubungsgruppe sind auf jedes Blatt
der Abgabe zu schreiben. Heften bzw. tackern Sie die Blatter!

e Die Tutoraufgaben werden in den jeweiligen Tutorien gemeinsam besprochen und bearbeitet.

e Am 14.07.2010 finden die letzten Tutorien zur Vorlesung Formale Systeme, Sprachen, Prozesse statt.
Dort werden Sie die Moglichkeit haben, unter Anleitung des Tutors verschiedene klausurrelevante Aufgaben
aus dem Semester zu wiederholen.

e Am 8.7.2010 findet die letzte Vorlesung Formale Systeme, Sprachen, Prozesse im Sommersemester 2010
statt.

Hausaufgabe 1 (Induktion): (5 Punkte)

Gegeben sei ein NFA M = (Q, %, 4§, go, F). Wir konstruieren damit die linkslineare Grammatik G = (Q, X, P, qo)
mit den Produktionen P={qg — ap|p€d(q,a),ge Q,ac X}U{g—e€e|qge F}.

Beweisen Sie, dass fiir alle p,g € Q, w € =* gilt: p € §(q, w) < ¢ =t wpl

Hinweis: Beweisen Sie beide Richtungen getrennt. Verwenden Sie fiir = eine Induktion lber die Wortlange und
flir <= eine Induktion tber die Ableitungslange.

Losung:

Wir zeigen zuerst p € §(q, w) = g =% wp (1) per Induktion iiber die Lange des Wortes w.

Induktionsanfang: Sei |w| = 0, d.h. w = €. Sei p € §(q,€). Dann gilt p = ¢ und die Ableitung g =% qg=p
existiert.

Wir nehmen nun als Induktionshypothese an, dass fiir beliebige n € Ny die Aussage () fiir Worter der Lange n
bereits gilt.

Induktionsschritt: Sei [w| = n+1mitw =w'-a, w € " a € L. Dann gibt es ein ¢’ mit p € §(¢’, a) und
q' € 6(g, w'). Nach Induktionshypothese gilt ¢ =% w'q’. Nach Konstruktion gilt auRerdem ¢’ — ap € P. Damit
konnen wir die Ableitung g =% wW'q' =¢—ap Wap = wp bilden.

Wir zeigen nun die Riickrichtung ¢ =% wp = p € 5(q, w) (1) per Induktion iiber die Linge n der Ableitung.
Induktionsanfang: Sei n =20, d.h. g :>2 q = €q. Es gilt offensichtlich g € 5(q, €).

Wir nehmen nun als Induktionshypothese an, dass fiir beliebige n € Ny die Aussage () fiir Ableitungen der Lange
n bereits gilt.

Induktionsschritt: Nach Konstruktion von G gibt es nur linkslineare Regeln. Es gibt also ein ¢’ € Q mit einer Regel
g — ap mit g =% w'q =43 wap = wp. Nach Induktionshypothese gilt ¢’ € S(q, w') und nach Konstruktion
der Regel ¢ — ap gilt auch p € §(q’, a). Damit gilt dann direkt p € 6(q, w).

IDies ist Lemma 4.0.4 aus der Vorlesung.
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Tutoraufgabe 2 (Kontextsensitive Sprachen):

Um zu zeigen, dass L; fiir i € {1, 2} eine kontextsensitive Sprache ist, geben Sie jeweils eine monotone Grammatik
G; an, so dass L(G;) = L; gilt. Geben Sie auBerdem eine Ableitung fiir das Wort w; mit lhrer Grammatik an.

a) Ly ={a"b"c" | n € No} und wy = aabbcc.

b) L, ={a"b"c"d™ | n,m € Nyo} und wp, = aabbbccddd.

Losung:

S —e
S—T
T — alBC
T — aBC
CB — BC
aB — ab
bB — bb
bC — bc
cC = cc

Beispielableitung fiir aabbcc (abgeleitete Teile sind jeweils unterstrichen):

S

:>(2)I
=®aTBC
=®3aBCBC
=0 aaBBCC
=©®aapBCC
= aappCC
=® aapbcC

= aabbcc

(1)
2
3)
(4)
(5)
(6)
()
(8)
(9)

Hier werden mit Regeln (3) und (4) fiir jedes Terminalsymbol a jeweils gleich viele B und C erzeugt. Diese
sind noch nicht notwendigerweise in der richtigen Ordnung, kdnnen aber mit Regel (5) Schritt fiir Schritt
so geordnet werden, dass kein B mehr rechts von einem C steht. Nun kann man von den a-Symbolen auf
der linken Seite ausgehend jeweils das erste Nonterminal in ein Terminal umwandeln.



LuFG Formale Systeme, Automaten, Prozesse SS 2010

Musterlésung - Ubung 10

Informatik Il

b)
S — aNMm (1)
S —aM (2)
N — aNY (3)
N — aYy (4)
M — bMd (5)
M — bXd (6)
Yb — bY (7)
YX = Xc (8)
X —=c (9)

Hier werden die Teillaingen n, m durch die Anzahl der N- bzw. M-Produktionen festgelegt. Wahrend die
a-, b- und c-Terminale bereits beim Verwenden der N und M-Produktionen aufgebaut werden, wird das
Nonterminal Y verwendet, um die Anzahl der noch zu erzeugenden c-Terminale zu zahlen. Das Nonterminal
X wird genau einmal erzeugt und markiert die Stelle, an der die c-Terminale eingefligt werden miissen.

Mit Hilfe von Produktion (7) werden dann die vor den bereits erzeugten b stehenden Y im Wort nach rechts
verschoben, bis sie X erreichen. Dort werden sie dann durch ein ¢ ersetzt. Zuletzt kann X durch ein einziges
c ersetzt werden.

Beispielableitung fiir aabbbccddd (abgeleitete Teile sind jeweils unterstrichen):

S
=Manm
=®aay M
=®)aay bMd
=®)aay bbMdd
=) a3y bbbXddd
= aabYbbXddd
= aabby bXddd
= aabbby Xddd
=®aapbbXcddd
= aapbbccddd

Hausaufgabe 3 (Kontextsensitive Sprachen): (3 + 3 + 3 = 9 Punkte)

Um zu zeigen, dass L; fir i € {3,4,5} eine kontextsensitive Sprache ist, geben Sie jeweils eine monotone
Grammatik G; an, so dass L(G;) = L; gilt. Geben Sie auBerdem eine Ableitung fiir das Wort w; mit lhrer
Grammatik an.

a) Ly={we{a b c}|H.(w)=1Hp(w) =fc(w)} und ws = caabch.
b) L, ={(ab)"(cb)"(ac)" | n € No} und wy = ababcbcbacac.
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c) Ls={a"bmck | n,m k €NygAn<m<k}und ws = aabbccc.

Losung:
a)
S—e (1)
S—>T (2)
ToTT (3)
T — ABC (4)
AB — BA (5)
AC — CA (6)
BA — AB (7)
BC - CB (8)
CA— AC (9)
CB — BC (10)
A—a (11)
B—b (12)
C—c (13)

Hier werden mit den Regeln (3) und (4) eine beliebige Anzahl von ABC-Gruppen erzeugt. Mit Hilfe der Re-
geln (5)-(10) konnen diese dann frei vertauscht werden. Mit den Regeln (11)-(13) werden die Nonterminale
dann in die entsprechenden Terminale libersetzt.

Beispielableitung fiir caabcbh (abgeleitete Teile sind jeweils unterstrichen):

S
:>(2)I
=077
=®WaABCT
=®ABCABC
=@ ACBABC
= CcABABC
=McAABBC
=® CAABCB

*

=" caabcb
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b)
S—e (1)
S—>T (2)
T — abTHK (3)
T — abHK (4)
KH — HK (5)
abH — abcb (6)
cbH — cbcbh (M)
cbK — cbhac (8)
acK — acac (9)

Die Grammatik ist bis auf die Terminalsymbole identisch zur Grammatik fiir Ly = {a"bh"c" | n € No}.

Beispielableitung flir ababcbcbacac (abgeleitete Teile sind jeweils unterstrichen):

S

é(Q)I

=®apTHK

=®apabHKHK

=) apabHHK K

=® apabchHK K

=M apabchcbKK

=®) ababcbchackK

=) apabcbcebacac

c)
S — aThX (1)
S —abX (2)
T — aT bC (3)
T — ThC (4)
T—TC (5)
T — bC (6)
T—C (7)
Cb — bC (8)
CX = Xc 9)

X —=c (10)

Hier werden a- und b-Symbole erneut beim initialen Aufbau mit Hilfe der Produktionen fiir S und G generiert.
Mit X wird die Stelle im Wort markiert, in der im Folgenden die c-Symbole erzeugt werden miissen, deren
Zahl von der Anzahl der erzeugten C-Nonterminale abhangt. Diese werden mitten im Wort erzeugt und
konnen dann mit Regel 8 nach rechts bewegt werden.
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Beispielableitung fiir aabbccc (abgeleitete Teile sind jeweils unterstrichen):

S
=M aTpx
=) 3aThChX
=& 3aChChX
=08)5aChbCX
=8 aapChCX
=@ 3abbCCX
=0 3abbCXc
=0 aabbXcc

=19 3abbccc

Tutoraufgabe 4 (Synchronisiertes Produkt):

while (true) {

x :=1; x := 0;
/* wait for x !'= 1 %/ /* wait for x != 0 */
while (x = 1); while (x = 0);
print (’a’); print (°b’);
}
Programm P, Programm P>

a) Modellieren Sie den Kontrollfluss von Py durch einen NFA M; mit 3 Zustanden, sowie den den Kontrollfluss
von P> durch einen NFA M, mit 4 Zustanden. Verwenden Sie hierbei fiir beide Automaten die Signatur
Y={x =07,x=17,x := 0,x := 1,print(’a’),print(’b’)}.

b) Berechnen Sie das unsynchronisierte Produkt My L Ms. Geben Sie den resultierenden NFA an.

c) Modellieren Sie die boolesche Variable x des Programms durch den NFA B,. Berechnen Sie den NFA
M = (M w My) o B, und geben Sie die Automaten By und M an.

d) Ist es moglich, dass Programm P; und P> (wenn sie gleichzeitig ausgefiihrt werden) die Zeichenfolge aba
ausgeben? Begriinden Sie ihre Antwort mit dem NFA M.

Losung:
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b)

print(’a’)
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print(’a’)

x = 17 x = 17
= 17 /< ~ rint(°b’)
% >\(Q1,QS,b1); P > (Ch,%,bl)

d) Nein, der NFA M beschreibt keinen Pfad, auf dem nach einem print(’b’) noch ein print(’a’) folgen
kann.

Hausaufgabe 5 (Synchronisiertes Produkt): (4 Punkte)

Gegeben seien die DFAs My und M,. Berechnen Sie:

a) My 1w M,
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b) Ml o M2
Losung:
a)
b C b C

b)
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Tutoraufgabe 6 (Petrinetze):

In dieser Aufgabe sollen Sie Petrinetze nutzen, um Prozesse aus dem Alltag zu modellieren. Verwenden Sie die
unterstrichenen Begriffe als Stellen und Transitionen und wahlen Sie geeignete Kanten zwischen diesen, um die
im Aufgabentext dokumentierten Zusammenhange darzustellen.

a)

b)

Wir betrachten ein Callcenter. Dort gibt es Agenten, die Anrufe entgegennehmen und den berichteten
Problemfall im internen Ticketsystem registrieren. Im Folgenden versuchen die Agenten nun, das Problem
direkt zu I6sen, z.B. mit Hilfe eines Fragenkataloges und Standardantworten. Gelingt dies, ist der Problemfall
abgeschlossen und der Agent steht flir einen weiteren Anruf zur Verfiigung. In allen anderen Fallen wird der
Problemfall eskaliert und im Ticketsystem als ungelostes Problem markiert, damit ein Techniker den Fall
analysieren kann.

Erstellen Sie nun ein Petrinetz, das diesen Prozess dokumentiert.

Wir betrachten nun die Technik-Abteilung eines Software-Unternehmens. In einem internen System werden
berichtete Probleme verwaltet. Hat ein Techniker gerade keine andere Aufgabe, kann eines dieser Probleme

analysiert werden. Dabei wird ein minimaler Testfall erstellt, der das Problem reproduziert. Danach kann

sich der Techniker wieder anderen Aufgaben zuwenden.

Mit Hilfe des Testfalls kann ein Techniker diesen 16sen. Um zu verhindern, dass das Problem wieder eingefiihrt
wird, wird der Testfall als Regressionstest gespeichert.

Erstellen Sie nun ein Petrinetz, das diesen Prozess dokumentiert.

Erklaren Sie, wie Sie die beiden Petrinetze sinnvoll miteinander verbinden konnen. Beschreiben Sie, welche
Komponenten sich in den beiden Netzen entsprechen und welchen Prozess das Ergebnis modelliert.

10
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Losung:

a)
Agenten
Anruf\entgegennehmen
Problemf{all

direkt loesen eskalieren
Ungeloestes Problem
b)
Probleme
analysieren Techniker

Testfall

loesen

Regressionstest

c) Die Stellen ,Ungeloest” im Callcenter-Petrinetz und ,Probleme” im Petrinetz fiir die Technik-Abteilung
entsprechen sich. Die Komposition der beiden Netze an dieser Stelle entspricht dann der Ubergabe eines
Problems an einen Techniker.

11
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Hausaufgabe 7 (Petrinetze): (3 + 2 = 5 Punkte)

In dieser Aufgabe sollen Sie Petrinetze nutzen, um Prozesse aus dem Alltag zu modellieren. Verwenden Sie die
unterstrichenen Begriffe als Stellen und Transitionen und wahlen Sie geeignete Kanten zwischen diesen, um die
im Aufgabentext dokumentierten Zusammenhange darzustellen.

a)

b)

Losung:

b)

Wir betrachten den Ubungsbetrieb einer Vorlesung “Formale Sprachen, Automaten und Petrinetze’. Hier
werden Ubungsblatter bereitgestellt, die dann von Studierenden bearbeitet werden. Die so entstehenden
Ubungsabgaben kénnen dann entweder in einem Tutorium abgegeben oder in den Abgabekasten geworfen
werden. Abgaben im Tutorium landen direkt auf dem Korrekturstapel eines Tutors. Abgaben im Ubungskas-
ten werden von einem Assistenten sortiert (wenn er dafiir Zeit hat) und kommen dann auf den Korrektur-
stapel eines Tutors.

Erstellen Sie nun ein Petrinetz, das diesen Prozess dokumentiert.

Wir betrachten nun die Arbeit von Tutoren. Ubungsabgaben vom Korrekturstapel werden korrigiert, wenn
der Tutor gerade keine anderen Verpflichtungen hat. Bei der Korrektur wird ein Riickgabestapel aufge-
baut. Gleichzeitig entsteht eine Punkteliste. Die korrigierten Ubungsabgaben vom Riickgabestapel werden

zuriickgeben, wenn ein Tutor gerade nicht anderweitig beschaftigt ist, meist im Tutorium. Aullerdem werden

die Punkte von der Punkteliste eingetragen, wenn der Tutor Zeit hat.

Erstellen Sie nun ein Petrinetz, das diesen Prozess dokumentiert.

Uebungsblaetter Studierende

bearbeiten

Uebungsabgaben

im Tutorium abgeben in Abgabekasten werfen

Assi

Korrekturstapel sortieren Unsortiert

12
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zurueckgeben

Tutoren

Punkteliste eintragen

Tutoraufgabe 8 (Erreichbarkeit):

Gegeben sei folgendes Petrinetz P:

t3 3 (53

a) Berechnen Sie die Inzidenzmatrix D = DV + D™,

b) Zeigen oder widerlegen Sie, dass folgende Ableitungsequenzen existieren. Geben Sie im Falle der Existenz
die Folge der ausgelosten Transitionen an und im Falle der Nichtexistenz einen Beweis mit Hilfe von Satz
5.2.5.

Hinweis: Verwenden Sie zum Konstruieren einer Folge fiir die Ableitung m —* m’ eine Lésung x der
Gleichung m" = m+ x - D.

e (0,0,0) —* (3,0,2)
e (0,0,0) —* (3,2,1)

Losung:
a)
1 1 0
Dt = 0 0 1
0 0 0

13
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0 0 O

D~ = 0 -1 O

-1 0 -1
1 1 0
D= 0o -1 1
-1 0 -1

b) e Nach Satz 5.2.5 der Vorlesung, existiert eine solche Transitionenfolge nicht, da (3,0,2) = X- D keine
Losung hat.

e Wir suchen eine Lésung fiir x in DTx = (3,2,1)7. Dies ist der Fall fiir X = (3,1,0)7 (d.h. drei mal
die Transition t; und ein mal die Transition t>). Wir suchen nun eine Reihenfolge dieser Transitionen,
in der sie anwendbar sind:

(0,0,0) - (1,1,0)
25 (1,0,1)
By (2,1,1)
By (3,2,1)
Hausaufgabe 9 (Erreichbarkeit): (2 + 2 = 4 Punkte)
Gegeben sei folgendes Petrinetz P:
t 1 o
i3 2

< >3 1y )4 ts

a) Berechnen Sie die Inzidenzmatrix D = DV + D~.

b) Zeigen oder widerlegen Sie, dass folgende Ableitungsequenzen existieren. Geben Sie im Falle der Existenz
die Folge der ausgelosten Transitionen an und im Falle der Nichtexistenz einen Beweis mit Hilfe von Satz
5.2.5.

Hinweis: Verwenden Sie zum Konstruieren einer Folge fiir die Ableitung m —* m’ eine Losung x der
Gleichung m" = m+ x - D.

e (0,0,0,0) —* (1,1,1,1)
e (0,0,0,0) —~ (1,2,3,4)

14
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Losung:
a)
1 000
1 101
Dt = 1 0 0 1
0 0 1 0
0 0 0 O
0O 0 0 O
-1 0 0 O
D~=| 0 -1 0 O
-1 0 0 -1
0 0 0 -1
1 0 0 O
0 1 0 1
D=| 1 -1 0 1
-1 0 1 -1
0 0 0 -1

b) e Wir suchen eine Lésung fiir x in DT = (1,1,1,1)7. Dies ist der Fall fiir X = (1,2,1,1)". Wir suchen
nun eine Reihenfolge dieser Transitionen, in der sie anwendbar sind:

ty

(0,0,0,0) (1,0,0,0)
(1,1,0,1)
(0,1,1,0)
(1,0,1,1)
(1,1,1,2)

(1,1,1,1)

Pl kbl

e Wir suchen eine Losung fiir x in D7X = (3,2,1)". Dies ist der Fall fiir ¥ = (1,5, 3,3, 1)7. Wir suchen

15
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nun eine Reihenfolge dieser Transitionen, in der sie anwendbar sind:

(1,
(1.
(1,
(1,
(1,
(1,
@
(3,
(4,
(3,
@
(1,
(1,

(0,0,0,0)

16
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0)
1)
2)
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4)
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7)




