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Einfiihrung in die angewandte Stochastik

1. Ubung

Aufgabe 1

Die von einer Béckerei angebotenen Brotsorten unterscheiden sich u.a. in den Auspriagungen fol-
gender Merkmale:

e Preis pro Stiick, Backtemperatur, Zuckerzusatz (ja/nein), Haltbarkeit, Produktionszahl pro
Tag, Name, interne Produktnummer.

Geben Sie fiir jedes Merkmal mogliche Ausprigungen an und ordnen Sie es jeweils den folgenden
Merkmalstypen zu:

e nominal, ordinal, diskret, stetig, dichotom, verhéltnisskaliert, intervallskaliert.

Aufgabe 2

Bei einer Umfrage in einem Verein werden 50 Mitglieder zu ihrem Familienstand befragt. Die
Antwortméglichkeiten sind ledig(1), verheiratet(vh), geschieden(g) sowie verwitwet(vw). Es werden
folgende Antworten gegeben:

vh, vw, I, vw, g, vh, vh, I, g, vw, vw, I, vh, vw, I, vw, I, vh, vh, vh,
vh, 1, g, vw, vh, vw, vh, vw, vh, vh, I, g, g, vh, I, g, vw, vh, vw, vh,
vw, vh, vw, g, vh, g, vh, vw, vh, vh.

(a) Bestimmen Sie die absoluten und relativen H&ufigkeiten der einzelnen Ausprigungen des
Merkmals Familienstand.

(b) Stellen Sie die absoluten Héufigkeiten in einem Stabdiagramm dar.

(c) Stellen Sie die relativen Héufigkeiten in einem Kreisdiagramm dar.

Aufgabe 3

Mit dem Ziel, Information {iber den Zeitaufwand im Bachelorstudium zu erhalten, werden 200
Studierende eines Studiengangs nach der Wochenstundenzahl der von ihnen im letzten Semester
regelméfig besuchten Veranstaltungen befragt. Es ergibt sich folgendes Bild:

Semesterwochenstunden ‘0—5 6-12 13-16 17-20 21-25 26-32
absolute Hiufigkeit ‘ 9 16 28 72 47 28

(a) Stellen Sie die zugehérige absoluten Héufigkeiten sinnvoll grafisch dar. Beachten Sie dabei die
Wahl der Klassengrenzen!

(b) Die selben Daten wurden in einer anderen Studie verwertet, in der die genaue Stundenzahl
keine besondere Rolle spielte und daher wie folgt zusammengefasst wurde:



Semesterwochenstunden | genaue Anzahl

wenig 0-12
durchschnittlich 13-20
viel 21-32

Zeichnen Sie zu diesen Daten jeweils ein Sdulen- und Kreisdiagramm.
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Losung zur 1. Ubung

Losung Aufgabe 1

|

Merkmal

‘ mogliche Ausprigung

Merkmalstyp

Preis pro Stiick

2 Euro, 400 Cent etc.

diskret, verhéaltnisskaliert

Backtemperatur 250 Grad Celsius, 120 Grad Fahrenheit etc. | stetig, intervallskaliert
Zuckerzusatz ja, nein nominal, dichotom
Haltbarkeit 2 Tage, 3 Monate etc. diskret, verhéltnisskaliert

Produktionszahl pro Tag

100 Stiick, 30 Stiick etc.

diskret, verhaltnisskaliert

Name

Vollkornbrot, Sonnenblumenkernbrot etc.

nominal

interne Produktnummer

126, 56 etc.

nominal

Losung Aufgabe 2

(a)

’ Auspriagung ‘absolute Haufigkeit | relative Haufigkeit

ledig (1) 8 0.16
verheiratet (vh) 20 0.40
geschieden (g) 8 0.16
verwitwet (vw) 14 0.28
(b)
Familienstiande im Verein
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Benotigte Werte fiir die Erstellung des Kreisdiagramms:

‘ Auspragung ‘ absolute Haufigkeit ‘ relative Haufigkeit ‘ Winkel im Kreisdiagramm

ledig 8 0.16 57,6°
verheiratet 20 0.40 144°
geschieden 8 0.16 57,6°
verwitwet 14 0.28 100,8°

Familienstdnde im Verein

verheiratet

ledig

geschieden " verwitwet

Losung Aufgabe 3
(a)

Erste Moglichkeit: Sdulendiagramm

Zeitaufwand im Bachelorstudium (Saulendiagramm)
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Zweite Moglichkeit: Histogramm

Die dafiir benétigten Groflen lauten:

’ Klasse ‘ Klassenbreite | absolute Haufigkeit | relative Haufigkeit ‘ Ho6he ‘

[0,5] 5 9 0.045 0.009
(5,12] 7 16 0.08 0.0114
(12,16] 4 28 0.14 0.035
(16,20] 4 72 0.36 0.09
(20,25] ) 47 0.235 0.047
(25,32] 7 28 0.14 0.02
Zeitaufwand im Bachelorstudium (Histogramm)
s T \ \ \ \ T T T \ \ \ \ T T \ 1
0 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32

(b)

Semesterwochenstunden

Benotigte Werte fiir die Erstellung der Diagramme:

Auspragung | absolute Haufigkeit | relative Haufigkeit | Winkel im Kreisdiagramm
wenig 25 0.125 45°
durchschnittlich 100 0.5 180°
viel 75 0.375 135°




Saulendiagramm

Zeitaufwand im Bachelorstudium (Saulendiagramm)
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2. Ubung

Aufgabe 4

Bei einem Quiz haben 15 Leute 8 Fragen beantwortet. Fiir die Personen ergaben sich jeweils folgende
Anzahlen richtiger Antworten:

Ty = 3,$2 = 5,1’3 = 57:64 = 751:5 = 4ax6 = 8)337 = 2,.178 = 47
r9g =410 = 6,211 = 2,212 =T, 713 = 6,714 = 4,715 = 6.
(i) Ordnen Sie die Daten, und berechnen Sie die Rénge.

(ii) Bestimmen Sie die empirische Verteilungsfunktion Fj5 zu dem vorliegenden Datensatz und
zeichnen Sie ihren Graphen.

(iii) Bestimmen Sie den Modus. Kann man diesen direkt aus dem Graphen der empirischen Ver-
teilungsfunktion ablesen?

(iv) Bestimmen Sie den Median, und vergleichen Sie ihn mit dem Modus.

(v) Berechnen Sie das untere und obere Quartil sowie das 2-te Dezentil.

Aufgabe 5

Sei x1,...,2n, n € N, ein metrischer Datensatz. Zeigen Sie, dass der Median Ty 5 die folgende
Abbildung minimiert:

n

g:R—[0,00), g(t) :Z\t—xﬂ.

i=1

Hinweis: Unterscheiden Sie die Fille n ungerade, n gerade.

Aufgabe 6

Seien x1,...,x, € R ein Datensatz und a,b € R.

(i) Zeigen Sie, dass fiir den linear transformierten Datensatz yi,...,y, mit y; = a + bx;, i =
1,...,n, gilt:
sy = |b|sz, dy = |b|dy.

Zeigen Sie weiter, dass unter den Annahme z1,...,2, > 0 und a = 0,b > 0 fiir die Variations-
koeffizienten gilt: V,, = V.
Hinweis: Verwenden Sie ohne Beweis, dass 395 = a + b5 gilt.

(ii) Zeigen Sie:

n
— 1
s2 =12 -7, wobei 22 = — E z3.
n
=1



Aufgabe 7

Bei einem Test, der mit den 32 SchiilerInnen einer Klasse durchgefiihrt wurde, ergaben sich folgende
Messwerte fiir die zum Losen einer Rechenaufgabe benotigte Zeit (in Sekunden):

xr1 = 7.2,3?2 = 5.6,.%'3 = 2.9,334 = 4.1,:6'5 = 3.9, Te = 9.1,1’7 = 5.2, xrg = 5.2,
Tg = 2.8,1‘10 = 5.1,$11 = 6.7, T12 = 8.1,%‘13 = 4.1,$14 = 4.8,.%‘15 = 8.9, T16 — 3.0,
17 = 7.7,:618 = 6.7,$19 = 8.0,.1‘20 = 4.6, o1 = 4.8, To9 = 5.0,1’23 = 7.0,$24 = 5.3,
To5 = 6.6,3326 = 8.8,1‘27 = 5.9,3328 = 6.8, To9 = 8.9, T30 = 6.1,1‘31 = 5.4,$32 =4.7.
(i) Berechnen Sie fiir diesen Datensatz Modus, Quartilsmitte, 5%-Quantil, 90%-Quantil, arith-

metisches Mittel, Spannweite, Quartilsabstand, Quartilskoeffizient, mittlere absolute Abwei-
chung, Varianz, Standardabweichung und Variationskoeffizient.

(ii) Erstellen Sie mit den Ergebnissen aus (i) einen Box-Plot fiir den Datensatz.

(iii) Erstellen Sie ein Histogramm zur Kategorisierung K| = [1.5,2.5], K5 = (2.5,3.5], K3 =
(3.5,4.5], Ki = (4.5,5.5], K& = (5.5,6.5], K = (6.5,7), K = (7,7.5), Kf = (7.5,8.5],
K§ = (8.5,9.5].
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Losung Aufgabe 4
(a) Rangwertreihe und Rénge:
] 1] 2 3 4 5) 6 7 8 9 |10 11 12 | 13| 14 | 15
z; 31 5 ) 7 4 8 2 4 4 6 2 7 6 4 6
zoy |20 23| 4 | 4445|5666 |[7]7]S8
R(z;) | 38585135 |55 |15| 1.5 |55 |55 |11 | 1.5 135 |11 |5.5 |11
(b) Merkmalsauspragungen: u; =i+ 1,7 =1,...,7.
Haufigkeiten:
1 1 2 3 4 ) 6 7
U; 2 3 4 5 6 7 8
4 2 1 4 2 3 2 1
f; 2 1 4 2 3 2 1
i 15 15 15 15 15 i5 i5
2 3 7 9 12 14 15
fid o+ fi 15 15 15 15 15 15 15




Empirische Verteilungsfunktion Fis:

0, T <2,
1%, 2<x<3,
0.2, 3<uz<4,
7

= 4<zx<bh
Fis(z) =4 1%’ - ’
15(2) 0.6, 5<uz <6,
0.8, 6<z<T,

14
157 7§$<8,




Losung Aufgabe 5
Seien x1,...,x, € R ein Datensatz und a,b € R.

z.z.: To 5 minimiert die Abbildung g : R — [0, 00) definiert durch
= Jt—ail.
i=1

Beweis:

1. Fall: n ungerade, d.h. n = 2k — 1 fiir ein k& € N.
Nach Vorlesung gilt zp5 = T(nily = T(k)- Weiter gilt fiir alle t € R:
2

n n

9@0s) =Y _lvgy — il = lwg — 2@
=1 =1
k—1 n
= (zgy —z@)+ Y (@e) — o)
i=1 i=k+1
-1 n
= (t—=z)+ Z (z@) — 1)
sZ\t—mH Z i) — ¢l
i=1 i= k—l—l

3

>)<

SZH_QU ‘—Z’t_%‘—g

Somit ist o5 globale Minimalstelle von g.

Wegen (*) gilt, dass g(Zos) < g(t) Vt € R, t# Zos. Tos ist folglich die eindeutig bestimmte
globale Minimalstelle von g.

2. Fall: n gerade, d.h. n = 2k fiir ein k£ € N.
Nach Vorlesung gilt: 25 = %(x(k) + T (pq1)). Fiir t € R gilt:

n

9(To5) Z|9305 | = 2(550,5 —ze)+ Y (3e) — Tos)

=1 i=k+1
= Z(t —x@)+ Y (zp) — 1)
=1 1=k+1

n
<Y ft—wl =g(t)
i=1

Daraus folgt, das z¢ 5 eine globale Minimalstelle von g ist.

In diesem Fall ist jedoch jedes x € [z(1), Z(r41)] eine globale Minimalstelle von g (konkrete
Darstellung von Zo 5 geht in obige Rechnung nicht ein!).



Losung Aufgabe 6

Seien x1,...,x, € R ein Datensatz und a,b € R.
(i) z.z.: Fir yp,...,y, mit y; = a+ bz, i =1,...,n, gilt:
sy = |bls; und d, = [b|d,.

Zundchst gilt y =130 4, = L3 (a+ba;) = a+ b7
1 « 1 «
= s, = n Z(yi -9’ = n Z(a+ ba; — (a + bT))?
i=1 i=1
N2 o2 g2 _
= Z:b(acZ T)* = b*s: = 5y =|b|sy
n =1
dy =~ 3 lyi — o] T - > la+ bz — (a+ b))
i=1 i=1
1 n
= > lbllai — Fosl = o
i=1

z.z.: Fir x1,...,2, > 0,a =0 und b > 0 gilt: V, = V.
Wegen z; > 0,b>0gilt y; =bx; >0 Vi=1,...,n.

Somit sind die Variationskoeffizienten fiir x1, ..., x, bzw. y1, ..., y, definiert und es gilt:
Sy s.o. |b|5:p b>0 bsy Sz
Vv, =¥2 Eh gt R VY
oy bT bt T v

(ii) z.z.: s2 = 22 — 7%, wobei 22 = 2 37 22,

Beweis:

n-
i=1 =1
n n
1 2 o1 =2
:—E xl—2x—g T+
n 4 n -
i=1 =1

=22 - 27 + 7% = 22 — T°.



Losung Aufgabe 7

(i) Um die angegebenen Kenngréfien berechnen zu kénnen, bestimmen wir zunéchst die Rang-
wertreihe des Datensatzes:

1 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 |10 |11 |12 | 13 | 14 | 15 | 16

x; | 72156129 (41(139]|91]52|52|28|51|67|81|41]48]|89)|3.0

z@ |[28129(30]39 4114146474848 ]50[51]5252]53|54

1 17 118 [ 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30 | 31 | 32

x; | 77167 80]46|48|50]70]|53[66|88|59|68|89]6.1]|54)|47

Z@ | 56]59(61]66)67]6768)|70]72]77]80][81]8889]89)9.1

Damit ergibt sich:
Modus

Tmod € {4.1,4.8,5.2,6.7,8.9} — Modus hier nicht eindeutig bestimmt.

Quartilsmitte

Zunachst Bestimmung des oberen bzw. unteren Quartils:

° n-0.25:8€N:>50,25:%

—~

Z(g) + l‘(g)) =4.75

e n-075=24eN = Tg75 = ($(24) + -1'(25)) =71

= Qmitte =

| = o=

_ N 1
(To.25 + To75) = 5 11.85 = 5.925

5%-Quantil
n-0.05=1.6 ¢ N —= %0,05 =X(2) = 2.9

90%-Quantil
n-0.9 =28.8 ¢ N = Zg9 = T(29) = 8.8

arithmetisches Mittel

1 n 1 32
T==Y 2;=—Y a; =590625

Spannweite

Quartilsabstand & -koeffizient

Q = Toms — Toos = 7.1 —4.75=2.35

Q
= ~ 0.397
Qkoeﬂ Qmitte

mittlere absolute Abweichung

32

~ 1 1
x5 = 5(‘7:(16) + $(17)) =55 — d, = 33 z; |xl - 5,5| = 1.475



Varianz & Standardabweichung

32

1 _ -5
52 = ) z;(xz —7)? =22 -7 ~3.151 — s, ~ 1.775
=
Variationskoeffizient
V=22 0301
T
(ii) Boxplot zum gegebenen Datensatz:
025 Yos X0.75
X1) *(32)
T T T T T T T
3 4 5 6 7 8 0

(iii) Histogramm:

Bendotigte Zeit zum Losen einer Rechenaufgabe (Histogramm)

0.225 0.300
| |

0.150

0.075

0.000
[

bendtigte Zeit in Sekunden
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3. Ubung
Aufgabe 8

(a) Zeigen Sie: Fiir Zahlen ay,...,a, € R und by,...,b, € R gilt die Ungleichung

n 2 n n
(Sen) <y 3ot
i=1 i=1 i=1
In dieser Ungleichung liegt Gleichheit genau dann vor, wenn ein ¢ € R existiert, so dass
entweder
a; =c-b; firallei € {1,...,n} oder b =c-aqfiralleie{l,...,n}.
(b) Zeigen Sie: Sind (z1,y1), - - ., (Zn, yn) ein gepaarter Datensatz zum bivariaten Merkmal (X, Y")

und s; > 0 bzw. s, > 0 die Standardabweichungen von 1, ..., x, bzw. y1,...,yn, so gilt fiir
den Bravais-Pearson-Korrelationskoeffizient r,:

(i) Aus ryy = —1 folgt, es gibt eine negative Zahl b < 0 und eine reelle Zahl a € R mit
yi=a+bx;, t=1,...,n.
(ii) Aus ryy =1 folgt, es gibt eine positive Zahl b > 0 und eine reelle Zahl a € R mit

yi=a+bx;, 1=1,...,n.

Aufgabe 9

Fiir eine Produktionsanlage soll ein lineares Kostenmodell aufgrund der Daten aus vergangenen
Perioden angepasst werden. Diese Daten bestehen aus produzierten Mengen z; (in 1000 Stiick) und
entstandenen Kosten y; (in 1000 Euro), i = 1,...,6, in sechs Perioden:

Menge x,‘ 7 9 6 11 8 7
Kosten y; | 16.5 22.0 15.0 24.5 19.0 17.0

Schitzen Sie die Regressionsgerade f(z) = a 4 bz, und berechnen Sie das Bestimmtheitsmafl.
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Losung zur 3. ["J'bung

Losung Aufgabe 8

(a) Seien

n n
Dann gilt wegen Z of = Z B2 =1:
i=1 i=1

0< i(aiiﬁiﬁ = Zn:az? +zn:ﬁ§i2 zn:oziﬁi =2 <1izn:aiﬂi) :
=1 =1 =1 =1 =1

Damit haben wir

n
-1< Zazﬂz‘ <1

i=1

mit
-1 :Za,ﬂi <~ Z(O&i—i-ﬁi)z =0<—=a;=—-p; Vie{l,2,...,n}
i=1 i=1
und . .
1= afi<= > (- B)’ =0 a;=p Vie{l,2,....n}.
i=1 i=1
D.h.:
n n 2
-1< Zazﬁz <1<=0< <Za1ﬁz> <1
=1 17:11 )
—0< <Z ain) < A’B?
/Lzl 2 n n
i=1 i=1 i=1
mit ) )
(Zazbz> = ZCLZ2 : Zb? — (Zazﬁz> =1,
i=1 i=1 i=1 i=1
also

a; =0 Vie{l,2,...,n} oder «a;=-p Vie{l,2,...;n},



was gleichbedeutend ist mit

A A
aZZEbZ ViE{l,Q,...,n} oder ai:—E-bi ViE{l,Q,...

(b) (i) Nach Voraussetzung gilt 7, = —1, d.h.:

_ Say 2 (X = T)(yi =)
seSy /i (2 — 2V (v — D)

n 2 n n
— (Z(fﬂz —T)(yi —y)> =Y (-2 (ni -9

i=1 i=1 i=1

Aus Teil (a) folgt, es existiert ein ¢ € R mit
yi—yg=clz;,—T) Vie{l,2,...,n}.
Setze also b = c und a =y — ¢z, dann gilt
yi=a+bxr;, 1=1,...,n.
Wire hierbei b > 0, so erhielten wir die offenbar falsche Ungleichung

Sy bsza
1= T 0,
Sg:8y Sg:8y

so dass alles gezeigt ist.

(ii) Analog zu (i).

Losung Aufgabe 9

Die geschatzte Regressionsgerade ist gegeben durch

wobei sich @ und b wie folgt berechnen lassen:

~ Sflf
b=

2 und a=y—-b-T.
x

Die zur Berechnung benétigten Werte sind gegeben durch:

Beobachtung | x; | wv; {L‘% yf Tl
1 7 |16.5 | 49 | 272,25 | 115.5
2 9 | 22 | 81 484 198
3 6 15 | 36 225 90
4 11 | 24.5 | 121 | 600.25 | 269.5
5 8 19 | 64 361 152
6 7 17 | 49 289 119
Mittelwert | 8 | 19 | 20 | 458 | 422

Damit ist b gegeben durch

~ Szy
b= 2%y —
52 22— (%) —280 — 82




und @ durch R
a=7—-b-T=19-2-8=3.

Die geschatzte Regressionsgerade lautet also
f(m) =3+ 2z,

und das Bestimmtheitsmafl berechnet sich zu

- 2

B 2 _ (5w 2 (7y -7 - 9)* _ (3) = 125 L 0omm0

oy = oy =\ 55 (22 (2 — ()2 _§'(%_192)_131N‘ |
) (- @) (P -w?) 5 (s
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4. Ubung

Aufgabe 10

Bei einer medizinischen Untersuchung wird der gesundheitliche Zustand von Rauchern und Nicht-
rauchern verglichen. Dabei werden die an der Untersuchung teilnehmenden Personen in Mé&nner
und Frauen sowie in Raucher und Nichtraucher eingeteilt. Die Menge der Ménner wird mit A be-
zeichnet, die Menge der Raucher mit B.

Welche Personen werden durch die folgenden Mengen beschrieben?

Aufgabe 11

In einem Wahrscheinlichkeitsraum (£2,2(, P) seien von den Ereignissen A, B und C die folgenden
Wahrscheinlichkeiten bekannt:

(i) P(B) = 55, (i) P(Ce) = &, (ii) P(A) = 3,

(iv) P(A°NC) = 1, (v) P(ANB) =&, (vi) P(ANBNC) = 4,

(vii) P((AUB)NC) = 3.

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten der nachfolgenden Ereignisse:



Aufgabe 12

Es werden gleichzeitig ein roter und ein schwarzer Wiirfel geworfen (beides unverfilschte, jeweils
sechsseitige Wiirfel mit den Augenzahlen 1,...,6).

(a) Geben Sie zu diesem Zufallsexperiment einen geeigneten Grundraum (2 an, und beschreiben
Sie die folgenden Ereignisse als Teilmengen von €:

(i
(ii

(iii) Beide Augenzahlen betragen jeweils hochstens 3,

Die Augensumme betrigt 8,

Die Augensumme ist kleiner als 5,

~— — ~— ~—

(iv) Die Augenzahl des roten Wiirfels ist geringer als die des schwarzen Wiirfels.

(b) Berechnen Sie fiir die Ereignisse aus (a) die zugehorigen Wahrscheinlichkeiten.

Aufgabe 13

Eine faire Miinze (d.h. die Auftretenswahrscheinlichkeiten von Kopf und Zahl sind identisch) werde
sieben Mal hintereinander geworfen.

(a) Geben Sie einen geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum fiir dieses Experiment an.
(b) Wie viele mogliche Versuchsausgénge gibt es?

(c) Beschreiben Sie die nachstehenden Ereignisse als Teilmengen von 2 und berechnen Sie ihre
Wahrscheinlichkeiten:
(i) Genau sechs der sieben Miinzwiirfe ergeben Zahl.
(ii) Mindestens sechs der sieben Minzwiirfe ergeben Zahl.

(iii) In zwei aufeinander folgenden Wiirfen fillt Kopf oder in zwei aufeinander folgenden
Wiirfen fallt Zahl.

Aufgabe 14

Eine Gruppe von k Personen sei hinsichtlich ihrer Geburtstage in einem Jahr (kein Schaltjahr,
d.h. 365 Tage) zufiillig zusammengesetzt. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass min-

destens zwei der k Personen am selben Tag des Jahres Geburtstag haben.

Hinweis: Betrachten Sie das Komplementérereignis.
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Losung Aufgabe 10

Welche Personen werden durch die folgenden Mengen beschrieben?

a = Nichtraucher

A N B= mannliche Raucher

(

(b
(c
(d

) B

)

) B\ A= BN A°= weibliche Raucher

) (AU B)¢ = A° N B= weibliche Nichtraucher
)

(e

(AUB°)N(A°UB)
=(AN(A°UB))U (B°N(A°UB))
=(ANA)UANB)U(B°NA°)U(B°NB)
i,@-/ T
= (AN B)U(A°N B°).

Es handelt sich also um die Menge aller mannlichen Raucher und weiblichen Nichtraucher.

Losung Aufgabe 11

_ @G 3 7 1 11
(a) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B) ot 55~ 0= 37
(b)

P(A°UC) = P(A%) + P(C) — P(A°NC) =1 — P(A) +1 - P(C) — P(A°N C)

(4t), (zzz) (iv) 3 7 1 . ;
Mottt it
(1), (iv) 7 1 1
(¢) P(ANC) = P(C) — P(A°NC) =1 = P(C%) = P(an ©) "X 1 - - o=
c)(m)l 1
(@) P(ANB°NC) = P(ANC) - P(ANBNC) T2 oo —o,
()
P(AUB)NC) =  P(ANC)U(BNC))
= P(ANC)+P(BNC)—P(ANCNBNO),
— P(BNC) =  P((AUB)NC)—P(ANC)+P(ANBNC)

(vid),(c),(vi) 3 1 1 3

20 20+20_20’



P(AUBUC)=P((AuB)UCQC) = P(AUB)+ P(C)—P((AuB)NC)
(a),(i2), (vid) 11 1 7 3 7

207 10 20" 10

Losung Aufgabe 12

(a) Grundraum
Q= {(w1,w2) |w; € {1,...,6},i € {1,2}}

mit der Interpretation (1 <i,j < 6):

w1 = i bedeutet ”Roter Wiirfel zeigt die Zahli”,
wo = j bedeutet "Schwarzer Wiirfel zeigt die Zahl j”.

Fiir die Anzahl der Elemente in 2 gilt |Q| = 36.

Menge A fiir "Die Augensumme betragt 8”

A:{(Wl,CUQ)EQ|(JJ1 —|—WQ:8}

= {(2,6),(3,5), (4,4), (5,3), (6,2)}
|A| =5

Menge B fiir ”Die Augensumme ist kleiner als 5”

B = {(w1,w2) € Qw1 +wz <5}

={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(3,1) }
|B| =6

Menge C fiir ”Beide Augenzahlen betragen jeweils hochstens 37

{wl,WQ €Q|OJ1<3OJ2<3}
={(1, (1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)}
IC| =9

Menge D fiir ”Die Augenzahl des roten Wiirfels ist geringer als die des schwarzen Wiirfels”

D= {(W1,WQ)€Q‘Q)1<U)2}
={(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6), (3,4), (3,5), (3, 6),
(4,5),(4,6), (5,6)}

ID| =15



(b) Beschreibung mit Laplace-Raum (unverfilschte Wiirfel!), d.h.

1 1
P{w}) = 9] =3 fiir alle w € Q.
Daher ergibt sich
| Al 5 | B| 6 1
P(A) == =— — ===
(4) Q] 36’ (B) ] 36 6
|C| 9 1 ID| 15 5
P =—=—=-, PD)=-—=—
©) ] 36 4’ (D) || 6 12

Losung Aufgabe 13

(a) Grundraum
Q= {(wl,...,w7) ‘ wj; € {0,1}, 1€ {1,...,7}}
mit der Interpretation (1 <1i < 7):

w; = 0 bedeutet ”In Wurf ¢ erscheint Kopf”,
w; = 1 bedeutet ”In Wurf ¢ erscheint Zahl”.
Damit ist durch A
PA)=1——, ACQ
|€2]

ein Laplace-Raum auf {2 gegeben.

(b) Das Experiment kann als 7-maliges Ziehen aus einer Urne mit 2 unterscheidbaren Kugeln
modelliert werde, wobei die Reihenfolge, in der die Kugeln gezogen werden, beachtet wird
und gezogene Kugeln wieder in die Urne zuriickgelegt werden. Gemafl Vorlesung gibt es

Q] =27 =128
mogliche Versuchsausgénge.

(¢) (i) Ereignis A fiir "Genau sechs der sieben Minzwiirfe ergeben Zahl”:

A={(wr,...,wr) €Q|Nie{l,.... 7T} wi=0,w; =1Vj € {1,..., 7T\ {i}.}
={(0,1,...,1), (1,0,1,...,1),...,(1,...,1,0) }.

Somit gilt:
AT

PA) == .
(4) Q] 128

(ii) Ereignis B fiir ”Mindestens sechs der sieben Miinzwiirfe ergeben Zahl”:

B=AuU{(,...,1)} ={(0,1,...,1), (1,0,1,...,1),...,(1,...,1,0), (1,...,1,1)}.

Somit gilt:



(iii) Ereignis C fir ”In zwei aufeinander folgenden Wiirfen fallt Kopf oder in zwei aufein-
ander folgenden Wiirfel fallt Zahl”:

C’z{(wl,...7w7)€Q|3i6{1,...,6}: wi:wiH:O}
U{(w1,...,w7) €QTje{l,...,6}: wj =wjy1 =1}.

C besitzt das komplementire Ereignis C¢ "Keine zwei aufeinander folgende Wiirfe
zeigen dasselbe Symbol” und es gilt:

¢ ={(1,0,1,0,1,0,1),(0,1,0,1,0,1,0)}.

Somit gilt:
_ee) 2 63

P(C)=1-P(C% = =1-—=_".
() (™) I8] 128 64

Losung Aufgabe 14

Betrachte Murmelmodell: Verteile k& unterscheidbare Murmeln (Personen) auf 365 Zellen (Tage des
Jahres), wobei Mehrfachbelegungen zugelassen sind

Beschreibung mittels des Grundraums
Q={(wi,...,wg) |wi €{1,...,365},1 <i<k}
mit der Interpretation (1 <1i < k,1 <[ < 365):
w; = [ bedeutet ”Die Person i hat am l-ten Tag des Jahres Geburtstag”

Dann wird durch A
P(A)=—, AcCQ,
€|

ein Laplace-Raum auf €2 definiert (vgl. B 1.11). AuBerdem gilt |Q| = 365*.

Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis ”Mindestens 2 der Personen haben am selben
Tag des Jahres Geburtstag”. Dieses Ereignis wird durch die Menge

E={(wi,...,wr) € Q]esgibti,je{l,... ,k},i#j, mit w; =w;}

beschrieben. Daher lasst sich das Komplementérereignis ”Alle Personen haben an verschiedenen
Tagen des Jahres Geburtstag” durch das Komplement

E¢={(wi,...,wg) € Q| firalled,j e {1,...,k},i+# 7, gilt w; # w;}

beschreiben. Aus B 1.13 folgt, dass |E¢| = (?)%f!k)! gilt. Wegen |E| + |E¢| = || ergibt sich damit
fir die gesuchte Wahrscheinlichkeit

Bl _lel—lEd B, 363!
T T 9l 3655365 — k)l

P(E)
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Aufgabe 15

(a) Zeigen Sie, dass folgende Mengensysteme o-Algebren iiber  # () sind:
(i) A= {09},
(i) A={0,A, A Q} 0 A£LACQ, A#Q,
(ifi) 2 = Pot(Q),
(iv) A ={A C Q| A hochstens abzdhlbar oder A° hochstens abzéhlbar}.

(b) Weisen Sie nach, dass die nachstehenden Funktionen Z&hl- bzw. Riemanndichten auf dem
jeweils angegebenen Triger darstellen:

Aufgabe 16

Eine Softwarefirma beschiéftigt drei Programmierer P, P, und Ps;. Von P; wurden 230, von Py 690
und von P3 460 Programmierungen im vergangenen Jahr vorgenommen. Hierbei haben bei

P 12% aller Programme mindestens zwei Programmierfehler,
40% aller Programme genau einen Programmierfehler,

Py 15% aller Programme genau einen Programmierfehler,
70% aller Programme keinen Programmierfehler,

Ps: 75% aller Programme keinen Programmierfehler,
10% aller Programme mindestens zwei Programmierfehler.

Die Softwarefirma wéhlt aus allen geschriebenen Programmen zufillig eines aus.
(a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat das ausgewéhlte Programm keine Programmierfehler?

(b) Die Softwarefirma stellt fest, dass das Programm genau einen Programmierfehler aufweist.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit stammt es vom Programmierer P»?



Aufgabe 17

FEin fairer Wiirfel werde zweimal geworfen.

(a) Zeigen Sie, dass fiir alle k € {1,...,6} gilt: Die Ereignisse

» 1. Wurf zeigt Ziffer £ und
,Die Summe der Ziffern beider Wiirfe ist durch drei teilbar*

sind stochastisch unabhéngig.

(b) Gibt esein k € {1,...,6}, so dass die Ereignisse

» 1. Wurf zeigt Ziffer k* und
»Das Produkt der Ziffern beider Wiirfe ist durch drei teilbar*

stochastisch unabhéngig sind?

Aufgabe 18

Ein Software-Unternehmen stellt im Internet kostenlos ein Statistik-Lernprogramm zum Download
zur Verfiigung. Es gibt zwei verschiedene Mdoglichkeiten das Programm zu installieren:

(1) Das Programm wird in 2 Datenpakete zerlegt und iibermittelt. Nach dem Download wird das
Programm installiert, falls keines der beiden Datenpakete fehlerhaft ist.

(2) Das Programm wird in 4 Datenpakete zerlegt und iibermittelt. Nach dem Download wird das
Programm installiert, falls hochstens eines der Datenpakete fehlerhaft ist.

Nehmen Sie an, dass unabhéngig von der Grofle eines Datenpaketes die Fehlerrate bzw. die Fehler-
wahrscheinlichkeit bei seiner Ubermittlung 1—p fiir ein p € (0, 1) betrage und dass die Ubermittlung
der einzelnen Datenpakete unabhéngig voneinander erfolge. Geben Sie ein geeignetes stochastisches
Modell fiir diese Situation an und berechnen Sie in Abhéngigkeit von der Intaktwahrscheinlichkeit

p, welche der beiden Varianten zuverldssiger zu einer Installation der Software fiihrt.
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Aufgabe 19

(a) Auf einen Server werden t#iglich mehrere Hackerangriffe veriibt. Die Anzahl der an einem Tag
registrierten Angriffe kann durch eine Poisson—verteilte Zufallsvariable mit Parameter A = 6
beschrieben werden.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass an einem Tag

(i) genau fiinf Angriffe,

(ii) mindestens vier Angriffe
verzeichnet werden.

(b) Die Lebensdauer (in Stunden) von bestimmten Bauteilen werde durch eine mit Parameter
A > 0 exponentialverteilte Zufallsvariable X beschrieben.

(i) Berechnen Sie fir A = gl die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Lebensdauer eines
derartigen Bauteils
(I) hochstens 300 Stunden,
(IT) mehr als 120 Stunden,
(III) zwischen 240 und 360 Stunden
betrégt.

(ii) Fiir welchen Wert des Parameters A ergibt sich eine Lebensdauerverteilung, bei der
mit Wahrscheinlichkeit 0,99 die Lebensdauer eines derartigen Bauteils mindestens 100
Stunden betragt?

Aufgabe 20
Die Funktion f: R — R sei gegeben durch

< 2<zx<7
Vat2 ’
fl@)=q¢ "
0 , sonst

mit einer Konstanten ¢ € R.
(i) Bestimmen Sie ¢ so, dass f Dichtefunktion einer stetigen Zufallsvariablen X ist.

(ii) Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion FX der Zufallsvariablen X.



Aufgabe 21

Seien X und Y diskrete Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2,2, P) mit P(X =
k)=P(Y =k+1)=1/4 fiir k € {0,1,2,3}.

(a) Bestimmen Sie Verteilung von X + Y unter der Annahme, dass X und Y stochastisch un-
abhéngig sind.

(b) Wie sieht die Verteilung von X + Y aus, falls X und Y nicht stochastisch unabhéngig sind,
sondern die gemeinsame Verteilung

P(X=kY=k+1)=1/4, ke{0,1,2,3},

besitzen?

Aufgabe 22

Seien X und Y zwei diskrete Zufallsvariablen, wobei X die Werte —1, 0 und 1 und Y die Werte 1, 2
und 3 annimmt. Die zugehoérigen Wahrscheinlichkeiten p;; = P(X =1¢,Y = j) furi € {—1,0,1}, j €
{1,2,3}, sind in der folgenden Tabelle angegeben:

pij = P(X =1, = j) /
1 2 3
1 1/20 1/5 0
i 0 1/5 1/5 1/10
1 110 1/10  1/20

(a) Bestimmen Sie die Z#hldichten der beiden Randverteilungen, und entscheiden Sie, ob die
Zufallsvariablen X und Y stochastisch unabhéngig sind.

(b) Bestimmen Sie die bedingte (Z&hl-) Dichte von Y bei gegebenem X = 1.
(c) Berechnen Sie die bedingte Wahrscheinlichkeit P(X =0]Y > 2).

(d) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsvariablen Z = X + Y.
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Losung Aufgabe 19

(a) Die Anzahl der pro Tag registrierten Hackerangriffe wird beschrieben durch eine Poisson-
verteilte ZV X mit Parameter A = 6 (X ~ po(6)). Nach B 2.5 ist die zugehorige Zahldichte
definiert durch

pk:P(X:k):—e = —e°, keN
Folglich gilt:
(i) Die Wahrscheinlichkeit fiir genau finf registrierte Angiffe ist gegeben durch
65
P(X =5)=ps5 = 56—6 ~ 0,161.

(ii) Die Wahrscheinlichkeit fiir mindestens vier registrierte Angriffe ist gleich

P(X>4)=1-P(X <4)=1-P(X <3)

6k:
=1-e ) —=1-¢e5(1+6+18+36)~ 0,849,

(b) Sei X ~ Exp(\) mit A > 0. Dann ist nach B 3.7 die zugehorige Verteilungsfunktion gegeben

durch:
l—e >0
FXay=4 ~° 7 "%
0, z < 0.

(i) Sei A = gb5. Dann gilt:
(I) P(X <300) = FX(300) =1 — e %/8~0,313
(II) P(X >120) =1— P(X <120) =1 — FX(120) = ¢%/20 = 0, 861

(III) Da die Verteilungsfunktion von X stetig ist (vgl. C 2.4), folgt
P(240 < X < 360) = P(240 < X < 360) = P(240 < X < 360)
= FX(360) — FX(240) =1 — e™/20 — (1 — ¢=%/19) %~ 0, 103.
(ii) Gesucht wird A > 0 mit P(X > 100) = 0,99. Die Losung ergibt sich folgendermafien:
P(X >100) = P(X > 100) = 1 — P(X < 100)
= 1— FX(100) = e100* £ 0,99
e — 100\ = In(0,99)

~ In(0,99)

= A=
100

~ 0,0001005 = 1,005 - 10~%.
Losung Aufgabe 20

Die gegebene Funktion f: R — R ist Dichtefunktion einer stetigen Zufallsvariable X, falls (vgl. B
3.4):



(a) f(x) >0 fir alle z € R,

(b) ffooo f(x)dx = 1.
(i) Aus (a) folgt ¢ > 0. Aus (b) ergibt sich

1:/_Zf(x)d$:/27\/l%dl':26\/mg:20,

d.h. fir ¢ = % ist f eine Dichtefunktion.

(ii) Die Verteilungsfunktion FX : R — [0,1] von X ist gegeben durch (vgl. C 2.2(ii)):

FX(t):/_t f(@)dz, teR.

Mit ¢ = % folgt

o flirt¢t < 2:

FX(t) = /_; f(z)de = /_; 0dz = 0.

o fir2<t<T:

FX(t):/2 N;ﬁdx:\/(m+2)‘;:\/t+ - 2.

o firt >7:

7
1
FX(¢ :/ — — dr=vV9-2=1.
() 22\/$+2x

Zusammengefasst ergibt sich also fiir die Verteilungsfunktion:

0, t<2,
FXt)y={Vt+2-2, 2<t<T,
1, t>17.

Losung Aufgabe 21

Es gilt allgemein fiir diskrete Zufallsvariablen X und Y mit Werten in Z (vgl. Beweis zu Satz C
1.13):
P(X+Y =k =) P(X=jY=k—j), ke
JEZ
Seien X und Y Zufallsvariablen mit P(X = k) = P(Y =k +1) =1/4 fir k € {0, 1,2, 3}.

(a) Aufgrund der Unabhéngigkeit gilt in diesem Fall (vgl. Satz C 1.13)

P(X+Y =k) =) PX=§)PY =k-j), kel
JEZ



Es folgt (beachte die Trager der Verteilungen von X und Y!):

16
P(X+Y =2)=P(X =1)P(Y =1)+ P(X =0)P(Y =2) =
P(X+Y =3)=P(X =0)P(Y =3)+ P(X =1)P(Y =2) +
P(X+Y =4)=P(X =0)P(Y =4) + P(X = 1)P(Y = 3)

P(X+Y =5)=P(X

P(X+Y =6)=P(X =2)P(Y =4)+ P(X =3)P(Y =3) =

mx+yzn:mxzamyzgz%

Aufgrund der Trager von X und Y nimmt X + Y nur Werte in der Menge {1, ...,7} mit positiver

Wahrscheinlichkeit an.

(b) Gilt fiir die gemeinsame Verteilung

P(X=kY=k+1)=1/4, ke{0,1,2,3},

so folgt
PX+Y=1)=PX=0,Y=1)=
PX+Y=3)=PX=1Y=2)=
PX+Y=5)=PX=2Y=3) =

P(X+Y =T7)=P(X =3Y =4) =

Die Summe X + Y nimmt in diesem Fall nur Werte in der Menge {1, 3,5, 7} mit positiver Wahr-

scheinlichkeit an.

Losung Aufgabe 22
(a) Es gilt

3
P(X =1i) = ZP(X =1i,Y = j) =pin + pi2 + i3,

Il
~
~
Il
=
_.I_
)
<
Il
>
3
F<
Il
o
+

I N e N I N

ie{-1,0,1},

P(Y =j)= ) P(X=iY =j)=p_1;+po; + D1,

je{1,2,3).



Hiermit ergibt sich

1 1 1
P(X=-1)=g+:+0="1,
1 1 1 1
PX=0)=-4-+-—==
( 0) 5+5+10 2’
1 1 1 1
PX=D=9+ptn -1
1 1 1 7
PY=1)=—+-4—=—
( ) 20+5+10 20’
1 1 1 1

1 1 3
P(Y =3)=0+ 15+ 55 = 55

Die Zufallsvariablen X und Y sind nicht stochastisch unabhéngig, da beispielsweise

P(X:—Lyzg):o#i%:P(X:-1)P(Y:3).
(b) Wegen
Py =jix = 1) = PSR e 2,
folgt aus der Aufgabenstellung und (a):
PY=1X=1) :%ﬂ):%,
PY=2/X=1) :%}:%,
P(Y =3|X =1) :%:g

P(X=0,Y>2) PX=0Y=2+PX=0Y=3)

P(Y >2) P(Y =2)+ P(Y =3)
1 1
_5t1w_ 6
5 :
§+% 13

1

P(Z=0) = P(X=-1Y =1)=p 1= 5.
2
P(ZZ ) = P(X:—1,Y:2)+P(X:0,Y:1):p_12+p01:*

1
57
P(Z=2) = P(X=-1,Y=3)+P(X=0Y=2)+P(X=1Y=1)

3
= p-13+Dpo2 +p11 = 10°

1
P(Z:3) = P(XZO,Y:3)—|—P(X:1,Y:2):p03+p12:g,

1
P(Z=4) = P(X=1Y=3)=pu=g.
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Aufgabe 23

Seien X und Y Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2,2, P) mit X ~ I'(a, 8), o, B >
0 und Y ~ R(0,1).

(a) Zeigen Sie, dass fiir a > 0 gilt: aX ~ T'(a/a, B).

(b) Bestimmen Sie die Verteilung der Zufallsvariablen Z = —In(1 —Y).

Aufgabe 24
Gegeben sei die Situation aus Aufgabe 22.

(a) Berechnen Sie F X und EY.
(b) Berechnen Sie Var X und VarY.

(c) Berechnen Sie Kov(X,Y) und Korr(X,Y).

Aufgabe 25

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung eines zweidimensionalen diskreten Zufallsvektors (X, Y") sei durch
die folgende Tabelle der Wahrscheinlichkeiten

P(X=iY=j), 1<i<2 1<j<5,

gegeben.
Y=
X 1 2 3 4 5
1 0 0,1 ? 0,1 0,2
2 0,1 ? 0,1 0,2 0,1
P(Y =) 0,1 0,2 0,1 ? 0,3

(a) Vervollstéandigen Sie die Wahrscheinlichkeitstabelle.
(b) Bestimmen Sie die Randverteilung von X. Sind X und Y stochastisch unabhéngig?

(c) Berechnen Sie EX, VarX und E ($).
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Losung Aufgabe 23

(i) Die Behauptung lasst sich analog zu Beispiel C 4.1(i) zeigen. Hier wird eine Herleitung mittels
Satz C 4.2 gewahlt.
Seien @ > 0 und X ~ I'(e, B),, 8 > 0. Betrachte g : (0,00) — (0,00) mit g(x) = ax fiir
x > 0. Die bijektive Funktion g erfiillt die Voraussetzungen von Satz C 4.2. Insbesondere
gilt g7 H(y) = %y und (¢~ Y(y) = é fiir y > 0. Es folgt fiir die Dichte der Zufallsvariable
Y =¢g(X) =aX:

F%)

Q
[P S|
[N}

I
SH N
—

>
~
ISEES
~—

X~ () li <Q>B_1 exp (—a y)

Hierbei handelt es sich um die Dichte einer Gamma-Verteilung mit den Parametern a/a und

B (vgl. B 3.9). Also gilt aX ~ I'(a/a, ).

(ii) Die Aussage lésst sich ebenfalls mit Satz C 4.2 zeigen. Hier wird &hnlich wie in Beispiel C
4.1(i) (bzw. mit Lemma C 2.7(iv)) argumentiert.
Betrachte h : (0,1) — (0,00) mit h(y) = —In(1 — y) fiir y € (0,1). Die Funktion h ist streng
monoton wachsend und stetig. Die Umkehrfunktion von h ist h=!(z) = 1 —e™%,2 > 0. Also
gilt fiir die Verteilung der Zufallsvariable Z = h(Y), falls Y ~ R(0,1) (vgl. B 3.6):

P(Z<z = PhY)<z)=P(ln(1-Y)>—2)
= Pl-Y>e*)=PY <1-—¢e7)
= P(Y <h7i(2) TR ()

= 1—-¢7% 2z>0.

Also folgt Z einer Exponentialverteilung Ezp(1). (Da h mit der Quantilfunktion der Vertei-
lungsfunktion der Exponentialverteilung iibereinstimmt, kann die Aussage auch direkt aus
Lemma C 2.7(iv) gefolgert werden.)



Losung Aufgabe 24
(a) Mit Hilfe der Resultate aus Aufgabe 22(a) ergibt sich:

1

E(X) = Zz‘P(X:z’):—P(X:—l)JrP(X:1):—1+1:0,
i=—1
E(Y)—ijP(Y—j)—P(Y—1)+2P(Y—2)+3P(Y—3)—7+2-1+3-3—9.
s 20 2 20 5
(b) Es gilt
o 1 1 1
B(X?) = i PX=i)=P(X=-1)+PX=1)=_+ =0,
1=—1
3
E(Y?)=) j°P(Y =j)=P(Y =1)+4P(Y =2) + 9P(Y = 3)
=1
_J7 n 3 37
20727 %010
Es folgt
Var(X) = B(X?) — (B(X))? = % -0 = %
37 (9\° 23
Var(Y) = E(Y?) = (E(Y))* = 0 <5> =5
(c) Es gilt

E(X-Y)=> Y ijP(X =iY =})
i=—1j=1
= PX=-1Y=1)-2P(X=-1Y=2)+P(X =1,Y =1)
+2P(X =1,Y =2)+3P(X =1,Y = 3)
1 1 1 1 1

-~ 9.4 = 419. L =.
20 5+10+ 10+3 20 0

Also folgt

Kov(X,Y)=E(X-Y)—EX)E(Y)=0-0- % =0

und damit auch Korr(X,Y) =0 (vgl. C 5.17(ii)), d.h. X und Y sind unkorreliert.

Beachte: Laut Aufgabe 22(a) sind X und Y nicht stochastisch unabhéngig. Dies ist ein
weiteres Beispiel dafiir, dass aus Unkorreliertheit nicht die stochastische Unabhéngigkeit folgt
(vgl. auch C 5.20).



Losung Aufgabe 25

(a) Die vollsténdig ausgefiillte Tabelle sieht folgendermaflen aus:

My Y= 1 2 3 4 5
1 0 0,1 0 0,1 0,2

2 0,1 0,1 0,1 0,2 0,1

PY =j) 0,1 0,2 0,1 0,3 0,3

(b) Es gilt

Also ergibt sich mit den Angaben der Tabelle aus (a):

1)=0+4+0,140+0,140,2=0,4,
P(X=2)=0,140,14+0,14+0,24+0,1=0,6.

Die Zufallsvariablen X und Y sind nicht stochastisch unabhéngig, denn

P(X=1Y=1)=0+£0,4-0,1=P(X =1)P(Y =1).

(c) Es gilt
E(X)=P(X=1)4+2P(X=2)=0,442-0,6=1,6,
E(X?)=P(X=1)+2’P(X =2)=0,4+4-0,6 =238,
Var(X) = E(X?) — (B(X))* =2,8 — (1,6)* = 0, 24.

AuBerdem gilt

1 1 1 1
El=)=N 2P X=)=PX=1)4+--P(X=2)=0.44--0.6=0.7.
<X> ;Z ( 7) ( )+2 ( ) =0, +5°0,6 0,7
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Aufgabe 26

Die Riemann-Dichte f*Y : R? — R der zweidimensionalen stetigen Zufallsvariablen (X,Y) sei
gegeben durch:
12(1 —2)zy , fallsz,y €[0,1],

XY
’ x’ —
fo @) { 0 , sonst .
(a) Bestimmen Sie die zugehorigen Randdichten f* und fY.
(b) Berechnen Sie EX, EY, Var X und VarY.

(c) Berechnen Sie Kov(X,Y'). Sind die Zufallsvariablen X und Y stochastisch unabhéingig?

Aufgabe 27

Seien X und Y unkorrelierte Zufallsvariablen mit X ~ R(—2,4) und Y ~ Exp(%). Weiter seien
U=X-2YundV=3X+Y-5.

(a) Berechnen Sie EU und E'V.
(b) Berechnen Sie VarU und VarV.
(c) Berechnen Sie Kov(U, X).

Hinweis: Sie konnen die Resultate aus den Beispielen C 5.2 und C 5.13 verwenden.

Aufgabe 28
Sei X eine Zufallsvariable auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 2, P) mit

EX=1 und Var(X)=2.

Zeigen Sie: P(X € (—1,3)) > 1.

Aufgabe 29
Sei X ~ po(A) mit A > 0.
(a) Berechnen Sie die zugehorige wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion gx.

(b) Berechnen Sie mit Hilfe der in (a) bestimmten erzeugenden Funktion gx den Erwartungswert
EX und die Varianz Var(X) der Zufallsvariablen X.

(c) Sei Y ~ po(p) mit g > 0 stochastisch unabhéingig von X. Bestimmen Sie die Verteilung von
X + Y mit Hilfe von Aufgabenteil (a).
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Losung Aufgabe 26

(a) Es gilt
00 1
P = [P @y = [ 10—
1
=121 — z)x (;y2> =6(1 —x)z firze|0,1],
0
fX(x) =0 firz¢&[0,1],
00 1
fY(y):/_ fX’Y(ﬂc,y)dﬂc:/0 12(1 — 2)zy do
1
=12y (;xz - ;)3:3) . =12y (; - ;) =2y firyel0,1],
fry)=0 firy¢[0,1].
(b) Es gilt
[T x _ [ 2, _ofl 3 14 1_ 1
E(X) —/_Ooxf (x)dx—/o 6(1 —z)x dm—6<3m ik > 0—5,
o9 1 1
E(Y) /_Ooyfy(y)dy—/o 2y% dy = <;y3) = %
Analog ergibt sich
o0 3 e 1
Py = [N ade =5 B0 = [ 2wy =3,
und daraus folgt
_ 2\ 2 _ i _ 1 — i
Var(X) = B(X?) ~ (B(X))? = & — 1 = 0.
BV o1 _4_1
Var(Y) = E(y?) — (B(Y)? = — 5 = 1=

(c) Es gilt

E(XY)Z/OO /Oo 2y [V (2,y) dady

1,1 1 1 1
= / / 12(1 — z)2?y? dady = / 122 (ZES - :v4>
0 Jo 0 3 4
1
1
2
[ var=3

Daher folgt



Die Zufallsvariablen X und Y sind stochastisch unabhéngig, denn es gilt (siehe (a))

oV (@,y) =6(1 — )z -2y = fX (@) f (y) fii 2,y € [0, 1],
und
FA () = 0= fF(@)f (y), falls o ¢[0,1] oder y & [0,1].
Also ist die Bedingung aus Satz C 3.14 erfillt.

Beachte: Aus der Tatsache Kov(X,Y) = 0 kann nicht auf die stochastische Unabhéngigkeit von X
und Y geschlossen werden (vgl. C 5.20 und Aufgabe 24(c))!

Losung Aufgabe 27
Laut C 5.2 und C 5.13 gilt fiir X ~ R(—2,4) und Y ~ Exp(3):

244 (4—(=2)? 36
5 , Var 5 T 3,
1 1
EY:I:27 V(ITYZ@:ZL
2 2

Laut Aufgabenstellung sind X und Y unkorreliert. Unter Anwendung von Eigenschaften aus C 5.7,
C 5.12 und C 5.18 folgt:

(a)
EU=E(X-2Y)=EX-2EY =1-4= -3,
EV=EBX+Y -5 =3EX+EY -5=3+2-5=0.

VarU =Var(X —2Y) V"2 12 yar X + (=2)2 - VarY

=VarX+4-VarY =3+ 16 =19,

VarV=Var(3X+Y —5)=Var(3X +Y)

YW 92 Y X +12-VarY =9Var X + VarY

=274+4=31.
(¢) Wegen Kov(X,Y) = E(XY)—- E(X)E(Y)=0¢gilt E(XY) = E(X)E(Y). Damit folgt

Kov(U,X)=Kov(X —2Y,X)

= E((X —2Y)X) — E(X —2Y)E(X)
E(X?) —2E(XY) - (E(X) -2E(Y))E(X)
E(X?) = 2E(X)E(Y) — (E(X) — 2B(Y))E(X)
E(X?) — (B(X))*> =Var(X) = 3.

Bemerkung:

Allgemein kann fiir Zufallsvariablen X1,...,X,, Y1,...,Yy, und ay,...,a,,b1,...,b, € R gezeigt

werden:
n

Kov(i a; X; , i ijj> = Z i a; by Kov(X;,Y;) ,
i=1 j=1 i=1 j

i=1 j=1

falls die einzelnen Kovarianzen alle (als reelle Zahlen) existieren.



Hiermit lasst sich Teil (¢) auch folgendermaflen lésen:

Kov(U,X) = Kov(X — 2V, X) "2 Kov(X,X) -2 Kov(Y,X) =VarX =3.

=Var X =0, da X, Y unkorr.
Losung Aufgabe 28
Mit Hilfe der Tschebyscheff-Ungleichgung gilt (vgl. Satz C 5.22.(iii)):
P(Xe(-1,3)) = P(-1<X<3)
P(-2< X -FEX<2)
P(|X — EX| < 2)
= 1-P(|X-EX|>2)
Var(X)
22

Y

1—

N = =
IS V)

Losung Aufgabe 29

Sei X ~ po(A) mit A > 0, d.h. P(X = k) = e 2 k € Ny.

(a) Fir die erzeugenden Funktion erhélt man:

gx () = ip(X:k).tk:ieﬂ\i o /\i o
k=0 k=0 k=0

(b) Fiir k € N gilt:

Mit (a) folgern wir:
gg) (t) = Aert1) und damit EX = gg) (1) =A,

g2 (1) = A2M07D  und damit B (X(X —1)) = A2,

Weiter folgt fiir die Varianz von X:
Var(X) = E(X?) — (EX)?

= E(X(X-1)+E(X)-(EX)?

= W +e00) - ()

= MX+A-N =)

(c¢) Fiir stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen X und Y gilt:
gx+y () = gx(t) - gy (t) = 27D L eplt=l) — LOFu)(E=1),
Damit folgt mit Bemerkung C 6.4.(i):
X+Y ~po(A+p).
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Aufgabe 30

Seien X und Y zwei Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 2, P) mit gemeinsamer
Riemanndichtefunktion

yse—(z+1)y

0 , sonst ,

falls z,y > 0 ,

wobei s € IN gelte.

(a) Bestimmen Sie die Randdichte f¥ von Y und geben Sie die Verteilung von Y an.

(b) Sei y > 0 gegeben. Bestimmen Sie die bedingte Dichte fXY=¥ von X unter (der Hypothese)
Y = y. Um die Dichte welcher Verteilung handelt es sich?

(c) Berechnen Sie fiir y > 0 die bedingte Erwartung E(X|Y = y) von X unter (der Hypothese)
Y =y.

Aufgabe 31

Eine Bank betreibt in einer Region insgesamt 200 Geldautomaten, von denen jeder (unabhéngig
von den iibrigen Automaten) mit Wahrscheinlichkeit 0,05 aufgrund einer Storung innerhalb einer
Woche mindestens einmal ausféllt.

Fiir die Einrichtung eines stdndigen Wartungsdienstes sei die Wahrscheinlichkeit von Interesse, dass
die Anzahl der Geldautomaten, die in einer Woche mindestens eine derartige Storung aufweisen,
mindestens 5 und héchstens 15 betrégt.

(a) Schétzen Sie die gesuchte Wahrscheinlichkeit mittels der Tschebyscheff-Ungleichung nach
unten ab.

b) Fiir ein Folge (X, )nen von iid Zufallsvariablen mit EX; = p und VarX; = 02 < oo gilt:
1

lim P(vnot—H <) = o)

n—00 o

wobei X,, = %Z?:l X; und @ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung. Diese

Aussage ist bekannt als Zentraler Grenzwertsatz. Man sagt \/ﬁ@ hat asymptotisch eine
N(0,1)-Verteilung. Berechnen Sie nun die gesuchte Wahrscheinlichkeit approximativ mit Hilfe
des Zentralen Grenzwertsatzes.

Hinweis:
Sie konnen Funktionswerte und Quantile der Standardnormalverteilung aus Tabellen in der Lite-

ratur entnehmen (siehe z.B. Formelsammlung Statistik griffbereit).



Aufgabe 32

Die Zufallsvariablen X7, ..., X,, seien stochastisch unabhéingig und jeweils auf dem Intervall [0, b]
Rechteck-verteilt mit unbekannter oberer Intervallgrenze b > 0. Um b aus zugehorigen Beobach-
tungen x1,..., T, zu schitzen, betrachtet man folgende Schétzfunktion:

n
Z X; .
=1

b, =2X, =

SN

(a) Ist b, ein erwartungstreuer Schétzer fiir den Parameter b?

(b) Berechnen Sie die Varianz von by.
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Losung Aufgabe 30

(a) Fir y > 0 gilt:

00 00 85— (z+1)y Seo—Y a
fY(Z/):/ fX’Y(xvy)d :/0 y(e dr = ye lim e Wdx

5

—00 S—l)' (S—l)!a%oo 0
eV [T D e (e LY _ytle
= = = — lim ~ ) = .
(s — 1)l a—oo Y oo (=1 a=oco y y (s —1)!
Fiir y < 0 erhalten wir
oo oo
fy(y) :/ fX’Y(x,y)da:Z/ 0dx=0.
o0 ——— oo
=0 nach Vor.

Y besitzt somit eine Gammaverteilung I'(1,s) mit Parametern 1 und s (beachte: I'(s) =
(s—1)!, seN).

(b) Fiir gegebenes y > 0 gilt nach (a) f¥ (y) > 0 und damit (vgl. Def. C 7.1) fiir > 0

se—(z+1)y
fX|Y:y(x) o fX’Y(xay) (a)i/OT. yisfl)' o ye—yﬂi
- Y - s—1po—y - .
Y (y) e
Fir x <0 erhalten wir
=0 nach Vor.
XY
leY:y(CC) _ f ' (:an) —0.
()

Folglich handelt es sich bei fXI¥=¥ um die Dichte der Exponentialverteilung Ezp(y) mit
Parameter y.

(¢) Mit C 7.4 und der Regel der partiellen Integration erhalten wir fiir gegebenes y > 0:

EX|Y =y] = /:):fXY:y(x)d:r ® lim zye Ydx

a—r o0 0
o a
= Jim [ () g [

a

= ( lim (—ae %) + O) + lim e Ydx

a—o0 a—o0 0

—gy]T=0 1 1
= lim [_e ] = lim —(1 —e %) =—.
a—ro0 y =0 a—ro0 y y



Losung Aufgabe 31

Zum Modell: Die Storungen werden beschrieben durch Zufallsvariablen X1, ..., X909 mit der Inter-
pretation

1, i-ter Automat fallt mindestens einmal aus, .
X; = i=1,...,200.

0, sonst,

Geméfl Aufgabenstellung sind X7, ..., Xogo stochastisch unabhéngig mit X; ~ bin(1, 0,05),i =
1,...,200. Also gilt gemafl C 1.14(i):

200
Sa00 = »_ X ~ bin(200, 0,05).
=1

Mit n = 200, p = 0,05 = 1/20 folgt gemaf C 5.2 und C 5.13:

1
E(S,) =np =200 - 20 = 10, Var(S,) =np(l —p) =200 — 9,5.

Damit lassen sich nun beide Aufgabenteile 16sen:
(a) Zunéchst gilt

P(5< 5, <15) = P(=5< 5, —10 <5)
(ISn = E(Sn)| < 5)
(ISn — E(Sn)| < 5)

— (IS0 — E(Sa)| = 5).

P
> P
1

Aus der Tschebyscheff-Ungleichung (vgl. C 5.22(iii)) folgt dann

Var(Sy)

P(ISy — B(S)] 2 5) < —5

und daher

P(5< 8, <15)> 1~ P(|S, — E(Sy)| > 5)

> 1 Var(Sy)
9,5

=1--"2-=0,62.
25 ’

(b) Beachte, dass mit den obrigen Bezeichnungen

\/ﬁXn — K S, — E(Sn)
o Var(Sy)

Daher gilt

P(5 < 8, < 15) Fnglo P(S, < 15) — P(S, < 4)
Standariisierung P (Sn —10 < 15 — 10) B (Sn — 10 < 4 — 10)

v9,5 T /9,5 v9,5 T V9,9

Der Zentrale Grenzwertsatz (siehe C 8.6) liefert nun

Sp — 10
P <t]|=®(), telR.
(o =t) o0



Damit folgt

Eine Tabelle der Funktionswerte der Standardnormalverteilung (siehe z.B. Formelsammlung Sta-
tistik griffbereit, 4. Auflage, S. 33) liefert ®(1,62) ~ 0,947 und ®(1,95) ~ 0,974. Damit folgt
schlieBlich

P(5< 8, <15) ~ ®(1,62) — (1 — ®(1,95)) ~ 0,947 — 1+ 0,974 = 0,921.

Losung Aufgabe 33

Seien X7, ..., X, unabhéngig und identisch verteilt mit X; ~ R(0,b) mit b > 0.
(a) Laut C 5.2(iii) gilt EX; = %, i =1,...,n. Hiermit folgt fiir b > 0 und n € N:

Somit ist by, erwartungstreu fiir b.

(b) Laut C 5.13(iii) gilt Var(X;) = &, i =1,...,n. Hiermit folgt fiir b > 0 und n € N:

Varbi)n =Varp < ZX) Z VarX;

4 b2 b2
212 " 30
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Aufgabe 33

Die Zufallsvariablen X7, ..., X, seien stochastisch unabhéngig und jeweils Pareto—verteilt mit (un-
bekanntem) Parameter o > 0. Geméifl Vorlesung sind dann die zugehorige Dichtefunktion f, und
die zugehorige Verteilungsfunktion F,, der Zufallsvariablen X; fiir ¢ € {1,...,n} in Abhéingigkeit
vom Parameter a gegeben durch

ﬁ ) xZ]-a 1*55% ’ »T‘Zla
falz) = bzw. Fy(x) =
0 , x<l1 0 , x<l.

(a) Bestimmen Sie eine Maximum-Likelihood-Schétzung & fiir den Parameter «.
(b) Berechnen Sie den aus (a) resultierenden Schétzwert zu folgenden Daten:

1.65, 2.97, 3.52, 3.07, 2.06, 2.41, 3.84, 5.48 , 1.86, 4.90 , 7.36 , 1.58 .

(c) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass X; den Wert = = 2 iibersteigt, indem Sie
den unbekannten Parameter o durch den in (b) berechneten Schétzwert ersetzen.

Aufgabe 34

Eine Fluggesellschaft moéchte wissen, wie hoch der Anteil p der Passagiere ist, die ihren Flug nicht
antreten. Hierzu soll ein Konfidenzintervall fiir p bestimmt werden.

Die Uberpriifung von 1000 zufillig ausgewihlten Passagieren ergibt, dass 74 von ihnen den Flug
nicht angetreten haben. Bestimmen Sie anhand dieses Ergebnisses ein approximatives zweiseitiges
Konfidenzintervall fiir p zum Konfidenzniveau 90%.

Aufgabe 35

Auf 12 Versuchsflichen wurde eine neue Weizensorte angebaut. Die einzelnen Flidchen erbrachten
die folgenden Hektarertrige (in t):

3.56 , 3.37, 3.78 , 3.12, 3.72, 341, 3.56, 3.66 , 3.71, 3.49, 3.56 , 3.40 .

Aus Erfahrung ist bekannt, dass diese Hektarertriige als Realisationen stochastisch unabhéngiger,
jeweils N (u, 0?)-verteilter Zufallsvariablen mit p € R und o > 0 angesehen werden kénnen.

(a) Ermitteln Sie ein zweiseitiges Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert x4 zum Konfidenz-
niveau 0.9 bei

(i) bekannter Varianz o2 = 0.0324,

(ii) unbekannter Varianz o2,



(b) Ermitteln Sie ein einseitiges unteres 99%-Konfidenzintervall fiir

(i) die Varianz o2,

(ii) die Standardabweichung o.

(c) Wie grof miisste die Anzahl der Versuchsflachen mindestens sein, um bei bekannter Varianz
02 = 0.0324 ein zweiseitiges 90%-Konfidenzintervall fiir den (unbekannten) Erwartungswert
p angeben zu konnen, dessen Linge hochstens 0.1 (¢) betriagt?

Aufgabe 36

Fiir Geschwindigkeitsmessungen im Straflenverkehr stehen ein mobiles Radarsystem S; und eine
festinstallierte (geeichte) Messanlage Sy zur Verfiigung. Durch Vergleich der Messergebnisse soll die
Tauglichkeit der mobilen Anlage S; fiir den alltédglichen Einsatz iiberpriift werden.

Hierzu wurde mit beiden Systemen jeweils mehrfach die Geschwindigkeit eines Fahrzeugs gemes-
sen, dass mit konstanter Geschwindigkeit von 50 km/h den Messpunkt passierte. Es wurden 12
Messungen mit dem mobilen System S; und 8 Messungen mit dem System Sy durchgefiihrt. Die
zugehorigen gemessenen Geschwindigkeiten (in km/h) sind in der folgenden Tabelle angegeben:

Nr. der Messung || 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12

Messanlage S 52.3153.9|51.049.3|49.9|47.6|49.2|50.9 |48.1|50.3|53.9 |48.4
Messanlage So 48.1150.8 [53.3|52.0(49.9|48.4|52.1|50.2

Nehmen Sie an, dass die mit System S; bzw. So gemessenen Geschwindigkeiten x1,...,x12 und
Y1i,--.,Ys als Realisationen stochastisch unabhéngiger Zufallsvariablen X1, ..., X19,Y1,..., Ys mit
X; ~ N(u1,0%) und Y; ~ N(ug,0?) fiir i € {1,...,12}, j € {1,...,8} aufgefasst werden konnen,

wobei p1, 2 € R und o2 > 0 jeweils unbekannt seien.

Geben Sie ein zweiseitiges Konfidenzintervall fiir die Differenz d = pu; — uo der erwarteten Ge-

schwindigkeitsmessungen p; und po zum Konfidenzniveau 0.95 an.

Aufgabe 37
In einer Supermarktfiliale werden innerhalb eines festgelegten Zeitraumes jeweils die Angebotspreise
x1,...,o7 und die zugehorigen Absatzmengen y1,...,yr eines bestimmten Artikels notiert:
i | v 2 13 [ a5 6] 7
Preis z; (in €/kg) 2.49 | 2.68 | 2.62 | 2.51 | 2.84 | 2.65 | 2.76

Absatzmenge y; (in 100 kg) 6.7 6.2 5.8 6.2 5.4 6.5 5.9

Es sei das iibliche Modell der linearen Regression zugrunde gelegt, d.h.
Y=a+4+bx;+¢,i=1,...,7.

Hierbei seien die Fehler €1, . . ., e7 stochastisch unabhingig, jeweils N (0, 02)-verteilt mit unbekann-

ter Varianz o2.

(a) Schétzen Sie die Regressionsgerade f(x) = a+ bx. Geben Sie insbesondere eine Schitzung an
fiir die Absatzmenge bei einem Angebotspreis von 2,70 €/kg .

(b) Bestimmen Sie zum Konfidenzniveau 1 — a = 0.9 ein zweiseitiges Konfidenzintervall fiir die

Varianz o2.
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Losung Aufgabe 33

(a) Seien x1,...,z, Realisationen von Xi,..., X, mit x; > 1 fiir alle i € {1,...,n} (sonst gilt
fal(zi) = 0). Dann ist die zugehorige Likelihood-Funktion aufgrund der stochastischen Unabhéngig-
keit der Zufallsvariablen X, ..., X, gegeben durch

n n
o
Lialzy,....xn) = [ falz) = [ ==
i=1 i=1 T
Betrachte Maximierung der Log-Likelihood-Funktion:

l(a) =In(L(a|zy,...,24))

n

=In(a”) + In(J ;")

=1

— H a+1) S 0.

= nln(a +Z ))In(x;) = nln(a) — (e + 1) Z:lnacZ a > 0.

Die Funktion [ ist differenzierbar auf (0, co) mit

! n =
=223 (), 0.
a) s n(z;), «a>

Also gilt

'a){= 0 <+=al= 72?:1111(%)

fir o > 0. Fur
n

iy In(a:)
gilt daher: [ ist streng monoton wachsend auf (0, & und streng monoton fallend auf [&, co). Damit
ist & die (eindeutige) ML-Schétzung fiir « (bei geg. z1,...,zy).

o =

(b) Einsetzen der n = 12 gegebenen Datenwerte liefert den folgenden Schétzwert fiir «:

12
& = ——— ~ 0,903.

2 iz In(zi)
(c) Ersetzen von « durch den Schétzwert & ~ 0.903 liefert:

1 1

P@(Xl > 2) =1- F@(Q) ~1-— (1 — 207903) = 20,903

~ 0,535.



Losung Aufgabe 34

Zur Beschreibung der Situation betrachte stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen Xi,..., X,,
n = 1000, mit der Interpretation

Y, 1, i-ter Passagier tritt Flug nicht an,
1 0, i-ter Passagier tritt Flug an.

Dann gilt X; ~ bin(1,p),i =1,...,n mit p € (0,1) unbekannt.

GeméB Vorlesung ist in dieser Situation ein approximatives zweiseitiges (1 — «)-Konfidenzintervall
fiir p gegeben durch

K= |- " =+ AT )

Hier bezeichnet u;_ /5 das (1 — «/2)-Quantil der Standardnormalverteilung N (0,1) und p = = =

% > x; die tbliche erwartungstreue Punktschétzung fiir p.

Finsetzen der vorgegebenen Zahlenwerte fiihrt zum gewilinschten Konfidenzintervall: Es gilt
n = 1000, ]3::2:7—4:0.074, 1—a=0.9.
1000
Insbesondere folgt o = 0.1 und damit 1 — /2 = 0.95. Einer Tabelle mit Quantilen der Standard-
normalverteilung lasst sich entnehmen:
U2 = U0.95 R~ 1.64.

Damit ergibt sich fiir das gesuchte Konfidenzintervall:

1.64 1.64
K ~[0.074 — v0.074 - 0.926,0.074 + ——=+/0.074 - 0.926
| v/1000 v/1000 ]

~ [0.060,0.088].

Losung Aufgabe 35

(a) (i) GemaB D 5.6 ist ein zweiseitiges Konfidenzintervall fur p zum Konfidenz-Niveau 1 — «
bei bekannter Varianz o2 gegeben durch:

_ o _ o
Ky = |7 — ul—a/2%a x+ ul—a/2ﬁ )
wobei u1_q /5 das (1 — a/2)-Quantil der Standardnormalverteilung N (0,1) bezeichnet.
Einsetzen der vorgegebenen Zahlenwerte liefert:

n =12,
l—-a=09<a=01<1-a/2=0.95

= Up_q/2 = Uo.95 ~ 1.64,

0% =0.0324
= o0 =Vo?2=0.18,
12



(i)

Daher ist das gesuchte Konfidenzintervall gegeben durch

0.18 0.18
Ky~ [3.528 — 1.64—— 3.528 + 1.64——
d V12 V12

Ein zweiseitiges Konfidenzintervall fiir ; zum Konfidenz-Niveau 1 — « bei unbekannter
Varianz o2 ist gem#f D 5.8 gegeben durch

| ~ [3.443,3.613].

Ko = |2 —t1_qp(n—1)

Hierbei bezeichne t;_ /2(n —1) das (1 —«a/2)-Quantil zu t(n —1) (¢-Verteilung mit n — 1

Freiheitsgraden) und 6% = - 5" | (z;—7)% = L (30, 22 —nz?) die erwartungstreue

Punktschitzung fiir 2.

FEinsetzen der vorgegebenen Zahlenwerte liefert:

n =12,
1—a/2=095
Tab.
= tl,a/Q(n — 1) = t0.95(11) ~ 1.796,
T~ 3.528,
1 12
5 — AV
b= 11(;(% z)? ~ 0.185.

Dabher ist das gesuchte Konfidenzintervall gegeben durch
0.185 0.185

Ko~ [3.528 — 1.796 ———, 3.528 + 1.796 ——| =~ [3.432, 3.623|.

GemiB D 5.9 ist ein einseitiges unteres Konfidenzintervall fiir 02 bei unbekanntem
zum Konfidenz-Niveau 1 — a gegeben durch
n—1
K= [o. ]
Xa(n—1)
wobei 62 = L3 (2,—2)% = 15 (3°F | 22—n2?) die erwartungstreue Punktschétzung
fiir 02 bezeichne.

Einsetzen der vorgegebenen Zahlenwerte liefert:

n =12,

Tab.
a=001=x2(n—1) =2, (11) & 3.05,

~ vgl. )7
e )

Dabher ist das gesuchte Konfidenzintervall gegeben durch
n—1
"xa(n—1)
Gemaéfi D 5.11 erhélt man ein einseitiges unteres Konfidenzintervall fiir o zum Konfidenz-

Niveau 1 — a = 99% durch Ziehen der Quadratwurzel aus den Intervallgrenzen des
Konfidenzintervalls aus (a):

K, = [\f()’ \/m 9 [0,/0.123] ~ [0, 0.351].
Xo T —

K3 =0 2] ~ [0,0.123].



(c) Versuchsplanung: Laut D 5.7 hat das zweiseitiges Konfidenzintervall fiir ¢ zum Konfidenz-
Niveau 1 — « bei bekannter Varianz o hochstens die Linge £, falls

2,2
. 4o UT_o)9

Einsetzen der vorgegebenen Zahlenwerte £y = 0.1, 02 = 0.0324, Up_q/2 = U0.95 ~ 1.64 liefert:

4-0.0324 - 1.642

> ~ 34.86.
"= 0.01

Also muss n > 35 gelten, damit die Lange des Konfidenzintervalls héchstens 0.1 betragt.

Losung Aufgabe 36

GeméB Modell D 5.12 und Verfahren D 5.13 der Vorlesung ist ein zweiseitiges (1—a)-Konfidenzintervall
fiir die Differenz der Erwartungswerte A = p; — pio bei unbekannter (gleicher) Varianz o2 gegeben
durch:

N R /1 1 . R 1 1
K= |A- tl—a/Z(nl + no — 2) Opool * 7171 + TTQ’ A+ tl—a/?(nl +no — 2) Opool * 771 + n72:|7

wobei A = Z — § eine Punktschitzung fiir die Differenz der Erwartungswerte A,

1 - 2 ny —1 ng — 1

~2 —\2 —\2 1 ~2 2 ~9

Orool = ——————= E T — )"+ E i — = 01+ o

Pool ™y 4 ng — 2 i—l( ‘ ) j—l(y] y) n+na—2 "1 ni+ng—272

eine kombinierte Varianzschétzung mit den Stichprobenvarianzen 6% und &% der Stichproben x1, ..., x,,

und y1, ..., Yn, sOWie t_q/9(n1 +ng —2) das (1 — a/2)-Quantil der t(ny + ng — 2)-Verteilung sind.
In der hier vorliegenden Situation gilt:

ny = 12, ng = 8,

l1-a=09 & 1-

| Q

=097 = tl_a/g(nl +ng — 2) = t0.975(18) ~ 2.101,

=504, §=506 = A=-02,

11-4.433 4 7 - 3.326
67 ~ 4433, &5~3.326 = &poolz\/ 1; ~ 2.0006.

Nach Einsetzen dieser Werte erhalten wir als zweiseitiges Konfidenzintervall fiir A = p; — pg zum
Konfidenzniveau 0.95:

1 1 1 1
K= [— 0.2 = 2.101 - 2.0006 - |/ 75 + 2, 0.2+ 2.101 - 2.0006 - \/ 7 + g} ~ [-2.027,1.627).



Losung Aufgabe 37

(a) Geméaf D 7.4 der Vorlesung sind die mittels der Kleinsten Quadrate-Methode hergeleiteten
Schétzfunktionen fiir die Steigung b und den Achsenabschnitt a gegeben durch

v —0.0361
say  Z0.0361 o ey

b= 0.0136

2
Sz

und

a=Y —bT ~ 6.1 +2.654-2.65 ~ 13.133.

Hieraus ergibt sich die geschitzte Regressionsgerade

—_—

f(x) = a+bxr ~13.133 — 2.654z, =€ R.

Speziell fiir z = 2.7 (Eur/Kg) erhilt man die geschétzte Absatzmenge

o —

F(2.7) = 13.133 — 2.654 - 2.7 ~ 5.967.

(b) GemiB D 7.13 (iii) der Vorlesung ist ein zweiseitiges (1—a)-Konfidenz-Intervall fiir 2 gegeben
durch

(n —2)62 (n —2)62
K== 1 2
lea/z(n —2) Xa/Q(n —-2)

i

wobei X%(n —2) als f-Quantil zu x?(n — 2) und (vgl. D 7.7 der Vorlesung)

R 1 < .2 n 52
o oy Wi ba = TR, = g
Zahlenwerte:
7 s> 7 (—0.0361)2
=7, 62=-s2(1- "2 )~ -0.1657(1—- ——————2 ) ~ 0.098,
n=" =gl Ge)Ng (= 50136 0.1657

l—a=09 = X} ,5(n—2)=x545(5) ~ 1107, X2 5(n —2) = x3.05(5) ~ 1.15.

Damit:
5-0.098 5-0.098

K=~
11.07 ~ 1.15

~ [0.044, 0.426].



Prof. Dr. E. Cramer RWTH Aachen, 06.05.2010

Einfiihrung in die angewandte Stochastik
1. Test

Vor- und Nachname: Matr.-Nr.:

Bitte kreuzen Sie, in welcher Fragestunde Sie Thren Test zuriickerhalten maéchten:
A Mo 8.15-9.45h -V B Mo 10.00-11.30 h - AHI C Di 13.15-14.45 h - AHII

D Mi 13.15-14.45 h - AHI E Do 11.45-13.15h -V F Fr 13.30-15.00 h - H 201

(a) 20 Kunden eines Fahrzeugherstellers wurden danach gefragt, nach wie vielen gefahrenen Kilo-
metern sie zum ersten Mal eine Panne am Fahrzeug hatten. Dabei wurden folgende Angaben (in
tausend Kilometern) gemacht:

Kunde: | 1 | 2 3 4 |5 ]6 7 8 9 1011 12|13 | 14 |15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20
T; 10 | 55| 100 | 15 | 55 | 80 | 150 | 80 | 100 | 55 | 70 | 80 | 10 | 130 | 70 | 55 | 80 | 40 | 10 | 100
() 10 [ 10| 10 | 15 (40 | 55| d5 |55 | 55 |70 | 70 | 80 | 80 | 80 | 80 | 100 | 100 | 100 | 130 | 150

R(x;)

(i) Berechnen Sie die Rénge. Nutzen Sie dazu den Platz in obiger Tabelle.

6 Punkte
(ii) Geben Sie den Modus, den empirischen Median sowie das untere und obere Quartil an.

4 Punkte

(iii) Bestimmen Sie die empirische Verteilungsfunktion F»y der Daten und zeichnen Sie diese in
das vorgegebene Koordinatensystem ein.

12 Punkte

Fyo(x) : : : : : : : : : : : : : : :
1.0 + S S S S N S S S S

05+




(iv) Wie groB ist die relative Haufigkeit dafiir, mit einem Produkt dieses Herstellers die erste
Panne

x in den ersten 20 000 Kilometern,

* nach den ersten 70 000 Kilometern,

* zwischen 41 000 und 90 000 Kilometern
zu erleiden?

4 Punkte

(v) Kennzeichnen Sie in der Zeichnung aus (iii), wie die Anteile aus (iv) dort abgelesen werden
konnen.

3 Punkte

(b) Berechnen Sie zu der Klassierung
Ky =10,40] , Kj=(40,70], K3 =(70,100], K4 = (100,160]

die relativen Klassenhaufigkeiten f(K;), die Klassenbreiten b; und die Hohen der Rechtecke im
zugehorigen Histogramm h;, ¢ = 1,2,3. Zeichnen Sie anschlielend das zugehorige Histogramm
in das unten stehende Koordinatensystem ein.

6 Punkte




Prof. Dr. E. Cramer

Einfiuhrung in die angewandte Stochastik
2. Test

Vor- und Nachname:

Bitte kreuzen Sie an, in welcher Fragestunde Sie Thren Test zuriickerhalten mochten:
B Mo 10.00-11.30 h - AHI

E Do 11.45-13.15h -V

A Mo 8.15-9.45 h - V
D Mi 13.15-14.45 h - AHI

Matr.-Nr.:

RWTH Aachen, 10.06.2010

C Di 13.15-14.45 h - AHII
F Fr 13.30-15.00 h - H 201

Aufgabe 1

Ein Statistiker hat bei einer Untersuchung folgende Paare (x;,y;) von Messwerten erhalten:

i |1]2]3/4]|5
2 |2(34]5]6
yi |T14]3[47

(a) Berechnen Sie die Regressionsgerade von y bzgl. .

5 Punkte

(b) Sind aufgrund der Beobachtungswerte die zugrundeliegenden Merkmale X und Y - gemessen

am Bravais-Pearson-Korrelationskoeffizienten - positiv, negativ oder unkorreliert?

2 Punkte

(¢) Zeichnen Sie die Messpunkte (z;,y;) und die Regressionsgerade in das folgende Diagramm ein.

2 Punkte

(d) Berechnen Sie die Residuen und zeichnen Sie den Residualplot.

4 Punkte



(e) Besteht ein starker, ein schwacher oder kein erkennbarer formelméssiger Zusammenhang zwi-
schen den z-Werten und y-Werten? (Betrachten Sie (c).) Erkléren Sie den scheinbaren Wider-
spruch zu (b).

2 Punkte

Aufgabe 2

(a) Ein symmetrischer (sechsseitiger) Wiirfel wird zweimal hintereinander geworfen.

(i) Geben Sie fiir dieses Zufallsexperiment einen geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 2, P)

an.
2 Punkte
(ii) Beschreiben Sie die folgenden Ereignisse als Teilmengen von (2.
A: Es wird zweimal die gleiche Augenzahl geworfen.
B: Die Differenz ’Héhere Augenzahl minus niedrigere Augenzahl’ betragt 2.
2 Punkte

(iii) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten fiir das Eintreten der Ereignisse aus (ii).
2 Punkte
(b) Beim Wiirfeln eines unsymmetrischen (sechsseitigen) Wiirfels sind zu den Ereignissen
A: FEs wird eine gerade Augenzahl geworfen,
B: FEs wird eine Augenzahl kleiner oder gleich 3 geworfen,
C: FEs wird eine 1 oder 4 geworfen,

die folgenden Wahrscheinlichkeiten bekannt:

5) 5) 23 1 1
P(A)=-, P(C)= 12 P(AUB) = o0 P(ANB)= 6 P(ANC) = 3
Berechnen Sie die Elementarwahrscheinlichkeiten P({w}) fir w € Q = {1,...,6}.

7 Punkte



Prof. Dr. E. Cramer RWTH Aachen, 17.06.2010

Einfihrung in die angewandte Stochastik
3. Test

Vor- und Nachname: Matr.-Nr.:

Thre erarbeitete Losung der Aufgaben kénnen Sie am 24. Juni in der Globaliibung abgeben. Dort werden eine
Woche spéter (am 1. Juli) dann auch die korrigierten Losungen zuriickgegeben.

Die Bearbeitung der Aufgaben sollte in etwa 45 Minuten in Anspruch nehmen.

Aufgabe 1

Ein Chiphersteller hat drei Werke A, B und C, die jeweils 35%, 15% und 50% der Gesamtproduktion
herstellen. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein produzierter Chip nicht defekt ist, sei 0,75 bei Fabrik A,
0,95 bei Fabrik B und 0,85 bei Fabrik C.

(a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist ein beliebiger Chip defekt?

(b) Ein Kunde erhélt einen defekten Chip. Mit welcher Wahrscheinlichkeit kam dieser aus Fabrik
C?

Aufgabe 2

Gegeben sei die folgende Wahrscheinlichkeitstabelle eines diskreten Zufallsvektors (X,Y’) mit der
Wabhrscheinlichkeitsverteilung p;; = P(X =¢,Y =j) fir i =0,1 und j = —1,0, 1.

Y=J -1 0 1 P(X =1)

0 5

P(Y =j) i 3

(i) Berechnen Sie die fehlenden Werte dieser Tabelle so, dass die Zufallsvariablen X und Y stocha-
stisch unabhéngig sind.

(ii) Bestimmen Sie in der Situation aus (i) die bedingte Zahldichte von X bei gegebenem Y = 0.
(iii) Bestimmen Sie in der Situation aus (i) die Verteilung der Zufallsvariablen Z = X + Y.

(iv) Bestimmen Sie die bedingte Wahrscheinlichkeit P(Z < 1|X =1).

(v) Berechnen Sie F(Z) und Var(Z).



Prof. Dr. E. Cramer RWTH Aachen, 01.07.2010

Einfiihrung in die angewandte Stochastik
4. Test

Vor- und Nachname: Matr.-Nr.:

Thre erarbeitete Losung der Aufgaben kénnen Sie am 08. Juli in der Globaliibung abgeben. Dort werden eine
Woche spéter (am 15. Juli) dann auch die korrigierten Losungen zuriickgegeben.

Die Bearbeitung der Aufgaben sollte in etwa 45 Minuten in Anspruch nehmen.

Aufgabe 1

Die Studenten A und B verabreden sich zwischen 12 und 13 Uhr in der Mensa. Sie erscheinen un-
abhéngig voneinander, wobei die Zeitpunkte ihres Eintreffens sich durch unabhéngige, in [12, 13| recht-
eckverteilte Zufallsgrofien X und Y beschreiben lassen. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit dafiir,

(a) dass beide vor 12 Uhr 30 eintreffen?
(b) dass A vor 12 Uhr 15 und B nach 12 Uhr 45 eintrifft?
(c) dass A vor B eintrifft?

Aufgabe 2

Eine faire Miinze (Kopf/Zahl) werde 100 mal unabhéngig geworfen. Die Anzahl der geworfenen Kopfe
sei mit X bezeichnet.

(a) Geben Sie ein geeignetes Modell fir die gegebene Situation an und bestimmen Sie den Erwar-
tungswert und die Varianz von X.

(b) Bestimmen Sie mit Hilfe der Tschebyscheff-Ungleichung eine Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit,
dass die Anzahl der geworfenen Kopfe (echt) zwischen 40 und 60 liegt.

Aufgabe 3
Die Zufallsvariablen X1, ..., X, seien stochastisch unabhéngig und identisch verteilt mit der Dichte
2)\x - e_)‘an, z >0,
Ia(z) = {
0, sonst,

mit Parameter A > 0. R
Bestimmen Sie einen Maximum-Likelihood-Schétzer A\(X1, ..., X,,) fir \.
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