1 Diskrete Wahrschein-
lichkeitstheorie

Definition 1.1. Sei Q) eine hochstens abzéhl-
bare Menge, A := p(Q2) := {A|A C Q} und
p:Q2 — [0, 1] eine Abbildung mit

weN
Die durch
P(A)= > pw)
wEA
definierte ~ Abbildung  heiit  (diskrete)

WAHRSCHEINLICHKEITSVERTEILUNG ~ (WV)
iiber . Die Funktion p heiflit ZAHLDICHTE.
Das Tripel (Q,A,P) heiBt (diskreter)
WAHRSCHEINLICHKEITSRAUM, (2, ) heifit
diskreter MESSBARER RAUM.

Bezeichnung 1.2.  heift GRUNDMENGE,
ERGEBNISRAUM, STICHPROBENRAUM; A C
Q heifit EREIGNIS und speziell ELEMENTA-
REREIGNIS falls |[A| = 1; Kurzschreibweise:

P{w}) & P(w) = p(w),w € Q

Lemma 1.3. 1. Gegeben sei die Situati-
on aus (Def. 1.1). Dann gilt:

(a) P(A) <1 fiir alle A € p(Q2)

(b) P(2) =1

(c) P ist o-Additiv, d.h. fiir paar-
weise disjunkte A1, Az, ... € p(Q)

e (0n) - Sr

insbesondere ist P (I, Ai) =
> P(A),Yn e Nund P(Q) =
ZWEQ pw) =1
2. Sei P : Pot(2) — R eine Abbildung
mit obigen Eigenschaften, dann gibt es
genau eine Funktion p : © — [0, 1] mit
P(A) =3 capWw), VA Q

Bezeichnung 1.4 (LAPLACE-VERTEILUNG).
Sei @ = {1,...,n},p(w) = %,Vw € Q, so
heift P diskrete GLEICHVERTEILUNG oder
LAPLACE-VERTEILUNG. Es gilt P(A) = 4l =

=1q =
LIA|,YA C Q
Definition 1.5 (o-Algebra). Sei ) # @ und
A C Pot(Q) (System von Teilmengen von Q).
A heifft o-ALGEBRA (von Ereignissen) tber
Q, falls gilt:

1. Qe

2. AcU— A €U fiir alle Ac A

3 (An)nen CUA= UL An e
d.h. FEine o-Algebra ist abgeschlossen ge-

gentiber der Bildung von Komplementen und
abzihlbaren Vereinigungen.

Lemma 1.6.
Dann gilt:

(a) @ €A@@ =0 )

(by ABeUA=ANBeQANB=
(A° U B9 e
=~

cA A
———

A
(¢) (An)nen € A= 2

n=1

1. Sei A eine o-Algebra.

A, €A

2. Seien B C Q und A eine o-Algebra
iibern , dann gilt: BNA := {BNAJA €
A} ist eine o-Algebra iiber B (Spur-o-
Algebra)

3. Sei Q # @, A= {AC Q|A oder AY ist
héchstens abzéhlbar iiber 2} ist eine o-
Algebra iiber 2

Bemerkung 1.7. Pot(Q) ist o-Algebra iiber
Q; Pot(2) ist die feinste, A = {&, Q} ist die
grobste o-Algebra.

Bemerkung 1.8. Man kann zeigen: Es gibt
stets eine kleinste o-Algebra, die ein vorge-
gebenes System Jf von ,einfachen“ Mengen
enthalt.

Satz 1.9. Seien Q # @, F C Pot(Q)
die kleinste o-Algebra, die F enthilt, die-
se ist gegeben durch: A(F) {A €
Pot(Q)|fiir jede ¢ — Algebral¥ mit F  C
Agilt: A € A} A(F) heiBt die von F er-
zegte o-Algebra.

Definition 1.10 (Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung). Sei A eine o-Algebra iiber Q) # @ eine
Abbildung P : A — [0, 1] mit

1. P(A) >0,YAeX
2. P(Q) =1

3. P(USL An) = Y00 P(Ay) fiir alle
paarweise disjunkten Ap, Ao, ... € A(o-
Additivitit)

heifit WAHRSCHEINLICHKEITSVERTEILUNG
oder WAHRSCHEINLICHKEITSMASS auf 2.
(€, A, P) heift WAHRSCHEINLICHKEITSRAUM,
(€, A) heiBt MESSBARER RAUM.

Definition 1.11 (Dirac-Verteilung). Sei Q2 #
@ abzéhlbar, w € Q fest. Die durch ¢, (A)
1, fallsweA

{ 0, sonst (fallsw & A) (A € p(Q) fest-
gelegte Wahrscheinlichkeitsverteilung e,
p(©2) — R heilt DIRAC-VERTEILUNG oder
EINPUNKTVERTEILUNG im Punkt w. e, ist
Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Definition 1.12 (Trdger von P). Sei
(Q,A,P) ein diskreter Wahrscheinlichkeits-

raum.
T := supp(P) := {w € Q|P(w) > 0}
heifit TRAGER VON P.

Lemma 1.13. Sei (Q,A,P) ein diskreter
Wahrscheinlichkeitsraum und T Tréger von
P. Dann gilt:

P(A) =) Pweu(4),A€A

weT

d.h. P ist darstellbar als gewichtete Summe
von Einpunktverteilungen.

2 Grundformeln der
Kombinatorik
Merkregel: Die Anzahl der k-elemetigen

Teilmengen einer n-elementigen Menge ist
n
(2)-

Satz 2.1.

k-mal | mit ohne
ziehen | Zuriick-| Zuriick-
aus n | legen legen
Ku-
geln
Per- mit Laplacer Laplacer unter-
muta- | Rei- Raum | Raum | scheid-
tion hen- Q| = | |Q2] = | bare
folge n* (n)r = | Mur-
(n%!k)! meln
Kombi-| ohne kein Laplacer ununter-
na- Rei- Laplacet Raum | scheid-
tionen | hen- Raum | |Q3] = | bare
folge 14 = | () Mur-
("+:_1) meln
mit ohne k
Mehr- | Mehr- | Mur-
fach- fach- meln
bele- bele- ver-
gung gung teilt
auf n
Urnen
Definition 2.2 (Hypergeometrische Vertei-

lung). Betrachte eine Urne mit S schwarzen
und W weiflen Kugeln, n = W + S, Ziehe
k(< n) Kugeln ohne Zuriicklegen. Gesucht
ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Stichpro-
be genau s schwarze und k — s = w weile
Kugeln enthilt.

S n—=S
h( \S,/ ; k,n,S ): (s)'(kfs)

Variable pgrameter

- ,0<s<k
(x)

Die durch h bestimmte Z#hldichte (h(0) +
h(1) + ... + h(k) = 1) definiert die HYPER-

GEOMETRISCHE VERTEILUNG.

Definition 2.3 (Binomialverteilung). Ge-
sucht ist die Anzahl der Stichproben, die s

defekte Teile enthalten. b(s;k,%) = nik .
(58 (n = k) = () ()" - (1= =
(’;)ps(l—p)k_s wobei p := £ (Schlechtanteil).

Die durch b bestimmte Z#hldichte (als Funk-
tion von s) definiert die sogenannte BINOMI-
ALVERTEILUNG; kurz b(s; k, p) oder b(k, p). In-
tuitiv folgt, dass fiir grofle n kaum ein Unter-
schied zwischen Ziehen mit und ohne Riickle-
gen besteht.

Lemma 2.4. Sei (Sp)nen mit limST" =

p € (0,1). Dann gilt: limp—o h(s; k,n, Sy)
b(s; k, p)

Lemma 2.5. Gegeben sei Folge von Bino-
mialverteilungen b(s;k,pr);k € N mit k -

pr = A > 0 fur alle £ € N. Dann gilt:
limg oo (85 k, pr) = %Sef)‘ fiir alle s € Ng.
Offensichtlich definiert p(s) := ’;—!Sef)‘ eine

Z#hldichte auf Q = Ny

Sei A > 0 beliebig: Y22 p(s) = e 3 % -
s=0

N

eX

Bezeichnung 2.6. Die Wahrscheinlichkeits-
verteilung auf Ny definiert durch die Z&hl-
dichte p(s) = A{e*)‘,s € Ng,A > 0 heifit
POISSONVERTEILUNG mit Parameter A. Kurz:
po(s; ) bzw. po(N)



3 Eigenschaften von

Wahrscheinlich-
keitsraumen

Lemma 3.1. Es gelten fiir A, B € A:
i) P(AUB) = P(A)+P(B), falls ANB = &

ii) P(B\A) = P(B) —
(Subtraktivitét von P)

P(A), falls A C B

iii) P(A%) =1- P(A)

iv) A Cc B = P(A) < P(B) (Monotonie
von P)

v) P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB)
vi) P(UL Ai) <30, P(Ai) A el
Definition 3.2. Sei (Ap)nen -
A A sei o-Algebra iiber +
. (An)nen heifit MONOTON
WACHSEND | falls A, C Ap41Vn € N
FALLEND , falls A, D Ap41Vn € N

(kurz: (An)nen T bzw. (Ap)nen \)
Fiir monoton wachsende bzw. fallende Ereig-
nisfolgen heifit jeweils

nhl%o A, = U A,
n=1
bzw.
Jim An = ﬂ An

der Limes von (A )nen. Fur eine beliebige Er-
eignisfolge (An)nen heiflen

(C

der LIMES SUPERIOR und

(0+)-0a

limsup A, = lim
n— oo n—00

fallend

liminf A,

n—oo

= lim

n— oo

||Dg

wachsend

der LIMES INFERIOR von (Ap)nen.

Bemerkung 3.3. Es ist mit (An)nen C A:

limsup,, ., 4, € Wliminf,0c An €
A nach  Definition  der o-Algebra
und  limsup,,_, . An = {w €
Q|w liegt in unendlich vielen der A,'s} =
unendlich viele der An’s treten
ein; liminf,_ oo Apn = {w €

Q|w liegt in allen der A,’s, bis auf endlich vie
alle, bis auf endlich viele der A, s treten ein
(fast alle A;’s treten ein).

Lemma 3.4. (Q,A, P) Wahrscheinlichkeits-
raum, (An)nen C A, dann gilt:

i) P (U;’;l An) = P (limsup, . An) =
limp—oo P(Ay), falls (An)nen T (Stetig-
keit von P von unten)

PN, An) = P(liminf, o0 Ay) =
limp— oo P(Ay), falls (An)nen \, (Stetig-
keit von P von oben)

ii)

P (limsup,, ., An)
limp—oo P (U2, Ax)
P (liminf,, o Ayn) =
limnﬂoo P (ﬂzozn Ak)

iii)

iv) P(UZ, An) < 552, P(An) (Subeo-

Additivitét)
Lemma 3.5. Fiir Ereignisse (An)nen
in einem ‘Wahrscheinlichkeitsraum
QUP) gt P(Ur_, Ar) =
— P(Ax) — Zl§i1<i2<n P(Aiy N Am) +
Jr

1<iy <ig<ig<n P(Ail N Ai, N A23)
(=1)" P (o A

Korrolar 3.6. Aus der Sylvester-Pointcaré-
Siebformel:  Seien  Ai,..., A, Ereignis-
se aus A im Wahrscheinlichkeitsraum
(QA,P), dann gilt: > 7, P(Ax) —
Zl§i1<i2gnP(Ai1 NAi,) < P(UZ:1 Ak) <
> P(A

Bemerkung 3.7 (Zusammenfassung).

Mathematische$ Interpretation

Objekt

Q Grundraum  (Ereignis-
raum)

we (mogliches) Ergebnis

Ael Ereignis

A Menge der (mdoglichen)
Ereignisse

Q sicheres Ereignis

%] unmogliches Ereignis

weA Ereignis A tritt ein

we A° Ereignis A tritt nicht ein

weAUB Ereignis A oder B tritt
ein

weANB Ereignis A und B tritten
ein

ACB Eintreten von Ereignis A
impliziert das Eintreten
von Ereignis B

ANB=g Ereignisse A und B
schlieflen einander aus

w e Uie]I A; mindestens ein Ereignis
A;,i €1 tritt ein

w € ﬂiGH A; alle FEreignis A;,1 € 1
tretten ein

w € | unendlich viele Ereignisse

lim sup,¢; A; Ai,i €I treten ein

w € | alle bis auf endlich wviele

lim inf;cr A; Ereignisse A;,1 € I treten
ein (fast alle)

P(A) Wahrscheinlichkeit, dass
das Ereignis A € A ein-
tritt (Wahrscheinlichkeit
fiir A)

P(A)=1 A tritt (fast) sicher ein

P(A)=0 A tritt sicher nicht ein

P(A) > P(B) | A ist wahrscheinlicher als
B

4 Bedingte Wahrschein-
le} = lichkeiten

Definition 4.1. Sei (2,2, P) ein Wahr-
scheinlichkeitsraum. Fiir jedes B € A mit
P(B) > 0 wird durch

P(AN B)

P(A|B) = W,

Ac

eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P(-|B) auf
A definiert, die sogenannte BEDINGTE VER-
TEILUNG unter (der Hypothese) B.

P(A|B) heit ELEMENTAR BEDINGTE WAHR-
SCHEINLICHKEIT von A unter B.

Lemma 4.2. Sei A,B,A;,A4>,... € A,
P(A) > 0,P(B) > 0,P (N 4:) > 0.
Dann:

i) P(A|B) =

P(ﬂ?:l Ai)
P(As3|A1NA)-.

P(BlA) - £4)

= P(A) - P(A5]A) -
P (An NP A)

Lemma 4.3. Gegeben A € A (B,), C

A, B, paarweise disjunkt und A C J;2, B

(hiufig U Bn = Q, d.h. disjunkte Zerlegung
von 2). Dann gilt:

0-5 roin

(Ist P(By) = 0, so ist zuniichst P(A|By) nicht
definiert; setze dann P(By) - P(A|Bx) = 0)

P(By)

Satz 4.4. Seien A, (Bn)» C A, B,, paarweise
disjunkt, A C |J27_; Bn und P(A) > 0. Dann
gilt:

P(B
s

k)P (A|Brk)

PBIA) = s~ B (A1B.)P(B.)

,VEe N

5 Stochastische Un-

abhangigkeit

Definition 5.1. Sei (,A, P) ein Wahr-
scheinlichkeitsraum, A, B € A heilen STO-
CHASTISCH UNABHANGIG, falls P(AN B) =
P(A)- P(B)

Lemma 5.2. Mit A4, B sind auch A, B¢
und A%, B¢ stochastisch unabhiingig.

Ist P(B) > 0, so gilt: A, B stochastisch
unabhingig < P(A|B) = P(A)

Ist A eine Nullmenge, d.h. P(A) = 0, so
sind A, B stochastisch unabhéingig fiir al-
le Be.

Definition 5.3. Eine Familie (A;)ier C A, 1
belibige Indexmenge, heiit PAARWEISE STO-
CHASTISCH UNABHANGIG, falls gilt:

P(AZ ﬂAj) = P(AZ) . P(Aj),Vi,j el,i+#j.
Definition 5.4. Eine Familie (Ar);er heifit
(VOLLSTANDIG) STOCHASTISCH UNABHANCIG,
falls fiir jede endliche Auswahl von Ereignis-

sen gilt:

P(DJA

Bemerkung 5.5. 1. (As)ier stochas-
tisch unabhingig = (Ar)ier paarweise
stochastisch unabhingig. Umkehrung
gilt nicht!

=[] P

JeJ

V0 #£ J C1,]J| < oo.

2. jede Teilfamilie einer stochastisch un-
abhéngigen Familie ist stochastisch un-
abhéngig.

Beachte, dass die Definition ein System
von Gleichungen leifert!

Satz 5.6. 1. Seien (A;)ier Familien sto-
chastisch unabhéngiger Ereignisse, k ¢
I und P(Ak) S {0,1} = (Ai)iellu{lc}
stochastisch unabhingig.

(A;i)icr stochastisch unabhéngig und
B; € {A;, AY,2,Q}Vi € T = (B:)iax
stochastisch unabhéngig.

3. Sei I = {1,..,n},n € N fest gewihlt:
(Ai)ier stochastisch unabhiingig <
P(NL, Bi) = IIiZ, P(Bi),VB: €

{A;, A}, Viel



Bemerkung 5.7. Sei die Familie
(Ai)ieq1,...ny stochastisch unabhingig oder
kurz Ai,..., A, stochastisch unabhingig,
dann gilt: P (U, Ai)) =1— P (N, A7) =
1-TI, P(AT) = 1 =TT, (1 = P(A))

Bemerkung 5.8. Relation ,stochasti-
sche Unabhéngigkeit® ist nicht transitiv,
d.h. aus Ai, A2 stochastisch unabhéingig
und As, Az stochastisch unabhingig folgt
nicht notwendig A, As stochastisch un-

abhingig.
Definition  5.9. Sei (An)nen -
A (An)n heifit KONVERGENT &

limsup,, . An = liminf,_ As

Bemerkung 5.10. Es gilt
liminf, o An C limsup,, . An.
Weiterhin: (limsup,, . A,)°
[e o] oo C oo oo
(nnZI k=n Ak) = Un:l ﬂk:n Akc

liminf,_ oo AS

stets:

Lemma 5.11. Sei Q, A, P) ein Wahrschein-
lichkeitsraum und (Ap)neny C A, dann gilt:
) 2 P(An) <
P (limsup,, ., An) =0
ii) Ist zusétzlich (An)nen stochastisch un-
abhiingig, > >, P(4,) = oo =
P (limsup,, ., An) =1

[ee] =

Bemerkung 5.12. 1. Analog gilt (mit
deMorgan) »°° P(AY) < oo =
P(liminf,— An) = 1; (An)n sto-
chastisch unabhaengig, 300 | P(AS) =
oo = P (liminf,oo An) =0

2. Fiir stochastsich unabhéngige Ereignis-
se (A;); gilt stets P (limsup,,_, . An),
P (liminf, .. An) € {0,1}

3. Sei (An)n C A; falls eine unabhingi-
ge Teilfolge (An, )k von (An), existiert
mit >, P(An,)r = oo, dann folgt
P (limsup,, ., An) =1

Definition 5.13. Fiir diskrete Wahrschein-
lichkeitsrdume (Q;,%;, P;),1 < ¢ < n heifit
(QA,P) mit @ = [[, % = {w =
(wiy ey wn)|lws € Q1 < i < n} =
xi—1€; und P definiert durch P(w) =
[T, Pi(wi) (P := xj=; P;) A ist Potenzmen-
ge iiber )

PrRODUKT DER WAHRSCHEINLICH-
KEITSRAUME (Q;,;, P;),1 < i < n (Pro-
duktraum)

Bezeichnung 5.14.
p : Erfolgswahrscheinlichkeit

w; =1 Erfolg im i-ten Teilexperiment
in n sogenannten Bernoulli-Experimenten mit
Erfolgswahrscheinlichkeit p.
Die durch Ep = {w € QX wi
k} = Genau k Erfolge mit k < n; P(Ey) =
(Hp"(1 — p)" *(E}s sind disjunkt
definierte Wahrscheinlichkeitsverteilung auf

{0,1,...,n} heift BINOMIALVERTEILUNG.

6 Zufallsvariablen

Zufallsvorgénge werden beschrieben durch
einen Wahrscheinlichkeitsraum (92, 2, P). Da-
bei ist hdufig nicht w €  von Interesse,
sondern eine Funktion X von w. Diese be-
zeichnet man als ZUFALLSVARIABLE. Die zu-
gehorige Wahrscheinlichkeitsverteilung wird
durch PX(B) = P({w € Q|X(w) € B}) =
P(X™'(B)), B € Pot(Q) angegeben.

Definition 6.1. Sei T : Q —
Q' eine Abbildung, so heift 77!
Q) p(©)
A TTHAD) H{w e QT (w) € A7}

die zu T' gehorige URBILDFUNKTION oder UM-
KEHRABBILDUNG,/ PSEUDOINVERSE

Lemma 6.2 ((Eigenschafte der Urbildfunk-
tion)). Seien A’ B', A, € Pot(2'), so gilt:
)T He)=9, T HY)=Q
i) 7" (A\B") =T "(A)\T"(B)
speziell: T~1(B'C) = (T "Y(B"))¢
ﬁi) T_l(ﬂieﬂ A;) = ﬂie]l T_l(A;)
iv) T_l(Uie]I A;) = Uie]l T_l(A;)
Spezielle disjunkte Bj: (mit Sym-
bol > fiir disjunkte Vereinigung)
! (Zieﬂ Bi) = Zie]l T_l(Bz{)
v) A CB =T 1A cT B
vi) Ist S : Q' — Q” eine beliebige Abildung,
dann gilt (SoT)™ ' =T"'oS5™!

Lemma 6.3. Sei (Q,A, P) ein diskreter
Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q@ — R,
dann ist P* : Pot(R) — [0,1] mit P* =
P(X7'(4)) = P{w € QX(w) € A}) eine
diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung {iber
(einer abzdhlbaren Teilmenge von) R, bzw.
iiber X (Q). Kurz: Verteilung von X unter P.

Definition 6.4. Eine Abbildung X : Q —
von einem messbaren Raum (2, ) in einen
anderen messbaren Raum (€', A') heiBt MESS-
BAR, wenn VA’ € A : X 1(A) € A.

Definition 6.5. Eine messbare Funktion im
obigen Sinne von einem Wahrscheinlichkeits-
raum in einen anderen heifit ZUFALLSVARIA-
BLE (ZV), bzw. ZUFALLSVEKTOR, falls Q' C
R™ (auch Zufallsgréfle).

Bemerkung 6.6. i) Ist A = Pot(Q)
wie beim diskreten Wahrscheinlichkeits-
raum, so ist jede Abbildung X : Q — Q'
messbar.

ii) Kurzschreibweise: {X € A} :=
XHA) = {w € QX (w) € A}, dann
auch kurz P(X € A) = ...

Die Komposition messbarer Funktionen

ist messbar.

iii)

Definition  6.7. Das  Wahrscheinlich-
keitsmaB P~ definiert durch PX(4) =
P(X7'(A)),A C R heifit VERTEILUNG VON
X UNTER P (kurz P oder P) oder X
hat Verteilung PX, X ist verteilt wie PX,
X~P¥ X~P.

Bezeichnung 6.8. i) Zufallsvariable X
ist binomialverteilt, falls P*(k) =
P(X = k)= (R)p"(1—p)" "
Zufallsvariable X ist poisson-verteilt,
falls fiir A > 0 gilt P¥(k) = P(X = k) =
2e Mk eN

Seien 2 # &, P eine diskrete Wahr-

scheinlichkeitsverteilung iiber Q, A C Q.
Die Funktion Z4 : 2 — R definiert durch

ii)

i)

1 ,wed .
Ta(w) = { 0 . sonst heifit INDIKA-
TORFUNKTION von A und ist eine Zufalls-
variable.

Dabei gilt Za ~ b(1,p): P(Za = 0) =
1—p,P(Za = 1) = p, zusétzlich gilt
noch: IAug = mam(IA,IB),IAug =
Za+ZIp (falls ANB = @), Zanp =
min(IA,IB) =74 -Ip,Tpc =1—-14

Definition 6.9. Sei Xi,..,X,, Zufalls-
verteilungen. Die Verteilung von X =
(X1,..., X)) heiBt die GEMEINSAME VER-
TEILUNG der Zufallsvariablen Xi,..., X.
Schreibweise: PX = PX1Xm) Die Vertei-
lung von (Xi,...,X5,1 < i1 < ... < 4 <
m,l < m heiflt L-DIMENSIONALE RANDVER-
TEILUNG (Marginalverteilung) zu (i1, ...,4).
Die Verteilung von X; heifit I-TE RANDVER-
TEILUNG (Marginalverteilung) 1 < i < m.

Bemerkung 6.10. Die gemeinsame Vertei-
lung ist durch die Angabe aller Wahrschein-
lichkeiten P(X1 € A1, ..., Xm € Ap), A; € U;

bestimmt.

Bemerkung 6.11. Die eindimensionale
Randverteilungen legen die gemeinsame Ver-
teilung nicht eindeutig fest.

Definition 6.12. Eine Familie von Zufallsva-
riablen X; : (Q,A, P) — (Q, s, PX9),i €1
heiit STOCHASTISCH UNABHANGIG (oder die
Zufallsvariablen X;,i € I heiflen stochas-
tisch unabhéngig), falls die Mengensysteme
X, 1 (A) stochastisch unabhiingig sind, d.h. je-
des Reprisentantensystem B; € Xfl(?[i),i S
I bildet eine unabhéngige Familie von Ereig-
nissen.

Bemerkung 6.13. Die Zufallsvariablen
Xi,© € I sind stochastisch unabhingig ge-

nau dann, wenn P | (), {X; € A} =
\W_/

x;7 (A
HieﬂP(Xi c AZ)VJ C T, |J| < OO7VAZ‘ S
‘ZIi,z‘EJ

Satz 6.14. Sind die Zufallsvariablen X; :
Q — Q;,1 € I stochastisch unabhingig und
sind die Abbildungen f; : ; — €, messbar,
so sind die Zufallsvariablen f; o X;,7 € I sto-
castisch unabhéngig.

Weiterhin: Seien I; C I fiir 5 € J disjunkte
Teilmengen und G; @ Xer, Qi — Q) mess-
bar = g; o (X;,3 € I;)j € J, stochastisch un-
abhingig (messbare Funktionen von Zufalls-
variablen mit disjunkten Indexmengen)

Lemma 6.15. Sei (Q,A, P) ein diskreter
Wahrscheinlichkeitsraum. Dann gilt: X;,¢ €
I, stochastisch unabhéngig < P(X; = z;,j €
I) = HjeJP(Xj = x;),Vx; € X;(Q),Vj €
JVICLI|J < oo

Satz 6.16. Seien X,Y seien stochastisch
unabhéngige Zufallsvariablen auf Z mit den
Zghldichten f bzw. g (dh. P(X = n) =
fn),P(Y = m) = g(m);n,m € Z) Dann
hat X + Y die Z&hldichte h gegeben durch
P(X+Y = k) = h(k) = ¥, e, F()glk — ) =
ZjeZ f(k—=3)9() h€Z

Bezeichnung 6.17. h ist die FALTUNG der
Dichten f und g : h = f xg.

Definition 6.18. Seien (2,2, P) ein Wahr-
scheinlichkeitsraum und X eine Zufallsvaria-
ble mit Wahrscheinlichkeiltsvert(leilung pPX,
Die Funktion: FX { Hj»—TP%((foo, xD
heit die zu PX gehorige VERTEILUNGS-
FUNKTION (kurz: Verteilungsfunktion von X,
F Verteilungsfunktion von X, X verteilt nach
F,..,X~F)



i) Sei p* die Zihl-
dichte von P¥*, dann ist FX(x) =
PY((~00,2]) = Y,oxp W) =
ngz,MESuppPX p~ (w),z € R (Triger)

ii) Fiir PX((—o0,2]) = P(X < z) dh.
FX(z) ist die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass die Zufallvariable X Werte < z an-
nimmt.

Bemerkung 6.19.

Lemma 6.20. Sei F'X die zu P* gehorige
Verteilungsfunktion. Dann gilt:

1. (a) F¥ ist monoton wachsend
(b) FX ist rechtsseitig stetig
(¢) limg— oo FX(2) = 1,
limg—— oo FX(2) =0
2. P¥ ist durch F¥X eindeutig betsimmt.

Definition 6.21. Sei X = (Xi,...,X,) ein
Zufallsvektor mit der Wahrscheinlichkeitsver-
teilung P¥X. Die durch F* := P*((—o0, z1] x

. X (—00,xn]), (z1,...,2n) € R™ definier-
te Funktion heifit MULTIPLIKATIVE VERTEI-
LUNGSFUNKTION.

Bemerkung 6.22. Sind Xi, X2 stochas-
tischt unabhingig, so gilt: F<X1’X2)(:cl7 T2) =
FX1(zy)- F*2(x2), (1, 22) € R?; Insbesonde-
re ist bei stochastisch unabhéngigen Zufalls-
variablen die gemeinsame Verteilungsfunkti-
on eindeutig durch die Verteilungsfunktionen
der eindimensionalen Randwerte bestimmt.

7 Erwartungswerte

Definition 7.1. Sei (2,P) ein diskreter
Wahrscheinlichkeitsraum.

1. Sei X(Q) C Rt oder X(Q) C R™:

EX = E(X) := EweQX(w) - P({w})
hei3t ERWARTUNGSWERT von X unter
P.

2. Sei X eine allgemeine Zufallsvaria-
ble mit FE(maz(X,0)) < oo oder
E(maz(X,0)) > —oo, dann heifit
EX = B(X) = ¥, 0 X(w) - P({})
der ERWARTUNGSWERT von X unter P.
(Definition verhindert ,,—oo+4o00* in der
Summe)

Bemerkung 7.2. 1. Fiir nicht-negative
Zufallsvariablen ist F immer wohldefi-
niert. E(X) = oo ist erlaubt.

2. Fiir Zufallsvariablen mit positiven und
negativen Werten muss die Wohl-
definiertheit der Reihe } ., X(w) -
P(w) gewihrleistet werden. Werden
nur die endlichen Erwartungswerte be-
trachtet, kann absoluete Konvergenz
Yoweq | X (W)]-P(w) < oo gefordert wer-
den, d.h. die Anderung der Summati-
onsreihenfolge ist erlaubt.

3. Im Folgenden wird stets die Wohldefi-
niertheit der auftretenden Erwartungs-
werte vorausgesetzt.

4. E(X) héngt von der Verteilung von X
ab: Sei x1,x2,... eine Abzdhlung von
X(Q), dann gilt: E(X) = Y2 @ -
P¥(x;), PX(2) = 0 falls = ¢ supp(P),
d.h. E(X) kann ebenso iiber die Sum-
me Y z; - P*(x;) erklirt werden.

5. der Erwartungswert (als mogliche
Kenngrofe) dient dem Vergleich von
Verteilungen.

Lemma 7.3. Sei (an)nen eine Folge aus RT,
bj =3 0L, an, dann gilt: 3377 b; = 3777 | n-

an

Korrolar 7.4. Sei (9,2, P) ein diskreter
Wahrscheinlichkeitsraum, X : € — Ny,
dann gilt: B(X) = Y%, n - PX(n) =
S PX([n,00) = S P(X > )
(P(X>n)=1-F (n-1))

Bezeichnung 7.5. Die Wahrscheinlichkeits-
verteilung PX (n) = (1—p)"~'-p,n € N nennt
man GEOMETRISCHE VERTEILUNG.

Satz 7.6. Sei (2, P) ein diskreter Wahr-
scheinlichkeitsraum, X : Q — R* ein Zufalls-
vektor und f : R¥ — R eine mesbare Abbil-
dung. Ferner existiert der Erwartungswert der
Zufallsvariablen fo X. Dann gilt: E(foX) =
SuealfoX)(@) PW) = Ty P (@) =
S rewr S0 PX(t) = Epx ().

Lemma 7.7. Seien X, Y Zufallsvariablen mit

endlichen Erwartungswerten, a € R, dann
gilt:

(a) E(a) =

(b) E(aX ) a- B(X)

() BE(X+Y]) < E(IX])+ E(Y])

(d) ( +Y) = E(X) + E(Y) (zusammen
it (b) ergibt sich die Linearitét)

(e) X <Y = EX) < E(Y) (speziell:

Y >0 = BY) > 0,B(X) < B(X])
(dabei X <Y : X(w) < Y(w)Vw € Q)

(t) B(X])=0& P(X #0)=0

Lemma 7.8. Seien (X;);er Zufallsvariablen
mit endlichen Erwartungswerten, dann gilt:

1. E(sup;e; Xi) > sup;ep E(Xi)
2. E(infieﬂ Xl) S infieﬂ E(Xz)

Satz 7.9. Seien X,Y stochastisch un-
abhéingige Zufallsvariablen und E(|X|) <
oo > E(]Y]), dann gilt: E(X -Y) < oo und
E(X-Y)=E(X)-E(Y)

Definition 7.10. Seien X,Y Zufallsvaria-
blen und c € R,k € N:

1. E((X — ¢)*) heifftk-TES MOMENT von
X und ¢ (nichtzentrales Moment, ¢ =
0 (zentrales) Moment = 1.Moment
= E(X), Var(X) = 2. Moment-
(1.Moment)?)

2. E((X — EX)?) heifit VARIANZ oder

STREUUNG von X, kurz: Var(X) oder
VarX = B(X?) - E*(X) = B(X(X —
1))+ BE(X) - E*(X)

3. E((X — EX)(Y — EY)) heifit KOVARI-
ANZ von X und Y, kurz: Cov(X,Y) =
E(XY)—E(X)-E(Y) (Ma8 fiir linearen
Zusammenhang zwische X und Y')

Satz 7.11. Sei X eine Zufallsvariable, f :
R — R eine konvexe Funktion, so dass
E(f o X) und E(X) existieren, dann gilt:
E(foX) > f(EX). Speiziell E(X?) > (EX)?

Korrolar 7.12. Sei X eine reelwertige Zu-

fallsvariable, E(]X|") < oo fiir ein r € (0, 00).

Dann existiert auch F(]X]°)V0 < s < r und
L sy 1

(E(X)" = (E(X]")=

Lemma 7.13. Sei X < o0;a,b € R
1. Var(aX +b) = a*Var(X)

2. Var(X) = E(X?) - (EX)? (Haufig zur
Berechnung von Var(X))

3. Var(X) =04 P(X # EX) =0

4. Var(X) = minger E((X — a)?)

Bezeichnung 7.14. Eine Zufallsvariable X

mit EX = 0 und Var(X) = 1 heilt STAN-

DARDISIERT.

Weiterhin: Sei Y Zufallsvariable mit EY =

p < oound 0 < Var(Y) =: o2, dann gilt:
Y_BY _ % erfiillt gerade EX =0

\/Var(Y)
und Var(X) = 1.

Satz 7.15. Seien X,Y Zufallsvariablen mit
Var(X),Var(Y) < oo, dagilt Var(X+Y) =
Var(X) + Var(Y) + 2 - Cov(X,Y) wobei
Cov(X,Y) = E(X — EX) - (Y — EY)) =
E(XY) - EX -EY

Bemerkung 7.16. Der Varianzoperator ist
nicht lienar sondern benétigt den Korrektur-
term Cov(X,Y).

Satz 7.17. Seien X,Y Zufallsvariablen mit
EX? EY? < oo, dann gilt: (E(X -Y))? <
EX?.EY?, wobei Gleichheit genau dann gilt,
wenn Ja € R P(aX =Y) =1 gilt, d.h. X ein
Vielfaches von Y ist.

Lemma 7.18. 1. Cov(X,)Y) =
Y) - EX-EY
Cov(X,X) =Var(X)
Coc(X,Y) = Cov(Y, X)
Cov(aX +b,Y)=a-Cov(X,Y)
Cov*(X,Y) < Var(X) - Var(Y)
X,Y stochastisch unabhingig =
Cov(X,Y) = 0 Umkehrung gilt nicht!
7. Cov(X + Y,Z) = Cow(X,Z2) +
Cov(Y, Z)

E(X -

A T

Bemerkung 7.19. 1. Die Kovarianz ist
symmetrische Bilinearform

2. X,Y stochastisch unabhingig =
Var(X +Y) =Var(X) + Var(Y)

3. X,Y heiflen UNKORRELIERT,
Cov(X,Y)=0

4. Der KORRELATIONSKOEFFIZIENT
ist definiert durch Korr(X,Y) :=

Cov(X,Y) c [_17 1]

VVar(X)-Var(y)

5. Aus der Unkorreliertheit folgt im All-
gemeinen nicht die Unabhingigkeit!

wenn

8 Das schwache Gesetzt
grofler Zahlen

Definition 8.1. 1. Eine Folge (X»)» von
Zufallsvariablen iiber (2,2, P) heifit
STOCHASTISCH KONVERGENT gegen 0,
falls limp—oo P(|Xn| > €) = 0,Ve > 0
(Schreibweise P — limp 00 Xn = 0)

2. Eine Folge (X,), heifit STOCHASTISCH
KONVERGENT gegen ¢ € R bzw.
gegen Zufallsvariable X, falls P —

limp,—o(Xn —¢c) = 0 bzw. P —
limy, oo (Xn — X) =0
Satz 8.2. Der Grenzwert einer

P—stochastisch konvergenten Folge ist im
folgenden Sinne eindeutig definiert: X, £ x
und X, £ Y = P(X = Y) =1 aber nicht
zwangsldufig X = Y!



Satz 8.3. 1. X, 2 X,Y, 2 V,g:Rx
R — R stetig = g(Xn, Yn) KR 9(X,Y)
2. X;, — X (punktweise Konvergenz) =
X(w) = limpooo Xn(w),Vw € Q =

X, 5 x

Satz 8.4 (Markov’sche Ungleichung). Sei X
Zufallsvariable, g : RT — R* monoton wach-
send, dann gilt: P(|X| > ¢) < P(|X|>¢) <
5 Elg(IX1)),¥e > 0,9(¢) > 0

g(e)

Satz 8.5. Seien (X;);en paarweise unkorre-

lierte Zufallsvariablen mit EX; =: uVi €
N und Var(X;) < M < oo, dann gilt:
Pyl Xi—p|>e) < M =50 =

P — lim,— oo %Z?:I X; = p, d.h. das arith-
metische Mittel von ,Einzelversuchen® (be-
schrieben durch Xi, X»,...) konvergiert sto-
chastisch gegen den (unbekannten) Erwar-
tungswert p.

9 Borelmengen und Ma-
e

Lemma 9.1. Ist £ C Pot(Q), so existiert ei-
ne kleinste o-Algebra A(£), die £ enthilt, d.h.

i) A(E) ist eine o-Algebra
ii) £ CUE)

iii) Ist A’ eine o-Algebra mit £ ¢ A =
AE) A

Bemerkung 9.2. i) A(&) heift die von &
erzeugte o-Algebra

ii) Ist £ o-Algebra = U(E) = &
E={A}=A¢€) ={2,4,A°,Q}

iii)

Bezeichnung 9.3. Seien £k € N und &" :
{(a,b)la,b € R} (fir n = 1 : FX*(b)
F¥(a) = P(X € (a,b)))) so heiBt B" :
AE™) (B! B) BOREL'SCHE 0-ALGEBRA
oder o-ALGEBRA DER BORELMENGE iiber R".
Jedes B € B" heifit BORELMENGE

Definition 9.4. Sei (Q,A) ein messbarer
Raum. Eine Abbildung p : A — [0, 00] heifit
Mass iiber (2, ), falls gilt:

1. u(z)=0

2. Fiir alle Familien (A;);er von paarwei-
se disjunkten A; € A mit abzihlhba-
rer Indexmenge I gilt: ,u(zjle]I i) =
2 ier 1(Ai)

(9,2, 1) heifit MASSRAUM. Ein Mafl p mit
1(Q2) = 1 heifit WAHRSCHEINLICHKEITSMASS
P und (Q, A, P heifit WAHRSCHEINLICHKEITS-
RAUM.

Satz 9.5. Seien (Q, A, 1) ein Mafiraum und
A, B, A1, Aa, ... € A. Das Maf3 pu bestitzt fol-
gende Eigenschaften:
i) Nulltreue: (&) =0
ii) Positivitdt: u(A) > 0,VA € A (u(A)
oo ist moglich!)

iii) Additivitédt: Ist AN B = oo, so gitl

(AU B) = u(A) + u(B)
iv) Additivitdt: Aus iii) folgt fiir paar-
weise disjunkte Mengen Ai,..., An:

p (X Ar) = X0 n(Ai)
v) Isotonie: Ist A C B, so gilt: u(A4) <
1(B)

vi) Subtraktivitdt: Sind A C B und
1(Q) < oo, so gilt: u(B\A) = u(B) —
1(A)

Komplementaritit: Ist u(Q) < oo, so
gilt: p(A°) = u(Q) — u(A)

Stetigkeit von unten: Ist die Folge
(Ap)nen isoton (monoton wachsend), so
gilt: p (UZO:1 An) = limp— o0 1(Ar)
Stetigkeit von oben: Ist die Folge
(Ap)nen antiton (monoton fallend), so
gilt: p (ﬂzozl An) = limy— 00 1(Ar)
Sub-Additivitit: Fir Ereignisse
Ai, .., Ay gilt: p (U;;l Ai) <3 (A
Subco-Additivitat: Fiir eine FEreig-
nisfolge (A;)ien gilt: u( A A,L-) <

2imy p(Ad)

Satz 9.6. Sei G R — R eine mono-
ton wachsende, rechtsseitig stetige Funktion.
Dann existiert genau ein Mafl pu auf (R,B)
mit u((a,b]) = G(b) — G(a),Va,b € R,a < b

Lemma 9.7. Sei f : R — RT und I
(a,b) C R,—o0 < a < b < oo, mit f(z)
OV € IC, f stetig auf I und ffooo f(z)dx
fab f(z)dz = 1 (Riemann-Integral)

vii)

vii)

ix)

)

xi)

10 Wahrscheinlichkeits-
mafle mit Riemann-
Dichten iiber R

Beispiel 10.1 (Rechteckverteilung (stetige

Gleichverteilung)). auf (a,b),a,b € R f(x) =
1
. | = .,z Elal]
b—a I[avb] (x) - O ,SOHSt ) L € R

Die durch Dichtefunktion definierte Wahr-
scheinlichkeitsverteilung iiber (a, b) heifit STE-
TIGE GLEICHVERTEILUNG. Verteilungsfunkti-

0 ,z<a
on: F(z) = i ,a<z<b Zum Be-
1 ,x>b
rechnen der Wahrscheinlichkeiten: P(X €
= [ f(x)dz = F(d) - F(c),(c,d) C
(a,b)
Beispiel 10.2  (Exponentialverteilung).
Ae™™ >0
f(w)—{ 0 ,mSO’xER’A>O
0 <0 . .
F(X) = { l—e™ 250 Schreibweise:
Exp(A)
Beispiel 10.3 (Weibull-Verteilung).
s
afz’ e z>0
= ’ s c
f(x) 0 r<o0 "
R,a,8 > 0, u.a. fiir die Lebensdauer:
0 <0
F(X) = b v= Schreib-
1—e ,x >0
weise: Wei(a, )
Belsplel 10. 4 (Gammaverteilung). f(z) =

F(p) ey I(D o) (@), z € R,a,p > 0 (Fiir
b= A\p =1 ergibt sich Exp(\)) = Problem
bei der Angabe von F, da dies geschlossen nur
fiir p € N moglich ist.

Beispiel 10.5 (Gauf’sche Normalvertei-
2
lung). f(z) = 5 - exp (J“”;,‘S) ) KT €

R, o > 0 Schreibweise: N'(u, o)

Definition 10.6. Eine Funktion f: R" — R
heift (RIEMANN-)DICHTE auf R", falls gilt:

flz) >0,Vz e R"
f ist Riemann-integrierbar mit
I [T ) da da, = 1

10.7. Ist f eine Dichte

R™, so definiert  F(x1,...,%n)

Jor 5 fyn, e yn)dyn . dyn, (2,
R™ eine stetige Verteilungsfunktion iiber
R™. Ist P das zugehorige Wahrschein-
lichkeitsmafl iiber (R™,B") heifit f eine
Dichte von P. Dann ist P (xj_i[a:,bi]) =
S [ F s s yn)dys o dyn, Yai < by € R.

Bezeichnung 10.8. Sei f die Riemann-
Dichte von X, so heiit EX [
f(z)dx ERWARTUNGSWERT von X (falls wohl-
definiert).

Satz iiber

Bemerkung 10.9. Es gelten (weiterhin)
nach dem Ersetzen von Summen durch Inte-
grale:

e F(g o X) f+oo x)dz, z.B.
g(z) = (X EX)? = E(goX)
Var(X f+°° X — EX)?f(x)dx

° Eigenschaften der
Varianz, Kovarianz

Erwartungswerte,

e Ungleichungen von Jensen, Ljapunoff,
Cauchy-Schwarz und Markov und Te-

7xn) S

chebyscheff
Beispiel 10.10.
X ~ E(X) E(X?) | Var(X)
b(n, p) n-p np(1 — p)
po(N) A A
bta 1(p2 (a—b)?
R(a,b) | 5* HUS R
ab +
a?)
Eep(y) |3 el
Wei(a,B)| o 7- o B-
r(5+1) (r(z+1)-
2(1
(5 1)
L'(b, p) b iz
N(p,0?) | p o’
Bemerkung 10.11 (AUSFALLRATE).
h(z) LEs (X~ Exp(h) =
h(z) = X ~ Weila,8) = h(z) =

T ,3> 1= Abnutzung
konst. ,3 =1 = keine Alterung
] ,[3 < 1 = System wird stabiler

~—

Bezeichnung 10.12. Verteilungsfunktion
wurde eingefiihrt als Integral mit oberer
Grenze als Argument. Die so eingefiihrte Ver-
teilungsfunktion hat (sogar) die Eigenschaft
der ABSOLUTEN STETIGKEIT, d.h. die Dichte
f von X ist gegeben durch F'(z) = f(z).

Zufallsvaria-
(Q,A,P) (R,B)
unabhéngig —
= FX(QZ) = FX1(131) .
CFEn(2,),Y(21, oy zn) € R, dh. P(X; <
xl,...,Xn Sl‘n) = n:1 P(X»L SCL‘Z)7V$’Z e R
ist notwendig und hinreichend fiir die sto-
chastische Unabhéangigkeit von Xi,..., X,

X (X1,..., Xn)
Zufallsvektor mit

Bemerkung 10.13. Die
blen Xi,...,X,
sind stochastisch

F(Xl"“’X")(iUI: . LEn)

—

Lemma 10.14. Sei
ein absolut stetiger
Dichtefunktion fX. Dann gilt fiir die
i-te Randdichte F™i(x) i) =

—+oo —+oo

/ / fX(Il,...,IZ;hSLwa‘Jrl,...,l'n)
— 00 — 00

—_——

n—1 Integrale
dl‘1 ...dl‘i71d1'i+1

dxn,x € R.



Ferner gilt: fX(ml,...,xn) =
od¥Ni (), Ve, € R o= Xi,..,X,
stochastisch ~ unabhingig mit Dichten
a5

Korrolar 10.15. Sei (X1, X2) ein absolut
stetiger Zufallsvektor mit der Dichtefunktion
f(X1 X2) dann ist Y = X1 + X5 absolut ste-

tig mit der Dichte ¥ (y) = [F27 fX(t,y —
z)dt,y € R

Bemerkung 10.16. Sind X; und
Xo stochastisch unabhéngig, dann ist

FOUXD (2122 = X (00)- ¥ (2), Yy, 22 €
R und damit fX1F¥2(y) = fj;; 5@ -
X2y —t)dt,y eR

Bezeichnung 10.17. Die Verteilung X; +
X5 hei3t FALTUNG von X7 und Xs.

Bezeichnung 10.18. X; + X» besitzt eine
DREIECKSVERTEILUNG.

Bezeichnung 10.19. Die Klasse der I'-
Verteilungen (bei festem Parameter) ist FAL-
TUNGSTABIL, d.h. die Faltung fiithrt nicht aus
der Klasse der Verteilungen heraus.

Definition 10.20. Sei (X;);en eine Folge von
stochastisch unabhéngig iid. nicht-negativen
Zufallsvariablen. Die Folge der Partiasummen

0 heit ERNEUE-

mit Sop

>ox

=1
N——
=:5n neN . . .
RUNGSPROZESS. Fiir jedes ¢t > 0 wird die Zu-

fallsvariable N; definiert durch NV; := sup{n €
N, Sn < th(= 221 Iisi<ey)- (Ne)io heifit
ERNEUERUNGSPROZESS.

Lemma 10.21. Sei X; die Lebensdauer von
Komponenten und S,, die Gesamtlebensdau-
er, so ist N; die Anzahl der ausgefallenen
Komponenten bis zum Zeitpunkt t. Es gilt:
Sp <t Ny >nVt>0VneN

Dann gilt: X; ~ FEzp(A\)Vi € N gilt Ny ~
po(A- )Vt >0

11 Grundlagen der Si-

mulation

Lemma 11.1. Fir [u,v] C [0,1] gilt:
[Pr({w € Qufu < w < v}) — (0—u)| < &
Wobei (v—u) die Wahrscheinlichkeit nach der
Rechteckverteilung fiir das Intervall [u, v] ist.

Lemma 11.2. Sind 7ri,...,7n, S1, .-,
[0,1] mit 7; — s; < &,Vj € {1, ...,

H?:l Ty — Hg 18

Bezeichnung 11.3. Sei m € N (Modul),
a € Ny (Faktor), b € Ng (Inkrement), zo € No,
zo < m — 1 (Anfangsglied). Kongruenzsche-
ma: zj+1 = (a - z; + b)(modm),j € Np;
Klar ist: 0 < 2z; < m — 1,Vj € Ng; Nor-
mierung: z; := 2., € Ny liefert die Folge
(lin)neN C [O7 1]

Satz 11.4. Fiir b > 1 wird die maximal
mogliche Periodenlénge genau dann erreicht,
wenn:

Sn €
n}, so folgt

<n-e

i) b ist teilerfremd zu m

ii) Jede Primzahl, die m teilt, teilt auch a—1

iii) Ist m durch 4 teilbar, so muss auch a — 1
durch 4 teilbar sein

Bemerkung 11.5 (Regel). Auch bei maxi-
maler Periodenlénge diirfen nicht alle mogli-
chen Pseudozufallszahlen fiir eine Simulati-
on ,verbraucht“ werden. Etwa wére stets die
letzte Zahl vorhersagbar.

12 Einfiihrung in die
Statistik
Definition 12.1. Die Menge aller
moglichen  Realisationen ist X" =
(X(Q))". Jede messbare Abbidlung ¢
X -D heifit STATISTI-
= (T1,.,xn) —d

SCHE ENTSCHEIDUNGSFUNKTION (SEF).

Bezeichnung 12.2. Eine Klasse P von
Wahrscheinlichkeitsverteilungen heifit PARA-
METRISCH, falls 3@ C R', Abbildung h :

e —7P 1 -
{ 0 Py h  bijektiv (Identifizierbar-
keit).

Bezeichnung 12.3. Gegeben sei eine pa-
rametrische Klasse P {Ps|0 € ©} von
Wahrscheinlichkeiten. Eine SEF (statistische
Entscheidungsfunktion) § : X" — © heifit
SCHATZFUNKTION. (Parameterschétzung,
Punktschitzung)

Definition 12.4. Gegeben sei eine paramtri-
sche Klasse P von Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen, ein STICHPROBENRAUM X", ein Pa-
rameterraum © = D C R und eine Men-
ge A {6l6 : X" — O} von Schitz-
funktionen. 6 € A nennt man ERWARTUNGS-
TREU, falls gilt Es(6(X)) = V8 € © =
o(x z)dx  stetig . .

{ fz(s(xz) -po(w:)  diskret }(Im Mittel lie-
fert die Schétzfunktion den wahren Wert)

Bezeichnung 12.5. Gegeben sei P
{P]0 € O} auf X" mit Riemann- bzw.
Lebesque-Dichten fy,0 € © oder diskrete
Wahrscheinlichkeitsverteilung, so heiffit L =

(X",0) —10,1]
(,0) fo(xz) kontinu. Fall
’ Py(X ==x) diskreter Fall
LIKELIHOOD-FUNKTION zur Realisation X.
(Funktion des Parameters 6 bei festem x)

Bezeichnung 12.6. Fehler 1. Art: p € P°
ablehnen, obwohl richtig; Fehler 2. Art: p €
P° annehnen, obwohl falsch;

—

/PO ’Pl
PO kein Fehler Fehler 2. Art
P | Fehler 1. Art kein Fehler

Bemerkung 12.7. Im Allgemeinen ist es
nicht moglich beide Fehlerwahrscheinlichkei-
ten simultan zu minimieren.

Bemerkung 12.8. Durch statistischen Test
kann immer nur die Aussage in der Alterna-
tiven Hypothese belegt werden.

13 Formeln (aus ande-
ren Bereichen der
Mathematik

iid = stochastisch unabhingig, identisch ver-
teilt

z:% ];] Y
n(n+1)(2n+1)
6
n - (n+1)
2=
()= (2
. 1
I

Lemma 13.1 (Regeln der Mengenlehre).

Lemma 13.2 (Bernoulli).
np, (1 —p)"

AUB=BUA, ANB=BnNA

(AUB)UC = AU(BUC), (ANB)NC =
AN(BNC)

(AuB)NnC = (AnC)U

(AnB)UC =
(AU B)°

A° U B¢
5. A\B=AnB°

(AuQO)
= A° n B¢,

Lemma 13.3 (Logarithmen).
logab + logac,loga(b
lobac,loge(b") =1 - logab

Lemma 13.4 (Potenzgesetze).

c)

loga(b - )
logab

a

aPt af 1 a" = a7, (aP)" = aP"

(BNC),

P,

N(BUC)
(An B¢

a

1+p)" >1
>1l—-npfir0O<p<l,n>1

q

Lemma 13.5 (Ableitungsregeln). (f

o = I'Ed. (9 = I +f
gﬁ(ﬁ) = fggfg7(§) = %.(g o
) =(g°f)- ff g'(z)dz
T dzf (= )dx— () o)t
I f@)

Lemma 13.6 (Ableitungen). f(z) = 1 =
F(x) = l"\ﬂﬁl fl@) = Vo = F) =
228, () = () F(z) = z(n(z) -
1), f(z) = In(a) - a® = F(z) = a”



