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1 DISKRETE WAHRSCHEINLICHKEITSRAUME UND DEREN ERWEITERUNG

1 Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume und deren Erweiterung

e 1. Aspekt: Die moglichen Ereignisse - Merkmalraum
e 2. Aspekt: Die moglichen Fragestellungen - Ereignissystem A
e 3. Aspekt: Die zugehdrigen Wahrscheinlichkeiten - Wahrscheinlichtkeit P
(2, A,P) ist ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum
(2, A) ist ein diskreter messbarer Raum.
1.1 Merkmalraum
1.1.1 Kartesisches Produkt

Das Kartesische Produkt 21 x Q9 x - -+ x ,, der Mengen 21,829, ---, €, ist die Menge
Q= {(wy, - ,wy)|w; € Q; furi € (1,--- ,n)}. Statt Q5 x Qo x -+ x Q, schreibt man
auch @, €, falls Q; = --- = Q,, auch QF.

1.2 Regeln von deMorgan

(AUB)® = A°NB°
(ANnB)* = A°UB°

Jay = (N4

i€l icl
(4 = J4s
el el

einige Umformungen
e B\A=DBnA*
e P(A\B)=P(A)— P(ANDB)
e P(AUB) = P(AN B+ P(B)
e ANC=A-AncC°
e ANC=(ANCNB)U(ANCN B

1.3 Ereignissystem A
Es gelten folgende Prinzipien nach denen ein Ereignissystem A ausgewahlt wird.

e [ir Modelle mit endlichen oder abzdhlbaren Merkmalraum Q wahlt man fir A
die Potenzmenge (A), d.h. alle Teilmengen von €2 sind Ereignisse.

e Fiir Modelle mit 2 = R (oder Q = R") ist A = ¥(Q2) nicht geeignet, weil es soviele
Mengen sind. Man wéhlt fiir A stattdessen das System B der Borel-Mengen.

Einfiihrung in die Stochastik fir Informatiker - Prof. Dr. Kamps - S50 7



1 DISKRETE WAHRSCHEINLICHKEITSRAUME UND DEREN ERWEITERUNG

1.3.1 o-Algebren

Das erste Prinzip verlangt, das man bei der Verkniipfung von Ereignissen wieder
Ereignisse erhalt. Es muss also die Vereinigung, Durchschnitt und das Komplement
von Ereignissen stets wieder Ereignisse ergeben.

Definition: Seien Q # @ und A € (). A heisst o-Algebra (von Ereignissen) iiber
Q) falls gilt:

1. Qe A
2. Ac A= Acc AVAc A
3. (An)nene A=l A€ A

Wir haben zwar nur die Abgeschossenheit unter der Vereinigung und Komplement
gefordert, aber mit den Regeln von deMorgan (1.2, Seite 7) folgt auch die Abgeschlossen-
heit fiir den Durschnitt.

1.3.2 Erzeugte o-Algebra A(E)

Das zweite Prinzip verlangt, das man zunéchst festlegt, welche Ereignisse mindestens
in A enthalten sein sollen. Dann bestimmt man A als die kleinste o-Algebra, die diese
vorgegebenen Mengen enthalt.

Definition: Ist £ ein System von Teilmengen von €2, dann heisst die kleinste o-Algebra
A (iber Q), die £ enthélt, die von £ erzeugte o-Algebra. £ heisst Erzeuger von A.

1.3.3 Borel-Mengen

Fiir das Ereignissystem A iiber ) = R w&hlt man als Erzeuger die Mengen aller Inter-
valle.

Definition: Es sei G := {(a,b]|a,b € R,a < b}, die Menge der halb-offenen Intervalle in
R. Dann heisst die von G iiber R erzeugte o-Algebra B die Borel-o-Algebra iiber R.
Die einzelnen Ereignisse aus B heiflen Borel-Mengen.

1.3.4 Spur-o-Algebra
Seien () # B C Q und A eine o-Algebra iiber Q. Dann ist

BnA:={BnA|Aec A}

o-Algebra iiber B (nicht iiber §2). B N A heisst Spur-o-Algebra.

Beweis:

Einfiihrung in die Stochastik fir Informatiker - Prof. Dr. Kamps - S50 8



1 DISKRETE WAHRSCHEINLICHKEITSRAUME UND DEREN ERWEITERUNG

B(=2Q)eBnNA: BeBNA daB=BNQund 2 € A wegen A o-Algebra.

CeBNA—-C°e BNA: Sei C € BNA. Dann gibt es ein A € A so dass C' = BN A.
Das Komplement von C' bzgl. B (auch hier NICHT bzgl. ) ist dann:

C° = BnN(CO)F

Bn(BNA)°

Bn(B°U A"
(BNB°)U (BN A

PuU (BN A°

= BNA°eBNA,daja A° € A.

{Cnineny € BNA — U,enCn € BN A: D.h. es existieren {A, }peny € A mit C,, =
BN A, Vn € N. Dann gilt:

LJ (zn = LJ(lgrjfin)

neN neN

= Bn(|JAneBnA, da|]e4

neN neN

1.3.5 Anund 4
Seien Q # ), Z eine Indexmenge und A; fiir jedes i € Z eine o-Algebra iiber Q.

An = ﬂAi ist eine o-Algebra
i€l

Ay = UAi ist keine o-Algebra
i€l

1.4 Wahrscheinlichkeit P
Definition: Sei A eine o-Algebra iiber Q # . Eine Abbildung P : A — [0, 1] mit
e P(A)>0VAc A
e P(Q)=1
o P(U2, Ai) => 72, P(A;) fiir alle paarweise disjunkten A; € A (o-Additivitét)

heifit Wahrscheinlichkeitsverteilung auf 2.

Einfiihrung in die Stochastik fir Informatiker - Prof. Dr. Kamps - S50 9



1 DISKRETE WAHRSCHEINLICHKEITSRAUME UND DEREN ERWEITERUNG

1.4.1 Zahldichte

Es sei © ein abzdhlbarer Merkmalraum. Das Ereignissystem sei A := (£2). Ist P ein
W-Maf8l bzw. W-Verteilung iiber (£2,.4) und definiert man f(w) := P({w}) , mit w € €,
dann gilt:

o flw)>0 weQ
* Yeaflw) =1
e P(A)=> caflw) AcA
f nennt man Zahldichte zu P.
Beispiel: Seien p € (0,1) und f : Ny x Ny — R definiert durch

270D (1 —p)i.p | fiiri >

0 , sonst

f((@,9)) = {
Zu zeigen: f ist Zahldichte einer diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (Ng x
NO,%(NO X Ng))
i) f(i,5) >0Vi,jeNyy/

i) D0 500 fi,5) =1

Beweis:

f(i,7) (so ist sicher dass i > j)

hE
Nt

>N fig)

i=0 j=0

<
Il
o
~
I
—_

20 (1 —p) . p

[
WE
M

7=0 =0
[e’¢) 1 [e’¢) i
= P'ZmZﬂ—p) !
7=0 =0
= p- Z o—G+1) Z(l - D)
J=0 =]

Einfiihrung in die Stochastik fir Informatiker - Prof. Dr. Kamps - S50 10



1 DISKRETE WAHRSCHEINLICHKEITSRAUME UND DEREN ERWEITERUNG

> 1 1
= p'ZQ—(j-&-l) 2;

N~ N

= f ist Zéahldichte

1.4.2 Einpunktverteilung

Einfachste diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung:
Sei Q # () abzéhlbar, w € () festgesetzt.

£.(4) = 1 JfirweA
“ o , sonst

Ew + F(Q) — R heiit Dirac-Verteilung oder Einpunktverteilung im Punkt w.

1.4.3 Trager
Sei (€2, A, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum.
T :=supp(P) := {w € Q|P(w) > 0}

heifit Trager von P.

1.4.4 Lemma 1.12 - gewichtete Summe von Einpunktverteilungen

Sei (2, A, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. Dann gilt: P ist darstellbar als
gewichtete Summe von Einpunktverteilungen.

P(A)= > Pw) E,(A) VAc A

we Q

1.5 Bernoulli-Experiment

Ein Zufallsexperiment mit zwei moglichen Ausgéngen heifit Bernoulli-Experiment.
Der entsprechende Wahrscheinlichkeitsraum: (€, A, P)

e 0=1{0,1}
o A=3(0)
e W-Ma8l P: P({1}) =p und P({0}) =1—p

Einfiihrung in die Stochastik fir Informatiker - Prof. Dr. Kamps - S50 11



1 DISKRETE WAHRSCHEINLICHKEITSRAUME UND DEREN ERWEITERUNG

1.6 Laplace-Experiment

Ein Zufallsexperiment mit endlich vielen und gleichwertigen Ausgéngen heifit Laplace-

Experiment.
e O={1,2,---,N}
o A=S3(N)
e W-MaB P: ergibt sich aus P({1}) = P({2}) = --- = P({N}) als P({w}) = +

Fiir die Wahrscheinlichkeit P(A) eines beliebigen Ereignisses A gilt dann:

_ |A| _ Anzahl der giinstigen Félle
~ Q] Anzahl der méglichen Fille

P(A)

Das W-Maf} P heisst Laplace-Verteilung oder diskrete Gleichverteilung.

1.7 MaB iiber (2, A)
Ein Maf8 auf A ist eine Abbildung p: A — R U {oco} mit

o u(A) =0
o u(©)=0
o (A1 +Ax+ ) = (A1) + p(A2) + - -

Ein Maf3 kann auch den Wert co annehmen.

Einfiihrung in die Stochastik fir Informatiker - Prof. Dr. Kamps - S50

12



2 GRUNDFORMEN DER KOMBINATORIK

2 Grundformen der Kombinatorik

2.1 Ziehen mit Zuriicklegen in Reihenfolge

M = {w:(wl""7wk)|wi€{17"'7n}’i€{1v"'ak}}
= {1,...,n}k
] = n"

2.2 Ziehen ohne Zuriicklegen in Reihenfolge

Q = {we{l, - n}fw #£w; fiir 1 <i#j <k}
Q] = n-n—-1)--(n—k+1)
n!
 (n—k)!
=: ng

Falls n=k = |Q3] = n!

2.3 Ziehen ohne Zuriicklegen ohne Reihenfolge

Herleitung: entspricht dem Ziehen ohne Zuriicklegen in Reihenfolge, bis auf die Tat-
sache dass eben hier die Reihenfolge keine Rolle spielt. Es existieren k!-Moglichkeiten
die einzlenen Tupel zu permutieren, deshalb teilen wir durch diese Anzahl.

Q3 = {we{l,-- ,n}Flwr <ws <--- < wp}
n
) =
|€23] <k>
n!
k- (n—k)!

Bemerkung: Die Anzahl der moglichen k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen
Menge ist gleich (}).

2.4 Ziehen mit Zuriicklegen ohne Reihenfolge

Q = {we{l,- nflw <ws <o <y}
n+k-—1

2.5 Hypergeometrische-Verteilung

Definition
() (=)
(&)

h(s;k,n,S) =

Einfiihrung in die Stochastik fir Informatiker - Prof. Dr. Kamps - S50 13



2 GRUNDFORMEN DER KOMBINATORIK

s gewiinschte Anzahl in unserer Stichprobe
k Umfang der Stichprobe
n Umfang des Raumes

S Anzahl gewiinschter Objekte im ganzen Raum

2.5.1 Beispiel

Skat: Wahrscheinlichkeit das jeder Spieler genau ein As hat.

A;
= f)(141 N Ay r1143) = f)(fil) -13(142‘/11) -fj(143|/41 r]fig)

Spieler i besitzt ein As

Modell 10 Karten an Spielerl, Spieler2 und Spieler3. Der Rest (2 Karten) geht auf
den Skat. Ermittlung mit der hypergeometrischen Verteilung.

4 32—4
PAY) = h(110,32,4) = W -(3(21)01) _ (11)(52(;98)
10 10
3 22—-3
P(Az2lA1) = h(1;10,22,3) = () ’2(210—1) — () -
(10) (10)

2 12—2
P(A3|A1nAs) = h(1;10,12,2) = () (o) — () - (5)

(10) (10)

2.5.2 Maximum-Likelihood-Verfahren

Messung der Anzahl Fische im Teich - {iber eine Art Abschéitzng:
e fange S Fische, markiere sie und setze sie wieder aus
e warten, d.h. mischen des Raumes

e fange k Fische, darunter werden sich s makierte befinden

Q

S
= —
n

T X w»
® | W

=n

Q

Einfiihrung in die Stochastik fir Informatiker - Prof. Dr. Kamps - S50 14



2 GRUNDFORMEN DER KOMBINATORIK

2.6 Binomial-Verteilung
Herleitung Die Binomialverteilung ist eine der wichtigsten diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilun-

gen. Sie beschreibt Ergebnisse von Bernoulli-Prozessen.

Ein Bernoulli-Prozess (auch: Bernoulli-Kette) besteht aus einer Abfolge mehrerer,
unter gleichbleibenden Bedingungen durchgefiihrter Bernoulli-Versuche.

Ein Bernoulli-Versuch (auch: Bernoulli-Experiment) ist ein Zufallsversuch mit genau
zwei moglichen Ergebnissen. Die Wahrscheinlichkeit dieser Ergebnisse wird durch die
Bernoulli-Verteilung beschrieben.

Definition

2.6.1 Beispiel

Softwarepaket per WWW verteilt. Moglich Ubertragungen:
e 8 Datenpakete - keines darf defekt sein

e 16 Datenpakete - max. ein Paket darf defekt sein

Ist die zweite Installationsmethode effizienter als die erste, unter der Betrachtung, dass

die Fehlerrate fiir ein Datenpaket exakt % betragt?

8 Datenpakete:

1

g 1° 1 s o
= <0>12 .(1_5)

8
1.4
12

~ 0,49853

16 Datenpakete:

1 1
b(s;k,p) = b(0;16, E) + b(1; 16, E)
0

16\ 1 1 16-0  (16) 11 1 16-1
- (0)12 o) +<1>'12 -
1116 16! 1ot
2 Thne—1 12 12
0, 2485 + 0, 3615

0,61

Einfiihrung in die Stochastik fir Informatiker - Prof. Dr. Kamps - S50 15



2 GRUNDFORMEN DER KOMBINATORIK

2.7 Poisson-Verteilung

Herleitung Die Poisson-Verteilung wird héufig dazu benutzt, zeitliche Ereignisse zu
beschreiben. Gegeben sind ein zufélliges Ereignis, das durchschnittlich in einem zeitlichen
Abstand t; stattfindet und ein Zeitraum ts.

Die Poissonverteilung mit A = % gibt die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass im
Zeitraum to genau 0,1,2,3,---,1000, - - - Ereignisse stattfinden.

Definition Die Wahrscheinlichkeitsverteilung auf N definiert durch die Zahldichte

)\S
p(s):§-e_)‘ seN;A<O0

heifit Poisson-Verteilung mit Parameter .
Bezeichnung:  p,(s,\) bzw. po())

2.7.1 Beispiel

Eine Kaufhaus wird an einem Samstag zwischen 14 und 15 Uhr durchschnittlich alle 10
Sekunden von einem Kunden betreten. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit das in der
néchsten Minute genau 9 Leute das Kaufhaus betreten?

ta 60
)\ = —_— = — = 6
t1 10
67 g
p9) = e

= 0,0688348 ~ 6,88%

2.8 geometrische Verteilung

Definition:
geom(p) =p-(1—p)*" keN

Bezeichnung:  geom(p)

2.8.1 Beispiel

Paketorientiertes Netzwerk, ein einzelnes Datenpaket kommt mit Wahrscheinlichkeit p
fehlerfrei am Ziel an. Wenn ein Fehler auftritt wird die Ubertragung wiederholt, solange
der Empfang bestéatigt wurde.

X beschreibe die Anzahl Sendungen eines Paketes. Sei Z ~ geom(p), so gilt X =1+ Z.
Fiir die Zahldichte von X gilt dann:

P(X=k)=p-(1-p)* ! VkeN
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2 GRUNDFORMEN DER KOMBINATORIK

Die Ubertragung des Paketes wird:

keinmal wiederholt
Z =0

by
S
<
[
It
=

zwermal wiederholt
=2 = X=3
= P(X=3)=p-(1-p)°

Mit Wahrscheinlichkeit 0,99 sollen hochstens drei erneute U'bertragungen pro Pakte
notig sein, wie gro3 muss hierfiir p sein.

Z7<3 = X<4
= P(X <4)=0,99

4
0,99 = Z =Y p-(1-p*!

k=1

4

kl

1-(1-p?* 4
= . —1—(1—

A — (1-p)

= p=1-+/0,01
~ 0,68
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3 EIGENSCHAFTEN VON WAHRSCHEINLICHKEITSRAUMEN

3 Eigenschaften von Wahrscheinlichkeitsraumen

3.1 Grenzwerte von Ereignisfolgen
Sei (Ap)nen € A, A sei o-Algebra iiber Q # O.

lim A, =
n—oo

U, An , falls (Ap)ne v wachsend, A,, C App
Moey Ay, falls (Ay)ne v fallend, A, D App

3.1.1 limes superior

Fiir eine beliebige Ereignisfolge (A, )nen heifit

limsup 4, = lim (G Ayg)
n—o0 n—oo k1
= NUA

n=1k=n

{w € Q|w liegt in unendlich vielen der A, }

1%

unendlich viele der A; treten ein

der limes superior.

3.1.2 limes inferior

Fiir eine beliebige Ereignisfolge (A )nen heifit

DL

liminf 4, = lim ([ | Ax)
n—oo n—oo
k=1
o [e.e]
= UN4
n=1k=n

{w € Q|w liegt in allen A,, bis auf endlich viele}

1

alle bis auf endlich viele der A,, treten ein
der limes inferior.
3.2 Lemma 3.4 - limes und P
Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (A,), C A. Dann gelten:
o P(U;2 1 An) = P(limy—00 Ay) = limy, oo P(Ay) , falls (Ay)n
o P(N,2, An) = P(limy, 00 Ay) = limy, oo P(Ay) , falls (An)n \

o P(limsup,,_,o Ap) = lim, oo P(U,, Ak)
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3 EIGENSCHAFTEN VON WAHRSCHEINLICHKEITSRAUMEN

o P(liminf, .o Ap) = limy oo P(Nie,, Ak)
o P(U, 2 An) <> 02 P(An) sub-o-Additivitét
3.3 Siebformel von Sylvester-Pointcarré
Fiir Ereignisse (Ap)nen in einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) gilt:
n=2: P(A1 @] Ag) = P(Al) + P(AQ) — P(Al N Ag)

n=3: P(A1UA2UA3) = P(A1)+P(A2)+P(A3)—P(AlﬁAg)—P(AlmAg)—P(AgﬂAg)—i—P(AlﬂAQﬂAg)
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4 BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEIT

4 Bedingte Wahrscheinlichkeit
4.1 Definition
Seien A,B Ereignisse in © und sei P(B) > 0. Dann heifit

P(ANB)

P(A|B) := P(B)

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter (der Bedingung) B, und es gilt

P(AN B) = P(B) - P(A|B)

4.1.1 Beispiel
| WEIBLICH MANNLICH || 32
PRODUKTE « 0,1 0,2 0,3
PRODUKTE [ 0,5 0,2 0,7
> | 06 04 |1

Gesucht: relative Haufigkeit fiir Verwendung von Produkte (5 in der Gruppe der Frauen.

It

A Produkt 8

B = Gruppe der Frauen
P(ANnB) 0,5 5

P(B) 0,6 6

P(A|IB) =

4.2 Lemma 4.4 - Rechenregeln

Seien A, B, A1, As,--- € A sowie
P(A)>0; P(B)>0; P(Ni—, 4) >0

e P(A|B) = 71’(3]';&1)’%)

o P(NiL, Ai) = P(A1) - P(A3|Ay) - P(A3|Ay N Ag) -~ P(An| NP2, Aj)

4.3 Lemma 4.6 - Formel fur totale Wahrscheinlichkeit

Ist (Bj,i € I) eine abzdhlbare Zerlegung von €, d.h. es gilt & = >, B; und kennt
man P(B;) und die bedingten Wahrscheinlichkeiten P(A|B;) fiir alle ¢ € Z, dann gilt:

P(A) =) P(ANB;) =Y P(Bi)-P(AlB))
i€l €T
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4 BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEIT

4.3.1 Beispiel - fehlerhafte Produktionsanlage

Serienartikel wird parallel auf Fertigungsanlagen produziert. Mengenanteile der 3 Anla-
gen werden als Wahrscheinlichkeiten aufgesetzt:

A; = Artikel wurde auf Anlage i gefertigt
B = Stiick ist fehlerhaft

P(4) = 0,3
P(Ay) = 0,2
P(A3) = 0,5
P(B|A;) = 0,05
P(B|A;) = 0,03
P(B|As) = 0,09

Gesucht Wahrscheinlichkeit, dass ein zuféllig gegriffenes Stiick fehlerhaft ist?

3
= P(B) =Y _P(B|4;)- P(4;) = 0,066
i=1

4.3.2 Beispiel - faire/unfaire Miinze

Eine unter 1.000.000 Miinzen hat Zahl auf beiden Seiten. Eine zuféllig ausgewéhlte
Miinze wird 20-mal geworfen.

Ergebnis: 20 mal Zahl

Frage:  Wahrscheinlichkeit dass Miinze trotzdem fair.

A = faire Miinze
B = unfaire Miinze
(10 -1 105 1 6
PA)) = ———=——-——=1-10
(4) 106 106 106
P(B) = 107

Zog = es fallt 20-mal Zahl

P(Zy) = P(Zyl|A)- P(A)+ P(Zy|B) - P(B)
1

= (5)*-(1-107%)+1-107°
_ P(4) _
= P(A[Zy) = P(Zx|A)- P(Za) 0,4881
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4 BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEIT

4.3.3 Beispiel - medizinisches Diagnoseverfahren fiir Krankheit

In 90 % der Fille wird ein Kranker auch als krank erkannt.
In 5 % der Fille wird ein Gesunder féalschlicherweise als krank eingestuft.

Modell: 1 % der Bevdlkerung leidet an der gesuchten Krankheit.

Gesucht: Wahrscheinlichkeit das zuféllig gewéhlte Person gesund ist, obschon die Di-
agnose einen positiven Befund liefert.

Losung;:
A = Person gesund
B & positiver Befund
P(B|A°) 0,9
P(BJ|A) = 0,05
P(A) = 0,01
P(A) = 0,99

P(B) = P(B|A°)-P(A°)+ P(B|A)-P(A)
= 0,9-0,1+0,05-0.99 =0,0585

P
= P(A|B) = P(B|A)- =L =0,846

4.4 Bayes “sche Formel

Ist (B;,i € I) eine abzéhlbare Zerlegung von €2, d.h. es gilt Q = > ., B; und kennt

man P(B;) und die bedingten Wahrscheinlichkeiten P(A|B;) fiir alle i € Z, dann gilt:
P(By) - P(A|By)

2z P(Bi) - P(A|Bi)

P(By|A) =
Hier wird von der Wirkung A auf die Ursachen By, zuriickgeschlossen.

4.4.1 Beispiel - allgemeiner Aufbau
Arzt stellt Sympton A fest, welches von Krankheiten B, - - , By herriithren kann.

Gegeben

P(B;) = relative Haufigkeit einer Krankheit B;
P(A|By) = relative Haufigkeit des Symptons A unter der Krankheit By,
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4 BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEIT

Gesucht Wenn Sympton A auftritt, wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit fiir Krankheit
By,? Sprich gesucht ist P(By|A)
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5 STOCHASTISCHE UNABHANGIGKEIT

5 Stochastische Unabhangigkeit

5.1 Motivation
Beispiel Urne mit 2 weiflen und 3 schwarzen Kugeln. Ziehen von 2 Kugeln mit Zuriicklegen.

Q={(,j)1<i<j<5},|Q =52=25

weifle Kugeln: Nr.1,2
schwarze Kugeln: Nr.3,4,5

A = 2.Kugel schwarz
& A={(,j) € Qlj €{3,4,5}}

|A] = 5-3=15
B = 1.Kugel weif
& B={(i,j) € Qi {1,2}}
|IB] = 2-5=10
ANB = 1. Kugel weifl und 2.Kugel schwarz
|JANB| = 6
1
pa) = 5.3
25 5
1 2
PB) = D_2
25 5
6
P(ANnB) = —
= P(A)-P(B)

5.2 Definition
5.2.1 fiir zwei Ereignisse

Gegeben: Wahscheinlichkeitsraum (€2, A, P)
A, B € A heiflen stochastisch unabhangig, falls

P(ANB) = P(A) - P(B)

5.2.2 paarweise stoch. unabh. Familie A;

Eine Familie (A;);er C A, Z beliebige Indexmenge, heifit paarweise stochastisch
unabhéangig, falls
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5 STOCHASTISCHE UNABHANGIGKEIT

5.2.3 stoch. unabh. Familie A4;

Eine Familie (4;);er C A, T beliebige Indexmenge, heifit (allgemein) stochastisch
unabhéingig, falls fiir jede endliche Auswahl von Ereignissen gilt:

P(()4)=]]PA4) YO#TCT,|J| <o
JjET Jj€T

5.2.4 Bemerkung: paarweise # allgemein stoch. unabh.

Die paarweise stochastische Unabhangigkeit von mehr als zwei Ereignissen hat nicht
notwendig die allgemeine stochastische Unabhégnigkeit zur Folge.
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5 STOCHASTISCHE UNABHANGIGKEIT

Beispiel Werfen von zwei unverfilschten Wiirfeln. D.h. Laplaceverteilung.

Q = {(j)li,j€{1,2,3,4,5,6}}
A; = Wirfel i zeigt gerade Zahl, i = 1,2
Al mAQ = {(232)7(2a4)7(276)3 (47 2)a (474)7(47 6)7(6’2)3(6?4)5 (676)}
|A1 N A2| = 9
9 1

= P(A))-P(Ay) =
= Ay und A stoch. unabh.

1
4

N =
N | —

Az = Summe der Augenzahlen gerade
AS mAl = {(272)7(274)7(2’6)7 (47 2)7 (474)’(47 6)7(672)7(6’4)7 (676)}
[AsN Al = 9
1
1
202

= P(A1)- P(43)
= A; und Ajz sind stoch. unabh.

AS N A2 = {(27 2)> (4a 2)7 (67 2)7 (2>4)a (474)7 (674)7 (2a 6)? (476)7 (67 6)}
|A3ﬂA2| = 9
P(Ag N AQ) = % = i
11
= 5 . 5
= P(A2)- P(A43)

= A und Ag sind stoch. unabh.

D.h. {4, Ay, A3} sind paarweise stochastisch unabhéngig, aber nicht allge-
mein stoch. unabh. denn:

P(AlﬂAgﬂAg):P(AlﬂAg)ZE#P(Al)P(AQ)P(A:}):é

5.2.5 Bemerkung: Bedeutung von Wahrscheinlichkeitsverteilung

Die stochastische Unabhangigkeit ist abhéngig von der gewéhlten Wahrscheinlichkeitsverteilung.
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5 STOCHASTISCHE UNABHANGIGKEIT

Beispiel: Sei Q = {1,2,3} ; A = {1}, B = {1,2}; e; = Einpunktverteilung und
(Q = Laplaceverteilung.

ANB = {1}
|[ANB| = 1
61(AOB) = 61(1)

=1

QUNB) = o
2
79
12
12
= Q(4)-Q(B)

5.2.6 Bemerkung: Relation "stoch. unabh.” ist nicht transitiv

Relation ”stochastisch unabhéngig” ist nicht transitiv, d.h. aus der stoch. unabh. von
A1, A und As, As folgt nicht notwendig Aq, Az stochastisch unabhéngig.

Beispiel: 'Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P)

Q= {(07 0)7 (07 1)7 (17 0)7 (17 1)}
P = Laplace-Verteilung

A = {(07 0)7 (Oa 1)}

Ay = {(071)7(1a0)}
Az = {(170)5(1a1)}

P(A) = %v¢e{1,2,3}

weiter:
P(Ain4s) = P((0,1) = i — P(A)) - P(As)
P(AsnAs) = P((1,0)) = i — P(As) - P(As)

aber:
P(A1NAz) = P(0)=0%# P(A1)- P(A3)

Einfiihrung in die Stochastik fir Informatiker - Prof. Dr. Kamps - S50 27



5 STOCHASTISCHE UNABHANGIGKEIT

5.3 Satz 5.7

e Sei (A;)iez eine Familie stoch. unabh. Ereignisse, k ¢ Z und P(Ag) € {0,1}
= (Aj)ic Tu{r) stoch. unabh.

o (A;)ier sei stoch. unabh. B; € {4;, A%,0,Q} VieT
= (B;);e 7 stoch. unabh.

e SeiZ ={1,---,n}; n €N fest gewahlt.
(Ai)ie 7 stoch. unabh. < P(m?zl Bz) = H?:l P(Bz) VB; € {A,’, Azc} Vi e N

5.3.1 Folgerung

Sei die Familie (A;);c {1, ,n} stoch. unabh., oder kurz Ay, Ag,-- -, Ay stoch. un-
abh., dann gilt:

P(UAi) = 1*P(UA1')C
‘ i=1

= 1- P(ﬂ Af) (nach deMorgan, 1.2 - Seite 7)
i=1

= 1-J[P(4A) (nach 5.3 - Seite 28)
=1

= 1-[[a- P4y
i=1
5.4 Bemerkung: Konvergenz von (4;);c 1

Sei (A,)n C A Folge von Ereignissen.

(A)n heifit konvergent < limsup 4,, = liminf 4,

n—o0 n—oo
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5 STOCHASTISCHE UNABHANGIGKEIT

Es gilt stets: liminf,, . A, C limsup,_,. 4,
Denn:

w€liminfA4, = we G ﬁAk

n—00
n=1k=n

= dny:wé€ ﬁ Ap

k=ng
= we€ AL Vk>ng

= we UAkVnzl

k=n

= w € limsup A,
n—oo

Weiterhin:

(limsup 4,,)¢ = (ﬂ UAk)c

n—oo n=1k=n

= UN4
n=1k=n

= liminf A]
n—oo

5.5 Borel-Cantelli - Lemma 5.14
Seien (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (A;),ec n. Dann gilt:
e >, P(A,) < oo = P(limsup,_,,, An) =0
e Ist zusatzlich (A, ), stochastisch unabhéngig:
> P(Ay) = 00 = P(limsup,, ., An) =1

5.5.1 Beweis
i) Wegen N2, Uiz, A C Ui, Ak Vn € Nist

o o
0 < P(limsup A,) < P(| ) Ar) Ssub-o-aaditivitas Y P(Ak) —n00 0

noee k=n k=n
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5 STOCHASTISCHE UNABHANGIGKEIT

i) Esist
P(limsup A,) = 1— P(limsup A4,)°

n=1 n=1

= 1- P(lim_ilnf Af) (siehe 5.4 Seite 29)

= 1—limn_ooP([ ) Af) (siche 3.1.2 Seite 18)
k=n

= 1- lim [J(1-P(4)) (nach 5.3 - Seite 28)

k=n

> 1— lim exp(— ZP(Ak))
k=n

=1

5.5.2 Beispiel

i) Unendliche Folge von Urnen, je eine Kugel wird gezogen. In der n-ten Urne befinden
sich eine weifle und n-1 schwarze Kugeln.

A, = gezogene Kugel aus n-ter Urne ist weif3

1
= P(4,) = - (Ziehungen geschehen unabh. voneinander)

= iP(An) =00
n=1

= P(limsup 4,) =1 (siehe oben)

n—oo

D.h. mit Wahrscheinlichkeit 1 werden unendlich viele weifle Kugeln gezogen.

ii) Wie i), aber n-te Urne enthilt diesmal n? — 1 schwarze und eine weifie Kugel.

= P(limsupA4,) =0

n—o0

D.h. mit Wahrscheinlichkeit 1 werden nur endlich viele weifle Kugeln gezogen.

5.6 Definition: Produkt der Wahrscheinlichkeitsraume

Fiir diskrete Wahrscheinlichkeitsraume (€, A;, P;), 1 <i < n, heiit (2, .4, P) mit
e O =TI, U ={w= (w1, w2, - ,wp)|w; € Y, 1 <i<n}

e P definiert durch P(w) = [[;~, P(wi) :== Qi B
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5 STOCHASTISCHE UNABHANGIGKEIT

Produkt der Wahrscheinlichkeitsrdume (£2;, A;, F;), 1 < i < n, Bezeichnung

n

(QwAa P) - ®(917A27P2)

i=1
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6 ZUFALLSVARIABLEN AUF DISKRETEN WAHRSCHEINLICHKEITSRAUMEN

6 Zufallsvariablen auf diskreten Wahrscheinlichkeitsraumen

6.1 {X € A’} durch X beschreibbar
Ist X eine Abbildung 2 — Q' und A’ C @/, dann definiert man

{(XeA}:={weQXw)e A}
Ein Ergebnis der Form {X € A’} heifit durch X beschreibbar.

6.2 Definition: Zufallsvariable

Urbildfunktion Sei T : Q2 — ' eine Abbildung.

[P @)
A =T 1A ={weQT(w) € A"}

heifit die zu T gehorende Urbildfunktion.

Messbare Abbildung (€2, A) heift Messraum. Sind (£2,.4) und (£, A’) Messrdume und
X :Q — Q mit
X1 A)y={XcA}cA VA cA

so ist X messbar.

Herleitung Eine messbare Funktion von einem Wahrscheinlichkeitsraum in einen an-
deren heifit Zufallsvariable, bzw. Zufallsvektor falls ' = R".

Zufallsvariable ist eine Abbildung vom Merkmalraum 2 in eine Bildmenge Q. Gilt
A # B(Q) und ist A" das Ereignissystem von €', dann wird fiir eine Zufallsvariable
X : Q — QY gefordert:

{weQX(w)eA={Xx1TA)N={XcAlcA VA cA

6.2.1 Beispiel 2.9 - Aktienkurse

Zufallsvariablen:
X1 = 7gestriger Aktienkurs”
Xo = 7heutiger Aktienkurs”
A = 7der Kurs lag gestern iiber 500”
B = 7der Kurs ist von gestern auf heute gestiegen”
A = {X;> 500}
B {X1 < Xo}

Einfiihrung in die Stochastik fir Informatiker - Prof. Dr. Kamps - S50/ 32
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6.3 Definition 6.4 - P¥X Verteilung

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q — ' eine Zufallsvariable. Dann
ist
A — PX(A) =P(X YA)=P(X € A) mit A ¢ A

ein Wahrscheinlichkeitsma8 iiber (€,.4'). PX heiit Verteilung von X bzgl. P.

6.4 Zahldichte f~

X : Q — ' Zufallsvariable und €’ abzihlbar, dann hat PX die Z&hldichte (siehe 1.4.1 -
Seite 10) fX:
W) =P(X =u) mitw €Q

6.5 Verteilungsfunktion I~

Sei X eine reellwertige ZV, dann hat PX die Verteilungsfunktion
FXt)=P(X <t)teR

6.5.1 Beispiel:

Es seien X,Y zwei stoch. unabh. ZV mit Verteilungsfunktion FX und FY.

e Berechne die Verteilungsfunktion von min(X,Y) und maz(X,Y’) in Abhéngigkeit
von F¥X und FY.

e Berechne obere Verteilungsfunktion fiir X,Y = geom(p).

i)
FraeXY) @y = Plmaz(X,Y) < t)
= PX<tY<t)
= P(X <t)-P(Y <t) da, X,Y stoch. unabh.
= FX@t)-FY(t) firteR
FrnXN @) = 1-[(1=FX(@)- (1-F¥(1)]
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i)
FX(n) = P(X <n)

k=1

n—1

= p-Y (1-p)F (fiir k=0ist die Y _ gleich null)
k=0

(1-p"-1
(1-p) -1
= 1"
6.6 Definition 6.9 - Randverteilung
Sei Q= Q1 x -+ x Qp = Q)  dann heifit die ZV
XZ':Q—>Qi ;W W

die i-te Projektion. Die Verteilung PX¢ heifit die i-te Randverteilung.

6.7 Definition 5.12 - stoch. unabh. ZV
Die ZV X;;i € 7 sind stoch. unabh. <
P(({XicA}) =]][PXicAi) VT CT:|J|<oc mdVA €A ic]
eJ ieJ
6.8 Faltung von ZV

Die Verteilung der Summe von stochastisch unabhéngigen ZV heifit die Faltung der
Einzelwahrscheinlicheiten: X,Y seien stoch. unabh. ZV auf Z mit den Zahldichten
f bzw. g. D.h.
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Dann hat X + Y die Zahldichte h gegeben durch

hk) = > f()-glk—3)

JEZ

= > k=4 -90)
JEZ

= P(X+Y =k)

h ist die Faltung der Dichten f und g.

6.9 gedachtnislose Zufallsvariablen

Die Verteilung einer ZV X, mit X > 0, heifit gedéchtnislos, wenn

PX>z+ylX>z)=PX >y) Vz,y>0
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7 ERWARTUNGSWERTE

7 Erwartungswerte

7.1 Motivation

Bei einem Examen seien die Noten 1 bis 5 vergeben. Mit relativer Haufigkeit 0,11 / 0,23
/ 0,31 /0,27 / 0,8. Der Mittelwert wire dann

1-0,11+2-0,23+3-0,31+4-0,27+5-0,8 = 2.98

7.2 Erwartungswert EX
Es sei X : Q — ' C R eine diskrete Zufallsvariable mit X > 0 oder Q' endlich. Dann

heifit
EX:=)Y k-PX=k=)> k-Pk)=> k- Xk

ke ke ke

der Erwartungswert von X (oder PX).

7.2.1 Beispiel Erwartungswerte

Mit dieser Definition kann man fiir bereits alle bisherigen diskreten Verteilungen den
Erwartungswert berechnen.

NAME EW
Laplace-Verteilung EX = %
Einpunktverteilung EX =a
Bernoulli-Versuch EX =p
Binomial-Verteilung EX=n-p
Hypergeometrische-Verteilung | EX =n - %
Poisson-Verteilung EX =)
Geometrische-Verteilung EFX = ]%

7.3 Eigenschaften des Erwartungswertes

e Der Erwartungswert ist monoton: Aus X <Y folgt FX < EY, falls EX und EY
existieren. Weiter folgt aus a < X < b auch a < FX <b.

e Der Erwartungswert ist linear: 3 FX, dann 3 E(a + bX) fir a,b € R. Es gilt:
E(a+bX)=a+b-EX

e Existiert EX und EY, und ist EX + EY definiert, dann existiert auch F(X +Y),
und es gilt £E(X +Y) =EX + EY.

e Falls alle EX; existieren und EX; # foo, dann gilt: E(>"" | X;) =Y " | EX;

e Sind X,Y stoch. wunabh., existieren FX und EFY und endlich, dann exisiert
EXY und es gilt: FEXY = EX - EY. Der sogenannte Multiplikationssatz.
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7.4 k-tes Moment/Streuung/Varianz
Seien X, Y ZV’enund c€ R, k€ N.

e E[(X —¢)*] k-tes Moment von X um c
e FE[(X — EX)?]=:VarX Varianz/Streuung von X

e E[(X —EX)- (Y —EY)|] Kovarianz von X und Y

7.4.1 Eigenschaften der Varianz: E[(X — EX)?]

Sei VarX < oo, es gilt:

e Var(a- X +b) =a®?-VarX a,b€ R - Eine Verschiebung hat keinen Einfluss auf

die Varianz, ein Faktor verandert die Varianz quadratisch.
o VarX = EX? — (EX)?
e VarX =0 P(X #EX)=0

e VarX = min E[(X —a)?] Va € R

7.4.2 Eigenschaften der Kovarianz: F[(X — EX) - (Y — EY)]
o Cov(X,Y)=E(X -Y)- EX EY

Cov(X,Y)=Cou(Y, X)

Cov(X,X)=VarX

Cov(a-X+b-Y)=a-Cov(X,Y)

Cov*(X,Y) < VarX -VarY

X,Y unabh. = Cov(X,Y) =0

7.4.3 Additionssatz
Seien X,Y ZV en mit VarX < co und VarY < oo, dann gilt:

Var(X+Y)=Var(X)+Var(Y)+2-Cov(X,Y)

Korollar Xi,---,X,, ZV en mit EX? < oo fiir i = 1,--- ,n, dann gilt:

Var(D Xi) =) Var(X:) +2) Y Cov(X;,Y))
=1 =1

i=1 j=i+1
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7.4.4 Korrelationskoeffizient
Cov(X,Y)

Kor(X,Y) =
( ) VVarX - VarY

7.5 Ungleichung von Lyapunoff

X sei reelle ZV, E|X|" < oo fiir ein 7 € (0,00). Dann existiert auch E(|X|*) fiir alle
0 < s <rund es gilt:

@ =

(E(IX[")" = (B(X])")
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8 Das schwache Gesetz groBer Zahlen

8.1 Motivation

Das Gesetz der groflien Zahlen besagt, dass sich die relative Haufigkeit eines Zufallsergeb-
nisses immer weiter an die theoretische Wahrscheinlichkeit fiir dieses Ergebnis (Er-
wartungswert) annéhert, je haufiger das Zufallsexperiment durchgefiihrt wird.

Beispiel Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Miinze beim Werfen Kopf zeigt, betriagt %
Je haufiger die Miinze geworfen wird, desto ndher wird der Anteil der Wiirfe, bei denen
Kopf erscheint, beim theoretischen Wert % liegen. Trotzdem kann der absolute Abstand
zwischen dem theoretischen und dem tatséchlich beobachteten Ergebnis immer weiter
anwachsen.

| # | Kerw | Kpeo | Rhiierw | Rhiye, | ABSOLUTER ABSTAND ||
100 50 48 0,5 0,48 2
1000 500 491 0,5 0,491 9
10000 | 5000 | 4970 | 0,5 0,497 30

Man kann also aus dem Gesetz der groflen Zahlen nicht die Schlussfolgerung ziehen,
wenn ein Ereignis bislang nicht so haufig eintrat wie erwartet, muss es diesen Riickstand
ausgleichen und folglich in Zukunft haufiger vorkommen.

8.2 stochastisch konvergierend

gegen 0: Eine Folge (X,,), von ZV “en iiber (Q, A, P) heifit stochastisch konvergierend
gegen 0, falls

lim P(|X,|>¢ = 0 Ve>0
n—oo
Bezeichnung: P-lim, ., X, =0
gegen c: FEine Folge (X,,), von ZV “en heifit stochastisch konvergierend gegen ¢ € R,
falls

P-limy, oo (Xp —¢) = 0 bzw.
P-lim,, oo (X, — X) = 0
Bezeichnung:
P-lim, ,X,, = c¢ bzw.
P-lim, oo X, = X

8.3 Markov “sche Ungleichung
Sei ZV X gegeben, g : RT™ — R monoton wachsenden, dann gilt:

P(X|> ) < P(X| > ¢) < g(le) CE(g(|X])) Ve > 0 mit g(e) > 0
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8.4 Eine Version des schwachen Gesetz groBer Zahlen

Das schwache Gesetz der groflen Zahlen besagt, dass fiir eine unendliche Folge von
Zufallsvariablen X1, X2, X3,--- , die alle den selben Erwartungswert p und die selbe
endliche Varianz o2 haben sowie unkorreliert sind (d.h. die Korrelation zwischen zwei
beliebigen ZV betrégt Null), dann konvergiert die reprisentative Stichprobe

v _ Xt Xot 4+ X,

n

n

wahrscheinlich gegen p.

Genauer: Fiir jede positive Zahl e (beliebig klein) gilt:
lim P(| X, —pl <e) =1
n—oo

8.4.1 Beispiel

Wir haben eine evtl. gefilscht Miinze(Qualitatskontrolle — Gut/Schlecht-Priifung).
Wie oft muss man werfen damit die Wahrscheinlichkeit fiir ”Zahl” mit einer Sicher-
heitswahrscheinlichkeit von > 0,95 auf 0,01 genau bestimmt werden kann.

X; = IZahl im i-ten Versuch
EX; = P ,wobei P unbekannt

(Xi)ie v ZV  en iid = b(1, p)

1 n
P(l—- X, —p| >0,01
(I Z; pl > 0,01)

< p-(-p)
-~ n-0,012
1
< —43% _<0,05
- n-0,012 — 7
= > !

"=770,012.0,05
20 - 1000

= = = 5000
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9 Borelmengen und Malle

Sei f : R — R eine Abbildung mit f(x) >0 z € R.
Sei Z = (a,b) CR, —o0 < a < b < oo, wobei f(z) =0 Vz eI
f stetig auf Z und

00 b
/ f(z)dzx —/ f(z)dz =1 ”Riemann-Integral”

Definiere: Verteilungsfunktion F : R — [0,1] durch F(y) = [Y_ f(z)dx.

Eigenschaften: F(y) € [0,1]Vy e R, F /, stetig.

Y

lim F(y) = lim f(x)dx
y——00 y——o0 J_
= / f(z)dz =0
—
lim F(y) = lim f(z)dz
y—00 y—oo J_

- /_Zﬂ;dx:l

Bemerkung Nach dem Eindeutigkeits-/Existenzsatz existiert genau ein Wahrschein-
lichkeitsma$ P mit der Verteilungsfunktion F, gegeben durch F(y) = [Y_ f(x)dax.

Dichtefunktion Die Funktion f heift (Riemann-) Dichte (-Funktion) von P:
e P{z})=0VzxeR
e P(A) =0 fiir jede abzéhlbare Menge A

e P((a,b]) = P((a,b)) = P([a,b)) = P(la,8]) = [} f(x)dx Va <b

0 ,r<a
fle)=qF(z) ,a<z<b
0 , T >b
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10 WahrscheinlichkeitsmaBe mit Riemann-Dichten uber R

10.1 Motivation

Es gibt Situationen in denen man Messwerte mit der Menge R der reellen Zahlen model-
liert (— stetig), statt mit einer endlichen oder abzahlbar unendlichen Menge(— diskret).
Mogliche Griinde hierfiir:

e Feinheit der Diskretisierung um Vorfeld nicht festlegen
e mathematische Strukturen nutzen: Stetigkeit oder Ableitungen von Funktionen

Als Ereignissystem wahlen wir die Borel-o-Algebra.

Die wesentliche Idee zur Angabe der Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses, z.b. eines
Intervalls (a, b], besteht darin, analog zum Aufsummieren von Zéhldichten im diskreten
Fall [P(A) = " c4 f(w)], iiber eine gewisse Dichtefunktion f zu integrieren. Man erhélt

die Darstellung P(A) = ff f(z)dx.

10.2 Riemann-Dichte (”stetige Zahldichte”)

FEine Riemann-integrierbare Funktion
oo
f:RHRmitf(a:)ZO(xER)und/ flx)de =1
— 00

hei3t Riemann-Dichte tiber R.

Jede Riemann-Dichte definiert ein eindeutige Wahrscheinlichkeitsmafl P {iber (R, B)
mit der Eigenschaft

b
P((a,8]) = P([a,b]) = / f(2) dz (a <) , P(a) =0

10.3 Verteilungsfunktion F'(x)

Motivation In den bisherigen Darstellungen von Wahrscheinlichkeitsmafien durch Riemann-
Dichten besteht ein gewisser Nachteil darin, dass fiir jedes Ereignis ein Integral ausgew-
ertet werden muss. Man kann dies vermeiden, indem man das unbestimmte Integral, die
sogenannte Stammfunktion, heranzieht.

Definition Ist P ein beliebiges W “maf iiber (R, B), dann heiit die Abbildung F': R —
R mit
F(z) := P((—o0,z]) mitz eR

die Verteilungsfunktion von P.
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Folgerung Fiir ein Wahrscheinlichkeitsmafl P iiber R mit Riemann-Dichte f gilt nach
dieser Definition:

Fz) = /_ C ) dt

b
P((a, b)) = / £(t) dt = F(b) — F(a)

Wir betrachten nun die wichtigsten Riemann-Dichte:

10.4 Rechteck-Verteilung

Der einfachste Fall: Wahrscheinlichkeit iiber einem Stiick der reellen Geraden (eines
Intervalls) gleichméaBig verteilt. Die Dichtefunktion ist dann auf diesem Stiick konstant.

Dichte:
fl@) = -
= 35 (@)
B ﬁ , T € |a,b]
B {0 , sonst,
Verteilungsfunktion:
0 ,r<a
Flz)=q¢F2 ,a<z<b
1 ,x>b

Bezeichnung: R(a,b) bzw. R(q -

10.4.1 Beispiel

Zwei Freunde A und B verabreden sich zu treffen. A kommt zu einem zufalligen Zeit-
punkt zwischen 21h und 22h und wartet 15 Minuten. B kommt zwischen 20h30 und
22h30 und wartet 30 Minuten. Beiden Ankunftszeiten konnen als iid angesehen werden.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit begegnen sich beide?

Losung: X sei die Ankunftszeit von A: X ~ R[21;22]
Y sei die Ankunftszeit von B: Y ~ R[20, 5; 22, 5]

1 1
XY X Y _
FEN @, y) = @) Yy = 59 — o1 Tp1.09)(2) - 2.5 - 205 T120,5:22,5) (V)
1
= 5 L2120 (%) + I;20,5:22,5) (¥)
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Die beiden treffen sich, wenn

1 1 1 1
Y<X4+-)IANX<Y+-) & X—-<YV<X+-
4 2 2 4
1 1 2 et
P(X — 3 S Y <X+ Z) = /21 - 5'1[21;22](55)'1[20,5;22,5}(3/) dx dy

OlWoo|lw W NI NI~ N

10.5 Exponentialverteilung

Sie verhalt sich dhnlich der (diskreten) geometrischen Verteilung. Anstatt einer geometrisch
abnehmenden Zéahldichte, besitzt diese eine exponentiell abnehmende Riemann-Dichte.
Wie schnell diese abnimmt ergibt sich aus dem Parameter A. Exponentialverteilungen
sind typisch fiir Wartezeiten bei gleichférmigen Ankunftsprozessen.

Dichte:

wobei x € R und A > 0.
Verteilungsfunktion:
1—e 0
F(a:) _ { e , T >

0 , <0

Bezeichnung: Exp()\); Exponentialverteilung mit Parameter \.
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10.5.1 Beispiel
Die Exponentialverteilung ist eine typische Lebensdauerverteilung. So ist beispielsweise

die Lebensdauer von elektronischen Geraten haufig anndhernd exponentialverteilt.

Beispiel: In einer Elektronikfirma werden Funkwecker produziert. Im Rahmen der
Qualitatssicherung wird anhand von Reklamationen die Funktionsdauer der Wecker un-
tersucht. Esist definiert X = Zeitdauer der Funktionsfdhigkeit eines Funkweckers [Tage].

Bemerkung: Der Erwartungswerte der Exponentialverteilung ist % und die Varianz
betragt )\—12

X ist exponentialverteilt mit dem Parameter A = 0,005. In diesem Zusammenhang
wird A als Ausfallrate bezeichnet; es fallen also durchschnittlich pro Tag 5 Promille der
Wecker aus. Entsprechend ist die Intensitat % die durchschnittliche Zeitdauer, bis ein
Wecker ausféllt. Es fallt also im Mittel alle 200 Tage ein Wecker aus.

X ~ exp(A) mit A =0,005
fl@) = A-e ™ T (@)
FX(z) = P(X <) = (1) Lo (2)

Die Wahrscheinlichtkeit, dass ein Wecker hochstens 20 Tage halt, ist
P(X <20)=1—e? =1-¢ 000520 — ( 0952
d.h. nach 20 Tagen sind ca. 10 % aller Wecker ausgefallen.
Entsprechend der Anteil der Wecker, die mindestens 180 Tage aushalten,
P(X >180)=1—-P(X <180) =1 — (1 — ¢ %005180y — 1 _ 0, 5934 = 0, 4066
also halten ca. 40 % der Wecker léanger als 180 Tage.

Der Anteil der Wecker mit einer Lebensdauer zwischen 20 und 180 Tagen betrigt
dann,

P(20 < X <180) = P(X <180)— P(X < 20)

P(X <180) — P(X < 20)
FX(180) — F¥(20)

(1- 6—0,005180) —(1- 6—0,00520)

= 0,5934 —0,0952 = 0,492
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Median der Lebensdauer: Gesucht ist ein 2 mit P(X <z)=p=0,5.

p=P(X<z) = F¥a2)=1-—e

p = l—e
l—p = e
In(l—p) = —\z

In(1—p

In(1 —p

T 770,005

= —200-1In(1 — p) = —200 - In(0, 5)
~ 138,629

SchluBfolgerung: Man sieht, dass sehr viele Wecker schon nach kurzer Zeit defekt sind,
ein Phanomen, das man bei elektronischen Geraten haufig beobachtet. Wenn sie kaputt
gehen, dann meistens sofort. Ab dann halten sie quasi ewig.

10.6 Weibull-Verteilung

Dichte: ;
a-B-af e >0
flz) =
0 , <0

wobei «, 8 > 0 und fiir « = A und § = 1 gilt Wei(a, 3) = Exp(N).

Verteilungsfunktion:

1—e™® >0
Fla) = e , T
0 , <0
Bezeichnung: Wei(a, )
10.6.1 Beispiel
Ein System S bestehe aus n € N Komponenten Ki,---, K, in Reihenschaltung. Ein
Ausfall einer jeden Komponenten fiihrt zum Ausfall von S. Die Lebensdauern X1, --- , X,

der einzelnen Komponenten seien stoch. unabh., und es gelte

XZNWCZ(O[Z,ﬁ) ’ie{]-v"' an}

Zu zeigen: Die Lebensdauer des System S ist Wei(a, 3)-verteilt mit o = a; +- - - + .
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Beweis: U bezeichne die Lebensdauer des Systemes S, es gilt
U=min{Xy, -, X,}
Es gilt fiir alle z > 0:
PU>z) = PXi1>z,--,Xp,>2x)
= ﬁP(Xi > x) (X; stoch. unabh.)
i=1

n

= JJa-P&xi<a)
=1

— [Ja-F5@)
=1

= JJa - —e?)

=1

n
=1

—a1zPB - B
e—1z” [ o—ant

— e_(Oé1+"'+O¢n)$ﬁ

FY(z) = PU<z)=1-PU > x)
N (67(a1+~--+an)mﬁ)

= 1-¢ ¥z>0
Es gilt fiir alle z <0 : FY(z) =0
= U ~ Wei(a, B)

10.7 Gamma-Verteilung

Dichte:
aﬂ -1 _—acx
fop(x) = RO Zo,00)(z), T €R

wobei T'(8) = [;° tP=1. et dt

Verteilungsfunktion: Da kein geschlossenes Integral existiert, kénnen wir auch keine
Verteilungsfunktion F' angeben.

Bezeichnung: T'(a,f), a,3 >0
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10.7.1 Beispiel: Faltung

X1, X9 stoch. unabh. mit X; ~ I'(«, 3;), i = 1,2; «, (1,2 > 0, dann gilt
X1+ Xo ~ (o, B1 + B2)

Hinweis: Es gilt

/ (z—z) b 2t de = L) - T(0) 20T 0 b, >0
0 I'(a +b)

Beweis: Nach 10.12, Seite 50, gilt:

frXey) = / TN ey diy e R

00 B B2

(6% (0%

— B e N | . (y—t Pa—1, o—aly—t) | dt
/—oo F(ﬁﬁ (0,00) F(ﬁQ) ( ) (0,00)

Fiir y < 0 gilt sicherlich:
fX1+X2 = 0

Fiir y > 0 gilt:

B1+52 Y
X1+X2 ai . / eiat . efa(yft) . tﬁlfl . _ t ﬁ?fl dt
/ L(B1) - T(B2) Jo =9
aﬂl+52 /y
= — e, y—t 32—1‘#@1—1 dt
(1) -T(B2) 0 ( )
a1+ (1) - T'(B2)
= —— ey L 2\ BitB-1] (giehe Hinweis oben
L(B1) - T(B2) | L'(B1 + B2) Y A )
- ﬂ e . yﬂ1+ﬁ2—1
(51 + f2)
Also gilt insgesamt:
B1+02
X1+X2 _ o ey . Bi+62—-1 | 1

= X1+ Xo~T(a,B1+ Po)

10.8 Normalverteilung

Die am weitesten verbreitet R-Dichte. Sie kommt dort vor (zumindest ndhrungsweise),
wo sich viele kleine voneinander unabhéngige Einfliisse (z.b. Messfehler) tiberlagern.
Jede Normalverteilung ist durch zwei Paramater charakterisiert: Mittelwert p und Streu-

ungaz.
Dichte:
() = 8 L ER puER 0> 0
T) = -e 20 T x , M , O
Vo2m - o
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Bezeichnung: N (i, 0?)
Standard-Normalverteilung = A/(0, 1)

10.9 Riemann-Dichten iiber R"

Eine Funktion f: R™ — R heifit Riemann-Dichte iiber R", falls
o f(x) >0VxeR"

e f ist Riemann-Integrierbar iiber R™ mit [% _--- [0 f(@1,--+ ,2p) dxy - day =1

10.10 Verteilungsfunktion einer Riemann-Dichte iiber R"

Ist f eine Dichte iiber R", so definiert

x1 Tn
—00 —0o0

eine stetige Verteilungsfunktion iiber R”.

10.11 Erwartungswert einer Riemann-Dichte

Sei f eine Riemann-Dichte von X. Dann heifit

EX:/OO;U'f(aj)dx

der Erwartungswert von X.

Bemerkung: Es gelten alle bereits bewiesenen Eigenschaften und Ungleichungen, er-
setzte hierfiir iberall die Summen durch entsprechende Integrale (ohne Beweis).

10.11.1 Beispiel: Rechteck-Verteilung
Sei ZV X = R(a,b) eine Rechteck-Verteilung.

00 b 1
/_Oox f(x) dzx /GZE‘ g %

B 1 mzb
- b_a'[?]a
1 b2 a2
R
B 1 b2 — a?
T b—a 2
1 (b—a)-(b+a)
T b—a 2
_ b+ta
2
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10.12 Faltung von R-Dichten

Sind X und Y reellwertig mit gemeinsame R-Dichte f&X¥)(z,7), dann hat X + Y

entsprechend die R-Dichte

XY (2) / FEN g,z —2)de ,z€R

Klar: wie oben beschrieben ersetzen wir in den bekannter Formel fiir Faltungen im

diskreten Fall (siehe 6.8, Seite 34), die Summen durch entsprechende Integrale.

Sind X und Y stoch. unabh; so gilt:

FEY) (21, 20) = X (21) - ¥ (22)

und damit folgt
Y (2) / fX@) - fY(z—2z)dr ,z€R

10.13 groBes Beispiel
Die Dichtefunktion des Zufallvektors (X,Y) im R? sei definiert durch

(X,Y) — c: ('CE + 2$y) » T Y € [O’ 2]
f () {0

, sonst

i) Bestimmen Sie die Konstante c: Da fXY) R-Dichte muss gelten

/ (1+2y) dy dz
[y—i-?]z dx

o0 [e'¢) 2 r2
/ / Ny dyde =1 < //c~(x+2:cy) dy dx
oo -0 0o Jo
2
= c-/ /(x+2xy)dydx
= C-/
0
c-6-]
1

= Io

22
2

c = —

12
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ii) Ermitteln Sie die marginalen Dichten der ZV X und Y: Es gilt allgemein fiir
Randdichten im stetigen Fall:

= / / flxy, - Jmic1, @, @1, -+ @) doy -+ - dxiyy dai—y -+ -dxp (i-te Stelle also fest)

2
@) = [ ey d
0
2
= /C-(ﬂs+2xy)dy
0
2
= . (1+2y) d
c /0 z- (142y) dy
2
= . 14+ 2y)d
c fv/o( +2y) dy

= [@Hr%]

1
12 %0

§ firzecl0,2]
0 firx¢|[0,2]

2
FEN ) = / FON) (@) da

0

2
= c-/(m+2xy)dx
0
2
= c'(1—|-2y)/ x dx
0

142y . [xj}Q

T12 210

_ [ fiiry e (0,2]
0 fir y ¢ [0, 2]

iii) Sind X und Y stoch. unabh:

X,Y stoch. unabh. <« FEY)(z 4) = FX(z)- FY (y)
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10 WAHRSCHEINLICHKEITSMASSE MIT RIEMANN-DICHTEN UBER R

Bewelis:

2 2
/ / FEY)N 2, y) dy dv = 1 (Klar, siehe Definition der R-Dichte)
0

o [ [rwrewe

(Verwende die Ergebnisse aus Teil ii)

(1+2y)
// +ydydw
2y°
12/0 [y+2] x
1

= L [elern-0r0)a
0

iv) Berechnen Sie EY und Var(Y):

EY =

2

<
—~ =

S— S

©‘|—lw\HCD\HCDM—‘ | =
= + . . .
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10 WAHRSCHEINLICHKEITSMASSE MIT RIEMANN-DICHTEN UBER R

2
EY? = /zf-fy(y) dy

0

2 1+2
_ /y2( Gy)dy
0

|~

2
/0 (y* +2y°) dy

[y3 2y

42
g Pyl
G +5) - (0+0)

.8
6

©‘5&‘oocn}}—tcmr—t

VarY = EY?-E%*Y

16 11,
= g—(g)
23
81
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11 GRUNDLAGEN DER SIMULATION

11 Grundlagen der Simulation

Ziel: deterministische und reproduzierbare (z;);c n C [0, 1], welche stetig gleichverteilt
sind.

Gegeben: Grundraum €2, 7?1, nl@, e ,mT_l} mit diskreter Gleichverteilung P, (=
1

- V).

m

Beschreibung der n-maligen unabh. zufélligen Auswahl einer Zahl aus 2, durch neuen

Grundraum
Qp, ={w = (w1, ,wy)|wj € Qy, fiir j € {1,--- ,n}}

und der Gleichverteilung

Pr({w}) =[] Pul{w;}) = )
7j=1
11.1 Lineare Kongruenzgenerator

Seien

m € Ny (Modul)

a € Ny (Faktor)

b € Ny (Inkrement)

20 € Ng, z0 < m — 1 (Anfangsglied)

Kongruenzschema:
Zjit1 =a-zj+b (modm) , j€ Ny

Wir mochten aber Zahlen im Intervall [0, 1], daher eine Normierung nétig:
>
xj = el , J €Ny
m

liefert uns die gewtiinschte Folge (2, )ne n, C [0, 1]
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11 GRUNDLAGEN DER SIMULATION

11.1.1 Beispiel
Sei m =100, a =18, b =11, zy = 40:

zZ0 = 40
40
T
z1 = 18-40+ 11 (mod 100) = 731 = 31
31
= _— = 1
G T
zg = 18-31+ 11 (mod 100) = 569 = 69
69
Ty = ﬁ = 0, 69
zg = 18-69+ 11 (mod 100) = 1253 = 53
53
= —=0,53
BT q00
zg = 18:53+ 11 (mod 100) = 965 = 65
65
= —=0,65
T q00
zs = 18-65+ 11 (mod 100) = 1181 = 81
_ 8L _ 0.81
T 00
z¢ = 18-814 11 (mod 100) = 1469 = 69
69
T = ﬁ = 0, 69
. = 22
Ty = X9

Es entstehen nur 6 verschiedene Zahlen, der Generator hat also eine Periode der Lange 4.
Es muss also durch Wahl der Parameter die maximal mogliche Periodenlange bestimmt
werden.
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12 UBERBLICK VERTEILUNGEN

12 Uberblick Verteilungen

12.1 diskrete Verteilungen

| VERTEILUNG || DICHTE | EX Var X BEISPIEL
Einpunkt’ efay (k) a 0
Laplace’ % N ;r 1 N i; 1 Wiirfeln
Bernoulli’ b(p) =p"- (1 —p)'=* D p-(1—p) Miinzwurf
Binomial’ b(s; k,p) = (];) PP (1—p)F 2| n-p n-p-(1-—p) 16 Datenpakete:
b(0;16, 5) + b(1; 16, 75)
H | Bk, m, ) = GG keS| k-$.n=S .02k | Agan jeden Spiel
ypergeom (s;k,n,S) = ) > 2. e g s an jeden Spieler
P(A3]A1 N Ag) =
h(1;10,12,2)
Poisson’ p(s) = S—f e A A Kaufhaus:
10 sec =~ 1 Besucher
.9
p(9) =g e
Geometrische’ || geom(p) = p- (1 — p)F~! % lp%p IP-based Netzwerk
X =Z+1,Z~ geom(p)
X)) =p-(1—p*!
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12 UBERBLICK VERTEILUNGEN

12.2 stetige Verteilungen

VERTEILUNGEN || R-DICHTE: VERTEILUNGSFUNKTION:
0 ,r<a
Riab) (@) = 2 T (2) F¥r) =<2 q<z<b
1 , T >b
e ™™ x>0 1—e x>0
Exp(A X(x) = ’ FX(2) = )
| @) {O s (x) {O e
af - P! e x>0 l—e 2 23>0
Weil(a, Xz) = ’ FX(z) = ’
(0,5) f(){o s <>{0 e
Oéﬁ — T
I'(a, B) fX(UU ) Pt e 'I(O,oo)(w)
LB) = [otP~ et dt
2 X 1 (=—p)?
N(p,0%) [H(x) = Voro € 202
X | —w?
N(0,1) [P @) = 7= -em2
Einfiihrung in die Stochastik fir Informatiker - Prof. Dr. Kamps - S50 57




A APPENDIX

A Appendix

A.1 partielle Integration
LaBit sich die Funktion f(x) darstellen als f(z) = u(x) - v'(z), dann gilt

Beispiel:

/lnxdfv = /Llnxda:
1
= x~lnx—/m-dac
T
= :E-lIlZL‘—/dl’
= g-lnx—a+C
/a:'e‘rda: = x-e"”—/l-e“dw

= g-e" ="+ C

A.2 Substitution

Durch Substitution = ¢(t) der unabhéngigen Variable einer Funktion y = f(x), ergibt
sich das unbestimmte Integral

[ 1@ do= [ 5o o0 d

Beispiel:
/1d t=2+3
2+ 32)2 x = x
t—2
v =plt) =22
dr  (t—2)-3—(t—2)-3 1
/ —_ — = — —
=2 32 3
dt
dr = =
Y73
/ dv _ /1 dt
(2+32)2 23
111
= 5-1 pistC
1 1
- —4C= C
3t 3 (2+30)
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/(1+x)nda: t=1+z
r=pt)=t—1

dx
"t)=—=1

plt) =

dr = dt

/(1+a:)"da: = /t”dt
tn+1

= +C
n+1

1 n+1

n+1

A.3 geometrische Reihe

Beispiel:

1_310
k— .
> 3h=3 —

Einfiihrung in die Stochastik fir Informatiker - Prof. Dr. Kamps - S50 59



A APPENDIX

A.4 Aufgabe 14

Gegeben seien N 4+ 1 Urnen, wobei die i-te Urne N — ¢ weifle und ¢ schwarze Kugeln
enthélt. Eine Urne wird zufillig ausgewahlt und man entnimmt m Kugeln. Dabei wird
jede Kugel mit derselben Wahrscheinlichkeit gezogen.

Zu zeigen: Wahrscheinlichkeit im m+1-ten Zug aus der Urne eine schwarze Kugel
ziehen, unter der Bedingung, auch in den ersten m Ziehungen eine schwarze Kugel
vorzufinden, betragt:

1y im

D DARE L

Hinweis: Betrachte Ereignisse H; =2 Wahl der i-ten Urne und verwenden Sie die Formel
der totalen Wahrscheinlichkeit (siehe 4.3, Seite 20)

PN =

Beweis: WR (2, 4, P), wobei

Q = {('U;,(.«Jh"',Wm+1)"u€{0,"',N},u)iE{O,l},iE{l,"',m+1}}

{0 , weiB
w; =

1 , schwarz

m+1
1 u Yy U s
P({(U,(A)l,"' awm+1)}) = m H(N) ](1—N)1 J VWGQ
j=1
A = {(u’wl’...’wm+1)EQ|w1:...:wm:1}
2~ m-mal schwarz bei den ersten m Ziehungen
B = {(u,u}l’-..7wm+1)EQ|wm+1:1}
> gschwarz im (m+1)-ten Zug
‘Hi = {(uawla”' 7wm+1)EQ|U:i}
=~ Wabhl der Urne i
Gesucht: P(B|A)
_ P@oa)
~ P(4)
1
PH) = ——
(H) N+1
P(ANB|H;) = (—)m+!

N

Einfiihrung in die Stochastik fir Informatiker - Prof. Dr. Kamps - S50 60
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Mit der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit folgt:

=

P(ANB) = > P(ANBIH;)-P(H)

=0

N .
_ Z(i)mﬂ L
. N N +1

Il
Zhb—l

1=0

1=0
ii’” 1
- <N N+1
N
1., w1
= (§) ;Z N1
P(BNA)
P(B|A) = P(A)
6 LianD DAY L s

A.5 Aufgabe 15
Sei (2, A, P) ein WR und A, B, By, -+, By, € A mit
o J' | B; =, wobei By, -, By, paarweise disjunkt

e P(ANB;) >0fiirallel <i<n

Zu zeigen:
n

P(B|A) = P(Bi|A)- P(B|AN B)
i=1

N 1
— ym+1 | m+1 -
i N+1
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Beweis: Weiterhin gilt: ANB = > (AN BN B;), da ja die B;s eine disjkunkte
Zerlegung von ().

P(BnA) 1

PBIA) = =5 :P(A>'P(;(AmBﬂBi>)
_ P(lA).Zn:P(AmBmBi)
=1
_ P(lm.zn:P(BmmBi).P(AmBi)
i=1
2 . P(ANB)
= ;P(B’AQBZ)P(A)

= Zn:P(B’AﬂBz‘)'P(mBz‘)

=1

A.6 Der Zonk

Ohne Beschrédnkung der Allgemeinheit (wegen der Symmetrie) sei folgende Situation
gegeben:

e Kandidat wahlt Tiir 1

e Moderator 6ffnet Tiir 3, d.h. Auto befindet sich hinter Tiir 1 oder Tiir 2.

e Frage: soll Kandidat bei Wahl der Tiir 1 bleiben oder nun Tir 2 wahlen.
Hierzu, ohne speziellen Wahrscheinlichkeitsraum:

A; = Auto befindet sich hinter Tir i
1
Voraussetzung: P(A;) = 3 Vi e {1,2,3}

K, = Kandidat wahlt Tiur i
1
Voraussetzung: P(K;) = 3 Vie{1,2,3}
Qi = Moderator 6ffnet Tiir i

Nicht unabhéngig von A;, K;

Einfiihrung in die Stochastik fir Informatiker - Prof. Dr. Kamps - S50 62



A APPENDIX

Rechnung

P(A{NKiNQ3)
P(K1NQ3)
P(Q3]|A1 N Ky)

T P(KiNQs) Flan)

P(A|K1NQ3) =

(Benutze Formel der totalen Wahrscheinlichkeit)

P(KlﬂQg) = P(KlﬂQgﬂAﬂ—l-P(KlﬂQgﬂA2)+P(K1ﬁQ3ﬁA3)

= P(Qg’Al ﬂKl) . P(Al ﬂKl) + P(Q3|A2 N Kl) . P(AQ ﬂKl)

11
23 32
P(AlﬂKlﬂQg) % 1
:>P(A1’K1QQ3) = = = = =
P(K1NQ3) ; 3
P(AQﬂKlﬁQg) % 2
- P4l N Qy) = _5_2
P(K1NQ3) 5 3

D.h. Anderung der Entscheidung verdoppelt die Gewinnwahrscheinlichkeit.

A.7 Aufgabe 23

Notebooks haben 0,--- ;5 Fehler im Display. Es werden immer zufillig zwei Displays
aus der Lieferung rausgegriffen, dass mit den meisten Fehler gelangt in Modell GR, dass

andere in Modell GLX.

e Modellieren Sie die Anzahl Fehler mit einer Zufallsvariable X und geben Sie FX

all.

e Modellieren Sie die Anzahl Fehler im Modell GR und GLX mit Hilfe der ZV X;

und X5 und berechnen die jeweiligen Erwartungswerte.
i) Essei (2, A4, P)der WR und
: 1
X:Q—{0,---,5} mit PX® = g i1€{0.5)

Dann gilt:

1
(z,%): Q@ — {0,---5}% mit PX(i,j) = —

36 77’7]6{07"‘75}
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Dann ist Xo = min(z,Z) (Modell GLX) und X; = maz(z,z) (Modell GR). Fiir die
Verteilung PX! und PX2 gelten dann folgende Werte:

I Jo 1 2 3 4 5
s 1T 9 7 5 3 T
Pe-ils v 8 8 v g
PX1=1) |3 3% 3 36 36 36
Wir erhalten:
11 9 7 5 3 1. 55
EXy = (0-—)4(1-—2)4 (2 V+3- 1)+ (4-2)4 (5 —) =2 ~1 528
2 (0-35) + (1 35) +2-35) B 55) + (430 + (G- gp) =55 = 1,
1 3 5 7 9 1. 125
EX;, = (0-—)4(1-2)4(2-2)+(3- )44 2)4 (5 =) = =22 =3 472
! (0-35) + (1 35) +2-35) +Br35) + (4300 + (5 36) = 5 =3,

A.8 Aufgabe 6 (K)

Firma besitzt Internet-Anbindung tiber drei Provider.
Zuverlassigkeit: Provider A: 95%, Provider B 92 % und Provider C 92%.
Anteile: Provider A: 45%, Provider B 25% und Provider C 25%.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit erreicht ein Paket sein Ziel?

b) Falls ein Paket sein Ziel nicht erreicht, mit welcher Wahrscheinlichkeit kam es von
Provider B.

c) Man vermutet falsche Angabe bzgl. der Zuverlassigkeit von Provider A. 40% der
empfangenen Pakete stammen von Provider A. Welcher Anteil der iiber A gesendeten
Pakete erreicht somit sein Ziel, unter der Annahme das die Angaben von B und C korrekt
sind?

Losung;:

Z ~ Paket erreicht sein Ziel
A,B,C ~ Paket liber Provider A,B,C gesendet
P(Z|A) = 0,95

P(Z|B) = 0,90
P(Z|C) = 0,92
P(A) = 0,45
P(B) = 0,30
P(C) = 0,25
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P(Z) = P(Z|A)- P(A)+ P(Z|B)- P(B) + P(Z|C) - P(C)
= 0,95-0,45+0,9-0,3+0,92-0,25 = 0,9275

b)
P(B)
P(B|z% = P(Z°B)-
(B|Z™) (Z~|B) PIZ0)
0,3
= 0,10- ——2——— =0.414
’ 1-0,9275
c)
P(A|Z) = 0,4
P(Z|A) =
P(Z)
P(Z|A) = P(A|Z) =27
(Z]A) (AlZ) P(A)
~ o 2-0,45+0,9-0,340,92-0,25
- 0,45
_ 074.x-0,45+0,5
0,45
r-0,45 0,5
— 4 ) b
o 0, (0,45 0,45)
0,4-0,5
- 0.4- ot Mt Bl
T 0,4 -x+ 0.45
0,2
~0.4- = !
v e 0,45
0,2
(1-0,4) = =
z-( ,4) 0.45
0,2
xr =
0,45-0,6
r ~ 0,74

A.9 Aufgabe 2 (K)

Ein Mann besitzt fiinf Miinzen: zwei haben auf beiden Seiten Kopf, eine hat auf beiden
Seiten Zahl, und die beiden letzten sind ”fair”.

a) Mann zieht zufillig eine Miinze und wirft sie. Mit welcher Wahrscheinlichkeit liegt
”Kopf” oben?

b) Mann 6ffnet beiden Augen und sieht das ”Kopf” oben liegt. Mit welcher Wahrschein-
lichtkeit liegt auch unten ”Kopf”?

c) Mann schlieit die Augen wieder und wirft die selbe Miinze nochmals. Wie grof} ist
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die Wahrscheinlichkeit dass nun auf der unteren Seite ”Kopf” liegt?
d) Er o6ffnet die Augen und sieht das ”Kopf” oben liegt. Wie grof} ist die Wahrschein-
lichkeit fiir ” Kopf” unten jetzt?

Vorbereitung: K7, K, K9, K& besagt das im ersten bzw. zweiten Wurf "Kopf” oben
bzw. unten liegt. M; ~ Miinze i gewahlt fiir ¢ € {1,--- ,5}.

zu a)
5
1 1 1 1 1 1 3
P(KP) =Y P(K{|M;)- P(M;) =1 sHlz+0 oo oo =0
=1
zu b)
P(K'NK?) S°  P(K'NKQM)-P(M;) 5 2. 2
P(KﬂKf): P%Ko)l = == : 31 : lzg(lg)zg
1 5
zu c)
P(K¥ N KY)
P(KU‘KO) _ 2 1
2 P(KY)
5 5
= 3 [z; P(K3 N KY|M;) - P(M;)]
1=
5 1 2+0 1+1 1+1 1]
3 5 5 4 5 45
_ 5 5_5
3 10 6
zu d)
P(KYyNK§NKY)
PKuKomKo — 2 2 1
( 2| 1 2) P(Ki)mKé))
_ P(K3 N KY)
Yooy POKY N Kg|M;) - P(M;)
. P(MlﬂMg)
T3+0-5+1-7)
_ 2 10_14
5 5 5§

Einfiihrung in die Stochastik fir Informatiker - Prof. Dr. Kamps - S50 66



