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§1 Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume

Definition 1.1
Sei Q # () abzihlbar:

(a) Eine Abbildung p : Q — R heifit Zahldichte, falls

(b) Ist p: Q@ — R eine Ziahldichte, so heifit das Paar (€2, p) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum.

(c) Ist (2, p) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, so heiit die Abbildung

[ PE@) R
" { A Y, plw)

die zu p gehorige Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Satz 1.1

Sei (€2, p) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und P die zu p gehorige Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung. Dann gilt:

(a) P(A)>0 VAePBEO (,P ist nicht-negativ®)
(b) P(Q) =1 (,P ist normiert*)
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(c¢) Sind A,,n € N, paarweise disjunkt, so ist

P(Z An> => P(4,) (P o-additiv®)
n=1 n=1

Satz 1.2
Sei © # () abzéhlbar und P : PB(Q) — R mit (a)—(c) aus Satz 1.1; ist dann

Q=R
P lemPw))
so ist p Z&ahldichte und P die zu p gehorige Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Bemerkung 1.1
(a) Ist P:P(2) — R nicht-negativ, normiert und o-additiv, so gilt:

(i) Ist I hochstens abzéhlbar unendlich und sind 4;,4 € I paarweise disjunkt, soist P (},; A;) =

Zie] (P(AZ))
(ii) Satz 1.1 und 1.2 zeigen, dass ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum auch als Paar (€2, P)
definiert werden kann, wobei P nicht-negativ, normiert und o-additiv ist.

Satz 1.3
Sei (€, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, dann gilt:

)
b) P(A) < P(B) VA BeP(Q),ACB
(c) P(A) = P(AB) + P(AB®) VA, B € P(Q)
(d) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AB) VA, B € 5(Q)

4,) € 3 P(A) YA, €B(@),neN
An> = lim P(4,) VYA, € B(Q),neNA, C Ay VneN

An> = lim P(4,) VA, € PB(Q),neNA, > Ay VneN

82 Grundbegriffe der Kombinatorik
Zwei wichtige Prinzipien der Kombinatorik
(1) M= ;Mz = M| :;|Mz|

(2) Ml,MQ : |M1| = |M2| = Elf My — My leekth
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Hilfsmittel
(1) Fakultatsfunktion (erkléart fir n € NU {0} =: Ny)

1 ,n=20
| n
= 17 ,n>1
i=1

(2) Binomialkoeffizient (erklért fiir £ € Z und n € N)

k) 0 , sonst

Abkiirzungen
(1) M={1,...,n},n,reN

() Go(M) i= {(zn, .., 2) |3 € M, 1< i <7}
(,Menge der geordneten r—Tupel mit Komponenten aus M mit Wiederholung*)

(i) G2(M) :=={(z1,...,2) | 1,...,x, paarw. verschieden}
(,Menge der geordneten r—Tupel mit Komponenten aus M ohne Wiederholung®)

(i) U (M) :={(z1,...,2,) €GM) |21 <2< ... <z}

(,Menge der ungeordneten r—Tupel mit Komponenten aus M mit Wiederholung®)

() UM o= (1, .. 2) € Go(M) | 01 < 23 < .. < 2}
(,, Menge der ungeordneten r—Tupel mit Komponenten aus M ohne Wiederholung*)

(2) My, My #0, F(My, M) :={f: M, — M,|finjektiv}
(3) M # 0 beliebig, k € Z

(i) Per(M) := F(M, M)

(i) Pr(M) :={A e PM) | [A] = k}

Satz 2.1

(a) n € N, My, M; beliebige Mengen: [M;| = |Ms] =n
= |f(M1,M2)‘ =n!

(b) k € Z,n € N, M beliebige Menge: |M| = n. Dann gilt:
(i) |Per(M)| = n!

(ii) [Pr(M)] = (})
(iif) [P(M)] = 2"

Satz 2.2
(@) re N, My, ..., M, #0,|M;| <o0,1<i<r
:>|M1XXMT|:H|MZ|

=1

(b) r,n e N,M ={1,...,n} Dann gilt:



(i) 1G- (M) =n
(i) |Go(M)| =7I(7)
(iii) |ed(M)] = (")
(iv) [2(M)| = (7)

Satz 2.3 (,,Hypergeometrische Verteilung*)

Seien s € No, r+s >0, N:==r+s, ne N, My :={1,....,r}, My ={r+1,....N}, M =
My + M,,

Q=U2(M) =*B,(M), P Laplace-Verteilung auf Q, k € {1,...,n}, Ax= interessantes Ereignis,
A i ={w e Q| |wnN M| =k}. Dann gilt:

puag - L5

Beachte: P(A;) =0, falls k >rodern —k >s=N —r.

Satz 2.4 (,,Siebformel*)
Sei (2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, n € N, Ay,... A, C Q, M ={1,...,n}

- r(Ua)-er s or(na)

k=1 1€ (M) iel

83 Bedingte Wahrscheinlichkeit, stochastische Unabhingig-
keit

Detfinition 3.1

Sei (2, P) diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, A, B € () mit P(B) > 0.
Dann heif3t

P(AB)

PUAIB) = 5

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter B (,unter der Bedingung B*“).

Satz 3.1

n—1

Sein € N, n > 2 (Q,P) diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, Ay, ..., A, € B(Q), P ( N Ai) >0
i=1

Dann gilt:

P(ﬁAi) HP( hlA)

=1




Satz 3.2
Sei (2, P) diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, dann gilt:

(a) Ist B € P(QQ) mit P(B) > 0, so ist

_ ) BEOQ)—-R
‘%f{Aprm

eine diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung.

(b) (,Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit®)
SindneN, A, By,...,B, € B(Q)mit P(B;) >0,1<i<nundQ =) B, (= B, NB; =0V1i,j),

=1
so folgt:

(i) P(A)=>_P(B;)-P(A|B;) (,Satz von der totalen Zerlegung®)
i=1

(ii) (,,Formel von Bayes*) Ist auch P(A) > 0, so gilt

P(Bi) - P(A|B;)

P(Bi|A) = —;
> P(AIB,) - P(B)

Definition 3.2

Sei (92, P) diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, I # () (beliebige Index-Menge), A; € P(Q), i € I.
Dann heifit {A; | i € I} stochastisch unabhéngig (bzgl. P), falls fiir jede endliche Teilmenge J C I
gilt:

})((].Aj) ::I]}P</b)
jeJ JjeJ
Satz 3.3

Sei (9, P) diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, I # 0, A; € P(Q), ¢ € I, {A; | i € I} stochastisch
unabhéingig. Dann gilt:

(a) Ist A* € P(N2) mit P(A*) € {0,1}, so ist auch {A; | i € [} U {A*} stochastisch unabhéngig.
(b) Ist J C I, J # 0, soist auch {4; | j € J} stochastisch unabhéngig.
(¢) Sind B; € B(Q) mit B; € {A;, A%}, i € I, so ist (auch) {B; | i € I'} stochastisch unabhingig.

Satz 3.4 (,,Modellierung von unabhingigen Zufalls-Experimenten*)

Sei n € N (O.B.d.A. sei n > 2). Weiter seien (€2;, P;) diskrete Wahrscheinlichkeitsraume mit zu-
gehoriger Zahldichte p, 1 <i <n, Q:=Q; x...x€,. Aulerdem sei die Abb. 7; : {2 — €); definiert
durch (w1, ...,w,) — w; (,,Projektion von Q auf die i-te Komponente*). Dann sei

o B0 - B0)

Ti B {(wi,...,wn) € Q| mi(wi,...,wp) € B}

(2

Dann gilt:



(a) p: Q@ =R, (wi,...,wy) — [] pi(w;) ist Zdhldichte auf 2.

=1

() pe P, BieP(),1<i<n, A =7, (B),1<i<n.

Z

(i) P(B1 x ... x B,) =[] Pi(B;)
i=1
(ii)) {A,..., A,} stochastisch unabhéngig bzgl. P mit P(A;) = Pi(B;).
(c) Ist Q diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung auf €2, so dass 7, ' (By), ..., 7, (B ) bzgl. Q) sto-

chastisch unabhéngig sind mit @ (7; '(B;)) = P;(B;), 1 <i < n, so folgt Q = P (aus (a)).
(,P ist eindeutig bestimmt*)

Beispiel 3.6(a) (Bernoulli-Experiment, Binomialveteilung)

Geg. Zufalls-Experiment mit 2 moglichen Ergebnissen: 0 oder 1 1—9€]0,1]
0—1—19
n € N (Experiment wird n-mal unabhéngig durchgefiihrt)
Q;=40,1}, p(1)=09=1—p;(0), 1<i<n, Q= x...xQ,={0,1}" (— Produktraum)

pw) =pwr,...,wn) = [T pi(wi) = 9@ - (1 —9)" ") mit t(w) = > w;
=1 =1

(€2, P) Bernoulli-Experiment*

ke{0,1,....n}, p—= P, Ay = {w e Q|t(w)=k} (bei diesen n Durchfithrungen tritt ,1“ genau
k-mal ein). P(Ay) = > p(w) = (})9"(1 — )"+

wEA

Sei nun ' ={0,1,...,n}, p(k):= (A -)"F ke

P20 uwd X k)= @+1-0)n =17 =1
ke

Also: (2, p') diskreter Wahrscheinlichkeitsraum: p’ < P’,
P’ heifit Binomialverteilung mit Parametern n und 4.

Beispiel 3.6(b) (Negative Binomialverteilung mit Parametern r € N, ¢ €
(0,1])

Seien r,n € N, n > r, ¢ € (0, 1]. Betrachte ,Bernoulli-Experiment“ mit n und ¢. = {0,1}",
plwr,. .. wy) = 91 (1 —9)" @) wobei t(w) = t(wr, ... ,w,) = i w;.

AP = [, wn) € QW) =1, wn = 1} o

pe Pr PAY) = (1) (1 =9

k:=n—r,dannn — k+r
P(A( )) _ (k+r 1)197‘( - ﬁ)k _ (k+£—1)19r(1 o lg)k

r—1
keNyg=Q, pk)=0(""7T""(1-0)F
Damn gilt: (1) p/(k) =0Vke und (2) S p/(k) =1
k=0

p' < P’: P’ heifit negative Binomialverteilung mit Parametern 7 und 9.
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Interpretation: Ein 0-1-wertiges Experiment werde so lange unabhéngig durchgefiihrt, bis genau
r ,Einsen® eintreten. Die Wahrscheinlichkeit von 1 sei ¥. Dann ,jist“ die Wahrscheinlichkeit, dass

genau k + r Ausfithrungen noétig sind, gleich " (’”2_1) (1 —9)*.

Spezialfall: Fiir » = 1 erhélt man die geometrische Verteilung.

Satz 3.5 (Poisson’scher Grenzwertsatz)
Sei A >0, ¢, := %, n € N, dann gilt:

. (n _ A
Tim (k)ﬁ’;;(l—ﬂn)" F=e A'H VEk e N

Bemerkung 3.2
Seien 2 := Ny, p(w) =e -2 weQ

Dann gilt: (1) p(w) >0Vw e Q und (2) > pk)=1
k=0
Also: p Zéhldichte auf 2, p < P heifit Poissonverteilung mit Parameter \.

84 Zufallsvariablen

Definition 4.1
Seien Q, X # 0, f: Q — X, dann heif3t

S BE) - PQ), B {we ] f(w) € B}
die ,Mengen-Inverse“ von f.

Andere Schreibweisen: w € Q: {f(w) € B} ={f € B} :== f~(B)
veX:{f=a}=f"({z})

Lemma 4.1

Seien Q, X £ 0, f: Q@ — X, I # () (beliebige Index-Menge), B; € B(X), i € I, dann gilt:

(@ (U B)=UF(B)

iel icl
(b) f_l( ﬂ] Bi) = Qf_l(Bi) (,f~! ist operationstreu*)
1€ 1€

(c) f7H(BY) =(f"1(B))", BeP(X)

Definition 4.2
Seien (2, P) diskreter Wahrscheinlichkeitsraum; X # ) und X : Q@ — X
(a) X heifit Zufallsvariable auf (§2, P) mit Werten in X.

(b) PX: P(X) - R, B— P(X'(B)) heiBt die Verteilung von X (bzgl. P).
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Lemma 4.2

Seien (2, P) diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, X # ), X : Q — X Dann gilt:
(a) P¥ ist nicht-negativ (d.h. P*(B) >0V B)
(b) P¥X ist normiert (d.h. PX(X) = 1)

(c) P¥ ist o-additiv (d.h. sind B, € P(X),n € N, paarweise disjunkt, so ist PX< > Bn) =
n=1
> P¥(By)
n=1
(d) Es gibt abzéhlbare, nicht-leere Teilmenge Xy C X mit

(i) P¥(Xo) =1

(ii) PH(B) =X ,ex, 4(2)1p(z) VB € P(X),
dabei ist ¢(z) == P*({z}) = P{X =2}),2€ X
(Sprechweise: PX ist eine quasi-diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung auf X)

Bemerkung 4.1

Ist X eine Zufallsvariable aus (2, P) mit Werten in R! bzw. R”, so nennt man X auch eine reelle
bzw. n-dim. Zufallsvariable.

Lemma 4.3

Seien (2, P) diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, %1, Xy # (0 (beliebig), X7, X, Zufallsvariablen auf
(€2, P) mit Werten in X;, X5.
X: Q=X x X, w (X1(w), Xo(w)), Xj:=X1(Q), X5 :=X5(Q) (! X} und X3 abzihlbar !)
Dann gilt:

(a) (1) P (Bi)= > P*(Bix{xz}), Bi€P(Xy)

LUQEX;

(i) P2(Bo) = 3 PX({m} x Ba), Bz € B(Xs)

x1 GXT

) X1=%=R Z=X+X, = P/ ({z})= % P*({a1,2—x1})

(= 5, P(X, —mpn{X=z-u})) = 5 PG =)0 (X% =n))

Definition 4.3

Sei (€2, P) diskreter Wahrscheinlichkeitsraum; I # () (beliebig), X; # (0, X; Zufallsvariable auf (2, P)
mit Werten in X;, 7 € I.

Dann heifit (X;);e; stochastisch unabhéngig, wenn fiir jede Wahl von B; € P(X;), i € I, die Ereig-
nisse A; := {X; € B;}, i € I, stochastisch unabhéngig sind.

Bemerkung 4.2

(a) Unabhéngigkeit von Ereignissen ist dquivalent mit der Unabhéngigkeit jeder endlichen Aus-
wahl der gegebenen Ereignisse. Daher ist die Unabhéngigkeit von (X;);c; dquivalent mit der
Unabhéngigkeit von (X;),es fiir jede endliche Menge J C 1.

(b) Im folgenden betrachten wir daher zundchst den Fall I ={1,...,n}, n e N,;n > 2.
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Satz 4.1

(Q, P) diskreter Wahrscheinlichkeitsraum; n € N, Xy,..., %, # 0, X1,..., X,, Zufallsvariablen auf
(Q, P) mit Werten in Xy, ... bzw. X,,. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) Xi,..., X, sind stochastisch unabhéngig.

() P<ﬁ{Xi e B}) = [[ P({Xi € BY) VBi=(Bi,....B,) € B(X) x ... x P(X,)

=1

Lemma 4.4

Xi, Xo, ..., X, seien stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen auf (€2, P) mit Werten in X, X, . ..
bzw. X,,. Ferner seien X} := X;(Q2),1 < i < n. Aulerdem seien X* := Xj x ... x X (abzdhlbar) und
X :=X; x...xX,. Dann gilt:

(a) Ist B € P(X), B* € BN X*, so folgt:
P({(X0 X0 € BY) = P({(X1 X € BY) = % T P({% = o7)

(Z‘T ----- I:L)GB*

(b) Ist J C {1,...,n},J # 0, so sind auch (X;);es stochastisch unabhéngig.

Satz 4.2

Mit den Bezeichnungen und Voraussetzungen aus Lemma 4.4 seien ferner k € {1,...,n — 1},

31 = %1 X ... X %k, 32 = %kJrl X ... X %n, 31,32 7£ @ und g1 = 31 — 31, go = 32 — 32, definiert
man dann Z1: Q — 31, w — ¢1(Xi(w), ..., Xk(w)) und Zs: Q — 39, w — go(Xpr1(w), ..., Xp(w)),
so sind Z1, Z, stochastisch unabhéngig.

85 Erwartungswert, Varianz, Kovarianz, Korrelation

Definition 5.1

Ist X reelle Zufallsvariable auf (2, P) mit
Z | X (w)] - P({w}) < o0 (absolute Konvergenz)
weN
so heifit
E(X)=EX =) X(w) - P({w})
weN

der Erwartungswert von X (bzgl. P).

Bemerkung 5.1
Ist |Q] < o0, so ist die Bedingung > | X (w)|- P ({w}) < oo iiberfliissig.

we
Ist dagegen Q] = oo, so wird durch diese Bedingung sichergestellt, dass > X(w) - P ({w}) un-
wel
abhéngig von der Abzahlung von €2 ist.



Satz 5.1 (,,Transformationssatz*)

X Zufallsvariable auf (2, P) mit Werten in X # (. Weiter seien g: X - R; V: Q - R, w —
g (X (w)) (also Y = go X). Ist dann X* abzéhlbar mit X* D X (Q), so gilt:

(@) 2 V()] P({w}) <00 & > |g(z)]- P{X =2}) < o0

we reX*
(0) X V) -P({uh) <00 = BY = 3 gla) - P({X =a})

Bemerkung 5.2
(a) Man beachte, dass X nicht notwendig reellwertig ist.

(b) Ist X reelle Zufallsvariable mit existierendem Erwartungswert, so folgt aus Satz 5.2(b):

EX=> az-P{X =21} (Wihle * == X(Q), g: R = R, 2 x)

reX*

Das heiflt der Erwartungswert von X hdngt nur ab von der Verteilung von X.

Beispiel 5.2
(a) X sei b(n,)-verteilt (n € N, ¢ € [0, 1])
= EX=nd

(b) X sei hypergeometrisch verteilt mit Parametern r,s,n € Ng, n > 1, r+s>1

= EX=n

r—4+s

(c) X sei negativ binomialverteilt mit Parameter r € N, ¢ € (0, 1)

1-9
= FEX=1r

(d) X sei Poisson-verteilt mit Parameter A > 0

= EX =)\

Satz 5.2

X, Y seien reelle Zufallsvariablen auf (€2, P) mit existierenden Erwartungswerten. Dann gilt:
(a) Ist a € R, so existiert der Erwartungswert von aX und es gilt E(aX) = aFX.
(b) Der Erwartungswert von X + Y exisitiert und es gilt E(X +Y) = EX + EY.

(c¢) Sind X,Y stochastisch unabhéngig, so existiert der Erwartungswert von X -Y und es gilt
E(X-Y)=EX-EY
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Lemma 5.1

X, Y reelle Zufallsvariablen auf (Q, P), so dass der Erwartungswert von X? und Y? existiert. Dann
gilt:

(a) Es existieren Erwartungswerte von X und Y.

(b) Bezeichnet a bzw. b den Erwartungswert von X bzw. Y, so existieren Erwartungswerte von

(X —a)?, (Y —b)?> und (X —a)(Y — ).

(c) Es existiert der Erwartungswert von (X + Y)2.

Definition 5.2
X, Y seien reelle Zufallsvariablen auf (2, P) mit EX? < oo, EY? < oo, ferner sei a := EX,b:= EY

(a) VarX := E(X — a)? heifit die Varianz von X

(b) Cov(X,Y) := E(X —a)(Y —b) heiit die Kovarianz von X und Y’

(c) Ist VarX > 0 und VarY > 0, so heift

Cov(X,Y)
VVarX - VarY

die Korrelation zwischen X und Y.
Gilt p(X,Y) =0, also Cov(X,Y) =0, so nennt man X und Y unkorreliert.

p(X,)Y) =

Satz 5.3
X, Y reelle Zufallsvariablen auf (2, P) mit EX? < oo, EY? < c0; «,f3,7,6 € R. Dann gilt:

(a) VarX = EX? — (EX)?
Y) = E(XY) - EX - EY

(d) Cov(aX + B,7Y +0) = ayCov(X,Y)

)
) Cou(X,

(¢) Var(aX + 8) = a®VarX
) Cou(

e) Var(X +Y) =VarX + VarY +2Cov(X,Y)
)

f) X,Y stochastisch unabhingig = Var(X+Y)=VarX +VarY

Satz 5.4
X, Y seien reelle Zufallsvariablen auf (2, P) mit EX? < oo und EY? < oo, dann gilt:

(a) (,,Cauchy-Schwarz-Ungleichung*)

(E(X-Y))* < EX?. EY?

(b) |Cov(X,Y)]> < VarX - VarY

(c) Ist die Korrelation zwischen X und Y erklért, so ist [p(X,Y)| <1

11



Beispiel 5.4

n

(a) z1,...,2, € R, X Zufallsvariable mit P(X = z;) = 1. Dann ist EX = 1Y 2, = 2 und es

i=1
gilt:

1 n
VarX = — Ej 2 — nz?
ar n<i1xz nm)

(b) n e N,9 € [0,1]; X sei b(n,)-verteilt. Dann ist EX = nd und es gilt:

VarX = nd(1 —9)

(c) X sei hypergeometrisch verteilt mit r,s,n; N :=r + s. Dann ist £X = ng: und es gilt:

VarX = nii<N_n)

N N \N-1
(d) r € N, 9 € (0,1); X sei negativ binomialverteilt mit r und . Dann ist EX =
gilt:
1—9
VarX = r{ 5 )

(e) Sei A > 0, X Poisson-verteilt mit Parameter A. Dann ist £EX = A und es gilt:

VarX = A\

Satz 5.5 (,,Tschebyscheff-Ungleichgung*)
Sei X reelle Zufallsvariable auf (2, P) mit EX? < oo

VarX

= Ve>0

= P({IX-EX|>2}) <

Satz 5.6 (,, Markow-Ungleichung*)

Sei Z reelle Zufallsvariable auf (€2, P); g: [0, +00) — [0, +00) mit
(1) g isoton (d.h. monoton wachsend)
(2) Eg(|Z]) < o0

= g(e)- P({|Z| = }) < Eg(|Z])

Bemerkung 5.3

(a) Die Ungleichung in (5.5) ist relativ grob, aber von theoretischem Nutzen.

(b) Der Nutzen wird deutlich im néchsten Satz:

12
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Satz 5.7 (,,Schwaches Gesetz der groflen Zahlen*)

Seienn € N, X7, ..., X,, reelle stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen auf (2, P). Alle Xy, ..., X,
mogen dieselbe Verteilung besitzen (X7, ..., X, seien stochastisch unabhéngige ,identisch verteilte*

Zufallsvariablen). Ist dann EX? < 0o, a := EXy, 0% := VarXy, X(,) = % > X, so gilt:
i=1

2

— o
P({| X —al >€}) < 5, 7e>0

§6 Diskrete Zufallsvariablen auf allgemeinen Riumen

Definition 6.1
Seien  # 0, A C P(2), dann heilit A o-Algebra in  falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

(1) Qe
(2) Fir alle A € A gilt auch A° € A

(3) Fiir jede Folge A,, € ™A, n € N, gilt: ( Ej An> e
i=1

Satz 6.1
Q # 0, A o-Algebra in €, dann gilt:
(a) Ded
(b) Ist I # () abzdhlbar und sind A; € A, i € I, dann folgt:
i) [JAen
i€l
(i) ((Aie
i€l
Satz 6.2

Q#0, A o-Algebrain Q; A, €A, neN

~ B.— D ﬁ Ap €2 (Jim inf A,

n=1m=n

C = ﬁ D Aned (,lim sup A,%)

n=1m=n
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Definition 6.2
Q#£0, ACP(Q), P:A—-R
(a) (€2,2) heiBBt Messraum, falls 2 o-Algebra in € ist.

(b) Ist (Q2,2() ein Messraum, so heifit P ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (£2,2), falls P nicht-
negativ, normiert und o-additiv ist.

(c) (£2,2(, P) heifit ein (allgemeiner) Wahrscheinlichkeitsraum, falls (€2,21) ein Messraum und P
ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ auf (€2,21) ist.

Bemerkung 6.1
(a) Die Sétze 1.3 und 2.4 gelten auch, mit folgenden Modifikationen:

(i) Ersetze ,,(Q2, P) diskreter Wahrscheinlichkeitsraum® durch ,, (2,2, P) Wahrscheinlich-
keitsraum®.

(ii) Von allen auftretenden Teilmengen von 2 wird zusétzlich verlangt, dass sie Element von
2l sind.

(b) Mit den selben Modifikationen werden die Definition 3.1 und 3.2 auf allgemeine Wahrschein-
lichkeitsrdume iibertragen.

(c) Mit diesen Modifikationen bleiben die Sétze 3.1 und 3.3 giiltig.

(d) Es gilt folgende Verallgemeinerung von Satz 3.4:

Satz 6.3 (,,Produktmaflsatz*)
Seien (21,2, P), (Q9,2s, Py) Wahrscheinlichkeitsraume und  := Q; x Q,. Dann gilt:

(a) Es gibt o-Algebra 2 in 2 und ein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf (€2, %) mit

(1) A1><A2€Q‘ VAleﬁll,AQEng
(11) P(Al X Ag) = P(Al) . P(AQ) VAl € 911,142 € Ay

(b) Wihlt man 2 als kleinste o-Algebra in 2, die (a)(i) erfiillt, so ist P eindeutig bestimmt.

Zu Zufallsvariablen: (Q,2, P), X: Q@ — X. Q ist im Allgemeinen nicht abzéhlbar und damit ist
X () im Allgemeinen nicht abzéhlbar.

Definition 6.3 (vgl. Def. 4.2)
Seien (2,2, P) Wahrscheinlichkeitsraum, X # () (beliebig), X: Q — X
(a) X heiit diskrete Zufallsvariable auf (Q,2(, P) mit Werten in X, falls gilt:

(i) X(Q) abzdhlbar
(i) X '(B)eA VBePX)

(b) Ist X diskrete Zufallsvariable auf (2,2, P) mit Werten in X, so heifit

o, {MHR

B— P(X~Y(B)) die Verteilung von X.
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Satz 6.4

Sei (2, 2) Messraum, X # () beliebig, X : Q@ — X mit X () abzéhlbar. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(a) XY (B)ed VBePX)
(b) X '({z})eA VzeX

Satz 6.5

Seien (2,2, P) Wahrscheinlichkeitsraum, ¥,3 # 0, X: Q — X, g: X — 3, so dass X diskrete
Zufallsvariable auf (2,2, P) ist. Dann ist

Y: { €—3 eine diskrete Zufallsvariable auf (€2,2(, P) mit Werten in 3.
W g(X(w))

Satz 6.6

Seien (Q,2(, P) Wahrscheinlichkeitsraum, X1, %, # 0, X := X; x X2, X;: Q — X;,i = 1,2 und

X:Q— X% w— (Xi(w), X2(w)). Dann gilt:

X ist diskrete Zufallsvariable auf (Q,2(, P) mit Werten in X genau dann, wenn X; diskrete Zu-
fallsvariable auf (€2,2, P) mit Werten in X; ist (i = 1,2).

Bemerkung 6.2
(a) Lemma 4.3 bleibt giiltig mit folgenden Modifikationen:

(i) Ersetze ,,(Q, P) diskreter Wahrscheinlichkeitsraum* durch (€, 2, P) allgemeiner Wahr-
scheinlichkeitsraum®.

(ii) Ersetze ,, X7, Xy Zufallsvariablen auf (Q, P)* durch ,, X3, X3 diskrete Zufallsvariablen auf
(Q,2(, P)“.

(b) Mit den entsprechenden Modifikationen wird Definition 4.3 auf diskrete Zufallsvariablen auf
(2,2, P) iibertragen.

(c) Sétze 4.1 und 4.2 gelten mit den entsprechenden Modifikationen auch fiir diskrete Zufallsva-
riablen auf (2,2, P).

(d) (2,2, P) Wahrscheinlichkeitsraum, X diskrete Zufallsvariable auf (2,2(, P) mit Werten in R;
X*:=X(Q) (! X* abzihlbar !). Ist die Reihe Y |z|- P({X = z}) < o0, so heiBt

reX*

EX = Z z - P({X = z}) der Erwartungswert von X.

reX*

(e) Die Begriffe ,, Varianz“, | Kovarianz“ und , Korrelation“werden analog wie in §5 eingefiihrt.
(f) Alle Aussagen in §5 bleiben giiltig.

(g) Alle Voraussetzungen der im folgenden Paragraphen angegebenen Sétze sind nicht leer. Ins-
besondere gilt der folgende Satz:
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Satz 6.7

Fiir n € N sei (Q,, P,) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, dann gibt es einen allgemeinen Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2, 2(, P) und darauf eine Folge von stochastisch unabhéngigen Zufallsvariablen
X,,,n € N, mit Werten in Q,,n € N, so dass P*» = P, Vn € N.

87 Gesetze der groflen Zahlen

Satz 7.1 (,,Schwaches Gesetz der groflen Zahlen*)

Seien X,,,n € N, diskrete stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen auf einem allgemeinen Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2, 2(, P) mit Werten in R; alle X, mégen dieselbe Verteilung besitzen; ist dann

EX? < 00, a:= EX}, so gilt:
> 5}) =0 Ve>0

1 n
lim P (<=3 X, -
Satz 7.2

Seien (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum; Y, Y,,,n € N, diskrete Zufallsvariablen auf (2,2, P)
mit Werten jeweils in R; ist dann Cp := {w € Q| lim Y, (w) =Y (w)}, so gilt C5 € A.

Satz 7.3

(Q,2(, P) sei Wahrscheinlichkeitsraum, Y,Y,,n € N, diskrete Zufallsvariablen auf (Q,2(, P) mit
Werten jeweils in R. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) PweQ ]JLIEOYn(w) =Y(w)}) =1

(b) 3N € A mit P(N) =0und lim Y, (w) =Y (w) VYwe N°

n—oo

() P(ngﬁn{wm—ﬂ <%}) —1 VkeN
(d) P(ﬁlm@n{m—n z%}) —0 VkeN

() lim P (m@n{wm—w > %}) —0 VkeN

n—oo

Satz 7.4 (,, Kolmogoroff-Ungleichung*)

Seien (2,2, P) Wahrscheinlichkeitsraum, n € N, Xj,---, X, stochastisch unabhéngige diskrete
Zufallsvariablen auf (,2(, P) mit Werten jeweils in R.

2. VCLT’XZ‘, 1<i< n, 72 = ZO‘Z = VCW'(ZXZ> Ist
i=1

Ferner seien EX? < oo, a; := EX;, o;

dann 72 > 0, so gilt

(U1

J

Z(Xp —ap)| >

p=1




Definition 7.1

Seien Y,Y,,n € N diskrete Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 2, P) mit Werten
jeweils in R.

(a) (Y,)nen heifit stochastisch konvergent gegen Y, falls

lim P({|Y, —=Y|>¢e})=0 Ve>0

n—oo

(b) (Y)nen konvergiert (P-) fast sicher gegen Y, falls

P({tmy.=v}) =1

Satz 7.5 (,,Starkes Gesetz der grofien Zahlen*)

X,,n € N, seien diskrete, stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlich-

keitsraum (£2,2, P) mit Werten jeweils in R. Es gelte EX? < oo Vn € N. Ist dann a, = FX,,
2

o2 :=VarX,, Y,: =13 (X;—a;),n €N, und gilt die ,Kolmogoroff-Bedingung* > O—TQL < 00, 80
i=1 n=1"T

folgt:

(Y )nen konvergiert fast sicher gegen 0

Satz 7.6

Mit den Bezeichnungen und Voraussetzungen aus Satz 7.5 gelte ferner:

Es gibt a € R mit lim £ 3" a; = a. Dann folgt:
i=1

n—oo

1 n
<— Z XZ) konvergiert fast sicher gegen a
n i=1 neN

Satz 7.7

Sei (X, )nen eine Folge von stochastisch unabhéngigen diskreten Zufallsvariablen auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2,2(, P) mit Werten jeweils in R. Alle X,,,n € N, mogen dieselbe Verteilung
besitzen (also P({X,, = z}) = P{X; = 2}) Vo € R Vn € N); gilt dann EX? < oo, so folgt:

1 n

(— E Xi) konvergiert fast sicher gegen a; := FX;

n
i=1 neN

Satz 7.8

Sei (X, )nen eine Folge von stochastisch unabhéngigen diskreten Zufallsvariablen auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2, 2(, P) mit Werten jeweils in einer (beliebigen) Menge X # (). Alle X,,,n € N,
mogen dieselbe Verteilung besitzen.

Ist dann g: X = R, Y, := g(X,),n € N, und gilt EY?? < oo, so folgt:

1 n
(— Z Y}) konvergiert fast sicher gegen b, := EY)
n
i=1 neN
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