
Musterlösung 1. Übung

14. Mai 2003

Aufgabe 1

a)

Ω =
{

(ω1, . . . , ωm)
∣

∣ ωi ∈ {1, . . . , n} ∀ 1 ≤ i ≤ m
}

n, m ∈ N

ωi = j ⇔ i-ter Druckauftrag wird von Drucker j bearbeitet.

|Ω| = nm

A =
{

(ω1, . . . , ωm) ∈ Ω
∣

∣ ω1 = 1
}

also: |A| = nm−1

P (A) =
|A|

|Ω|
=

nm−1

nm
=

1

n

b)

B =
{

(ω1, . . . , ωm) ∈ Ω
∣

∣ ωi 6= 1 ∀ i ∈ {1, . . . , m}
}

|B| = (n − 1)m

P (B) =
(n − 1)m

nm
=

(

1 −
1

n

)m

c) Sei n = m

C =
{

(ω1, . . . , ωn) ∈ Ω
∣

∣ ∃ i, j ∈ {1, . . . , n} mit i 6= j, ωi = ωj und ωi 6= ωk ∀ k 6= i, j
}

|C| = n · (n − 1) ·

(

n

2

)

· (n − 2)! = n! ·

(

n

2

)

=
1

2
· n · (n − 1) · n!

P (C) =
1
2n(n − 1)n!

nn
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Aufgabe 2

Ohne Zurücklegen mit Beachtung der Reihenfolge werden n = 7 Kugeln aus
N = 70 Kugeln gezogen.

Ω = ΩII =
{

(ω1, . . . , ω7) ∈ 707
∣

∣ ωi 6= ωj ∀ i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ 7
}

|Ω| =
70!

(70 − 7)!
=

70!

63!

a) A ≡ Es wird 7 7 7 7 7 7 7 gezogen.

P (A) =
7!
70!
63!

≈ 8,3 · 10−10

b) B ≡ Es wird 3 5 9 2 1 0 6 gezogen.

P (B) =
77

70!
63!

≈ 1,4 · 10−7

a) C ≡ Es wird 3 3 5 2 3 2 4 gezogen.

P (C) =
7 · 6 · 7 · 7 · 5 · 6 · 7

70!
63!

≈ 7,2 · 10−8

Aufgabe 3

a)

|P (A) − P (B)| = |P (A ∩ Ω) − P (B ∩ Ω)|

= |P (A ∩ (BC ∪ B)) − P (B ∩ (AC ∪ A))|

= |P ((A ∩ BC) ∪ (A ∩ B)) − P ((B ∩ AC) ∪ (B ∩ A))|

= |P (A ∩ BC) + P (A ∩ B) − P (B ∩ AC) − P (B ∩ A)|

= |P (A ∩ BC) − P (B ∩ AC)| ≤
|a−b|≤|a|+|b|

P (A ∩ BC) + P (AC ∩ B)

b) Lösungsweg mit der Bonferroni Ungleichung:

P

(

n
⋂

i=1

Ai

)

=1 − P

(

n
⋃

i=1

AC
i

)

mit Bonferroni folgt

≥1 −
n
∑

i=1

P (AC
i ) = 1 −

n
∑

i=1

(1 − P (Ai))

=

n
∑

i=1

P (Ai) − (n − 1)
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Aufgabe 4

a) Zeige: P (AC) = 1 − P (A)
((i), (ii), (iii) beziehen sich auf Def. 2.10)

1
(i)
= P (Ω) = P (A ∪ AC)

(ii)
= P (A) + P (AC)

⇔ P (AC) = 1 − P (A)

d) Zeige: P (B) − P (A) = P (B \ A) für A ⊂ B

P (B) =
A⊂B

P (A ∪ B \ A)
(ii)
= P (A) + P (B \ A)

b) Zeige: P (A ∪ B) = P (A) + P (B) − P (A ∩ B)

P (A ∪ B) = P (A ∪ B \ A) = P (A) + P (B \ A)

= P (A) + P (B \ (A ∩ B))
(d)
= P (A) + P (B) − P (A ∩ B)

c) Zeige: P (A) ≤ P (B) für A ⊂ B

P (B \ A)
(d)
= P (B) − P (A) ≥ 0
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Musterlösung 2. Übung

22. Mai 2003

Aufgabe 5

a) Ai ⇔ Drucker i (1 ≤ i ≤ n) bekommt keinen Auftrag

P (Ai) =
(n − 1)m

nm

P (Ai ∩ Aj) =
(n − 2)m

nm
i 6= j

...

P (Ai1 ∩ Ai2 ∩ . . . ∩ Aik
) =

(n − k)m

nm

für ij , mit 1 ≤ j ≤ k, 1 ≤ ij ≤ n, ij paarweise verschieden

b) AC
1 ∩ AC

2 ∩ . . . ∩ AC
n ⇔ Jeder Drucker erhält mindestens einen Auftrag

P
(

AC
1 ∩ AC

2 ∩ . . . ∩ AC
n

)

= 1 − P (A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An)

P (A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An) =P





n
⋃

j=1

Aj



 =
Siebformel

n
∑

j=1

(−1)j+1
∑

1≤i1<...<ij≤n

P

(

j
⋂

l=1

Ail

)

=

(

n

1

)

(n − 1)m

nm
−

(

n

2

)

(n − 2)m

nm
+ . . . + (−1)n+1

(

n

n

)

(n − n)m

nm

=

n
∑

k=1

(−1)k+1

(

n

k

)

(n − k)m

nm

⇔ P
(

AC
1 ∩ AC

2 ∩ . . . ∩ AC
n

)

= 1 −
n
∑

k=1

(−1)k+1

(

n

k

)

(n − k)m

nm
=

n
∑

k=0

(−1)k

(

n

k

)

(n − k)m

nm

c) B ⇔ k Drucker bekommen keinen Auftrag
⇒ n − k Drucker bekommen mindestens einen Auftrag
Es gibt

(

n

k

)

Möglichkeiten k Drucker zu wählen, die keinen Auftrag erhalten.

P (B) =

(

n
k

)

(

∑n−k

j=0 (−1)j
(

n−k
j

) (n−k−j)m

(n−k)m

)

(n − k)m

nm

=

(

n

k

) n−k
∑

j=0

(−1)j

(

n − k

j

)

(n − k − j)m

nm
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Aufgabe 6

a)

Z : Ziel erreicht

A, B, C : Daten über Provider A, B, C gesendet

P (Z|A) = 0.95 P (A) = 0.45

P (Z|B) = 0.90 P (B) = 0.30

P (Z|C) = 0.92 P (C) = 0.25

P (Z) =P (Z|A)P (A) + P (Z|B)P (B) + P (Z|C)P (C)

=0.95 · 0.45 + 0.9 · 0.3 + 0.92 · 0.25 = 0.9275

P (B|ZC) =
P (ZC |B)P (B)

P (ZC)
=

(1 − P (Z|B))P (B)

1 − P (Z)
≈ 0.414

b)

P (A|Z) = 0.4, P (Z|A) = x gesucht.

P (Z|A) =
P (A|Z)P (Z)

P (A)
=

P (A|Z)
(

P (Z|A)P (A) + P (Z|B)P (B) + P (Z|C)P (C)
)

P (A)

⇔ x =
0.4(0.45x + 0.5)

0.45
⇔ (0.45 − 0.4 · 0.45)x = 0.5 · 0.4

⇔ x ≈ 0.74

Aufgabe 7

a)

P (A ∩ B ∩ C) = P (A ∩ B ∩ C)P (C) + P (A ∩ B ∩ C)P (CC)

= P (A ∩ B ∩ C)P (C) + P (A ∩ B|C)P (C)P (CC )

= P (A ∩ B ∩ C)P (C) + P (A ∩ B|CC)P (C)P (CC)

= P (A ∩ B ∩ C)P (C) + P (A ∩ B ∩ CC)P (C)

= P (A ∩ B)P (C)

= P (A)P (B)P (C)

b) Nein, A, B, C sind nicht notwending stoch. unabhängig:
Sei A = C, 0 < P (C) < 1, B = ∅. Dann ist

P (A ∩ B|C) = 0 = P (A ∩ B|CC)

P (A ∩ B) = 0 = P (A)P (B)

aber P (A ∩ C) = P (C) 6= P (C)2 = P (A)P (C)
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Aufgabe 8

Zeige zunächst b):
Sei Ω =

{

ω = (x1, x2, x3, . . .)
∣

∣ xi ∈ {0, 1}, i ∈ N
}

und
m = (m1, m2, . . . , ml) eine beliebige Sequenz der Länge l ∈ N.
An =

{

ω ∈ Ω
∣

∣ xn+i−1 = mi ∀ 1 ≤ i ≤ l
}

sei das Ergeinis, das die Sequenz m

ab dem n-ten Wurf fällt.
Die Folge {An·l}n∈N ist eine stochastische unabhängige Teilfolge von {An}n∈N.

P (An) =

(

1

2

)l

⇒
∞
∑

n=1

P (An·l) = ∞ ⇒
Borel-Cantelli

P

(

lim sup
n→∞

An·l

)

= 1

Somit tritt m unendlich oft in der Teilfolge auf und somit auch in der Folge
{An}n∈N.
⇒ m tritt mit Wahrscheinlichkeit 1 überhaupt in der Folge auf.

a) A(m) sei das Ereignis, dass die Sequenz (m) ∈ M auftritt. Die Menge alle
Sequenzen M ist abzählbar.
nach b) gilt P (A(m)) = 1.
A =

⋂

m∈M
A(m) sie das Ereignis, dass alle Sequenzen auftreten.

P (A) = 1 − P (AC) = 1 − P





(

⋂

m∈M

A(m)

)C


 = 1 − P

(

⋃

m∈M

AC
(m)

)

≥ 1 −
∑

m∈M

P
(

AC
(m)

)

= 1
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Musterlösung 3. Übung

28. Mai 2003

Aufgabe 9

Ai sei das Ereignis, dass Router i intakt ist mit P (Ai) = pi.
I sei das Ereignis, dass ein Verbindung möglich ist.
Aus

P (I) =P (I |A1) P (A1) + P (I |AC
1 )P (AC

1 )

folgt mit

P (I |A1) = P (A3∪A4) = 1−P ((A3∪A4)
C) = 1−P (AC

3 ∩AC
4 ) = 1−(1−p3)·(1−p4)

und

P (I |AC
1 ) =P ((A2 ∩ A3) ∪ (A2 ∩ A4)) = P (A2 ∩ A3) + P (A2 ∩ A3) − P (A2 ∩ A3 ∩ A4)

=p2p3 + p2p4 − p2p3p4

das Ergebnis

P (I) = p1p3+p1p4+p2p3+p2p4−p1p2p3−p1p3p4−p2p3p4−p1p2p4+p1p2p3p4

Aufgabe 10

lim
n→∞

(
n

k

)

pn
k (1 − pn)n−k = lim

n→∞

n!

k!(n − k)!
pn

k(1 − pn)n−k

=
1

k!
lim

n→∞

(

1 − npn

n

)−k

︸ ︷︷ ︸

−→1

(

1 − npn

n

)n
k−1∏

l=0

n − l

n
(npn)

︸ ︷︷ ︸

−→1·λ
︸ ︷︷ ︸

−→λk

=
λk

k!
lim

n→∞

(

1 − npn

n

)n

Bekannt ist, dass für fn(x) =
(
1 − x

n

)n
, x ≥ 0, gilt fn(x) −→

n→∞
e−x =: f(x).

Aus fn(x) −→
n→∞

f(x) und xn −→
n→∞

x folgt jedoch im Allgemeinen nicht,

1



dass auch fn(xn) −→
n→∞

f(x) gilt. Die Vermutung, dass limn→∞

(
1 − npn

n

)n
=

limn→∞ fn(λn)
!
= e−λ, für λn = npn −→

n→∞
λ gilt, ist somit zu zeigen:

∀ n ∈ N : fn(x) ist monoton fallend in x

f := lim
n→∞

fn ist stetig

λn −→
n→∞

λ

⇔ ∀ ε > 0 ∃ n0, so dass ∀ n > n0 : λ − ε < λn < λ + ε

⇒
fnmonoton

fn(λ + ε) ≤ fn(λn) ≤ fn(λ − ε)

⇒
n→∞

f(λ + ε) ≤ lim
n→∞

fn(λn) ≤ f(λ − ε)

⇒
fstetig,ε→0

f(λ) ≤ lim
n→∞

fn(λn) ≤ f(λ)

⇒ f(λ) = lim
n→∞

fn(λn)

Somit gilt die Vermutung und auch die Aussage.

Aufgabe 11

a) X beschreibe die Anzahl der Sendungen eines Pakets und hat den Träger
T = N.
Sei Z ∼ Geo(p) mit Träger T ′ = N0, so gilt X = 1 + Z.
Für die Zähldichte von X gilt

fX(k) = P X(k) = P (X = k) = p(1 − p)k−1 ∀ k ∈ N.

Die Übertragung des Pakets wird:
1) nicht wiederholt: Z = 0 ⇒ X = 1 ⇒ P (X = 1) = p,
2) 2 mal wiederholt: Z = 2 ⇒ X = 3 ⇒ P (X = 3) = p(1 − p)2.
Mit Wahrscheinlichkeit 0.99 sollen höchstens drei erneute Übertragungen nötig
sein. Gesuch wird ein p, so dass P (X ≤ 4) = 0.99

0.99 =

4∑

k=1

p(1 − p)k−1 = p

3∑

i=0

(1 − p)i = p
1 − (1 − p)4

1 − (1 − p)
= 1 − (1 − p)4

⇒ p = 1 − 4
√

0.01 ≈ 0.68

b) Träger von Y : T = {1, 2, . . . , 10}

P (Y = k) =

{

P (X = k) ∀ k ∈ {1, 2, . . . , 9}
∑∞

i=10 P (X = i) , falls k = 10

P (Y = 10) =

∞∑

i=10

P (X = i) = 1 −
9∑

i=1

P (X = i) = 1 −
8∑

j=0

P (Z = j)

= 1 − (1 − (1 − p)9) = (1 − p)9

fY (k) =

{

p(1 − p)k−1 ∀ k ∈ {1, 2, . . . , 9}
(1 − p)9 , falls k = 10

2



c) X sei die Anzahl der Pakete, die mehrfach versendet werden müssen.
X ∼ Bin(n, p′) mit n = 1000, p′ = 1 − p = 10−4.
n ist groß, p′ klein ⇒ Gesetz seltener Ereignisse ist anwendbar, d.h. X ist
näherungsweise Poisson-Verteilt mit Parameter λ = 1000 · 10−4 = 0.1. Sei
Y ∼ Poi(0.1).

P (mehr als 3 Pakete mehrfach übertragen) =P (X > 3) = 1 − P (X ≤ 3)

≈1 − P (Y ≤ 3)

=1 −
3∑

k=0

e−0.1 0.1k

k!
≈ 3.85 · 10−5

Aufgabe 12

a) f(k) muss normiert sein:

∑

k∈N

f(k) = lim
n→∞

n∑

k=1

c

k(k + 1)
= lim

n→∞
c

n∑

k=1

(
1

k
− 1

k + 1

)

= lim
n→∞

(

c

n∑

k=1

1

k
− c

n∑

k=1

1

k + 1

)

= lim
n→∞

(

c

n∑

k=1

1

k
− c

n+1∑

k=2

1

k

)

= lim
n→∞

(

c − c

n + 1

)

= c
!
= 1

⇒ c = 1 erfüllt die Normierungsbedingung.
f(k) ≥ 0 für alle k ∈ N.
Somit ist durch f(k) für c = 1 eine Zähldichte gegeben.

b) Sei d > 0:

1. F (x) ist monoton ⇔ 0 ≤ cx2 ≤ 1 ∀x ∈ [0, d) ⇔ cd2 ≤ 1 und c ≥ 0
⇔ 0 ≤ c ≤ 1

d2

2. limx→−∞ = 0, limx→∞ = 1

3. F muss rechtseitig stetig sein: überprüfe x = 0 und x = d:

x = 0 : lim
x↓0

F (x) = 0 = F (0)

x = d : lim
x↓d

F (x) = 1 = F (d)

⇒ F (x) ist Verteilungfunktion für d > 0, c ∈
[
0, 1

d2

]
.

Für d = 0 ist F (x) = 11[0,∞)(x) Verteilungsfunktion ∀ c ∈ R

3



Für

F (x) =







0, x < 0,

c x2, 0 ≤ x ≤ d,

1, d < x ?

gilt limx↓d F (x) = 1
!
= F (d) = c · d2 nur für c = 1

d2 und d > 0.

c) F (x) = a arctan(x−c)+b ist monoton steigend und stetig, also insbesondere
rechtsseitig stetig.

lim
x⇒−∞

F (x) = a
−π

2
+ b

!
= 0 ⇔ b =

π

2
a

lim
x⇒∞

F (x) = a
π

2
+ b

!
= 1 ⇔ a =

2

π
(1 − b) =

2

π
− a ⇔ a =

1

π

F (x) ist Verteilungfunktion für a = 1
π
, b = 1

2 und c ∈ R.

d)

lim
x→∞

F (x) = lim
x→∞

c
1 + 1

x

2 + 1
x2

=
c

2

!
= 1 ⇒ c = 2

Aber für c = 2 ist z. B. F (1) > 1 ⇒ F (x) ist keine Verteilungfunktion
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Musterlösung 4. Übung

30. Mai 2003

Aufgabe 13

X ∼ Exp(λ) mit λ = 0.01

f(x) = λe−λx11(0,∞)

F (x) = P (X ≤ x) = (1 − e−λx)11(0,∞)

a)

1.) P (X > 100) = 1 − P (X ≤ 100) = 1 − FX(100) = e−100λ =
1

e

2.) P (25 ≤ X ≤ 300) = P (X ≤ 300)− P (X < 25) = P (X ≤ 300) − P (X ≤ 25)

= F (300)− F (25) = 1 − e−300λ − 1 + e−25λ

= e−
1

4 − e−3

3.) P (X < 150) = 1 − e−
3

2

b) Gesucht ist ein x, so dass P (X ≤ x) = p = 0, 5

p = P (X ≤ x) = FX(x) = 1 − e−λx

⇒ 1 − p = e−λx

⇒ ln(1 − p) = −λx

⇒ x = −
ln(1 − p)

λ
= −100 ln(1 − p) ≈ 69, 315

1



c)

p = P (u1 < X ≤ u2) = P (X ≤ u2) − P (X ≤ u1) = F (u2) − F (u1)

⇒ p = e−λu1 − e−λu2

⇒ e−λu2 = e−λu1 − p

⇒ −λu2 = ln
(
e−λu1 − p

)

⇒ u2 = −
1

λ
ln

(
e−λu1 − p

)

Suche min
0≤u1

(

−
1

λ
ln

(
e−λu1 − p

)

︸ ︷︷ ︸

u2

−u1

)

=: min
0≤u1

f(u1)

f ′(u1) =
1

e−λu1 − p
e−λu1 − 1 =

x:=e−λu1

x

x − p
− 1

!
≥ 0

Wenn die letzte Ungleichung gilt, dann ist f(x) monoton steigend. Damit ist
u1 = 0 die Lösung.
Zeige nun die letzte Ungleichung:

Beh.: x − p ≤ 0 ⇒ e−λu1 ≤ p, aber p = P (u1 < x ≤ u2) < e−λu1 ⇒
�

⇒ x − p > 0

Zeige nun:
x

x − p
≥ 1

⇔ x ≥ x − p

⇔ 0 ≥ −p

Somit ist f(u1) monoton steigend in u1. Mit u2(u1 = 0) = − 1
λ

ln
(
e0 − p

)
=

− 1
λ

ln(1 − p) folgt das gesuchte Intervall

(

0,−
1

λ
ln(1 − p)

]

.

2



Aufgabe 14

Es gelte P (X > x + y|X > x) = P (X > y) ⇒

P X((y,∞)) = P X((x + y,∞)|(x,∞))

=
P X((x + y,∞) ∩ (x,∞))

P X((x,∞))

=
P X((x + y,∞))

P X((x,∞))

⇒ P X((x + y,∞)) = P X((x,∞)) · P X((y,∞))

P X((x,∞)) = 1 − P X((−∞, x]) = 1 − FX (x) =: F X (x)

⇒ F X(x + y) = F X(x) · F X(y) ∀ x, y ∈ R, F X stetig

⇒
Hinweis

F X(x) = eαx, α ∈ R Annahme: α > 0 ⇒ F X streng monoton steigend

⇒ FX streng monoton fallend

α = 0 ⇒ F X(x) = 1 ⇒ FX(x) = 0 ∀ x

⇒ α < 0, setze λ := −α

⇒ FX(x) = 1 − e−λx ⇒ X ∼ Exp(λ)

Somit folgt, dass eine Zufallsvariable X mit gedächnisloser, stetiger Verteilungs-
funktion exponential Verteilt ist

Aufgabe 15

Die Zufallsvariable L beschreibe die Lebensdauer eins Chips. L = 0 bedeutet,
der Chip ist von Anfang an defekt.
D sei das Ereignis, dass ein Chip, von Anfang an defekt ist.

P (D) = 0.05 ⇒ P (DC) = 0.95

L(x) sei für x > 0 das Ereignis, dass die Lebensdauer kleiner oder gleich x

ist. Nach Aufgabenstellung hat ein nicht defekter Chip eine exponential mit
Parameter λ = 0.001 verteilte Lebensdauer, also ist

P (L(x)|DC) = P (L ≤ x|DC) = 1 − e−λx

für x > 0.
Der Satz von der totalen Wkt. liefert für x > 0

P (L ≤ x) = P (L(x)) = P (L(x)|D)P (D)+P (L(x)|DC )P (DC) = 0.05+
(
1− e−λx

)
0.95

Somit ergibt sich die Verteilungsfunktion

F (x) =







0 x < 0

0.05 x = 0

0.05 + 0.95
(
1 − e−λx

)
x > 0

Die Verteilung ist somit weder diskret (es gibt keinen abzählbaren Träger) noch
absolut stetig (nicht stetig in 0).
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Aufgabe 16

a) X ∼ Bin(n, p) ⇒ fX(k) =
(
n

k

)
pk(1 − p)n−k

G(z) =

∞∑

k=0

pk zk =

n∑

k=0

(
n

k

)

pk (1 − p)n−k zk

=

n∑

k=0

(
n

k

)

(pz)k(1 − p)n−k = (pz + 1 − p)n

b) X ∼ Γ(α, λ)
Berechne die Laplace-Transformierte:

L(s) =

∫ ∞

0

e−sx f(x) dx

=

∞∫

0

e−sx λα

Γ(α)
xα−1 e−λx dx =

λα

Γ(α)

∞∫

0

xα−1 e−(λ+s)x dx

Substituiere: (λ + s)x = y

=
λα

Γ(α)

∫ ∞

0

(
y

λ + s

)α−1

e−y 1

λ + s
dy =

λα

(λ + s)
α
Γ(α)

∫ ∞

0

yα−1 e−y dy

︸ ︷︷ ︸

Γ(α)

=

(
λ

λ + s

)α

4



Musterlösung 5. Übung
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Aufgabe 17

Damit durch f(x,y)(x, y) die Dichte eines Zufallsvektors beschrieben wird, muss
f normiert sein:

1
!
=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

f(x,y)(x, y) dy dx =

∫ 1

0

∫ x

0

cxy dy dx =

∫ 1

0

[
1

2
cxy2

]x

0

dx

=

∫ 1

0

c

2
x3 dx =

[ c

8
x4
]1

0
=

c

8

⇒ c = 8. Da auch f(x,y)(x, y) ≥ 0 ∀ x, y ∈ R
2, ist durch f die Dichte eines

Zufallsvektors gegeben.

Bestimme die Randdichten:

fx(x) =

∫ ∞

−∞

f(x,y)(x, y) dy =
0 ≤ y ≤ x

∫ x

0

8xy 11[0,1](x) dy = 4x3 11[0,1](x)

fy(y) =

∫ ∞

−∞

f(x,y)(x, y) dx
(∗)
=

∫ 1

y

8xy 11[0,1](y) dx = (4y − 4y3) 11[0,1](y)

(*): Aus 0 ≤ y ≤ x und 0 ≤ x ≤ 1 folgt: y ≤ x ≤ 1

Verteilungsfunktionen der Randverteilungen:

Fx(x) =

∫ x

−∞

fx(t) dt =

∫ x

0

4t3 11[0,1](t) dt =







0 x ≤ 0

x4 0 ≤ x ≤ 1

1 x ≥ 1

Fy(y) =

∫ y

−∞

(4t − 4t3) 11[0,1](t) dt =







0 y ≤ 0

2y2 − y4 0 ≤ y ≤ 1

1 y ≥ 1

1



Verteilungsfunktion von (x,y):

F(x,y)(x, y) =

∫ x

−∞

∫ y

−∞

f(x,y)(u, v) dvdu =

∫ min{1,x}

0

∫ min{u,y}

0

8uv dvdu

=







0 x < 0 ∨ y < 0

1 x > 1 ∧ y > 1

x4 0 ≤ x ≤ 1 ∧ y > x

2y2 − y4 x > 1 ∧ 0 ≤ y ≤ 1

? 0 ≤ x ≤ 1 ∧ 0 ≤ y ≤ x

Sei also 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x:

F(x,y)(x, y) =

∫ y

0

∫ u

0

8uv dvdu +

∫ x

y

∫ y

0

8uv dvdu =

=

∫ y

0

4u3 du +

∫ x

y

4uy2 du = y4 + 2y2(x2 − y2)

= 2x2y2 − y4

Sind X und Y stoch. unabh.?

F

(
1

3
,
2

3

)

=

(
1

3

)4

6=

(
1

3

)4

·

(

8

9
−

(
2

3

)4
)

= Fx

(
1

3

)

· Fy

(
2

3

)

⇒ X und Y sind nicht s.u..

Aufgabe 18

N ∼ Poi(λ) mit λ = 5
I ∼ N(−2, 4) ⇒ P (I ≤ x) = φ(x+2

2 )
N, I seien s.u.

a) Gesucht:

P (N < 10, I < 1, 8) = P (N < 10) P (I < 1, 8)

= e−λ

9∑

I=0

λi

i!
· φ

(
1, 8 + 2

2

)

︸ ︷︷ ︸

φ(1.9)

≈ 0, 968 · 0, 971 ≈ 0, 940

2



b) Gesucht:

P (N ≤ 3, N · I ≤ 1) =
3∑

k=0

P (N = k, k · I ≤ 1)

=

3∑

k=1

P

(

N = k, I ≤
1

k

)

+ P (N = 0)

= P (N = 0) + P (N = 1) · P (I ≤ 1) + P (N = 2) · P (I ≤ 1/2)

+P (N = 3) · P (I ≤ 1/3)

≈ 0, 0067 + 0, 0337 · 0, 9332 + 0, 0842 · 0, 8944 + 0, 1404 · 0, 8770

≈ 0, 237

Aufgabe 19

X sie Ankunftszeit von A : X ∼ R[21; 22]
Y sie Ankunftszeit von B : Y ∼ R[20.5; 22.5]
X, Y seien s.u.

f(x,y)(x, y) = fx(x)fy(y) =
1

2
11[21;22](x)11[20.5;22.5](y)

Die beiden Treffen sich, wenn Y ≤ X + 1
4 ∧ X ≤ Y + 1

2
⇔ X − 1

2 ≤ Y ≤ X + 1
4

P

(

X −
1

2
≤ Y ≤ X +

1

4

)

=

∫ ∫

x− 1

2
≤y≤x+ 1

4

1

2
11[21;22](x)11[20.5;22.5](y) dx dy

=

∫ 22

21

∫ x+ 1

4

x− 1

2

1

2
dy dx =

1

2

∫ 22

21

(

x +
1

4
−

(

x −
1

2

))

dx

=
1

2

∫ 22

21

3

4
dx =

3

8

3



Aufgabe 20

Zeige: X1, . . . , Xn s.u. ⇒ P (X1 = t1, . . . , Xn = tn) =
∏n

i=1 P (Xi = ti).
Zeige dazu

P (X1 = t1, . . . , Xj = tj , Xj+1 ≤ tj+1, . . . Xn ≤ tn) =

j−1
∏

i=1

P (Xi = ti)

n∏

i=j

P (Xi ≤ ti),

für j = 1, . . . , n. Für j = n ergibt sich die Beauptung.
Der Beweis erfolgt per Induktion (ObdA sei der Träger T = N).

IA: j = 1, gilt nach Definition der stochastischen Unabhängigkeit.

IS: j → j + 1

P (X1 = t1, . . . , Xj = tj , Xj+1 ≤ tj+1, . . . , Xn ≤ tn)

=P (X1 = t1, . . . , Xj−1 = tj−1, Xj ≤ tj , Xj+1 ≤ tj+1, . . . , Xn ≤ tn)

− P (X1 = t1, . . . , Xj−1 = tj−1, Xj ≤ tj − 1
︸ ︷︷ ︸

⇔ Xj<tj da T=N0

, Xj+1 ≤ tj+1, . . . , Xn ≤ tn)

IV
=

j−1
∏

i=1

P (Xi = ti) P (Xj ≤ tj)

n∏

i=j+1

P (Xi ≤ ti)

−

j−1
∏

i=1

P (Xi = ti) P (Xj ≤ tj − 1)

n∏

i=j+1

P (Xi ≤ ti)

=

j−1
∏

i=1

P (Xi = ti)

n∏

i=j+1

P (Xi ≤ ti)
(

P (Xj ≤ tj) − P (Xj ≤ tj − 1)
︸ ︷︷ ︸

=P (Xj=tj)

)

=

j
∏

i=1

P (Xi = ti)
n∏

i=j+1

P (Xi ≤ ti)

⇒ Beh.

Zeige noch die Gegenrichtung:

P (X1 ≤ t1, . . . , Xn ≤ tn) =
∑

si ∈ Ti : si ≤ ti
i = 1, . . . , n

P (X1 = s1, . . . , Xn = sn)

=
Vor.

∑

si≤ti

n∏

i=1

P (Xi = si) =

n∏

i=1

∑

si≤ti

P (Xi = si)

=
n∏

i=1

P (Xi ≤ ti) ⇒ s.u.

4
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Aufgabe 21

X1 ∼ Exp(λ1)
X2 ∼ Exp(λ2)
X1 und X2 seien s.u.

a) f(X1,X2)(x1, x2) = fX1(x1) fX2(x2) = λ1λ2e
−λ1x1−λ2x211[0,∞)(x1) 11[0,∞)(x2)

b)

i) Gesucht ist P (X1 + X2 ≤ 1) (Lösung ohne Faltungsformel):
Sei λ1 6= λ2

FX1+X2(z) =

∫ ∫

0≤x1+x2≤z

λ1λ2e
−λ1x1−λ2x211[0,∞)(x1) 11[0,∞)(x2) dx1 dx2

=

∫ z

0

∫ z−x2

0

λ1λ2e
−λ1x1−λ2x2dx1 dx2

=

∫ z

0

λ2e
−λ2x2

(

1 − e−λ1(z−x2)
)

dx2

=

∫ z

0

(

λ2e
−λ2x2 − λ2e

(λ1−λ2)x2−λ1z
)

dx2

= 1 − e−λ2z − λ2

λ1 − λ2

(

e(λ1−λ2)z − 1
)

e−λ1z

= 1 − 1

λ1 − λ2

(

λ1e
−λ2z − λ2e

−λ1z
)

Für λ1 = λ2 = λ gilt nach VL: FX1+X2(z) = 1 − e−λz − λze−λz

⇒ FX1+X2(1) =

{

1 − 1
λ1−λ2

(

λ1e
−λ2 − λ2e

−λ1
)

, λ1 6= λ2

1 − e−λ1 − λ1e
−λ1 , λ1 = λ2

ii) Gesucht ist P (max{X1, X2} ≤ 1)

P (max{X1, X2} ≤ z) = P (X1 ≤ z, X2 ≤ z) =
s.u.

P (X1 ≤ z) P (X2 ≤ z)

= FX1(z) FX2(z) =
(

1 − e−λ1z
) (

1 − e−λ2z
)

= 1 − e−λ1 − e−λ2 + e−(λ1+λ2)z

1



Also: P (max{X1, X2} ≤ 1) = 1 − e−λ1 − e−λ2 + e−λ1−λ2

iii) Gesucht ist P (min{X1, X2} ≤ 1)

P (min{X1, X2} ≤ z) = 1− P (min{X1, X2} > z) = 1 − P (X1 > z, X2 > z)

=
s.u.

1− P (X1 > z) P (X2 > z)

= 1− (1 − FX1(z))(1 − FX2(z)) = 1 − e−λ1z e−λ2z

= 1− e−(λ1+λ2)z

Also: P (min{X1, X2} ≤ 1) = 1 − e−λ1−λ2

Aufgabe 22

{Tn}n∈N sei die Folge der gemessenen Temperaturen, Ti ∼ N(400, 9).

S = min
{

n ∈ N
∣

∣ Tn ∈ (−∞, 395] ∪ (405,∞)
}

ist die Erste Eintrittszeit, des über-/unterschreitens der vorgegebenen Tempe-
raturspanne.

P (Ti ∈ (−∞, 395] ∩ (405,∞)) = P (Ti ≤ 395) + P (Ti ≥ 405)

= P (Ti ≤ 395) + 1 − P (Ti ≤ 405) = Φ

(

395− 400

3

)

+ 1 − Φ

(

405− 400

3

)

= Φ

(−5

3

)

+ 1 − Φ

(

5

3

)

= 2 − 2 Φ

(

5

3

)

≈ 0.096

Es gilt P (S = k) = (1 − p)k−1p, mit p = P (Ti ∈ (−∞, 395] ∪ (405,∞))

⇒ P (S > 10) = 1 − P (S ≤ 10) = 1 −
10
∑

k=1

(1 − p)k−1p = (1 − p)10 ≈ 0.364

2



Aufgabe 23

a)

X ∼ R(0, 1) ⇒ fX(t) = 11(0,1)(t)

T (x) =
1√
2π

e−x2

, x ∈ (0, 1)

Y = T (X) ist nicht standardnormalverteilt, da T
(

(0, 1)
)

=

(

1√
2π e

,
1√
2π

)

6= (−∞,∞)

T ist injektiv und stetig differenzierbar auf (0, 1), T−1(y) =

√

− log
(√

2π y
)

dT (x)

dx
= −

√

2

π
x e−x2 6= 0 ∀ x > 0

⇒ Transformationssatz anwendbar:

fY (y) =
fX

(

T−1(y)
)

∣

∣

∣
det

(

dT
dx

)∣

∣

T−1(y)

∣

∣

∣

11T ((0,1))(y)

=

fX

(

√

− log
(√

2π y
)

)

∣

∣

∣

∣

∣

−
√

2
π

x e−x2

∣

∣

∣

�
x=− log(

√
2π y)

∣

∣

∣

∣

∣

11 � 1
√

2π e
, 1
√

2π � (y)

=
1

2y

√

− log
(√

2π y
)

11 � 1
√

2π e
, 1
√

2π � (y)

b) X = (X1, X2) sei gleichverteilt auf Q = (0, 1)2 mit Dichte
fX(x1, x2) = 11Q(x1, x2)

T (x1, x2) =
(

√

−2 lnx1 sin(2πx2),
√

−2 lnx1 cos(2πx2)
)

det

(

∂Ti

∂xj

)

=

∣

∣

∣

∣

∣

− sin(2πx2)√
−2 lnx1x1

2π
√
−2 lnx1 cos(2πx2)

− cos(2πx2)√
−2 lnx1x1

−2π
√
−2 lnx1 sin(2πx2)

∣

∣

∣

∣

∣

=
2π

x1
sin2(2πx2) +

2π

x1
cos2(2πx2) =

2π

x1
∀ x1 ∈ (0, 1)

T ist injektiv und stetig differenzierbar.
Berechne nun T−1:

y1
2 = −2 lnx1 sin2(2πx2) (1)

y2
2 = −2 lnx1 cos2(2πx2) (2)

(1) + (2) y1
2 + y2

2 = −2 lnx1 sin2(2πx2) − 2 lnx1 cos2(2πx2) = −2 lnx1

⇒ x1 = e−
1
2 (y1

2+y2
2)

3



x2 = g(y1, y2) wird hier nicht benötigt.
Die Anwendung des Transformationssatzes liefert:

fY(y1, y2) =
fX

(

T−1(y1, y2)
)

∣

∣

∣

∣

det
(

∂Ti

∂xj

)
∣

∣

∣

(x1,x2)=T−1(y1,y2)

∣

∣

∣

∣

11T (Q)(y1, y2)

=
1

∣

∣

∣

∣

2π
x1

∣

∣

∣

x1=e
−

1
2
(y1

2+y2
2)

∣

∣

∣

∣

11R2(y1, y2)

=
1

2π
e−

1
2 (y1

2+y2
2)

=
1√
2π

e−
1
2 y1

2 · 1√
2π

e−
1
2 y2

2

Dies ist das Produkt der Dichten zweier s.u. N(0, 1)-verteilter Zufallsvariablen.

Aufgabe 24

a) Sei M =
{

(x1, x2) ∈ R
2

∣

∣ x1
2 + x2

2 ≤ 1
}

Die gemeinsame Dichte von (X1, X2) ist somit f(X1,X2)(x1, x2) = 1
π
11M (x1, x2)

Nach der Faltungsformel gilt für die Dichte von Y = X1 + X2:

fY (y) =
1

π

∫ ∞

−∞
11M (t, y − t)dt

11M (t, y − t) 6= 0 nur für

t2 + (y − t)2 ≤ 1

⇔ t2 + y2 − 2ty + t2 ≤ 1

⇔ t2 − ty +
1

2
(y2 − 1) ≤ 0

⇔ t ≤ y

2
+

√

y2

4
− 1

2
(y2 − 1) ∧ t ≥ y

2
−

√

y2

4
− 1

2
(y2 − 1) ∧ −

√
2 ≤ y ≤

√
2

⇒ fY (y) =
1

π

∫
y

2 +

�
1
2−

y2

4

y

2−
�

1
2−

y2

4

1 dt 11[−
√

2,
√

2](y) =
2

π

√

1

2
− y2

4
11[−

√
2,
√

2](y)

b)

X ∼ Exp(λ), Y ∼ R(0, 1), X, Y s.u.

Nach der Faltungsformel gilt:

fX+Y (z) =

∫ ∞

−∞
fX(t) fY (z − t) dt =

∫ ∞

−∞
λ e−λt 11[0,∞)(t)11[0,1](z − t) dt

=

∫ z

max{0,z−1}
λ e−λt dt 11[0,∞)(z) = −e−λt

∣

∣

z

max{0,z−1} 11[0,∞)(z)

=











0, z < 0

1 − e−λt, 0 ≤ z ≤ 1

e−λ(z−1) − e−λz, z > 1

4
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Aufgabe 25

N(s) : Anzahl der Programme, die bis zur Zeit t+s abgearbeitet sein können
N(s) = max {n ∈ N :

∑n

i=1 Xi ≤ s} mit Xi ∼ Exp(2), i. i. d., i ∈ N.
N(s) ist PP(2).
N(s) ∼ Poi(2s) mit s = 6 (6 Stunden).
Gesucht ist ein n ∈ N, so dass

0.95 ≤ P (N(6) ≥ n) = e−12
∞∑

i=n

12i

i!
= 1 − e−12

n−1∑

i=0

12i

i!

⇔ e−12
n−1∑

i=0

12i

i!
≤ 0.05

Suche nun das größte n, das diese Bedingung erfüllt:

n = 7 : e−12
6∑

i=0

12i

i!
= 0.0458 < 0.05

n = 8 : e−12
7∑

i=0

12i

i!
= 0.0895 > 0.05

Also dürfen maximal n = 7 Jobs vorhanden sein, damit diese mit Wkt. 0.95
nach 6 Stunden abgearbeitet sind.

Aufgabe 26

Die Zwischenankunftszeiten Zi sind Erl(2, λ)-verteilt. Definiere Zufallsvariablen
Xi ∼ Exp(λ), i ∈ N, Xi i.i.d.

⇒ Zi = X2i + X2i−1, i ∈ N

1



N(t) , Anzahl der ankommenden Jobs.

N(t) = max

{

n ∈ N0 |

n∑

i=1

Zi ≤ t

}

= max

{

n ∈ N0 |

n∑

i=1

(X2i + X2i−1) ≤ t

}

= max






n ∈ N0 |

2n∑

j=1

Xj ≤ t







Definiere M(t) = max
{

m ∈ N0 |
∑m

j=1 Xj ≤ t
}

∼ Poi(λt).

Es gilt N(t) =
⌊

M(t)
2

⌋

. Gesucht:

P (N(t) = k) = P

(⌊
M(t)

2

⌋

= k

)

= P

(
M(t)

2
= k

)

+ P

(
M(t) − 1

2
= k

)

= P (M(t) = 2k) + P (M(t) = 2k + 1) = e−λt (λt)2k

(2k)!
+ e−λt (λt)2k+1

(2k + 1)!

Für λ = t = 1:

• k = 0: P (N(t) = 0) = e−1( 1
1 + 1

1 ) = 2e−1 ≈ 0.736

• k = 2: P (N(t) = 2) = e−1( 1
24 + 1

120 ) = 6
120e−1 ≈ 0.018

• k = 4: P (N(t) = 4) = e−1( 1
8! + 1

9! ) ≈ 1.01 · 10−5

Aufgabe 27

X ∼ Poi(λ), λ > 0
Y ∼ Bin(1, p), 0 ≤ p ≤ 1
X und Y s.u.
Verteilung von X + Y (Nutze Lemma 5.11) :

k > 0 : P (X + Y = k) =

k∑

i=0

fX(i) fY (k − i)
︸ ︷︷ ︸

6=0 für i=k und i=k−1

= e−λ λk

k!
(1 − p) + e−λ λk−1

(k − 1)!
p

k = 0 : P (X + Y = 0) = P (X = 0)P (Y = 0) = e−λ λk

k!
(1 − p) = e−λ(1 − p)

Verteilung von X − Y :

k > −1 :

P (X − Y = k) = P

(
1⋃

i=0

{X = k + i} ∩ {Y = i}

)

= P (X = k, Y = 0) + P (X = k + 1, Y = 1)

= P (X = k)P (Y = 0) + P (X = k + 1)P (Y = 1)

= e−λ λk

k!
(1 − p) + e−λ λk+1

(k + 1)!
p

k = −1 : P (X − Y = −1) = P (X = 0)P (Y = 1) = e−λp

2



Aufgabe 28

X ∼ Exp(λ), Y ∼ R(0, 1)
X , Y s.u. , Z = X

Y

fZ(z) =

∞∫

0

tfX(zt)fY (t)dt =

∞∫

0

tλe−λztdt

= λ

1∫

0

t
︸︷︷︸

u

e−λzt

︸ ︷︷ ︸

v′

dt

= λ





[

−t
1

λz
e−λzt

]1

0

+

1∫

0

1

λz
e−λztdt





= λ

[

−
1

λz
e−λz +

[

−
1

(λz)2
e−λzt

]1

0

]

= λ

[

−
1

λz
e−λz +

1

(λz)2
−

1

(λz)2
e−λz

]

=
1

λz2
−

1

z
· (1 +

1

λz
) · e−λz

3
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Aufgabe 29

a)
i) Die Konstanten a und b können über die folgenden beiden Bedingungen be-
stimmt werden:

f(x) ist Dichte ⇒
∞∫

−∞

f(x) dx = 1

E(X) = 0, 1 =

∞∫

−∞

x · f(x) dx

Somit ergibt sich:

∞∫

−∞

x · f(x) dx =

1∫

−1

xa + bx4 dx =

[
a

2
x2 +

b

5
x5

]1

−1

=
2

5
b

!
= 0, 1

∞∫

−∞

f(x) dx =

1∫

−1

a + bx3 dx =

[

a x +
b

4
x4

]1

−1

= 2a
!
= 1

⇒ b = 1
4 , a = 1

2

f(x) ≥ 0 ∀ x ⇒ f(x) = 1
2 + 1

4x3 ist Dichte

ii) FX(x) = 0 ∀ x < −1 und FX(x) = 1 ∀ x > 1. Für −1 ≤ x ≤ 1

1



gilt:

FX(x) =

x∫

−∞

(
1

2
+

1

4
t3

)

11[−1,1] dt =

x∫

−1

1

2
+

1

4
t3 dt

=

[
1

2
t +

1

16
t4

]x

−1

=
1

2
x +

1

2
+

1

16
x4 − 1

16

=
1

16
x4 +

1

2
x +

7

16

iii)

P (−0, 5 ≤ X ≤ 0, 5) = P (X ≤ 0, 5) − P (X ≤ −0, 5) = 1
2

b) E(X) = 1 , f(x) = 0 ∀ x ≥ 1
X einpunkt-verteilt in 1 ; Widerspruch zu abs.-stetiger ZV

alternativ : b = 5
2 ⇒ f(x) < 0 ∀ x < − 3

√
1
5

Aufgabe 30

X, Y ∼ R(0, 1), s.u.
a) Z = max{X, Y }

FZ(z) = P (Z ≤ z) = P (X ≤ z, Y ≤ z) = P (X ≤ z)P (Y ≤ z)

= P (X ≤ z)2 =







0, z < 0

z2, 0 ≤ z ≤ 1

1, 1 < z

b) fZ(z) = fmax{X,Y }(z) = 2z 11[0,1](z)

E(Z) =

∫ ∞

−∞

zfZ(z) dz =

∫ 1

0

2z2 dz =
2

3

E(X) = E(Y ) =

∫ 1

0

x dx =
1

2

Also: E({max{X, Y }) = 2
3 6= 1

2 = max{E(X), E(Y )}

Aufgabe 31

a)
Berechne erwarteten Inhalt E(L1 · L2) mit L1 ∼ R(0, `) und L2 = ` − L1.

E(L1 · L2) = E (L1 · (` − L1)) =

∫ ∞

−∞

x · (` − x)fL1
(x) d(x)

=

∫ `

0

(`x − x2)
1

`
dx =

1

`

(

`
x2

2
− x3

3

)∣
∣
∣
∣

`

0

=
`2

6

2



Berechne den erwarteten Umfang:

E(2L1 + 2L2) = E(2 · (L1 + ` − L1)) = E(2`) = 2`

b)
A ∼ R(0, 1) und B ergibt sich aus A, da gilt A2+B2 = 12, also ist B =

√
1 − A2.

Für die Fläche des Dreiecks gilt F = A
2 B = 1

2A
√

1 − A2. Also

E(F ) = E

(
1

2
A

√

1 − A2

)

=

∫ ∞

−∞

1

2
x
√

1 − x211(0,1)(x)dx

=

∫ 1

0

1

2
x
√

1 − x2dx =
u=1−x2

∫ 0

1

−1

4

√
u du

=
1

4
· 2

3
u

3

2

∣
∣
∣
∣

1

0

=
1

6

Für den Umfang gilt U = 1 + A + B = 1 + A +
√

1 − A2

E(U) = E
(

1 + A +
√

1 − A2
)

= 1 +

∫ 1

0

(

x +
√

1 − x2
)

dx

= 1 +
1

2
+

∫ 1

0

√

1 − x2 dx =
x=sin(u)

1 +
1

2
+

∫ arcsin(1)

arcsin(0)

√

1 − sin2(u) cos(u) du

= 1 +
1

2
+

∫ π

2

0

cos2(u) du

Es gilt
∫ π

2

0

sin2(x) dx =

∫ π

2

0

cos2(x) dx =
1

2

∫ π

2

0

(sin2(x)+cos2(x))dx =
1

2

∫ π

2

0

dx =
π

4
.

Somit ergibt sich E(U) = 3
2 + π

4 .

Aufgabe 32

X ∼ Exp(λ), Y ∼ R(0, 1) , λ > 0
X , Y s.u. , Z = X

Y

E(Z) =

∞∫

−∞

zfZ(z) dz =

∞∫

0

z

[
1

λz2
− 1

z
· (1 +

1

λz
) · e−λz

]

dz

=

∞∫

0

1

λz
− (1 +

1

λz
) · e−λzdz

= −
∞∫

0

e−λzdz +

∞∫

0

1

λz
(1 − e−λz)dz

= − 1

λ
+

1

λ

∞∫

0

1

x
(1 − e−x)dx ≥ − 1

λ
+ c +

1

λ

∞∫

1

1 − e−1

x
︸ ︷︷ ︸

∞

dx

⇒ E(Z) existiert nicht

3



Musterlösung 9. Übung
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Aufgabe 33

a) X ∼ Poi(λ) mit Zähldichte fX(k) = e−λλk

k! und λ > 0.

E(X) =

∞∑

k=0

k fX(k) =

∞∑

k=0

k e−λ λk

k!

= e−λ

∞∑

k=1

λk

(k − 1)!
= λe−λ

∞∑

k=0

λk

k!
= λe−λeλ = λ

Var(X) = E(X2) − E(X)2

E(X2) =

∞∑

k=0

k2 fX(k) = λe−λ

∞∑

k=1

kλk−1

(k − 1)!

= λe−λ

∞∑

k=1

d
dλ

λk

(k − 1)!
= λe−λ d

dλ

∞∑

k=1

λk

(k − 1)!

= λe−λ d

dλ

(
λeλ
)

= λe−λ
(
eλ + λeλ

)
= λ + λ2

⇒ Var(X) = λ + λ2 − λ2 = λ

b)

X ∼ Bin = Geo(p) ∗ . . . ∗ Geo(p)
︸ ︷︷ ︸

n

Yi ∼ Geo(p) i = 1, . . . , n, s.u., X =
n∑

i=1

Yi

E(X) = E

(
n∑

i=1

Yi

)

=

n∑

i=1

E (Yi) = n E(Y1) =
n(1 − p)

p
=: n

q

p

Var(X) = Var

(
n∑

i=1

Yi

)

=
s.u.

n∑

i=1

Var (Yi) = n Var (Y1)

Bezeichnung: Y = Y1

1



Var(Y ) = E(Y 2) − (E(Y ))2

E(Y 2) = E(Y (Y − 1) + Y ) = E(Y (Y − 1)) + E(Y ) =

∞∑

k=0

k(k − 1)qkp +
q

p

= pq2
∞∑

k=2

k(k − 1)qk−2 +
q

p
= pq2

∞∑

k=2

d2

dq2
qk +

q

p
= pq2 d2

dq2

∞∑

k=2

qk +
q

p

= pq2 d2

dq2

q2

1− q
+

q

p
= pq2 d

dq

2q − q2

(1 − q)2
+

q

p
= 2

q2

p2
+

q

p
= 2

(1− p)2

p2
+

1 − p

p

⇒ Var(Y ) = 2
(1 − p)2

p2
+

1 − p

p
− (1 − p)2

p2
=

1 − p

p2

⇒ Var(X) = n
1− p

p2

c) X ∼ Γ(α, λ)
Berechne die Laplace-Transformierte:

L(s) =

∫ ∞

0

e−sx f(x) dx

=

∞∫

0

e−sx λα

Γ(α)
xα−1 e−λx dx =

λα

Γ(α)

∞∫

0

xα−1 e−(λ+s)x dx

Substituiere: (λ + s)x = y

=
λα

Γ(α)

∫ ∞

0

(
y

λ + s

)α−1

e−y 1

λ + s
dy =

λα

(λ + s)
α
Γ(α)

∫ ∞

0

yα−1 e−y dy

︸ ︷︷ ︸

Γ(α)

=

(
λ

λ + s

)α

E(X) = −L
′

(0) = −
(

α

(
λ

λ + s

)α−1
(

− λ

(λ + s)2

))∣
∣
∣
∣
∣
s=0

=
α

λ

E(X2) = L
′′

(0) =

(

−α
λα

(λ + s)α+1

)′
∣
∣
∣
∣
∣
∣
s=0

=

(

−αλα(−α − 1)
1

(λ + s)
α+2

)∣
∣
∣
∣
∣
s=0

=
α(α + 1)

λ2

⇒ Var(X) = E(X2) − (E(X))
2

=
α

λ2

2



d)

E(X) =

∫ t

−t

x

π(1 + x2)
dx

=
1

2π

[
ln(1 + x2)

]t

−t

⇒ lim
t→∞

∫ t

−t

xfx(x) dx = 0

Aber : E(|X |) = 2

∫ ∞

0

x

π(1 + x2)
dx = ∞

⇒ Der Erwartungswert existiert nicht.

⇒ Die Varianz existiert ebenfalls nicht.

Aufgabe 34

Zeige E(X · Y ) = E(X) · E(Y ):

E(X · Y ) = E(X(X2 + Z)) = E(X3 + X · Z) = E(X3) + E(Z · X)

=
X und Z s.u.

E(X3) + E(X) · E(Z)

E(X3) =
1

2

∫ 1

−1

x3 dx =
1

8
x4

∣
∣
∣
∣

1

−1

= 0

E(X) = 0

Also E(X · Y ) = 0 = E(X) · E(Y ). Somit sind X und Y unkorreliert.

Aber

P
(

X /∈
[

−
√

0.1,
√

0.1
]

, Y ≤ 0.1
)

= 0 6= P (X /∈
[

−
√

0.1,
√

0.1
]

)
︸ ︷︷ ︸

>0

·P (Y ≤ 0.1)
︸ ︷︷ ︸

>0

,

da P (X2 + Z ≤ 0.1) ≥ P (X2 ≤ 0.05, Z ≤ 0.05) = P (X2 ≤ 0.05) · P (Z ≤ 0.05) > 0

Aufgabe 35

Die Zufallsvariable X sei die Gesprächsdauer in Minuten, X ∼ Exp(λ). c ist der
Minutenpreis.

K = T (X) =

{

c für X ≤ 1

c · X für X > 1
X ≥ 0

Also ist P (K < c) = 0. Für t ≥ c gilt

FK(t) = P (K ≤ t) = P

(
K

c
≤ t

c

)

= P

(

X ≤ t

c

)

= 1 − e−
λ

c
t

3



t

1

c

Die Verteilung ist weder absolut-stetig, noch diskret.
Berechne den Erwartungswert mit:

E(K) =

∫ 0

−∞
FK(t) dt +

∫ ∞

0

(1 − FK(t)) dt =

∫ ∞

0

(1 − FK(t)) dt

=

∫ c

0

1 dt +

∫ ∞

c

e−
λ

c
t dt = c +

[

− c

λ
e−

λ

c
t
]∞

c

= c +
c

λ
e−λ = c

(

1 +
1

λ
e−λ

)

Berechne nun Var(K) = E(K2) − (E(K))2.
Für z ≥ 0 ist P (K2 ≤ z) = P (K ≤ √

z). Es folgt

FK2(z) = P (K2 ≤ z) = P (K ≤
√

z) =

{

0 für
√

z < c ⇒ z < c2

1 − e−
λ

c

√
z für

√
z ≥ c ⇒ z ≥ c2

1

zc²

E(K2) = c2 +

∫ ∞

c2

e−
λ

c

√
zdz

x=
√

z⇒dz=2xdx
= c2 +

∫ ∞

c

2 x
︸︷︷︸

u

e−
λ

c
x

︸ ︷︷ ︸

v′

dx

= c2 + 2

([

−xe−
λ

c
x c

λ

]∞

c
+

∫ ∞

c

e−
λ

c
x c

λ
dx

)

= c2 + 2
c2

λ
e−λ + 2

[

− c2

λ2
e−

λ

c
x

]∞

c

= c2 + 2
c2

λ
e−λ + 2

c2

λ2
e−λ

4



Var(K) = E((K − E(K))2) = E(K2) − E(K)2

= c2 + 2
c2

λ
e−λ + 2

c2

λ2
e−λ −

(

c +
c

λ
e−λ

)2

= c2 + 2
c2

λ
e−λ + 2

c2

λ2
e−λ − c2 − 2

c2

λ
e−λ − c2

λ2
e−2λ

=
c2

λ2
(2e−λ − e−2λ)

Aufgabe 36

Zeige zunächst, dass aus Xn+1 = 2Xn − 1 ∀ n ∈ N0 folgt Xn+k = 2kXn + 1 −
2k ∀ k ∈ N:
Beweis durch vollständige Induktion:

k = 1 : Xn+1 = 2Xn − 1

k → k + 1 : Xn+k+1 = 2Xn+k − 1 = 2k+1Xn + 1 − 2k+1

Somit ergibt sich:

Cov(Xn+k, Xn) = E
(
(Xn+k − E(Xn+k))(Xn − E(Xn))

)

= E
(
(2kXn + 1 − 2k − E(2kXn + 1 − 2k))(Xn − E(Xn))

)

= E
(
(2kXn − 2k E(Xn))(Xn − E(Xn))

)

= 2k E
(
(Xn − E(Xn))2

)

= 2k E
(
(2nX0 + 1 − 2n − E(2nX0 + 1 − 2n))2

)

= 22n+k E
(
(X0 − E(X0))

2
)

= 22n+k Var(X0) =
22n+k

12

5
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Aufgabe 37

Gn sei der Gewinn, wenn die Münze anfänglich n-mal geworfen wurde:

Gn =

K
∑

i=1

iXi − in,

wobei die Xi ∼ Bin(1, p). in sei der Einsatz, K ∼ Bin(n, p).

E(Gn) =

n
∑

k=1

E(Gn|K = k) · P (K = k)

=

n
∑

k=1

E

(

k
∑

i=1

iXi − in

)

(

n

k

)

pk(1 − p)n−k

=

n
∑

k=1

(

k
∑

i=1

i E(Xi) − in

)

(

n

k

)

pk(1 − p)n−k

=
n
∑

k=1

(

k
∑

i=1

ip − in

)

(

n

k

)

pk(1 − p)n−k

=

n
∑

k=1

(

k(k + 1)

2
p − in

)(

n

k

)

pk(1 − p)n−k

=
n
∑

k=1

(

k2

2
p +

k

2
p − in

)(

n

k

)

pk(1 − p)n−k

Sei Z ∼ Bin(n, p) ⇒ E(Z) = np

E(Z2) = Var(Z) + E(Z)
2

= np(1 − p) + n2p2

1



⇒ E[Gn] =
1

2
p

(

n
∑

k=1

k2

(

n

k

)

pk(1 − p)n−k +

n
∑

k=1

k

(

n

k

)

pk(1 − p)n−k

)

− in

=
1

2
p(E(Z2) + E(Z)) − in

=
1

2
p
(

np(1− p) + n2p2 + np
)

− in

=
1

2
n2p3 −

1

2
np3 + np2 − in

!
= 0

⇒ Einsatz: in =
1

2
n2p3 −

1

2
np3 + np2 für faires Spiel.

Aufgabe 38

∆ sei das Ereignis, dass ein Dreick auftreten kann. Dieses ist nur möglich, falls
U1 < U2 + U3 und U2 < U1 + U3 und U3 < U1 + U2. Bei gegebenem U1 = u1

gibt es also ein Dreieck, falls

P (U1 < U2 + U3, U2 < U1 + U3, U3 < U1 + U2 | U1 = u1)

= P (U2 + U3 > u1, U2 − U3 < u1, U3 − U2 < u1 | U1 = u1)

Die gemeinsame Verteilung von (U2, U3) unter U1 = u1 ∈ (0, 1), mit Dichte
f(U2,U3)|U1

(u2, u3|u1) = 11(0,1)2(u2, u3), ist eine Gleichverteilung auf (0, 1)2.

u 2

1

u

1

3

u

u

1

1

2



Somit entspricht die gesuchte Wahrscheinlichkeit der Größe der markierten
Fläche:

P (U2 + U3 > u1, U2 − U3 < u1, U3 − U2 < u1 | U1 = u1)

= 1 −
1

2
u1

2 − 2
1

2
(1 − u1)

2 = 2u1 −
3

2
u1

2

Also ist

P (∆) =

∫ 1

0

P (U2 + U3 > u1, U2 − U3 < u1, U3 − U2 < u1 | U1 = u1)fU1
(u1) du1

=

∫ 1

0

(

2u1 −
3

2
u1

2

)

du1 =

[

u1
2 −

1

2
u1

3

]1

0

=
1

2

Aufgabe 39

a)
X1 ist unter X2 = y rechteckverteilt auf (−y, y):

fX1|X2
(x | y) =

1

2y
I(−y,y)(x)

Ferner gilt fX2
(y) = 2yI(0,1)(y). Wegen

fX1|X2
(x | y) =

f(X1,X2)(x, y)

fX2
(y)

folgt

f(X1,X2)(x, y) = fX1|X2
(x | y) · fX2

(y)

=
1

2y
I(−y,y)(x) · 2yI(0,1)(y) = I(−y,y)(x)I(0,1)(y)

Die gemeinsame Dichte von (X1, X2) ist eine Gleichverteilung auf der Fläche,
die durch 0 < y < 1 und −y < x < y beschrieben wird.

y<1

y>0

x<yx>−y
y

x

1

3



b)
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit das Integral über die gemeinsame Dichte im
Bereich X1

2 + X2
2 ≤ 1.

P (X1
2 + X2

2 ≤ 1) =

∫∫

x2+y2≤1

I(−y,y)(x)I(0,1)(y)dxdy

y<1

y>0

x<yx>−y
y

x

1

−1 1

x²+y²<1

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergibt sich aus dem Verhältnis zwischen dem
Teil des Trägers, der die Bedingung erfüllt (dunkelgrau), und dem gesamten
Träger (hellgrau). Die dunkelgraue Fläche ist ein Viertel des Einheitskreises,
also π/4 groß. Die Fläche des hellgrauen Dreiecks ist Eins. Es folgt:

P (X2
1 + X2

2 ≤ 1) =
π
4

1
=

π

4
≈ 0.785

Aufgabe 40

f(x,y)(x, y) = 6xy(2 − x − y)I(0,1)2(x, y)

Gesucht:

fx|y(x|y) =
f(x,y)(x, y)

fy(y)

mit

fy(y) =

∫ ∞

−∞

6xy(2 − x − y)I(0,1)2(x, y)dx =

∫ 1

0

(12xy − 6x2y − 6xy2)dx11(0,1)(y) =

= y(4 − 3y)I(0,1)(y)

4



Für 0 < y < 1 ist somit

f(x|y)(x|y) =
6xy(2 − x − y)11(0,1)2(x, y)

y(4 − 3y)11(0,1)(y)
=

6x(2 − x − y)

4 − 3y
11(0,1)(x)

E(X |Y = y) =

∫ ∞

−∞

x
6x(2 − x − y)

4 − 3y
11(0,1)(x)dx =

∫ 1

0

6x2(2 − x − y)

4 − 3y
dx

=

∫ 1

0

12x2 − 6x3 − 6x2y

4 − 3y
dx =

2.5− 2y

4 − 3y
=

5 − 4y

8 − 6y

Aufgabe 41

Es gilt:
N ∼ Geo (p) ⇒ P (N = k) = p (1 − p)

k−1
∀k ∈ N,

Xi ∼ Exp (λ) ⇒ P (Xi ≤ x) =

{

1 − e−λx , x > 0
0 , x ≤ 0

und
Z = max {X1, . . . , XN}

1. Fall: x ≥ 0 :

P (Z ≤ x |N = k ) = P (max {X1, . . . , XN} |N = k)

= P (X1 ≤ x, . . . , Xk ≤ x)

Xi s.u.
=

k
∏

i=1

P (Xi ≤ x)

=
(

1 − e−λx
)k

⇒ P (Z ≤ x) =

∞
∑

k=1

P (Z ≤ x |N = k ) P (N = k)

=

∞
∑

k=1

(

1 − e−λx
)k

p (1 − p)
k−1

= p
∞
∑

k=0

(

1− e−λx
)k+1

(1 − p)k

= p
(

1 − e−λx
)

∞
∑

k=0

((

1 − e−λx
)

(1 − p)
)k

=
p
(

1 − e−λx
)

1 − (1− e−λx) (1 − p)

=
p − pe−λx

(1− p) e−λx + p

2. Fall: x < 0 :
P (Z < x |N = k ) = 0 ∀ k ∈ N

und somit P (Z < x) = 0.

5



Musterlösung 11. Übung

31. Juli 2003

Aufgabe 42

Es gilt Z =
∑n−1

i=1 Xi.

Aus der linearität des Erwartungswertes folgt E(Z) =
∑n−1

i=1 E(Xi) = (n − 1)a.

Da die Xi stochastisch unabhängig sind gilt Var(Z) =
∑n−1

i=1 Var(Xi) = (n−1)b.

P (Z > 2E(Z)) = P (Z − E(Z) > E(Z))

=
Z=

�
n−1

i=1
Xi≥0

P (Z − E(Z) > E(Z)) + P (E(Z) − Z > E(Z))
︸ ︷︷ ︸

=P (Z<0)=0

= P (|Z − E(Z)| > E(Z)) = P (|Z − E(Z)| > (n − 1)a)

≤
Tscheb.-Ungl.

Var(Z)

(n − 1)2a2

=
b

a2(n − 1)

Abschätzung ist “sinnvoll” für:

1 ≥ b

a2(n − 1)
⇔ a2(n − 1) ≥ b

Aus der Markoff-Ungleichung ergibt sich die Schranke

P (Z > 2 E(Z)) = P (|Z| > 2 E(Z)) ≤ E(|Z|)
2E(Z)

=
E(Z)

2E(Z)
=

1

2

Somit ist die erste Abschätzung schärfer für

1

2
≥ b

a2(n − 1)
⇔ a2(n − 1) ≥ 2b

Aufgabe 43

In der Aufgabenstellung steht fehlerhafter Weise, dass das Konvergenzverhalten
von 1

n

∑n
i=1(Xi − E[Xi]) untersucht werden soll. Da X1 jedoch nicht definiert

wurde wird im Folgenden

1

n

n∑

i=2

(Xi − E[Xi]), n ≥ 2

1



betrachtet. Das Konvergenzverhalten bleibt auch gleich, wenn 1
n−1 statt 1

n
als

Faktor vor der Summe verwendet wird.

E(Xn) = 0 ⇒ E(Xn)2 = 0

Var(X2
n) = E(X2

n) − (E(Xn))2 = n2 1

2n log(n)
+ (−n)2

1

2n log(n)
− 0 =

n

log(n)

Sei Sn =
1

n

n∑

i=2

(Xi − E(Xi)) =
1

n

n∑

i=2

Xi

lim
n→∞

P (|Sn| > ε) = lim
n→∞

P

(∣
∣
∣
∣
∣

1

n

n∑

i=2

Xi

∣
∣
∣
∣
∣
> ε

)

= lim
n→∞

P

(∣
∣
∣
∣
∣

n∑

i=2

Xi

∣
∣
∣
∣
∣
> nε

)

≤
Tschebyscheff

lim
n→∞

1

(nε)2
Var

(
n∑

i=2

Xi

)

=
s.u.

lim
n→∞

1

n2ε2

n∑

i=2

Var(Xi) = lim
n→∞

1

n2ε2

n∑

i=2

i

log(i)

≤ lim
n→∞

1

n2ε2
(n − 1)

n

log(n)
≤ lim

n→∞

1

ε2 log(n)
= 0

Also gilt: Sn →
n→∞

0 P-stoch.

Aber:

∞∑

i=2

P (|Xi| ≥ i) =

∞∑

i=2

1

i log(i)
= ∞

(

Integralkriterium:

∫
1

x ln x
= ln ln x

)

Mit Borel-Cantelli folgt somit, dass mit Wahrscheinlichkeit eins für undendliche
viele i ≥ 2 gilt: |Xi| ≥ i.
Mit

|Xi| = |Si − Si−1| ≥ i ⇔
∣
∣
∣
∣

Si

i
− Si−1

i

∣
∣
∣
∣
≥ i

folgt somit, dass Si

i
nicht gegen ein S konvergiert, d.h. die Folge konvergiert

nicht P -fast sicher.

Aufgabe 44

a)
Xi ∼ Bin(1, p) , Xi = 1 =̂ i-ter Rechner ist defekt
E[Xi] = p , Var(Xi) = p(1 − p)

X =
n∑

i=1

Xi =̂ Anzahl der defekten Rechner

2



P

(
n∑

i=1

Xi ≤ d

)

= P










n∑

i=1

Xi − np

√

np(1− p)
︸ ︷︷ ︸

as
∼N(0,1)

≤ d − np
√

np(1 − p)










≈ Φ

(

d − np
√

np(1 − p)

)

n = 10000 , p = 0,01

P (X ≤ 98) = Φ

(
98 − 0, 01 · 10000√
10000 · 0, 01 · 0, 99

)

≈ Φ(−0, 20) = 1 − Φ(0, 20)

≈ 1 − 0, 579 = 0, 421

P (X ≥ 110) = 1 − P (X ≤ 109) ≈ 1 − Φ(0, 90) ≈ 1 − 0, 816 = 0, 184

b)
Es soll gelten :

0, 5 ≤ P (X ≤ d) ≈ Φ

(

d − np√
np(1−p)

)

Da Φ(x) ≥ 0.5 ⇔ x ≥ 0 folgt

0 ≤ d − np
√

np(1 − p)
⇔ np ≤ d ⇔ p ≤ d

n

Für n = 1000 und d = 300 ergibt sich somit p ≤ 0, 03

Aufgabe 45

Xi ∼ Exp(µ), µ > 0
Di ∼ Γ(α, λ), α > 2γ

Die Xi und Di sind alle gemeinsam stochastisch unabhängig.
In =

∑n

i=1 XiD
−γ
i

Nach dem ZGWS gilt

∑n

i=1

(
XiD

−γ
i − E(XiD

−γ
i )
)

√

n Var(XiD
−γ
i )

=
In − E(In)

√

n Var(XiD
−γ
i )

a.s.∼ N(0, 1)

Somit ist also bn = E(In) und an =
√

n Var(XiD
−γ
i ), mit

E(In) = n E(Xi) E(D−γ
i ) = n

1

µ
λγ Γ(α − γ)

Γ(α)
, da

3



E(D−γ
i ) =

∫ ∞

0

x−γ λα

Γ(α)
xα−1e−λxdx

=
λα

Γ(α)

∫ ∞

0

xα−γ−1e−λxdx

=
subst.: x′=λx

λαλγ−α

Γ(α)

∫ ∞

0

x′α−γ−1
e−x′

dx′

︸ ︷︷ ︸

Γ(α−γ)

= λγ Γ(α − γ)

Γ(α)

und

Var(XiD
−γ
i ) = E(X2

i )E(D−2γ
i ) − (E(Xi))

2(E(D−γ
i ))2

=
2

µ2
λ2γ Γ(α − 2γ)

Γ(α)
− 1

µ2
λ2γ Γ(α − γ)2

Γ(α)2

=
λ2γ

µ2Γ(α)

[

2Γ(α − 2γ) − Γ(α − γ)2

Γ(α)

]

4



Musterlösung 12. Übung

1. August 2003

Aufgabe 46

X1, . . . , Xn i.i.d. ∼ R(0, θ)
Likelyhood-Funktion:

⇒ L (θ|x1, . . . , xn) = f (x1, . . . , xn| θ) =
n∏

i=1

1

θ
11[0,θ] (xi) =

1

θn

n∏

i=1

11[0,θ] (xi)

Suche argmaxθ L (θ|x1, . . . , xn):
1. Fall: Sei θ < max {xi |1 ≤ i ≤ n}.

⇒ ∃ i ∈ {1, . . . , n} mit xi > θ

⇒ 11[0,θ] (xi) = 0
⇒ L (θ|x1, . . . , xn) = 0

2. Fall: Sei θ ≥ max {xi |1 ≤ i ≤ n}. Dann gilt für alle i = 1, . . . , n:

11[0,θ] (xi) = 1

⇒ L (θ|x1, . . . , xn) =
1

θn
.

L (θ|X1, . . . , Xn) ist monoton fallend in θ, für θ ≥ max {xi |1 ≤ i ≤ n} und hat
sonst den Wert 0.
Somit ist θ̂ = max {xi |1 ≤ i ≤ n} ein ML-Schätzer für θ.

Bestimmung von α:
Berechne dazu zunächst die Verteilung von Z = max{X1, . . . , Xn}:

P (max {Xi |1 ≤ i ≤ n} < x) = P (X1 ≤ x, . . . , Xn ≤ x)

=

n∏

i=1

FXi
(x)

⇒ Fmax{Xi|1≤i≤n} (x) =





0 ∀ x < 0(
x
θ

)n ∀ 0 ≤ x ≤ θ

1 ∀ x > 1

1



E
[
θ̂
]

= E [max {Xi |1 ≤ i ≤ n}]

= −
∫ 0

−∞

Fmax{Xi|1≤i≤n}dx +

∫ ∞

0

(
1 − Fmax{Xi|1≤i≤n}

)
dx

=

∫ θ

0

(
1 −

(x

θ

)n)
dx

= θ −
(

1

n + 1

)
xn+1

θn

∣∣∣∣
θ

0

= θ − 1

n + 1
θ

=
n

n + 1
θ

Folglich ist

α =
n + 1

n
.

Aufgabe 47

X1, . . . , Xn stid mit Dichte f(x).

f(x1, . . . , xn|λ) =

n∏

i=1

fXi
(xi) =

n∏

i=1

2λxie
−λx2

i

= 2nλn

(
n∏

i=1

xi

)
e−λ

�
n

i=1
x2

i

Likelihood-Funktion: L(λ|x1, . . . , xn) = f(x1, . . . xn |λ)

Falls xi 6= 0 ∀ i = 1, . . . , n gilt:

argmax
λ

L(λ|x1, . . . , xn) = argmax
λ

log L(λ|x1, . . . , xn)

log L(λ|x1, . . . , xn) = n log(2) + n log(λ) +

n∑

i=1

log(xi) − λ

n∑

i=1

x2
i

Bestimme das Maximum durch ableiten nach λ :

∂

∂λ
log L(λ|x1, . . . , xn) =

n

λ
−

n∑

i=1

x2
i

!
= 0

⇒ λ̂ =
n∑n

i=1 x2
i

∂2

∂λ2
log L(λ|x1, . . . , xn) = − n

λ2
< 0 ⇒ Fkt. ist konvex ⇒ Maximum bei λ̂

⇒ λ̂ =
n∑n

i=1 x2
i

ist ML-Schätzer für λ

2



Aufgabe 48

X ∼ N(θ, σ2)

Die a-priori-Verteilung für θ sei N(µ, τ2).

⇒ fΘ(θ) =
1

τ
√

2π
exp

(−(θ − µ)2

2τ2

)
, fX|Θ(x|θ) =

1

σ
√

2π
exp

(−(x − θ)2

2σ2

)

⇒ fΘ|X(θ|x) =
fX|Θ(x|θ)fΘ(θ)∫
fX|Θ(x|θ)fΘ(θ)dθ

(∗)

es gilt:

fX|Θ(x|θ)fΘ(θ) =
1

σ
√

2π
exp

(−(x − θ)2

2σ2

)
· 1

τ
√

2π
exp

(−(θ − µ)2

2τ2

)

=
1

2πστ
exp

(
−τ2(x2 − 2θx + θ2) + σ2(θ2 − 2θµ + µ2)

2τ2σ2

)

=
1

2πστ
exp

(
− (τ2 + σ2)θ2 − θ(2τ2x + 2σ2µ) + x2τ2 + µ2σ2)

2τ2σ2

)

=
1

2πστ
exp


−

(
θ − τ2

τ2+σ2 x − σ2

τ2+σ2 µ
)2

+ g(x, τ, µ, α)

2 τ2σ2

τ2+σ2




=
1

2πστ
exp


−

(
θ − τ2

τ2+σ2 x − σ2

τ2+σ2 µ
)2

2 τ2σ2

τ2+σ2


 exp

(
g(x, τ, µ, α)

2 τ2σ2

τ2+σ2

)

Der letzte Faktor ist nicht von θ abhängig und kann somit in (∗) herausgekürtzt werden.
∫

fX|Θ(x|θ)fΘ(θ)dθ normiert fΘ|X(θ|x), somit gilt

fΘ|X(θ|x) =
1√

2π τ2σ2

τ2+σ2

exp


−

(
θ − τ2

τ2+σ2 x − σ2

τ2+σ2 µ
)2

2 τ2σ2

τ2+σ2




Die Verteilung von Θ unter X = x ist somit eine

N

(
τ2

τ2 + σ2
x − σ2

τ2 + σ2
µ,

√
τ2σ2

τ2 + σ2

)
-Verteilung

Somit gilt, Bayes-Schätzer E(Θ) =
τ2

τ2 + σ2
x − σ2

τ2 + σ2
µ.

Aufgabe 49

a) X1, . . . , Xn stid ∼ Exp(λ).

P (Y ≤ x) = 1 − P (Y > x) = 1 − P (min{X1, . . . , Xn} > x)

= 1 − P (X1 > x, . . . , Xn > x) =︸︷︷︸
s.u.

1 − P (X1 > x) · . . . · P (Xn > x)

= 1 −
(
1 − P (X1 ≤ x)

)
· . . . ·

(
1 − P (Xn ≤ x)

)
= 1 − (1 − P (X1 ≤ x))n

= 1 − e−λnx

3



=⇒ Y ∼ Exp(nλ).

1 − α = P
(
E(X) ∈ [b · Y,∞)

)
= P

(
E[Xi] ≥ b · Y

)

= P

(
1

λ
≥ bY

)
= P

(
Y ≤ 1

λb

)

=

∫ 1

λb

0

nλe−λnxdx =
[
− e−λnx

] 1

λb

0

= 1 − e−
n

b

⇐⇒ ln(α) = −n
b
⇐⇒ b = − n

ln(α) .

b) n = 10, t = 1.183, α = 0.1

=⇒ untere Grenze: − n
ln(α)1.183 ≈ 4.34.

Aufgabe 50

a) Nutze für Gegenbeispiele eine Laplace-Verteilung über
Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} ⇒ |Ω| = 10 und wähle
A′ = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} ⊆ Ω ⇒ P (A′) = 0.7 sowie
B′ = {1, 2, 3, 10} ⇒ P (B′) = 0.4.

i.

1. Falsch: B′ 6⊂ A′

2. Falsch: A′ ∪ B′ = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 10} 6= Ω

3. Falsch: A′ ∩ B′ = {1, 2, 3} 6= ∅
4. Richtig:

1 ≥ P (A ∪ B) = P (A) + P (B) − P (A ∩ B) = 1.1− P (A ∩ B)

Somit ist P (A ∩ B) ≥ 0.1 ⇒ A ∩ B 6= ∅.

ii.

1. Richtig:

P (AC |A) =
P (A ∩ AC)

P (AC)
=

P (∅)
P (A)

= 0

2. Falsch, da 1) richtig.

3. Falsch: P (AC |A) = 0 6= 1 = 1 − P (A|AC)

4. Richtig: P (AC |A) = 0 = 1−1 = 1− P (A)
P (A) = 1− P (A∩A)

P (A) = 1−P (A|A)

4



b) Skitze für C ⊂ A:
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�������������������
�������������������

C

B

Ω

A

Nutze für Gegenbeispiele eine Laplace-Verteilung über
Ω = {1, 2, 3} ⇒ |Ω| = 3 und wähle
A′ = {1, 2} ⊆ Ω ⇒ P (A′) > 0 sowie
B′ = {3} ⇒ P (B′) > 0.
C ′ = {1} ⇒ C ⊂ A.

i.

1. Falsch: P (A′|B′) = P (A′∩B′)
P (B′) = 0 6> P (B′)

2. Falsch: P (A|B) = P (A∩B)
P (B) ≥ P (A ∩ B))

3. Richtig: siehe 2)

4. Richtig:

P (A|B)P (B) =
P (A ∩ B)

P (B)
P (B) = P (A ∩ B) =

=
P (B ∩ A)

P (A)
P (A) = P (B|A)P (A)

ii.

1. Falsch: P (A′) = 2
3 6< 1

3P (C ′)

2. Falsch: P (A ∩ C) =
C⊂A

P (C) 6= P (A)

3. Richtig: siehe 2)

4. Falsch: AC ⊂ CC

5
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TVU:W<X�Y3Z�[]\^W�U`_Jacb3UJZedgfihjU`W�k�X�b3l:m`U:_:anb3UJZpo^X�q!r�s:k
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fµ,σ � N�?A� R
I0@�� � N�?A���0� ��� ?A@3B<�HN�����?�KM?!��@��M?�LH�>9��M���H@ 1

?A��LH��N��#R
∫

∞

−∞

fµ,σ(x) dx =
σ

µ

∫

∞

−∞

1

σ2 + (x − µ)2
dx =

σ

µ

∫

∞

−∞

1

σ2[1 + (x−µ
σ

)2]
dx

=
1

µσ

∫

∞

−∞

1

1 + (x−µ
σ

)2
dx =

1

µσ

∫

∞

−∞

1

1 + y2
σ dy

� ���`��?A�:C�I0N�K��M���MI������<@ y :=
x − µ

σ

=
1

µ

∫

∞

−∞

1

1 + y2
dy =

1

π

[

arctan(y)
]

∞

−∞

=
1

π

[π

2
− (−

π

2
)
]

=
1

π
π = 1.

C�� � ����L<����� ∫

∞

−∞
fµ,σ(x) dx = 1

Rz7:I0�H?�����? � ��K]�
fµ,σ(x) ≥ 0 ∀x ∈ R

Rz�`I0�>;>=
fµ,σ

B
σ, µ ∈ R

��K��J9G��K���K��M?��>Kg?A��@0?��`��;>=��M?jL<?AL<?AN�?A@3R
~�� �������}���
�`��?�9GI � (0, 1)

L<��?���;>=� <?A�M�M?A�����M?�¡�I � 9H����KM �9H�M��9GN���?<B}����?��09<K+��@��M?��M �9H��� [0, 1]
��@5��¢^?��£4�?A����?

��?A����?�LG�#B�¢¤?A�>��? � ��� U
N�?A��?A��;>=0@0?��#R

�O¥¦�:��?¨§"�G@�LH?©��?#K:����@0ªH?�@�4"?�����K�� � ;>ª�K`��K��£�09H@0@-L<?A�>9H��?�L<?AL<?AN�?A@���I���;>=-��?�@�2«?A�M�£��?��¡�I � 9H����K� �9H�M��9GN0��?A@ U
R0¬���

g(u) =

{

u, 0 < u < 1,

0,
K��<@�K]�

?A��=��G��� � 9G@��?A@¯®z��¢g9G�M�MI0@0L�K�¢¤?A�M�¤�0?A�J§"�H@0LH?j��?#Kg����@0ª<?A@4"?�����K�� � ;>ª�Kg��I0�>;>=

E[g(U)] =

∫

1

0

u · 1 du = 0.5.

�z¥¦�:��?�§"�H@0LH?j��?#Kgª � �M��?A��?A@¯4"?�����K�� � ;>ª�Kg?A��LH��N��JKM��;>=E�AI min(U, 1 − U)
R0¬���

g(u) =

{

min(u, 1− u), 0 < u < 1,

0,
KM�H@OK]�

=











u, 0 < u < 1

2
,

1 − u, 1

2
≤ u < 1,

0,
KM�H@OK]�

?A��=��G��� � 9G@��?A@¯®z��¢g9G�M�MI0@0L�K�¢¤?A�M�¤�0?A�J§"�H@0LH?j��?#Kgª � �M��?A��?A@¯4"?�����K�� � ;>ª�Kg��I0�>;>=

E[g(U)] =

∫ 1

2

0

u · 1 du +

∫ 1

1

2

(1 − u) · 1 du =
1

8
+

(

1 −
1

2
−

1

2
+

1

8

)

= 0.25.

~�� �������}�-°
�`?A�±2 � � � ?A�g¢!�����²I0@�9GN�=��G@0L<��L�K���� � �¨LH?A¢¤�H� � ?A@"B"N0��K¨9G����?EK�?#;>=�K¨¡³��´³?A��@²L<? � 9G����?A@²KM��@O�µR�`��?:7J@0�#9G=0����?A�^�09G��I�NO?�@0¶G����LH�M?A@�2 � � � ?J��K��^��I0�>;>=�����?�¡�I � 9G����K� �9G����9GN0��? N

LH?AL<?AN�?A@3R<�:��?
·��H��LH?£��?A�¤2 � � � ?HB�N0�A¢jR���?��g7:I�KML<�G@�LH?HB<NO?#KM;>=��M?���N�?A@�¢!���!��I0�>;>=�?A��@0?£·0�H��LH?£K]����;>=�9HK��M��KM;>=I�@�9GN0=O�G@0L<��L<?A��¡�I � 9G����K� �9G����9GN0��?A@ X1, . . . , XN

Rz�:?�@5¡³?A���M�0I0@�ª<����?#K¨?A�>K]��?A@¸7JI � ���M?A�M?A@OK
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�+/�

�0?A�
i 0 �M?A@ N���KM=0?A�i@0��;>=<�iLH?A¢ � � � ?�����?A@¦¡³9H=0�zN�?A�A?���;>=�@0?A@ ¢!��� � ��� Ti, i ∈ {1, . . . , 6}

R
Ti¢!���>�+L<? � ?�K�K�?�@���@¯��?A�:7:@0��9H=0�3��?��!N0��KM=0?��J��I0�>;>=0LH? � � =0�M�M?A@E2 � � � ?HR��£9 � ���JLH�����

T1 = 1

Ti = inf
{

n ∈ N|Xn 6∈ {XT1
, XT2

, . . . , XTi−1
}
}

, i ∈ {2, . . . , 6},

I�@��E?�Kg��K]�
N = T6.1 ?#K�IO;>=<�J��K��`��?A�:®z�M¢g9G�M�MI�@0L<KM¢^?����gI0@���0��?32z9H�M��9G@��£ <�H@

N
B�9G��K��

E[T6]
B
Var[T6]

R³C�?����A?
@�I0@

N1 := 1

Ni := Ti − Ti−1, i ∈ {2, . . . , 6}.
�£9 � ���J?A��=��G��� � 9G@ � � � Ti

����?��£9G�>K��M?A����I0@0L

Ti =

i
∑

j=1

Nj . 46587

Ni − 1
��K]�:�0��?�2�9G�M�M?A��?A���J H�<@���?��

(i − 1) 0 ��?A@EN0��K!�AI0� i 0 �M?A@-¡���´�?��JI0@��E��K]�JL<?A� � ?A�M����K�;>= <?A�M�M?������ � ���:9)9G�>9 � ?���?A� pi = 7−i
6

R0�:��?
Ni

KM��@��¯K]����;>=O9HK��M��KM;>=�I0@�9GN�=��G@0L<��LOR
· � �J�0?A@¯®z��¢¤9H����I0@0LH¢¤?A�M�g H�H@ T6

?A��LH��N��JK���;>=EKM� � ���

E[T6] =

6
∑

i=1

E[Ni]
¢^?�LH?A@

(1)

=

6
∑

i=1

(1 − pi

pi

+ 1
)

=

6
∑

i=1

1

pi

=

6
∑

i=1

6

7 − i
= 1 +

6

5
+

3

2
+ 2 + 3 + 6

= 14.7.

· � �J�0��?;2z9H�M��9G@0�£ H�<@ T6

?��M=��H��� � 9G@¯9G@O9G���HL

Var[T6] =

6
∑

i=1

Var[Ni],
�09¨����?

Ni

K��M��;>=3R�I0@O9GN0=3R

=

6
∑

i=1

1 − pi

pi
2

=

6
∑

i=1

(1 − 7−i
6

)62

(7 − i)2
=

6
∑

i=1

62 − 6(7 − i)

(7 − i)2

=

6
∑

i=1

6(6 − 7 + i)

(7 − i)2
=

6
∑

i=1

6(i − 1)

(7 − i)2
=

0

36
+

6

25
+

12

16
+

18

9
+

24

4
+

30

1

= 38.99.

~�� �������}�=<

E(Xk) =

∫

∞

−∞

xkf(x)dx

2e���!K�?A�M��?A@
g(x) := xkf(x)

R�®}K � �H��LG� g(−x) = (−x)kf(−x) = −xkf(x) = −g(x)
I0@��

E(X) =

∫

∞

−∞

g(x)dx =

∫

0

−∞

g(x)dx +

∫

∞

0

g(x)dx = −

∫

0

−∞

g(−x)dx +

∫

∞

0

g(x)dx
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�����������
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=

∫

−∞

0

g(−x)dx +

∫

∞

0

g(x)dx = −

∫

∞

0

g(x)dx +

∫

∞

0

g(x)dx = 0.

~�� �������}���

Cov(aX + b, cY + d) = E[(aX + b)(cY + d)] − E(aX + b)E(cY + d)

= E(acXY + adX + bcY + bd) − (aE(X) + b)(cE(Y ) + d)

= acE(XY ) + adE(X) + bcE(Y ) + bd − acE(X)E(Y ) − adE(X) − bcE(Y ) − bd

= ac(E(XY ) − E(X)E(Y )) = ac Cov(X, Y ).

~�� �������}���
�£9±�A¢¤?A�µK��M��;>=�9HK��M��K�;>=�I0@�9HN0=��G@�LH��LH?�¡�I � 9G����K� �9G����9GN0��?A@�� �¨� ?A�!I0@0ª<�H���M?�����?A�M�^KM��@O�µB���K��!@�I0���I���?A��LH?�@3B0�09G��9HI�K!��?A���:@0ªH�<�M��?A����?A�M�M=0?����J����?jK]����;>=O9HK��M��KM;>=0?��J@O9GN0=��H@0LH��LHª<?A��� � �<��LH��R2e���¤NO?A�M�>9H;>=��M?�@��AI0?���K��¤��?�@+·�9H��� B��09G�

X
I�@��

Y
NO?�����?£��?A@�4"�>�GL<?A�

{0, 1}
=O9GN�?A@3R��`9

XI�@��
Y
I�@0ªH�<�M��?A����?����!KM��@��3B � �H��LG�

0 = Cov(X, Y ) = E(XY ) − E(X)E(Y ) = P (X = 1, Y = 1) − P (X = 1)P (Y = 1),

9H��KM�

P (X = 1, Y = 1) = P (X = 1)P (Y = 1).

·��H��LH����;>= KM��@O� ����?+®z�M?���L<@0��KMKM?
{X = 1}

I�@��
{Y = 1}

K]����;>=O9HK��M��KM;>=�I0@�9HN0=��H@0LH��L�R3¬���
§"? �¨� 9�D�R 5 S � �H��LG��P

•
�:��?j®z��?A��LH@0��K�K�?

{X = 1}C
I0@��

{Y = 1}
K���@��EK]����;>=O9HK��M��KM;>=EI0@�9HN0=��G@�LH��L�B

•
�:��?j®z��?A��LH@0��K�K�?

{X = 1}
I0@O�

{Y = 1}C
KM��@��EK��M��;>=�9HK��M��K�;>=�I0@O9GN0=��H@0LH��L�B

•
�:��?j®z��?A��LH@0��K�K�?

{X = 1}C
I0@��

{Y = 1}C
KM��@��¯K��M��;>=�9<K]����K�;>=+I0@O9GN0=��H@0LH��L�R

¬-���:§"? �¨� 9
	OR 5 F � �<��LH��B���9G� X
I0@O�

Y
K��M��;>=�9<K]����K�;>=+I�@�9GN0=O�G@0L<��L¨K���@��µR

� � 9G����LH? � ?���@0?�@e·�9G���`KM?A� {x1, x2}
��?���4����HLH?��± <�H@

X
I0@��

{y1, y2}
��?���4����HLH?��� H�H@

Y
R��`=�@0?��¤?�K�;>=0�>�G@0ª�I0@0L%�0?A�¯7J����L<? � ?A��@0=0?����¯LH?�����? x1 6= x2

I0@O�
y1 6= y2

B¤�09²?A��@0?
¡³I � 9G����KM �9G����9HN0��? X � ���:@�I0�:?A��@0? � 4"�>�GL<?A���0I0@0ª��

x
K]����;>=�9HK��M��KM;>=�I0@�9HN0=��G@�LH��L± <�H@
]?���?��

¡³I � 9G����KM �9G����9HN0��?A@ Y
��K]�#R 4 ®^KJK�?�� B ∈ B

1
P

P (X = x, Y ∈ B) = P (Y ∈ B) = P (X = x)P (Y ∈ A)

I�@��

P (X = x′, Y ∈ A) = P (∅) = 0 = P (X = x′)P (Y ∈ A)

� � �J9G����? x′ 6= x
R 72e���!K�?A�M��?A@

a := 1

x2−x1

B
b := −x1

x2−x1

B
c := 1

y2−y1

I0@��
d := −y1

y2−y1

R��`��?�¡�I � 9H����K� �9H�M��9GN0��?A@
X ′ := aX + b

I0@O�
Y ′ := cY + d

=�9HNO?�@�N�?A����?���?�@4"�>�GL<?A�
{0, 1}

B���?�@0@3P

X(ω) = x1 ⇒ X ′(ω) =
x1

x2 − x1

−
x1

x2 − x1

= 0

I�@��

X(ω) = x2 ⇒ X ′(ω) =
x2

x2 − x1

−
x1

x2 − x1

= 1.

4 Y ′
¢!���>��9H@�9G���HL±NO?�=�9G@O��?A����R 7
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C���@��
X
I0@��

Y
I0@0ª<�H���M?�����?A�M��B�KM� � �<��LH�J9G��K��

0 = Cov(X, Y ) = Cov(aX + b, cY + d) = Cov(X ′, Y ′).

7:��KM�K���@��
X ′

I0@ �
Y ′

I0@�ªH�H����?A����?����£I0@��«@�9H;>=���?��;2)�H� � NO?��M��?AL<I0@0LE9GI�;>=�K]����;>=�9HK��M��KM;>=I�@�9GN0=O�G@0L<��LOR
�£9 ����?�¡�I � 9G����K� �9G����9GN0��?A@ X
I0@O�

Y � ?A�<N�9G��?·0I0@�ª<�����<@0?A@¸ H�<@ X ′
I0@��

Y ′
KM��@O� 4 X = (x2 − x1)X

′ + x1

B
Y = (y2 − y1)Y

′ + y1 7 B
K���@��%KM��?+@�9<;>=²C�9���� 	�R 5��K��M��;>=�9<K]����K�;>=+I�@�9GN0=O�G@0L<��LOR
~�� �������}���
®^KJK�?��

X
L<��?���;>=� <?A�M�M?A�����g9HI � {−1, 0, 1}

R<�£9G@0@ � �H��LG�

E(X) = (−1 + 0 + 1)
1

3
= 0

I�@�� 4 N�?�9H;>=���? X3 = X 7
Cov(X, X2) = E(X3) − E(X)E(X2) = E(X) − E(X)E(X2) = 0 − 0E(X2) = 0,

9H��KM�¨K���@��
X
I�@��

X2
I0@0ªH�<�M��?A����?A�M��R

®^K!LH�����J9HNO?��

P (X2 = 1, X = 0) = P (∅) = 0 6=
2

3
·
1

3
= P (X2 = 1)P (X = 0),

X
I0@��

X2
KM��@O�E9H��KM�±@0��;>=��:K��M��;>=�9<K]����K�;>=+I0@O9GN0=��H@0LH��L�R



Musterlösungen zur Zusatzübung

13. Juni 2002

Aufgabe 1

P (A|B) =
P (A ∩ B)

P (B)
=

P (A ∩ B)P (A)

P (A)P (B)
= P (B|A)

P (A)

P (B)

P (A) > 0 ⇒
P (A|B)

P (A)
=

P (B|A)

P (B)

P (A|B) > P (A) ⇔
P (A|B)

P (A)
> 1

⇒
P (B|A)

P (B)
> 1 ⇒ P (B|A) > P (B)

Aufgabe 2

Definiere die Ereignisse

H ≡ Heilwirkung,

N ≡ Nebenwirkung,

F ≡ falsche Dosierung.

Gegeben sind P (F ) = 0.01, P (H |F C) = 0.8, P (N |F C) = 0.3, P (H |F ) = 0.3
und P (N |F ) = 0.8. Gesucht wird

P (H |N) =
P (H ∩ N)

P (N)
,

wobei nach Aufgabenstellung P (H |F ) und P (N |F ), bzw. P (H |F C) und
P (N |F C) stochastisch unabhängig sind, also P (H ∩ N |F ) = P (H |F ) · P (N |F )
und P (H ∩ N |F C) = P (H |F C) · P (N |F C) gilt. (Daraus folgt i. a. nicht, dass
auch P (H) und P (N) stochastisch unabhängig sind.)

P (N) = P (N |F )P (F ) + P (N |F C)P (F C) = 0.8 · 0.01 + 0.3 · 0.99 = 0.305

P (H ∩ N) = P (H ∩ N |F )P (F ) + P (H ∩ N |F C)P (F C)

= P (H |F )P (N |F )P (F ) + P (H |F C)P (N |F C)P (F C)

= 0.3 · 0.8 · 0.01 + 0.8 · 0.3 · 0.99 = 0.24

1



⇒ P (H |N) =
0.24

0.305
= 0.79

Aufgabe 3

Der Gewinn im i-ten Wurf beträgt i2 mit Wahrscheinlichkeit p. Mit Xi ∼
Bin(1, p) gilt für den Gesamtgewinn Gn in n Würfen

Gn =

n∑

i=1

i2Xi − In,

wobei In den Einsatz für ein Spiel der Länge n angibt. Damit das Spiel fair ist,
muss E[Gn] = 0 gelten.

E[Gn] = E

[
n∑

i=1

i2Xi − In

]

=
n∑

i=1

i2E[Xi] − In

=

n∑

i=1

i2p − In

= p

n∑

i=1

i2 − In

= p
n(n + 1)(2n + 1)

6
− In

Somit muss gelten

0 = p
n(n + 1)(2n + 1)

6
− In

⇒ In = p
n(n + 1)(2n + 1)

6
,

damit das Spiel fair ist.

Aufgabe 4

Es sei X die Anzahl der Münzen, die beim ersten Wurf
”
Kopf“ zeigen, und Y

die Anzahl der Münzen, die beim zweiten Wurf
”
Kopf“ zeigen. Dann gilt mit

dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit und P (Y = k | X = l) = 0 für
l < k

P (Y = k) =

n∑

l=0

P (Y = k | X = l)P (X = l) =

n∑

l=k

P (Y = k | X = l)P (X = l).

2



X ist Bin(n, p)-verteilt, und Y ist unter der Bedingung X = l Bin(l, p)-verteilt.
Folglich gilt

P (Y = k) =

n∑

l=k

(
l

k

)

pk(1 − p)l−k

(
n

l

)

pl(1 − p)n−l

=

n∑

l=k

l!n!(n − k)!

k!(l − k)!l!(n − l)!(n − k)!
pk+l(1 − p)n−k =

(
n

k

) n∑

l=k

(
n − k

n − l

)

pk+l(1 − p)n−k

=

(
n

k

) n−k∑

l=0

(
n − k

n − l − k

)

p2k+l(1 − p)n−k =

(
n

k

) n−k∑

l=0

(
n − k

l

)

p2k+l(1 − p)n−k

=

(
n

k

)

p2k(1 − p)n−k

n−k∑

l=0

(
n − k

l

)

pl1n−k−l =

(
n

k

)

p2k(1 − p)n−k(1 + p)n−k

=

(
n

k

)

p2k(1 − p2)n−k.

Folglich ist Y Bin(n, p2)-verteilt. Intuitiv kann man sich das so vorstellen: Man
wirft alle n Münzen zweimal und zählt nur die, die zweimal

”
Kopf“ zeigen. Die

Wahrscheinlichkeit für zweimal
”
Kopf“ ist aber gerade p2.

Aufgabe 5

X := (S1, S2, S3)
t

Die S1, S2, S3 sind s.u. jeweils Exp(λ)-verteilt

⇒ fX(x1, x2, x3) = λ3e−λ(x1+x2+x3)11(0,∞)3(x1, x2, x3)

Definiere T : (R3,L3) → (R3,L3),

Y = T ((x1, x2, x3)
t) = (x1 + x2, x2 + x3, x3 + x1)

t

⇒ T ((x1, x2, x3)
t) =





1 1 0
0 1 1
1 0 1





︸ ︷︷ ︸

=:A





x1

x2

x3





det(A) = 2 6= 0 ⇒ ∃ A−1, T ist injektiv auf R
3 und stetig diffbar.

Invertieren von A liefert

A−1 =
1

2





1 −1 1
1 1 −1
−1 1 1





⇒

∣
∣
∣
∣
∣
det

(
∂Ti

∂xj

)

1≤i,j≤3

∣
∣
∣
∣
∣
= |det A| = 2

Mit T−1(y1, y2, y3) = 1
2 (y1 − y2 + y3, y1 + y2 − y3,−y1 + y2 + y3) und dem

3



Transformationssatz, dessen Voraussetzungen erfüllt sind, ergibt sich

fY(y1, y2, y3) =
fX

(
T−1(y1, y2, y3)

)

∣
∣
∣
∣
∣
det

(
∂Ti

∂xj

)

1≤i,j≤3

∣
∣
∣
∣
T−1(y1,y2,y3)

∣
∣
∣
∣
∣

11T ((0,∞)3)(y1, y2, y3)

=
1

2
fX

(
A−1

Y
)
11(0,∞)3(T

−1(y1, y2, y3))

=
λ3

2
e−

λ
2
((y1−y2+y3)+(y1+y2−y3)+(−y1+y2+y3)) ·

11(0,∞)3

(
1

2
(y1 − y2 + y3),

1

2
(y1 + y2 − y3),

1

2
(−y1 + y2 + y3)

)

=
λ3

2
e−

λ
2
(y1+y2+y3)11(0,∞)3(y1 − y2 + y3, y1 + y2 − y3,−y1 + y2 + y3).

Zu beachten ist hier die Transformation der Indikatorfunktion. Aufgrund der
Grenzen (0,∞) des Indikators und der linearität der Funktionen im Indikator
kann dort der Faktor 1

2 herausfallen.

4



Musterlösungen zur Zusatzübung

13. Juni 2002

Aufgabe 6

fX1|X2
(x1|x2) = 11(x2,x2+1)(x1)

Mit

fX1|X2
(x1|x2) =

f(X1,X2)(x1, x2)

fX2
(x2)

für x2 > 0

ergibt sich eine gemeinsame Dichte f(X1,X2)(x1, x2) für x2 6= 0

f(X1,X2)(x1, x2) = fX1|X2
(x1|x2)fX2

(x2) = 11(x2,x2+1)(x1)11(0,1)(x2).

Somit erhält man

P (X1 + X2 ≤ 2) =

∫
0≤x1+x2≤2

∫
f(X1,X2)(x1, x2)dx1 dx2

=

∫ 2

0

∫ 2−x2

0

11(x2,x2+1)(x1)11(0,1)(x2)dx1 dx2

=

∫ 1

0

∫ 2−x2

0

11(x2,x2+1)(x1)dx1 dx2.

Aufgrund der Indikatorfunktion 11(x2,x2+1)(x1) und der Integralgrenze liefert die
Integration über x1 einen Beitrag für

x2 < x1 < x2 + 1 und 0 < x1 < 2 − x2.

Daraus folgt für x2 < 1
2

x2 < x1 < x2 + 1

und für x2 > 1
2

x2 < x1 < 2 − x2.

Also gilt

P (X1 + X2 ≤ 2) =

∫ 1

2

0

∫ x2+1

x2

dx1 dx2 +

∫ 1

1

2

∫ 2−x2

x2

dx1 dx2

=

∫ 1

2

0

dx1 +

∫ 1

1

2

(2 − 2x2) dx2

=
1

2
+

1

4
=

3

4

1
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Abbildung 1: Skize des Integrationsbereichs in Aufgabe 6.

Auf dieses Ergebnis kommt man sehr schnell, wenn man sich an Hand einer
Skize klar macht, welche Fläche durch x1 + x2 < 2, x2 < x1 < x2 + 1 und
0 < x2 < 1 beschrieben wird (siehe Abbildung 1). Da die gemeinsame Dichte nur
durch eine Konstante und die Indikatorfunktion gegeben ist, ist P (X1 + X2 <

2) gleich dem Inhalt der durch die Ungleichungen eingeschlossen Fläche, also
P (X1 + X2 < 2) = 1

2 · 1 · 1 + 1
2 · 1

2 · 1.

Aufgabe 7

P (max{X, Y } ≤ x) = P (X ≤ x, Y ≤ x) = P (X ≤ x)P (Y ≤ x)

= (1 − e−λx)(1 − e−λx) = 1 − 2e−λx + e−2λx

= Fmax{X,Y }(x) für x > 0, sonst Fmax{X,Y }(x) = 0

Damit ergibt sich der Erwartungswert

E[max{X, Y }] = −

∫ 0

−∞

Fmax{X,Y }(x) dx +

∫ ∞

0

(1 − Fmax{X,Y }(x)) dx

=

∫ ∞

0

2e−λx − e−2λx dx =
2

λ
−

1

2λ
=

3

2λ
.

Mit

max{E[X ], E[Y ]} = E[X ] =
1

λ

folgt E[max{X, Y }] > max{E[X ], E[Y ]}.

2



Aufgabe 8

X1, . . . , Xn sind s.u.

⇒ L(λ|x1, . . . xn) := f(x1, . . . xn|λ) =

n∏
i=1

λ

2
e−λ|xi|

⇒ log L(λ|x1, . . . xn) =
n∑

i=1

(log(λ) − log(2) − λ|xi|)

⇒
d log L(λ|x1, . . . xn)

dλ
=

n∑
i=1

1

λ
− |xi| =: 0

⇒ n ·
1

λ̂
−

n∑
i=1

|xi| =: 0 da
n∑

i=1

|xi| 6= 0, P-f.s

⇒ λ̂ =
n∑n

i=1 |xi|

log L ist stetig in λ und limλ→0 log L = limλ→∞ log L = −∞.

⇒ λ̂ =
n∑n

i=1 |xi|

ist also ML-Schätzer für λ.

3



Musterlösung zur Zusatzübung

5. August 2003

Aufgabe 1

a) Es gilt P (A ∩ B) > 0 und C ⊆ A \ B. Für A, B und C ergibt sich somit:

A

B

C

Ω

Nutze für Gegenbeispiele eine Laplace-Verteilung über
Ω = {1, 2, 3, 4} ⇒ |Ω| = 4 und wähle
A′ = {1, 2, 3} ⊆ Ω,
B′ = {3, 4} ⊆ Ω und
C ′ = {1} ⊆ A′ \B′.

Für die Aussagen gilt somit:

1. ist falsch: P (A′ ∩ B′) = 1
4 6= 3

4 = P (A′).

2. ist falsch: P (A′ ∩ B′) = 1
4 6= 1

2 = P (A′) − P (C ′).

3. ist richtig: P (A) − P (C) > 0, da

P (A) = P (A \ B) + P (A ∩ B) ≥ P (C) + P (A ∩ B) > P (C).

4. ist richtig: P (A \ C) = P (A) − P (C), da insbesondere C ⊆ A gilt.

1



Weiterhin gilt:

1. ist falsch: P (A′|C ′) = P (A′∩C′)
P (C′) = 1 6= 0 = P (B′∩C′)

P (C′) = P (B′|C ′).

2. ist richtig: P (A|C) = P (A∩C)
P (C) = P (C)

P (C) = 1, da C ⊆ A.

3. ist richtig: P (A|A ∩ B) = P (A∩A∩B)
P (A∩B) = P (A∩B)

P (A∩B) = 1 = P (A|C) (siehe 2).

4. ist falsch: P (B′|A′) = P (B′∩A′)
P (A′) = 1

3 6= 1
2 = P (A′∩B′)

P (B′) = P (A′|B′).

b) Für die Aussagen gilt:

1. ist falsch: (siehe Aussage 2).

2. ist richtig: Bin(n1, p) ∗ Bin(n2, p) = Bin(n1 + n2, p).

3. ist falsch: P (Y − X < 0) > 0, die Binomialverteilung hat aber einen
positiven Träger.

4. ist falsch: (siehe Aussage 2, mit p = q).

Weiterhin gilt:

1. ist falsch: Für n1 = 2, p = 1
2 gilt E(X) = 1 6= 1

2 = P (X = 1).

2. ist falsch: Für n1 = 1, p = 0 gilt E(X) = 0 6≥ 1 = P (X = 0).

3. ist falsch: P (X = n1) = pn1 6= pn2 = P (Y = n2), da n1 < n2.

4. ist falsch: Für n1 = 1, n2 = 2, p = 1
2 gilt P (X = 0) = 1

2 6≤ 1
4 = P (Y = 0).

Aufgabe 2

a) Für die Aussagen gilt:

1. ist falsch: X, Y ∼ R(0, 1) seien absolut-stetige Zufallsvariablen. Die Dich-
ten fX(x) = fY (x) = 11(0,1)(x) sind nicht stetig.

2. ist richtig: vgl. Def. 3.13.

3. ist richtig: X + Y ist absolut-stetige (vgl. La. 5.4).

4. ist falsch: vgl. z.B. Beispiel 5.5.

Weiterhin gilt:

1. ist richtig: E(X) =
∫ ∞

−∞ x f(x) dx =
∫ ∞

0 x f(x) dx ≥ 0, da f(x) ≥ 0 ∀x.

2. ist falsch: Für X ∼ N(0, 1) ist E(X) = 0 ≥ 0 und fX(x) > 0 ∀x ∈ R.

3. ist falsch: X, Y ∼ N(0, 1) sind zwar identisch verteilt, aber nicht gleich.

4. ist richtig.

2



b) Für die Aussagen gilt:

1. ist falsch: Wähle X = Y ∼ Exp
(

1
2

)

. X und Y sind nicht s.u., aber E(X) =
E(Y ) = 2 und Var(X) = Var(Y ) = 4.

2. ist richtig: E(X + Y ) = E(X) + E(Y ) = 2 + 2 = 4 (Linearität des Erinne-
rungswerts).

3. ist falsch: Sei X = Y , dann ist Var(X +Y ) = Var(2X) = 4 Var(X) = 16 6=
8 = Var(X) + Var(Y ).

4. ist richtig: |Cov(X, Y )| ≤
√

Var(X) · Var(Y ) = 4 (Cauchy-Schwarz-
Ungleichung, La. 6.9).

Weiterhin gilt:

1. ist falsch: Wähle X ∼ Exp
(

1
2

)

⇒ E(X) = 2, Var(X) = 4.

2. ist richtig: Annahme: X ∼ Bin(n, p) ⇒ E(X) = np uns Var(X) =
np(1− p)

⇒ 4 = Var(X) = E(X)(1 − p) = 2(1 − p) ⇒ p = −1

Also kann X nicht Bin(n, p)-verteilt sein.

3. ist falsch: Wähle X ∼ N(2, 4) ⇒ E(X) = 2, Var(X) = 4.

4. ist richtig: Für X ∼ Poi(λ) gilt E(X) = Var(X), aber 2 6= 4.

Aufgabe 3

Zur Lösung der Aufgabe definieren wir die folgenden Ereignisse:

• K: Das Buch enthält keinen Druckfehler

• E: Das Buch enthält genau einen Druckfehler

• Z: Das Buch enthält mindestens zwei Druckfehler

• Vi: Das Buch stammt vom Verlag Vi, i = 1, 2, 3

Es gilt dann:

P(V1) =
1

6
P(V2) =

1

2
P(V3) =

1

3
P(K | V1) = 0.48 P(K | V2) = 0.7 P(K | V3) = 0.75

P(E | V1) = 0.4 P(E | V2) = 0.15 P(E | V3) = 0.15

P(Z | V1) = 0.12 P(Z | V2) = 0.15 P(Z | V3) = 0.1

a) Mit dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit folgt:

P(K) =

3
∑

i=1

P(K | Vi) · P(Vi) = 0.48 ·
1

6
+ 0.7 ·

1

2
+ 0.75 ·

1

3
= 0.68

3



b) Mit der Bayes-Formel ergibt sich:

P(V2 | E) =
P(V2 ∩ E)

P(E)
=

P(E | V2) · P(V2)
∑3

i=1 P(E | Vi) · P(Vi)

=
0.15 · 1

2

0.4 · 1
6 + 0.15 · 1

2 + 0.15 · 1
3

=
9

23
≈ 0.39

Aufgabe 4

a) Cov(X + Z, Y + Z) = Var(Z)
Diese Aussage ist richtig, wie die folgende Umformung zeigt:

Cov(X + Z, Y + Z) = E((X + Z) · (Y + Z)) − E(X + Z) · E(Y + Z)

= E(X · Y + X · Z + Z · Y + Z2)

− (E(X) + E(Z)) · (E(Y ) + E(Z))

= E(X · Y ) + E(X · Z) + E(Z · Y ) + E(Z2)

− E(X) · E(Y ) − E(X) · E(Z) − E(Z) · E(Y ) − E(Z)2

= E(X) · E(Y ) + E(X) · E(Z) + E(Z) · E(Y ) + E(Z2)

− E(X) · E(Y ) − E(X) · E(Z) − E(Z) · E(Y ) − E(Z)2

= E(Z2) − E(Z)2 = Var(Z)

Dabei wird benutzt, dass bei stochastisch unabhängigen Zufallsvariablen der
Erwartungswert des Produktes gleich dem Produkt der Erwartungswerte ist.

b) Cov(X, Y ) = Var(Z)
Diese Aussage ist falsch. Es gilt

Cov(X, Y ) = E(X · Y ) − E(X) · E(Y ) = E(X) · E(Y ) − E(X) · E(Y ) = 0,

da X und Y nach Voraussetzung stochastisch unabhängig sind. Mit der Voraus-
setzung Var(Z) > 0 folgt Cov(X, Y ) 6= Var(Z).

c) Cov(X · Z, Y · Z) = E(X) · E(Y ) · Var(Z)
Diese Aussage ist richtig:

Cov(X · Z, Y · Z) = E(X · Y · Z2) − E(X · Z) · E(Y · Z)

= E(X) · E(Y ) · E(Z2) − E(X) · E(Y ) · E(Z)2

= E(X) · E(Y ) ·
(

E(Z2) − E(Z)2
)

= E(X) · E(Y ) · Var(Z)

d) Var(X + Z) = Var(Y − Z) ⇒ Var(X) = Var(Y )
Diese Aussage ist richtig. Es gilt

Var(X + Z) = Var(X) + Var(Z) = Var(Y ) + Var(Z) = Var(Y − Z)

⇒ Var(X) = Var(Y )
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e) (Var(X))2 = (Var(Y ))2 ⇒ Var(X + Z) = Var(Y − Z)
Diese Aussage ist richtig. Wegen Var(X), Var(Y ) ≥ 0 folgt aus (Var(X))2 =
(Var(Y ))2, dass auch Var(X) = Var(Y ) gilt. Mit der vorausgesetzten stochasti-
schen Unabhängigkeit aller Zufallsvariablen folgt:

Var(X + Z) = Var(X) + Var(Z) = Var(Y ) + Var(Z) = Var(Y − Z)

Aufgabe 5

P (X1 = 0) = P (Z = 0) + P (Z = 1) =
3

4

P (X1 = 1) = P (Z = 2) + P (Z = 3) =
1

4











⇒ X1 ∼ Bin

(

1,
1

4

)

P (X2 = 0) = P (Z = 0) + P (Z = 2) =
5

8

P (X2 = 1) = P (Z = 1) + P (Z = 3) =
3

8











⇒ X2 ∼ Bin

(

1,
3

8

)

E(X1) =
1

4
V (X1) =

3

16

E(X2) =
3

8
V (X2) =

15

64

Cov(X1, X2) = E(X1X2) − E(X1)E(X2) = P (X1 = 1, X2 = 1) −
1

4
·
3

8

=
1

8
−

3

32
=

1

32

Aufgabe 6

X , Y , Z ∼ R(0, 1) s.u.

a) P (2X + 2Y > 4Z) = P (X + Y > 2Z)
Berechne die Verteilung von X + Y :

fX+Y (z) =

∞
∫

−∞

11(0,1)(t) 11(0,1)(z − t)dt =

min{z,1}
∫

max{z−1,0}

1 dt 11(0,2)(z)

=

{

z , 0 ≤ z ≤ 1
2 − z , 1 ≤ z ≤ 2

0 , sonst

5



Sei z ε (0, 1) :

P (X + Y > 2Z|Z = z)

= 1 − P (X + Y ≥ 2Z|Z = z)

= 1 −

2z
∫

−∞

fX+Y (t) dt = 1 −

2z
∫

0

fX+Y (t) dt

=















1−
2z
∫

0

t dt = 1 −
[

1
2 t2

]2z

0
= 1 − 2z2 , 0 ≤ z ≤ 1

2

1 − 1
2 −

2z
∫

1

(2 − t) dt = 1
2 −

[

2t − 1
2 t2

]2z

1
= 2z2 − 4z + 2 , 1

2 < z ≤ 1

Nach (7.1) (Skript S. 77) gilt

P (X ′ ∈ A, Z ∈ B) =

∫

B

P X|Y =y(A)dP Y (y).

Da Z absolut-stetig ist, also eine Dichte hat, gilt insbesondere

P (X ′ ∈ A) =

∫ ∞

−∞

P (X ′ ∈ A|Z = z) fZ(z) dz. (∗)

Dies ist ein Analogon zum Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit.
Somit gilt hier:

P (2X + 2Y > 4Z) = P (X + Y > 2Z)

=

∞
∫

−∞

P (X + Y > 2Z | Z = z)fZ(z) dz

=

∞
∫

−∞

P (X + Y > 2z | Z = z)11[0,1](z) dz

=

1
∫

0

P (X + Y > 2z) dz

=

1

2
∫

0

(1 − 2z2) dz +

1
∫

1

2

(2z2 − 4z + 2) dz

=
1

2
−

2

3

(

1

2

)3

+
2

3
−

2

3

(

1

2

)3

− 2 +
1

2
+ 1 =

1

2

b) Korrketur der Aufgabenstellung:
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass das Rechteck achsenparallel in das
Quadrat gelegt werden kann.

Die folgenden Abbildung zeigt, wie das Rechteck in dem Quadrat lieg:
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Z

X

Y

Es ist somit möglich das Rechteck parallel in das Quadrat zu legen, wenn X < Z

und Y < Z, also max{X, Y } < Z.

P (max{X, Y } < Z) = P (X < Z , Y < Z)

=
mit (∗)

∞
∫

−∞

P (X < Z , Y < Z|Z = z) fZ(z) dz

=

∞
∫

−∞

P (X < z , Y < z|Z = z) 11[0,1](z) dz

=

1
∫

0

P (X < z, Y < z) dz

=
s.u.

1
∫

0

P (X < z)P (Y < z) dz

=

1
∫

0

z · z dz =

[

1

3
z3

]1

0

=
1

3

Aufgabe 7

X1 ∼ Exp(λ) , λ > 0 ⇒ fX1
(x1) = λe−λx1 11(0,∞)(x1)

X2 ∼ N(0, 1
2λ

) ⇒ fX2
(x2) =

√

λ
Π e−λx2

2

T (x1, x2) = (2x1 + x2 , x1 − x2)
T−1(y1, y2) =

(

1
3 (y1 + y2) , 1

3 (y1 − 2y2)
)

T
(

T−1(y1, y2)
)

= T

(

1

3
(y1, y2),

1

3
(y1 − 2y2)

)

= (y1, y2) (1)

T−1 (T (x1, x2)) = T−1(2x1 + x2, x1 − x2) = (x1, x2) (2)

Mit (1) , (2) T−1 ist die Inverse , T ist bijektiv auf RR2 .

det
(

∂T
∂xi

)

=

∣

∣

∣

∣

2 1
1 −1

∣

∣

∣

∣

= −3
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f(X1,X2)(x1, x2) = λe−λx1

√

2λ
2Π e−

2λx2
2

2 = λ

√

λ
Π e−λ(x1+x2

2)

M = (0,∞) × (−∞,∞)
Alle Voraussetzungen für den Transformationssatz sind auf M erfüllt .

f(Y1,Y2)(y1, y2)

=
f(X1,X2)

(

T−1(y1, y2)
)

11T (M)(y1, y2)
∣

∣

∣

∣

det
(

∂T
∂xi

)

i=1,2

∣

∣

∣

∣

(X1,X2)=T−1(Y1,Y2)

=
fX1,X2

(

1
3 (y1 + y2),

1
3 (y1 − 2y2)

)

3
11M

(

T−1(y1, y2)
)

=
λ

3

√

λ

π
e−λ( 1

3
y1+

1

3
y2+

1

3
y1

2− 2

3
y1y2+

1

3
y2

2) 11(0,∞)×(−∞,∞)

(

1

3
(y1 + y2),

1

3
(y1 − 2y2)

)

=
λ

3

√

λ

π
e−λ( 1

3
y1+

1

3
y2+

1

3
y1

2− 2

3
y1y2+

1

3
y2

2) 11(0,∞)(y1 + y2)

Aufgabe 8

Die Likelihood-Funktion ist:

L(a|x) = f(x|a) =

(

2

a
−

2

a2
x

)

11[0,a](x)

Suche nun ein a, welches L(a|x) für festes x maximiert.
Für a < x gilt L(a|x) = 0.
Für a ≥ x gilt:

L(a|x) =

(

2

a
−

2

a2
x

)

dL

da
(a|x) = −

2

a2
+

4

a3
x

!
= 0

⇒
2

â2 =
4

â3
x ⇔ â = 2x

d2L

da2
(2x|x) =

4

(2x)3
−

12

(2x)4
x = −

1

4x3
< 0 ∀ x > 0

=⇒ â = 2x ist ML-Schätzer für a.

Der Schätzer ist nicht erwartungstreu, da

E(â) = E(2X) = 2

∫ a

0

x

(

2

a
−

2

a2
x

)

dx = 2

[

1

a
x2 −

2

3a2
x3

]a

0

=
2

3
a 6= a.
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