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Y ∼ Exp(µ)
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7JI�KML<9HNO?<P�F<Q0R F�S�R DHFHFHF

TVU:W<X�Y3Z�[]\^W�U`_Jacb3UJZedgfihjU`W�k�X�b3l:m`U:_:anb3UJZpo^X�q!r�s:k
W<X0t]uwv>l:Zyx<_Jv>qzZO{|k�X0t]u}Y3Z
~�� �������}���
2e���}��@��M?�LH����?��M?�@i��I0@��H;>=OK]�

fµ,σ � N�?A� R
I0@�� � N�?A���0� ��� ?A@3B<�HN�����?�KM?!��@��M?�LH�>9��M���H@ 1

?A��LH��N��#R
∫

∞

−∞

fµ,σ(x) dx =
σ

µ

∫

∞

−∞

1

σ2 + (x − µ)2
dx =

σ

µ

∫

∞

−∞

1

σ2[1 + (x−µ
σ

)2]
dx

=
1

µσ

∫

∞

−∞

1

1 + (x−µ
σ

)2
dx =

1

µσ

∫

∞

−∞

1

1 + y2
σ dy

� ���`��?A�:C�I0N�K��M���MI������<@ y :=
x − µ

σ

=
1

µ

∫

∞

−∞

1

1 + y2
dy =

1

π

[

arctan(y)
]

∞

−∞

=
1

π

[π

2
− (−

π

2
)
]

=
1

π
π = 1.

C�� � ����L<����� ∫

∞

−∞
fµ,σ(x) dx = 1

Rz7:I0�H?�����? � ��K]�
fµ,σ(x) ≥ 0 ∀x ∈ R

Rz�`I0�>;>=
fµ,σ

B
σ, µ ∈ R

��K��J9G��K���K��M?��>Kg?A��@0?��`��;>=��M?jL<?AL<?AN�?A@3R
~�� �������}���
�`��?�9GI � (0, 1)

L<��?���;>=� <?A�M�M?A�����M?�¡�I � 9H����KM �9H�M��9GN���?<B}����?��09<K+��@��M?��M �9H��� [0, 1]
��@5��¢^?��£4�?A����?

��?A����?�LG�#B�¢¤?A�>��? � ��� U
N�?A��?A��;>=0@0?��#R

�O¥¦�:��?¨§"�G@�LH?©��?#K:����@0ªH?�@�4"?�����K�� � ;>ª�K`��K��£�09H@0@-L<?A�>9H��?�L<?AL<?AN�?A@���I���;>=-��?�@�2«?A�M�£��?��¡�I � 9H����K� �9H�M��9GN0��?A@ U
R0¬���

g(u) =

{

u, 0 < u < 1,

0,
K��<@�K]�

?A��=��G��� � 9G@��?A@¯®z��¢g9G�M�MI0@0L�K�¢¤?A�M�¤�0?A�J§"�H@0LH?j��?#Kg����@0ª<?A@4"?�����K�� � ;>ª�Kg��I0�>;>=

E[g(U)] =

∫

1

0

u · 1 du = 0.5.

�z¥¦�:��?�§"�H@0LH?j��?#Kgª � �M��?A��?A@¯4"?�����K�� � ;>ª�Kg?A��LH��N��JKM��;>=E�AI min(U, 1 − U)
R0¬���

g(u) =

{

min(u, 1− u), 0 < u < 1,

0,
KM�H@OK]�

=











u, 0 < u < 1

2
,

1 − u, 1

2
≤ u < 1,

0,
KM�H@OK]�

?A��=��G��� � 9G@��?A@¯®z��¢g9G�M�MI0@0L�K�¢¤?A�M�¤�0?A�J§"�H@0LH?j��?#Kgª � �M��?A��?A@¯4"?�����K�� � ;>ª�Kg��I0�>;>=

E[g(U)] =

∫ 1

2

0

u · 1 du +

∫ 1

1

2

(1 − u) · 1 du =
1

8
+

(

1 −
1

2
−

1

2
+

1

8

)

= 0.25.

~�� �������}�-°
�`?A�±2 � � � ?A�g¢!�����²I0@�9GN�=��G@0L<��L�K���� � �¨LH?A¢¤�H� � ?A@"B"N0��K¨9G����?EK�?#;>=�K¨¡³��´³?A��@²L<? � 9G����?A@²KM��@O�µR�`��?:7J@0�#9G=0����?A�^�09G��I�NO?�@0¶G����LH�M?A@�2 � � � ?J��K��^��I0�>;>=�����?�¡�I � 9G����K� �9G����9GN0��? N

LH?AL<?AN�?A@3R<�:��?
·��H��LH?£��?A�¤2 � � � ?HB�N0�A¢jR���?��g7:I�KML<�G@�LH?HB<NO?#KM;>=��M?���N�?A@�¢!���!��I0�>;>=�?A��@0?£·0�H��LH?£K]����;>=�9HK��M��KM;>=I�@�9GN0=O�G@0L<��L<?A��¡�I � 9G����K� �9G����9GN0��?A@ X1, . . . , XN

Rz�:?�@5¡³?A���M�0I0@�ª<����?#K¨?A�>K]��?A@¸7JI � ���M?A�M?A@OK
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�+/�

�0?A�
i 0 �M?A@ N���KM=0?A�i@0��;>=<�iLH?A¢ � � � ?�����?A@¦¡³9H=0�zN�?A�A?���;>=�@0?A@ ¢!��� � ��� Ti, i ∈ {1, . . . , 6}

R
Ti¢!���>�+L<? � ?�K�K�?�@���@¯��?A�:7:@0��9H=0�3��?��!N0��KM=0?��J��I0�>;>=0LH? � � =0�M�M?A@E2 � � � ?HR��£9 � ���JLH�����

T1 = 1

Ti = inf
{

n ∈ N|Xn 6∈ {XT1
, XT2

, . . . , XTi−1
}
}

, i ∈ {2, . . . , 6},

I�@��E?�Kg��K]�
N = T6.1 ?#K�IO;>=<�J��K��`��?A�:®z�M¢g9G�M�MI�@0L<KM¢^?����gI0@���0��?32z9H�M��9G@��£ <�H@

N
B�9G��K��

E[T6]
B
Var[T6]

R³C�?����A?
@�I0@

N1 := 1

Ni := Ti − Ti−1, i ∈ {2, . . . , 6}.
�£9 � ���J?A��=��G��� � 9G@ � � � Ti

����?��£9G�>K��M?A����I0@0L

Ti =

i
∑

j=1

Nj . 46587

Ni − 1
��K]�:�0��?�2�9G�M�M?A��?A���J H�<@���?��

(i − 1) 0 ��?A@EN0��K!�AI0� i 0 �M?A@-¡���´�?��JI0@��E��K]�JL<?A� � ?A�M����K�;>= <?A�M�M?������ � ���:9)9G�>9 � ?���?A� pi = 7−i
6

R0�:��?
Ni

KM��@��¯K]����;>=O9HK��M��KM;>=�I0@�9GN�=��G@0L<��LOR
· � �J�0?A@¯®z��¢¤9H����I0@0LH¢¤?A�M�g H�H@ T6

?A��LH��N��JK���;>=EKM� � ���

E[T6] =

6
∑

i=1

E[Ni]
¢^?�LH?A@

(1)

=

6
∑

i=1

(1 − pi

pi

+ 1
)

=

6
∑

i=1

1

pi

=

6
∑

i=1

6

7 − i
= 1 +

6

5
+

3

2
+ 2 + 3 + 6

= 14.7.

· � �J�0��?;2z9H�M��9G@0�£ H�<@ T6

?��M=��H��� � 9G@¯9G@O9G���HL

Var[T6] =

6
∑

i=1

Var[Ni],
�09¨����?

Ni

K��M��;>=3R�I0@O9GN0=3R

=

6
∑

i=1

1 − pi

pi
2

=

6
∑

i=1

(1 − 7−i
6

)62

(7 − i)2
=

6
∑

i=1

62 − 6(7 − i)

(7 − i)2

=

6
∑

i=1

6(6 − 7 + i)

(7 − i)2
=

6
∑

i=1

6(i − 1)

(7 − i)2
=

0

36
+

6

25
+

12

16
+

18

9
+

24

4
+

30

1

= 38.99.

~�� �������}�=<

E(Xk) =

∫

∞

−∞

xkf(x)dx

2e���!K�?A�M��?A@
g(x) := xkf(x)

R�®}K � �H��LG� g(−x) = (−x)kf(−x) = −xkf(x) = −g(x)
I0@��

E(X) =

∫

∞

−∞

g(x)dx =

∫

0

−∞

g(x)dx +

∫

∞

0

g(x)dx = −

∫

0

−∞

g(−x)dx +

∫

∞

0

g(x)dx
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=

∫

−∞

0

g(−x)dx +

∫

∞

0

g(x)dx = −

∫

∞

0

g(x)dx +

∫

∞

0

g(x)dx = 0.

~�� �������}���

Cov(aX + b, cY + d) = E[(aX + b)(cY + d)] − E(aX + b)E(cY + d)

= E(acXY + adX + bcY + bd) − (aE(X) + b)(cE(Y ) + d)

= acE(XY ) + adE(X) + bcE(Y ) + bd − acE(X)E(Y ) − adE(X) − bcE(Y ) − bd

= ac(E(XY ) − E(X)E(Y )) = ac Cov(X, Y ).

~�� �������}���
�£9±�A¢¤?A�µK��M��;>=�9HK��M��K�;>=�I0@�9HN0=��G@�LH��LH?�¡�I � 9G����K� �9G����9GN0��?A@�� �¨� ?A�!I0@0ª<�H���M?�����?A�M�^KM��@O�µB���K��!@�I0���I���?A��LH?�@3B0�09G��9HI�K!��?A���:@0ªH�<�M��?A����?A�M�M=0?����J����?jK]����;>=O9HK��M��KM;>=0?��J@O9GN0=��H@0LH��LHª<?A��� � �<��LH��R2e���¤NO?A�M�>9H;>=��M?�@��AI0?���K��¤��?�@+·�9H��� B��09G�

X
I�@��

Y
NO?�����?£��?A@�4"�>�GL<?A�

{0, 1}
=O9GN�?A@3R��`9

XI�@��
Y
I�@0ªH�<�M��?A����?����!KM��@��3B � �H��LG�

0 = Cov(X, Y ) = E(XY ) − E(X)E(Y ) = P (X = 1, Y = 1) − P (X = 1)P (Y = 1),

9H��KM�

P (X = 1, Y = 1) = P (X = 1)P (Y = 1).

·��H��LH����;>= KM��@O� ����?+®z�M?���L<@0��KMKM?
{X = 1}

I�@��
{Y = 1}

K]����;>=O9HK��M��KM;>=�I0@�9HN0=��H@0LH��L�R3¬���
§"? �¨� 9�D�R 5 S � �H��LG��P

•
�:��?j®z��?A��LH@0��K�K�?

{X = 1}C
I0@��

{Y = 1}
K���@��EK]����;>=O9HK��M��KM;>=EI0@�9HN0=��G@�LH��L�B

•
�:��?j®z��?A��LH@0��K�K�?

{X = 1}
I0@O�

{Y = 1}C
KM��@��EK��M��;>=�9HK��M��K�;>=�I0@O9GN0=��H@0LH��L�B

•
�:��?j®z��?A��LH@0��K�K�?

{X = 1}C
I0@��

{Y = 1}C
KM��@��¯K��M��;>=�9<K]����K�;>=+I0@O9GN0=��H@0LH��L�R

¬-���:§"? �¨� 9
	OR 5 F � �<��LH��B���9G� X
I0@O�

Y
K��M��;>=�9<K]����K�;>=+I�@�9GN0=O�G@0L<��L¨K���@��µR

� � 9G����LH? � ?���@0?�@e·�9G���`KM?A� {x1, x2}
��?���4����HLH?��± <�H@

X
I0@��

{y1, y2}
��?���4����HLH?��� H�H@

Y
R��`=�@0?��¤?�K�;>=0�>�G@0ª�I0@0L%�0?A�¯7J����L<? � ?A��@0=0?����¯LH?�����? x1 6= x2

I0@O�
y1 6= y2

B¤�09²?A��@0?
¡³I � 9G����KM �9G����9HN0��? X � ���:@�I0�:?A��@0? � 4"�>�GL<?A���0I0@0ª��

x
K]����;>=�9HK��M��KM;>=�I0@�9HN0=��G@�LH��L± <�H@
]?���?��

¡³I � 9G����KM �9G����9HN0��?A@ Y
��K]�#R 4 ®^KJK�?�� B ∈ B

1
P

P (X = x, Y ∈ B) = P (Y ∈ B) = P (X = x)P (Y ∈ A)

I�@��

P (X = x′, Y ∈ A) = P (∅) = 0 = P (X = x′)P (Y ∈ A)

� � �J9G����? x′ 6= x
R 72e���!K�?A�M��?A@

a := 1

x2−x1

B
b := −x1

x2−x1

B
c := 1

y2−y1

I0@��
d := −y1

y2−y1

R��`��?�¡�I � 9H����K� �9H�M��9GN0��?A@
X ′ := aX + b

I0@O�
Y ′ := cY + d

=�9HNO?�@�N�?A����?���?�@4"�>�GL<?A�
{0, 1}

B���?�@0@3P

X(ω) = x1 ⇒ X ′(ω) =
x1

x2 − x1

−
x1

x2 − x1

= 0

I�@��

X(ω) = x2 ⇒ X ′(ω) =
x2

x2 − x1

−
x1

x2 − x1

= 1.

4 Y ′
¢!���>��9H@�9G���HL±NO?�=�9G@O��?A����R 7
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C���@��
X
I0@��

Y
I0@0ª<�H���M?�����?A�M��B�KM� � �<��LH�J9G��K��

0 = Cov(X, Y ) = Cov(aX + b, cY + d) = Cov(X ′, Y ′).

7:��KM�K���@��
X ′

I0@ �
Y ′

I0@�ªH�H����?A����?����£I0@��«@�9H;>=���?��;2)�H� � NO?��M��?AL<I0@0LE9GI�;>=�K]����;>=�9HK��M��KM;>=I�@�9GN0=O�G@0L<��LOR
�£9 ����?�¡�I � 9G����K� �9G����9GN0��?A@ X
I0@O�

Y � ?A�<N�9G��?·0I0@�ª<�����<@0?A@¸ H�<@ X ′
I0@��

Y ′
KM��@O� 4 X = (x2 − x1)X

′ + x1

B
Y = (y2 − y1)Y

′ + y1 7 B
K���@��%KM��?+@�9<;>=²C�9���� 	�R 5��K��M��;>=�9<K]����K�;>=+I�@�9GN0=O�G@0L<��LOR
~�� �������}���
®^KJK�?��

X
L<��?���;>=� <?A�M�M?A�����g9HI � {−1, 0, 1}

R<�£9G@0@ � �H��LG�

E(X) = (−1 + 0 + 1)
1

3
= 0

I�@�� 4 N�?�9H;>=���? X3 = X 7
Cov(X, X2) = E(X3) − E(X)E(X2) = E(X) − E(X)E(X2) = 0 − 0E(X2) = 0,

9H��KM�¨K���@��
X
I�@��

X2
I0@0ªH�<�M��?A����?A�M��R

®^K!LH�����J9HNO?��

P (X2 = 1, X = 0) = P (∅) = 0 6=
2

3
·
1

3
= P (X2 = 1)P (X = 0),

X
I0@��

X2
KM��@O�E9H��KM�±@0��;>=��:K��M��;>=�9<K]����K�;>=+I0@O9GN0=��H@0LH��L�R
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Zusatzübung

Aufgabe 1

A,B seien Ereignisse eines Wahscheinlichkeitsraums (Ω,A, P ). Zeigen Sie,
dass für P (A), P (B) > 0 gilt

P (A|B) > P (A) =⇒ P (B|A) > P (B).

Aufgabe 2

Ein Medikament in Tablettenform zeigt zwei unabhängige Wirkungen: die
nicht sofort erkennbare Heilwirkung mit der Wahrscheinlichkeit 0,8 und un-
abhängig davon die sofort erkennbare Nebenwirkung mit der Wahrschein-
lichkeit 0,3. Durch einen Herstellungsfehler ist ein Anteil von 0,01 der Ta-
bletten falsch dosiert und zeigt die Heilwirkung nur mit Wahrscheinlichkeit
0,3 und die Nebenwirkung mit Wahrscheinlichkeit 0,8. Mit welche Wahr-
scheinlichkeit kann mit der Heilwirkung gerechnet werden, wenn nach der
Einnahme des Medikaments die Nebenwirkung auftritt?

Aufgabe 3

Eine Münze, bei der mit Wahrscheinlichkeit p Kopf fällt, werde n-mal ge-
worfen, n ∈ N. Ein Spieler gewinnt im i-ten Wurf i2 DM, wenn die Münze
Kopf zeigt. Welcher Einsatz macht ein Spiel der Länge n im Mittel fair?

Aufgabe 4

Wir werfen n Münzen, die stochastisch unabhängig mit Wahrscheinlichkeit
p Kopf zeigen. Anschließend werden alle Münzen, die im ersten Wurf Kopf
gezeigt haben, erneut geworfen. Bestimmen Sie die Verteilung der Anzahl
der Münzen, die nach dem zweiten Wurf Kopf zeigen.

Aufgabe 5

S1, S2, S3 seien stochastisch unabhängig, jeweils identisch Exp(λ)-verteilt.
Der Zufallsvektor Y = (Y1, Y2, Y3) sei definiert durch

(Y1, Y2, Y3) = (S1 + S2, S2 + S3, S1 + S3).

Berechnen Sie eine gemeinsame Dichte von (Y1, Y2, Y3).



Musterlösungen zur Zusatzübung

13. Juni 2002

Aufgabe 1

P (A|B) =
P (A ∩ B)

P (B)
=

P (A ∩ B)P (A)

P (A)P (B)
= P (B|A)

P (A)

P (B)

P (A) > 0 ⇒
P (A|B)

P (A)
=

P (B|A)

P (B)

P (A|B) > P (A) ⇔
P (A|B)

P (A)
> 1

⇒
P (B|A)

P (B)
> 1 ⇒ P (B|A) > P (B)

Aufgabe 2

Definiere die Ereignisse

H ≡ Heilwirkung,

N ≡ Nebenwirkung,

F ≡ falsche Dosierung.

Gegeben sind P (F ) = 0.01, P (H |F C) = 0.8, P (N |F C) = 0.3, P (H |F ) = 0.3
und P (N |F ) = 0.8. Gesucht wird

P (H |N) =
P (H ∩ N)

P (N)
,

wobei nach Aufgabenstellung P (H |F ) und P (N |F ), bzw. P (H |F C) und
P (N |F C) stochastisch unabhängig sind, also P (H ∩ N |F ) = P (H |F ) · P (N |F )
und P (H ∩ N |F C) = P (H |F C) · P (N |F C) gilt. (Daraus folgt i. a. nicht, dass
auch P (H) und P (N) stochastisch unabhängig sind.)

P (N) = P (N |F )P (F ) + P (N |F C)P (F C) = 0.8 · 0.01 + 0.3 · 0.99 = 0.305

P (H ∩ N) = P (H ∩ N |F )P (F ) + P (H ∩ N |F C)P (F C)

= P (H |F )P (N |F )P (F ) + P (H |F C)P (N |F C)P (F C)

= 0.3 · 0.8 · 0.01 + 0.8 · 0.3 · 0.99 = 0.24

1



⇒ P (H |N) =
0.24

0.305
= 0.79

Aufgabe 3

Der Gewinn im i-ten Wurf beträgt i2 mit Wahrscheinlichkeit p. Mit Xi ∼
Bin(1, p) gilt für den Gesamtgewinn Gn in n Würfen

Gn =

n∑

i=1

i2Xi − In,

wobei In den Einsatz für ein Spiel der Länge n angibt. Damit das Spiel fair ist,
muss E[Gn] = 0 gelten.

E[Gn] = E

[
n∑

i=1

i2Xi − In

]

=
n∑

i=1

i2E[Xi] − In

=

n∑

i=1

i2p − In

= p

n∑

i=1

i2 − In

= p
n(n + 1)(2n + 1)

6
− In

Somit muss gelten

0 = p
n(n + 1)(2n + 1)

6
− In

⇒ In = p
n(n + 1)(2n + 1)

6
,

damit das Spiel fair ist.

Aufgabe 4

Es sei X die Anzahl der Münzen, die beim ersten Wurf
”
Kopf“ zeigen, und Y

die Anzahl der Münzen, die beim zweiten Wurf
”
Kopf“ zeigen. Dann gilt mit

dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit und P (Y = k | X = l) = 0 für
l < k

P (Y = k) =

n∑

l=0

P (Y = k | X = l)P (X = l) =

n∑

l=k

P (Y = k | X = l)P (X = l).

2



X ist Bin(n, p)-verteilt, und Y ist unter der Bedingung X = l Bin(l, p)-verteilt.
Folglich gilt

P (Y = k) =

n∑

l=k

(
l

k

)

pk(1 − p)l−k

(
n

l

)

pl(1 − p)n−l

=

n∑

l=k

l!n!(n − k)!

k!(l − k)!l!(n − l)!(n − k)!
pk+l(1 − p)n−k =

(
n

k

) n∑

l=k

(
n − k

n − l

)

pk+l(1 − p)n−k

=

(
n

k

) n−k∑

l=0

(
n − k

n − l − k

)

p2k+l(1 − p)n−k =

(
n

k

) n−k∑

l=0

(
n − k

l

)

p2k+l(1 − p)n−k

=

(
n

k

)

p2k(1 − p)n−k

n−k∑

l=0

(
n − k

l

)

pl1n−k−l =

(
n

k

)

p2k(1 − p)n−k(1 + p)n−k

=

(
n

k

)

p2k(1 − p2)n−k.

Folglich ist Y Bin(n, p2)-verteilt. Intuitiv kann man sich das so vorstellen: Man
wirft alle n Münzen zweimal und zählt nur die, die zweimal

”
Kopf“ zeigen. Die

Wahrscheinlichkeit für zweimal
”
Kopf“ ist aber gerade p2.

Aufgabe 5

X := (S1, S2, S3)
t

Die S1, S2, S3 sind s.u. jeweils Exp(λ)-verteilt

⇒ fX(x1, x2, x3) = λ3e−λ(x1+x2+x3)11(0,∞)3(x1, x2, x3)

Definiere T : (R3,L3) → (R3,L3),

Y = T ((x1, x2, x3)
t) = (x1 + x2, x2 + x3, x3 + x1)

t

⇒ T ((x1, x2, x3)
t) =





1 1 0
0 1 1
1 0 1





︸ ︷︷ ︸

=:A





x1

x2

x3





det(A) = 2 6= 0 ⇒ ∃ A−1, T ist injektiv auf R
3 und stetig diffbar.

Invertieren von A liefert

A−1 =
1

2





1 −1 1
1 1 −1
−1 1 1





⇒

∣
∣
∣
∣
∣
det

(
∂Ti

∂xj

)

1≤i,j≤3

∣
∣
∣
∣
∣
= |det A| = 2

Mit T−1(y1, y2, y3) = 1
2 (y1 − y2 + y3, y1 + y2 − y3,−y1 + y2 + y3) und dem

3



Transformationssatz, dessen Voraussetzungen erfüllt sind, ergibt sich

fY(y1, y2, y3) =
fX

(
T−1(y1, y2, y3)

)

∣
∣
∣
∣
∣
det

(
∂Ti

∂xj

)

1≤i,j≤3

∣
∣
∣
∣
T−1(y1,y2,y3)

∣
∣
∣
∣
∣

11T ((0,∞)3)(y1, y2, y3)

=
1

2
fX

(
A−1

Y
)
11(0,∞)3(T

−1(y1, y2, y3))

=
λ3

2
e−

λ
2
((y1−y2+y3)+(y1+y2−y3)+(−y1+y2+y3)) ·

11(0,∞)3

(
1

2
(y1 − y2 + y3),

1

2
(y1 + y2 − y3),

1

2
(−y1 + y2 + y3)

)

=
λ3

2
e−

λ
2
(y1+y2+y3)11(0,∞)3(y1 − y2 + y3, y1 + y2 − y3,−y1 + y2 + y3).

Zu beachten ist hier die Transformation der Indikatorfunktion. Aufgrund der
Grenzen (0,∞) des Indikators und der linearität der Funktionen im Indikator
kann dort der Faktor 1

2 herausfallen.

4
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Zusatzübung Seite 2

Aufgabe 6

(X1, X2) sei ein absolut-stetiger Zufallsvektor. Es gelte

PX1|X2=x2 = R(x2, x2 + 1), x2 ≥ 0,

und X2 ∼ R(0, 1). Berechnen Sie P (X1 + X2 ≤ 2).

Aufgabe 7

Seien X,Y stochastisch unabhängig Exp(λ)-verteilt. Zeigen Sie

E[max{X,Y }] > max{E[X], E[Y ]}

.

Aufgabe 8

Die Zufallsvariablen X1, . . . Xn seien stochastisch unabhängig, jeweils ver-
teilt mit der Dichte

f(x) =
λ

2
e−λ|x|, x ∈ R, λ > 0 ein Parameter.

Bestimmen Sie einen Maximum-Likelihood-Schätzer für λ.



Musterlösungen zur Zusatzübung

13. Juni 2002

Aufgabe 6

fX1|X2
(x1|x2) = 11(x2,x2+1)(x1)

Mit

fX1|X2
(x1|x2) =

f(X1,X2)(x1, x2)

fX2
(x2)

für x2 > 0

ergibt sich eine gemeinsame Dichte f(X1,X2)(x1, x2) für x2 6= 0

f(X1,X2)(x1, x2) = fX1|X2
(x1|x2)fX2

(x2) = 11(x2,x2+1)(x1)11(0,1)(x2).

Somit erhält man

P (X1 + X2 ≤ 2) =

∫
0≤x1+x2≤2

∫
f(X1,X2)(x1, x2)dx1 dx2

=

∫ 2

0

∫ 2−x2

0

11(x2,x2+1)(x1)11(0,1)(x2)dx1 dx2

=

∫ 1

0

∫ 2−x2

0

11(x2,x2+1)(x1)dx1 dx2.

Aufgrund der Indikatorfunktion 11(x2,x2+1)(x1) und der Integralgrenze liefert die
Integration über x1 einen Beitrag für

x2 < x1 < x2 + 1 und 0 < x1 < 2 − x2.

Daraus folgt für x2 < 1
2

x2 < x1 < x2 + 1

und für x2 > 1
2

x2 < x1 < 2 − x2.

Also gilt

P (X1 + X2 ≤ 2) =

∫ 1

2

0

∫ x2+1

x2

dx1 dx2 +

∫ 1

1

2

∫ 2−x2

x2

dx1 dx2

=

∫ 1

2

0

dx1 +

∫ 1

1

2

(2 − 2x2) dx2

=
1

2
+

1

4
=

3

4

1
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Abbildung 1: Skize des Integrationsbereichs in Aufgabe 6.

Auf dieses Ergebnis kommt man sehr schnell, wenn man sich an Hand einer
Skize klar macht, welche Fläche durch x1 + x2 < 2, x2 < x1 < x2 + 1 und
0 < x2 < 1 beschrieben wird (siehe Abbildung 1). Da die gemeinsame Dichte nur
durch eine Konstante und die Indikatorfunktion gegeben ist, ist P (X1 + X2 <

2) gleich dem Inhalt der durch die Ungleichungen eingeschlossen Fläche, also
P (X1 + X2 < 2) = 1

2 · 1 · 1 + 1
2 · 1

2 · 1.

Aufgabe 7

P (max{X, Y } ≤ x) = P (X ≤ x, Y ≤ x) = P (X ≤ x)P (Y ≤ x)

= (1 − e−λx)(1 − e−λx) = 1 − 2e−λx + e−2λx

= Fmax{X,Y }(x) für x > 0, sonst Fmax{X,Y }(x) = 0

Damit ergibt sich der Erwartungswert

E[max{X, Y }] = −

∫ 0

−∞

Fmax{X,Y }(x) dx +

∫ ∞

0

(1 − Fmax{X,Y }(x)) dx

=

∫ ∞

0

2e−λx − e−2λx dx =
2

λ
−

1

2λ
=

3

2λ
.

Mit

max{E[X ], E[Y ]} = E[X ] =
1

λ

folgt E[max{X, Y }] > max{E[X ], E[Y ]}.

2



Aufgabe 8

X1, . . . , Xn sind s.u.

⇒ L(λ|x1, . . . xn) := f(x1, . . . xn|λ) =

n∏
i=1

λ

2
e−λ|xi|

⇒ log L(λ|x1, . . . xn) =
n∑

i=1

(log(λ) − log(2) − λ|xi|)

⇒
d log L(λ|x1, . . . xn)

dλ
=

n∑
i=1

1

λ
− |xi| =: 0

⇒ n ·
1

λ̂
−

n∑
i=1

|xi| =: 0 da
n∑

i=1

|xi| 6= 0, P-f.s

⇒ λ̂ =
n∑n

i=1 |xi|

log L ist stetig in λ und limλ→0 log L = limλ→∞ log L = −∞.

⇒ λ̂ =
n∑n

i=1 |xi|

ist also ML-Schätzer für λ.

3
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