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1 Einleitung

Betrachte ”Zufallsexperimente”, z.B.

Miinzwurf, Wiirfelwurf, Spiele, Roulette, Lotto

Ankunft von Kunden an Schaltern, Pakete in Netzwerken

Input fiir Algorithmen

Signale, die von einer Quelle ausgesendet werden

- Positionierung von Mobilstationen in Zellnetzen

Gemeinsam in diesen Beispielen: Interessierende Grofien konnen nicht genau vor-
hergesagt werden, sind zufallsabhéngig
Stochastik: mathematische Behandlung von Zufallsphdnomenen Teilgebiete:

o Wahrscheinlichkeitstheorie

— theoretisch (stochastische Prozesse, Grenzwertsétze, stochastische Dif-
fentialgleichungen)

— angewandt = stochastische Modellierung (Warteschlangen,
Zuverlissigkeitstheorie, stochastische Signalerkennung)

e mathematische Statistik (mit Teilgebieten)

Hier: Wahrscheinlichkeitstheorie, angewandt, stochastische Modellierung, Beto-
nung der Anwendung in der Informatik

Ziel der Vorlesung: Bereitstellung der Grundlagen, Basis fiir weiterfithrende Vor-
lesungen

Warteschlangensysteme (I), Warteschlangennetze (II), Informations-
theorie LII, Kryptologie, stochastische Simulation, zufallsgesteuerte
Optimierungsverfahren

Historiche Entwicklung

Fermat (1601-65), Pascal (1623-62), Bernoulli (1654-1705)
Laplace (1749-1827): Kombinatorischer Zugang, motiviert durch
Spielprobleme, relative Haufigkeiten als Wahrscheinlichkeiten
Kolmogoroff (1933): Axiomatische Entwicklung
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2 o0-Algebren und W’keitsverteilungen

Mathematische Beschreibung von Zufallsexperimenten mit Mengen.
Betrachte relevante Ergebnisse und fasse sie zu einer Menge zusammen.
Q: Ergebnismenge (oft N, Z R, R" {0, 1}1)

Ereignisse werden durch Teilmengen von €2 beschrieben.

Zunichst P(Q) als Ereignismenge.

Wkeiten von Ereignissen durch Funktion P : P(Q2) — [0, 1] mit den Eigenschaf-
ten (*):

PQ)=1,PM) =0, P(A°) =1— P(A) VAeP{),

P(AUB)=P(A)+ P(B) VA,Be€P(Q) mit AnB =,

U-Additivit'&ito:O
PU=, A) =3 P(A) A € P(Q) mit A; paarweise disjunkt !
i=1

Schrechweisen:

AC: 7 A tritt nicht ein”, A € P(Q)

AU B: 7 A oder B treten ein”, A, B € P(9)
AN B:”Aund B treten ein”, A, B € P(Q)

Wie erhalt man Wkeiten? Bei endlichem €2 durch Abzahlen.

Definition 2.1 (Laplacescher W’begriff)

) sei eine endliche Menge. |A| bezeichnet die Méchtigkeit von A C €. Durch
P(A) = %‘ fir A € P(Q2) wird eine W'verteilung P auf P(£2) mit den Eigenschaf-
ten (*) definiert. P heifit Laplace-Verteilung oder diskrete Gleichverteilung
iber (2.

Beispiel 2.2 (Binére Suche)

Geg. geordnetes Feld von 2" — 1 Elementen.

Schliisselelement y vergleichbar mit den Elementen.

Problem: Ist y in dem Feld vorhanden und an welcher Stelle?

Algorithmus: Binary search
Stochastisches Modell:

Q={01 21} we = { w > 1: gesuchtes Element an Stelle w

w=0: y nicht vorhanden

Bestimme Ereignisse Ay, : y wird im k-ten Schritt gefunden. A; = {2771}

Ay = {223 972) A ={(2j - 12" *j=1,.... 2% N firk=1,...,n
Annahme: Jede Platznummer und 0 sind gleichwahrscheinlich. Dann |Ag| = 2871,

P(Ay) = 2;;1 fir 1 <k <n = W'keit, y in genau k Schritten zu finden

Zusammengesetzte Ereignisse By : y wird in hochstens k& Schritten gefunden

ldh AiNA; =0 Vit



k
By=> Ajmit j=1,...,k und die A; disjunkt
j=1

k k L .
— j=

J
Komplizierte Anzahlbestimmungen durch kombinatorische Uberlegungen.

Beispiel 2.3 (Hashing)

Universum U, M C U, |M| =k, M soll abgespeichert werden
Hashtafel: a : array|0,...,n —1] of ...

Hashfunktion: h: U — [0,...,n — 1] Einfache Funktion!
Speichere z € M in a[h(z)]

Kollision, falls h(z) = h(y) fiir x # y (Auflésung durch linerare Liste)

Stochastisches Modell:

("Rein zufilliges” Ablegen von k Daten in Feld der Lange n)

S ={1,...,n} (Speicherplitze)

Q = S* (k — n—Permutationen mit Wiederholungen /Kollisionen)
A (kK —n—Permutationen ohne Wiederholungen/Kollisionen)

Wahrscheinlichkeit fiir kollisionsfreie Abspeicherung:

P(Ayy) = G = tolefnitl) — T2 01— ) = exp(In([T155 (1 - £))
k—1

= exp(;) In(1 — %))

o - Benutzte Abschétzung (x): r—1
Sexp(—Z%) IHQ?S.CE—l szo -
=0 = In(l—-2)<—2z V<l M
— (k—Dk
= eXP(—T)

Zahlenbeispiel: Fiir n = 365 und k = 23 ist P(Ay,) < 0,499998

Der Laplacesche W’begriff reicht nicht aus, da

e () ist oft oo oder iiberabzahlbar

e Viele Experimente sind nicht durch eine diskrete Gleichverteilung beschreib-
bar

Beispiel 2.4 (co-Miinzwurf) Kopf=1, Zahl=0

Bestimme ein Modell fiir nicht-abbrechende Folge von Miinzwiirfen (wird ge-
braucht bei der Frage ”Wann tritt zum ersten Mal Kopf (Zahl) auf?”. Jeder
beliebig ferne Wurf kénnte der erste sein.).

Stochastisches Modell:
Q={w=(21,79,...)|2; € {0,1}} = {0,1}}  Menge der 0-1-Folgen
Bekannt: €2 ist tiberabzahlbar.
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Problem: Beschreibe Gleichverteilung auf © Ansatz: P({w}) =9 >0
Sei A = {wy,wy, ...} C Q unendlich, aber abzéhlbar. Dann P(A) = > P({w;})
i=1

M8

) =00 Wiederspruch zu P(Q2) = 1.
i=1
Also: P{w}) =0 VYw e Wenig hilfreich!

Beispiel 2.5 (Gleichverteilung iiber [0, 1))

(z.B. jede reelle Zahl zwischen 0 und 1 ist gleich wahrscheinlich)
Q2 =10,1] (Ergebnismenge)

Versuch: Ereignismenge = P()

Forderungen:

1. P(la,b))=b—a Y0<a<b<l1

2. P ist o-additiv

Es gilt: Eine Funktion P mit diesen Eigenschaften existiert nicht. Im R? gibt es
sogar keine, wenn nur endliche Additivitat verlangt wird: Es gibt kein endlich
additives drehinvariantes? Maf} auf P(R?). (Hausdorff 1914)

Fiir einen allgemeinen W’begriff (ohne Existenzprobleme):
Ereignismenge nicht P(€2), sondern kleineres Mengensystem wihlen, das noch
alle interessanten Ereignisse enthélt.

Definition 2.6 Sei Q2 # (), 2 C P(Q) ein System von Teilmengen von €. 2 heifit
o-Algebra (von Ereignissen) iiber (2, wenn

(i) Qe
(i) AeA= A% e 2
(iii) A, €A YmeN=J~ A, €

(Q,2) heifit Meflraum.

Mit den De Morgan-Regeln: A,, € 2 2, A% e LN Uz, A% e RN

U, A e =2, A4, €A VneN

o-Algebren enthalten alle Ereignisse, die durch Verkniipfungen (abzdhlbar vieler
Ereignisse) mit "und”, "oder” und "nicht” entstehen. Dies ist wichtig fiir die
Festlegung von W'verteilungen.

Beispiel 2.7

a) P(S) ist stets eine o-Algebra (die feinste o-Algebra)

2Wenn man im R? einen Koérper dreht, muss er derselbe bleiben.



b) {0,Q} ist eine o-Algebra (die grobste o-Algebra)
c) =N, G={2,4,6,...},U={1,3,5,...}, A= {0,G, U, Q} ist o-Algebra
d) Q=R, E ={(a,b]|la < bmit a,b € R} ist keine o-Algebra

Denn sei a < b < ¢ <d. (a,b] € E und (c,d] € E, aber (a,b]U (¢,d] ¢ E.

Problem: Gibt es eine kleinste (im Sinne der Mengeninklusion) o-Algebra, die F
enthalt?

Lemma 2.8 Q0 # ), 2; sei o-Algebra tiber Q fiir alle ¢ € I. Dann ist (., 2;
ebenfalls eine o-Algebra. (Beweis in der Ubung 2)

Sei E C P(Q). AE) = N 2 ist die kleinste o-Algebra, die E
2 ist o-Algebra

und £ C 2
enthélt, ist die von F erzeugte o-Algebra.

Definition 2.9 Sei @ = R, F = {(a,b]la < b mit a,b € R}. B = A(E) heifit
Borelsche o-Algebra.

Auf o-Algebren konnen W'verteilungen mit den Eigenschaften (*) (Seite 4) defi-
niert werden.

Definition 2.10 Q # (), 2 eine o-Algebra. Eine Abbildung P : 2 — [0, 1] mit
(i) P(2) =1
(ii) P(U,—, An) = > P(A,) VA, € 2, paarweise disjunkt
n=1

heiffit Wahrscheinlichkeitsverteilung oder Wahrscheinlichkeitsmaf auf
(Q,2). (2,2, P) heift Wahrscheinlichkeitsraum.

Der Laplacesche W’begriff (Def. 2.1) ist ein Spezialfall von Def. 2.10. Denn fiir

2 = P(Q) erfiillt P(A) = {5

(i) PQ)=fg =1

- S Anl oo %
.o o0 _1An __ n=1 — L0 [—
() P, 40) = Mgl = S = 3 Il = 3 P4

VA, paarweise disjunkt

Sei (©,2(, P) W’raum. Eine Folge von Ereignissen {4, },en heifit aufsteigend
(absteigend), wenn A, C A, (A,41 C A,) fiir allen e N. [ J2, A4, = lim A,

(N2, A, = lim A,) heifit Limes der Mengenfolge {A,}.
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Lemma 2.11 (Eigenschaften von W’verteilungen)

(Q,2(,, P) sei Wraum. A, B, A, €A Vn €N.
a) “)=1-P(4)

P(A
b) P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANDB)
c) P(A) < P(B) falls ACB
d) P(B\A)=P(B)—P(A) falls ACB
e) {A,} aufsteigend = P( hm A,) = hm P(A,) (Stetigkeit von unten)
{A,} absteigend = P( hm A n) = hm P( ) (Stetigkeit von oben)

Beweis: a)-d) in der 2. Ubung
e) 1.) {A,} aufsteigend, d.h. A, C A,;; VneN
Setze By = Ay, Bo = Ao\ A1, ..., Buy1 = Ani \ An
Dann gilt B, p.d. (paarweise disjunkt) und (J°~ | A, = U, B,. Setze Ay = 0,

dann ist PUUL, An) = PUUE, Bo) 2 55 P(BL) = lim 3° P(A, \ A,)
= lim 3 [P(A,) — P(4,-1)] = Jim P(A)

k—oop=1
2.) {A,} absteigend = {AY} aufsteigend Es gilt:
P2, An) = 1= PU, AD) 21— lim P(AT) = lim (1 — P(A7))

— lim P(A,) o 0

Lemma 2.12 (2,2, P) sei Wraum. Ay, ..., A, € 2.

a) Siebformel von Pomcare-Sylvester (inclusion-exclusion-formula)
n

P(UiZ, Ai) = 2 P(A)— > P(AinAp)+ > P(ANnA,N

1<i1<2<n 1<i1<i2<i3<n
Ai)— o+ (=D)"P(NL A)
b) Bonferroni-Ungleichung (Bonferroni inequality)
ZlP(Ai) - 1<.Z 3 P(Aiy, N Aip) < P(UL A) < ZIP(Ai)
1= <11<22<n 1=
Weitere obere bzw. untere Schranken durch Abbruch in a) nach + oder -
Zeichen

Beispiel 2.13 (Sortieren) (Recourtre-Problem)

Betrachte Feld der Léange n von vergleichbaren, verschiedenen Elementen. Alle
Anordnungen seien gleichwahrscheinlich.

Stoch. Modell: Q = {Permutationen von {1,...,n}}, %A =P(Q)
P({w}):ﬁ:i Yw € Q2

n!

a) Bestimme die W’keit, dal mindestens ein Element an der richtigen Stelle
ist (vorsortiert).



A ={w=(wy,...,w,) € QQuw; =j} j-tes Element an der richtigen Stelle
Gesucht: P(A;U...UA,) =P(U", A)
Berechnung mit Hilfe der Siebformel: 1 < iy < iy <n,l <n
1 o 1
s Ay = {0 & O, = iy 5 =1, 0, 1My Ayl = (=0

Also P(,_, A;)) = =0 = ¢ )l' mit [ =1,...,n

Auflerdem: |{(zl, zl)|1 <i <...<i<n}=(})

Insgesamt: P(U Aj) = ZP( i) — ZP(AZ-HAJ-)—F...—l—(—l)”“P(ﬂ Aj)
J=1 i<J j=1

Ot O+ O g

=1- 2|+3|_---+ 1)n+1

—1-(1— 1,+§—§+ A4 E) T et 20,6321

n groB: W’keit fiir mindestens ein vorsortiertes Element ist 0,6321 (fast
unabhéngig von n)

—

/—\w

~—|

b) Bestimme die W’keit, dafl mindestens k& Elemente vorsortiert sind.
k Lemma 2.12b) k
PC U N < S PNA) ==
1<4;<...<ip<n =1 1<i;<...<ip<n =1 k)
fallt sehr schnell mit steigendem k

c) Bestimme die Wkeit, da8 genau k£ Elemente vorsortiert sind.
Nach a): Wkeit, dafl in einem Feld der Lange n— k& kein Element vorsortiert

ist: 1— L4+ & -+ &
—> Anzahl der Anordnungen, beim denen kein Element vorsortiert ist:
(n—k)N(1 -4+ L — 5

Anzahl der Moglichkeiten, ein Feld der Lange n in ein Teilfeld der Lénge
n — k und eines der Lange k aufzuteilen: (Z)

Insgesamt: Wkeit, dafl genau k Elemente vorsortiert sind:
n -1)" n—k
HEE =PI+ G = h g - )

n! n!

Wie legt man W’keiten fest, wenn schon bekannt ist, dal das Ergebnis in einer
bestimmten Teilmenge liegt?

Motivierendes Beispiel 2.14 5000 Chips von zwei Firmen. © mit |Q2| = 5000.
A: Chips der Firma A, mit |A| = 1000

B: Chips der Firma B, mit |B| = 4000

D: Defekte Chips, mit |D| = 300

Gelte: |AN D| =100 (10% defekt) und |B N D| = 200 (5% defekt)

Ziehe zufillig einen Chip (Laplace-Modell).

W'keit, dafl der Chip defekt ist, wenn er von Firma A stammt:

_ |DnA| _ |DNAl/Q _ P(DNA) _ 100/5000
P(D]A) = Al = JA9 = Ay = 10005000 — O 1
. __ |AnD| __ JAnD|/Q2 __ P(ANnD) __ 100/5000 _ 1
Auch: P(A|D) = D[ — D/Q — P(D) _ 300/5000 _ 3
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Definition 2.15 (2,2, P) sei Wraum. 4, B € 2, P(B) > 0. P(A|B) = £552
heifit (elementare) bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter (der Hypo-
these) B. Durch P(A3|B) : 2 — [0,1] mit A — P(A|B) wird eine W'verteilung

auf 2 definiert, die (elementare) bedingte Verteilung unter B.

Satz 2.16 (2,2, P) sei Wraum. B,, € 2 fiir n € N sei Partition von , d.h.
U,—, B, = Q und B,, paarweise disjunkt.

a) Satz von der totalen W’keit
Fiir alle A € A gilt:
P(A) =% P(A|B,)P(B,) (Konvention: "Nicht definiert”-0 = 0, z.B.
£ 00
b) Bayes-Formel
Falls P(A) > 0, gilt fiir alle n € N

__ P(A|Bn)P(Bn)
P(B,|A) = S, P(AIB;)P(B;)

Beweis:
a) P(A)=P,_, ANB,) => " P(ANB,) =3~ P(A|B,)P(B,) O
_ P(BanA) _ P(A|Brn)P(Bn)
b) P(BulA) = =5z~ = =, PAIB,)P(B)) D

Wichtiger Spezialfall: P(A|B) = P(A|B®), wobei P(B) >0, P(B¢) >0 (x)
(W’keit fiir das Eintreten von A héngt nicht vom Eintreten von B ab.)

Dann gilt: P(A) = P(AN B) + P(AN BY) = P(A|B)P(B) + P(A|B°)P(BC) &
P(A|B)(P(B) + P(B°)) = P(A|B) = “55

P(B)
Also: P(A) = P52 «= P(A)P(B) = P(AN B)
Diese Definition wird erweitert auf n Ereignisse Ay, ..., A, € A, bzw. auf Folgen

von Ereignissen.

Definition 2.17 (2,2, P) sei Wraum. Ay,..., A, € 2 Ereignisse. Ay,..., A,
heien (gemeinsam) stochastisch unabhingig , wenn P(A4;, N...NA4;,) =
P(A;)...P(4;,) firalle 1 <i; <... <1, <n und fiir alle .

Eine Folge {A,}nen von Ereignissen heifit stochastisch unabhéingig, wenn die
Ay, ..., A, fiir alle n € N stochastisch unabhéngig sind.

Beachte: Aus paarweiser stochastischer Unabhéingigkeit folgt nicht die (gemein-
same) stochastische Unabhéngigkeit!

Lemma 2.18 (2,2, P) sei Wraum. A;,..., A, € 2.
Es gilt: Ay,..., A, € 2 stochastisch unabhiingig <= VB; € {4;, A{}, i =
L...,n: PN, Bi) =11, P(By)

3 A variabel in
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Es gilt: A;,..., A, € 2 stochastisch unabhiingig <= VB; € {4;, A{}, i =
1,...,n: By,..., B, stochastisch unabhéngig

Beweis: Stochastik fiir Informatiker (Mathar & Pfeiffer)

Beispiel 2.19 System bestehe aus 5 Komponenten:

System ist intakt, wenn mindestens ein ”Pfad” intakt ist.
W’keit, dal Komponente i intakt ist: p; fir i = 1,...,5 (Werte in Skizze)
{Komponente K; intakt} seien stochastisch unabhéngige Ereignisse.

Modellbildung: Q = {(z1,...,x5)|z; € {0,1}} (z; = 1: Komponente i intakt)
A; ={(x1,...,x5)|x; =1}, P(A;) = p; (Komponente i intakt)

Ay, ..., As stochastisch unabhéngig

S=(A1NA)U (A2 NA)U (AN A5) U (A3 A;)  (System intakt)

P(S) = P((Al N A4) U (A2 N A4) U (AQ N A5) U (Ag N A5)) Vereinigung nicht
disjunkter Mengen = Berechnung mit Sylvesterformel moglich, aber sehr auf-
wendig!

Mit Satz 2.15 a):
P(S) = P(S]|A2) P(A;) + P(S|AS) P(AS)*
o >
(x1): P(S|Ay) = P(Ay U A5) =1 — P(A{ N AY) =1 — P(A)P(AY)

=1—(1=pa)(1—ps)
=1—(1—pips)(1 — p3ps)

Insgesamt: P(S) = [1 — (1 — p4g)(1 — ps)|p2 + [1 — (1 — p1pa)(1 — p3ps)](1 — p2)

=...=1=po(1 = pa)(1 = ps) = (1 = p2)(1 — p1pa)(1 — paps) = 0,90062

Mit Satz 2.15 b): (W’keit, da8 Komponente 2 intakt, wenn System intakt)

S|A A .
P(Ag|S) = FEIZG ) = GoiGs = 0,80833

Betrachte Limites von Mengenfolgen die nicht notwendig auf- oder absteigend
sind.

1A, und A$ stellen eine Mengenpartition von € dar, also Satz der totalen W’Keit
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Beispiel 2.20 (unendlicher Miinzwurf)
Q={w=(21,29,...)]x; € {0,1}}

A, ={w = (x1,29,.. )|z, =1} (im n-ten Wurf fillt Kopf)
Beschreibe das Ereignis A: es fillt oo-oft Kopf = es treten oo viele der A,, ein
A ={wlw € A, fiir co viele n} = {w|Vkan > k:we A} =N, U ~s
Analog: B: Fast alle der A, treten ein (alle bis auf endlich viele Ausnahmen)
B = {w|w € A, fiir fast alle n} = {w|3kVn > k:w e A} =Up oo

n==k

Definition 2.21 (Q,2, P) sei Wraum. A, € A, n € N

limsup 4, = [ U A, heifit Limes superior der {4,}
n—00 k=1n=k
liminf A, = |J [N A, heifit Limes inferior der {4, }
n—oee k=1n=k
Es ist:
limsup 4,, = lim (U Ak> =N U 4k
n—00 N0 \k=n n=1k=n

n—0oo n=1k=n

liminf 4, = lim (ﬂ Ak) =U N 4
n—oo k=n
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3 Zufallsvariable und ihre Verteilung

Zur Motivation: Wahrscheinlichkeitsraum (2,2, P) : Zur Beschreibung von Zu-
fallsexperimenten, zur Modellierung von Zufallseinfliissen.

e Oft interessiert nicht das gesamte Modell, sondern nur Teilgrofien.
Z.B. 5000 Stichproben mit Ausgang gut/schlecht. Von Interesse sind nun
aber z.B. die Anzahl der schlechten Stiicke.
Q= {(x1, ..., x5000)|x; €{g,s}} urspriingliche Ergebnismenge
T ={0,...,5000} von Ereignissen

e Ergebnisse von Zufallsexperimenten sind oft Zahlen oder Vektoren. Niitzlich
oft: arithmetische Operationen.

Z.B.: 5000 Miinzwiirfe mit Ergebnis 0 oder 1 (s.0.) z1,...x5000 €{0, 1}
5000

Von Interesse: Anzahl der 1’en = > x;
i=1
oder

x1, ..., Ty € RT (Z.B. Verzogerungszeiten im Switch)

n
T=1+ 231 x; (mittlere Verzogerungszeit, Mittelwert)
1=

Modellierung allgemein mit Zufallsvariablen.

Definition 3.1 (Zufallsvariable)

(Q,2(, P) sei W Raum. Eine Abb. X : Q — R heifit Zufallsvariable (ZV) oder
Zufallsgrofle (random variable, r.v.), wenn X }(B) ={w € Q|X(w) € B} =
{XeB}eA VYBepB!

Diese Bedingung heifit Mef3barkeit von X

Schreibweise: X : (Q,2) — (R, B') (X ist Abb. und mefibar)

Bemerkung: Der Begriff Zufallsvariable’ hat sich eingebiirgert, obwohl es sich
eigentlich um eine ’Funktion’ handelt. Betont wird die Modellierung des Zufalls,
wichtig ist die Verteilung von Zufallsvariablen.

Lemma 3.2 X : (Q,2) — (R,B') sei ZV’e. durch P¥(B) := P(X"Y(B)) =
P{w|X(w) € B}) = P(X € B), B € B! wird eine Wverteilung auf (R, B')
definiert.

PX heit Verteilung der ZV’en X.

Beweis: Uberpriife Def. 2.10

(i) PYR) =P(X~'(R)) = P(Q) =1
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(ii) B, paarweise disjunkt, B, € B', n € N

PX(Uny Ba) = P(XTH({ Ba)) = PUUL X1(B)

p.w.disjunkt

69[661
_ Zjlp(x—l(gn)) - nijjl PX(B,) 0

Wesentlich in Def. 3.1: 'mebar’, d.h. ZV’en X induzieren auf (R!, B!) die Ver-
teilung PX.

Mathematisches Modell fiir Zufallsexperimente hiufig: (2,2, P) — (R, B, P¥)
Dabei modelliert die linke Seite alle Zufallseinfliisse, genaue Kenntnis oft nicht
erforderlich, ledigleich Existenz.

Die rechte Seite modelliert die interessanten beobachteten Gréfien. PX oft be-
kannt bis auf Parameter. Beachte: (R, B, PX) ist ein W Raum, bisherige Regeln
gelten auch hier.

Mittels ZV X werden nur die uns interessierenden Dinge ’rausgefiltert’, was
(Q,2(, P) ist, ist uns egal, nur Ergebnisse sind von Relevanz. Dabei ist wichtig:
MefBbarkeit!!!

Beispiel 3.3 (Binomialverteilung)
n-facher Miinzwurf; Kopf=1, Zahl=0, Wiirfe unabhingig.
Kopf mit Wkeit p, Zahl mit W’keit (1-p) in jedem Wurf.
Modell: Q@ ={w = (a1, ..., x,)|x; €{0,1}}, A =P(Q),
=p..p
<~ ~

P({(z1,...,xn)})
[1en |0%en|

ZV X = Anzahl der 1’enn
X(w)=X((x1,..¥n)) = >
i=1
Wertebereich von X: T'={0, 1,2, ...,n}
Verteilung von X: PX({k}) = P(X'({k})) = P({w|X(w) =k}) = P(X = k) =
i z; n— 3 z;

P({(xl,...,xn)|izn:1xi:k}): R

n
(z1,een): Y, xi=k
i=1

= > PP —p)" = ()"l —p)"* k=0,1,..,n

n
n—>y, x;
=1

(A=p)(l-p) =p= " (1-p) "

Eine ZV X heiit binomialverteilt mit 2 Parametern n € N,p € [0, 1], wenn
P(X =k)= (Z)pk(l —p)"k k=0,1,...,n
Bezeichnung: Bin(n,p)
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Interpretation: Bin(n,p) ist die Verteilung der Anzahl der "Treffer’ in Bernoulli-
Serie® der Linge n mit Trefferwahrscheinlichkeit p.

Im Weiteren: Allgemeine Methoden zur Beschreibung von Wahrscheinlichkeits-
verteilungen, direkt formuliert fiir ZV’en. Beachte: Mit X = Identitét lassen sich
die folgenden Uberlegungen auch direkt auf W’Mafie P anwenden.

3.1 Diskrete Verteilungen / Zufallsvariablen

Definition 3.4 Eine ZV X (auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 2, P)) bzw.
deren Verteilung P¥ heifit diskret, wenn eine héchstens abzihlbare Menge
T = {t1,tz,...} ex. mit PX(T)=1=P(X €T).

X sei diskrete ZV mit Triger T ={ty,ts,...}, A € B. Dann gilt PX(ANT) =
PX(A) + PX(T) — PX(AUT) = PX(A)
Also: P(X € A) = P*(A) = PX(ANT) = PX(UZ,(An{t:}) = > PX({t:})

i:tieA
= > PX=t)

it EA

Definition 3.5 X sei diskrete ZV mit Triager T' ={t1, t,...}. Die Abbildung fx
: T —[0,1] mit fx(t;) = P(X =t;),1=1,2,.... heifit Z&dhldichte der ZV’en X.

X ~ Bin(n, ) (s.Bsp. 3.3) ist ein Beispiel fiir eine diskrete ZV mit
fx(k)=(} ) F1—p)"* k=0,1,...,n, (0 <p<1ein Parameter)

Beispiel 3.6 (geometrische Verteilung)

Unendlicher, unabhéngiger Miinzwurf, s. Beispiel 3.3; Q ={w = (21, 22, ...)|z; €{0,1}};

X = Wartezeit bis zum ersten Treffer ("17); Trager T = Ny. P(X = k) = P({w =
(1,20, . )|t1 =20 = ... =21, =0, 2351 = 1}) = (1 — p)*p, k =0,1,2, ...

Die Verteilung mit der Zahldichte fx (k) = (1—p)fp, k =0,1,2,...und (0 < p < 1
ein Parameter) heiit geometrische Verteilung.

Bezeichnung: X ~ Geo(p), 0 <p <1

Beispiel 3.7 (Poissonverteilung)
Sei p, € (0,1) mit np, — A (fir n — o0), A > 0. Dann gilt ( ) F(1—po)" ™ —
e VE e N

k!

Es gilt e"\)‘ >0und e ’\Z

e

Eine diskrete ZV’e X mit der Zihldichte fx(k) = *’\}\j, k = 0,1,2,... heif3it

5Als eine 'Bernoulli-Serie’ bezeichnet man z.B. eine Miinzwurfserie der Linge n mit Treffer-
wahrscheinlichkeit p, wobei die einzelnen Wiirfe unabhéngig voneinander sind.
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poissonverteilt (A > 0 ein Parameter)

Bezeichnung: X ~ Poi(A), A > 0 Interpretation: Man unterteile das Intervall
(0,1) in n Stiicke (gleicher Lange). Die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten ei-
nes Ereignisses in jedem Teilstiick ist %, das Auftreten ist unabhéngig. Werden
nun die Intervalle immer kiirzer gewahlt und die Wahrscheinlichkeit fiir die ein-
zelen Ereignisse immer geringer, so wird die Poissonverteilung zur Beschreibung
benutzt (Gesetzt seltener Ereignisse).

3.2 Verteilungsfunktionen

Definition 3.8 Eine Funktion F': R — [0, 1] mit den Eigenschaften
(i) F monoton steigend (nicht notwendig streng)
(ii) lim F(z)=1, lim F(z)=0
(iii) F ist rechtsseitig stetig (d.h. Vao, x, | zo: F(z,) — F(x0))
heifit Verteilungsfunktion (VF).

Beispielskizzen siehe Mitschrift!

Satz 3.9 (0,2, P) sei WRaum. X : (2,2) — (R!, B') sei ZV’e. Durch Fx(z) =
P(X <z2)=PHw € Q| X(w) < z}) = P*((—0,z]), z € R wird eine
Verteilungsfunktion definiert, die Verteilungsfunktion der ZV’en X, bzw.
der Verteilung P*¥.

Satz 3.10 (Eindeutigkeitssatz fiir VF)
2 ZV’en X und Y besitzen dieselbe Verteilung (auf (R!,B')) <= Fx(z) =
FY (ﬁ) Vr € R

D.h. nicht, daB X=Y; punktweises Verhalten muf} nicht gleich sein.

Beweis:

" =/ einfach

" <’ benutzt den Fortsetzungssatz und Eindeutigkeitssatz der Mefitheorie (sehr
schwierig!) O

Beispiel 3.11 (VF)
a) X heifit gleichverteilt (rechteckverteilt) auf [0,1] Bez. X ~ R(0,1), wenn

0 :z2z<0
Fx(x)=¢ o :0<z<1
1 :z>1

Seien 0 <a<b<1
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Pla< X <b)=P{w|la < X(w) <b}) =
P{w[X(w) < bP\{w|X (w) < a}) =

P{wlX(w) < b}) = P{wlX(w) < a}) = P(X <b) - P(X < a) =
Fx(b) — Fx((l) =b—a

(Wahrscheinlichkeit fiir zufilligen Wert im Intervall (a,b] ist gleich der Lénge
des Intervalls von (a,b], ndmlich b-a)

Analog: Rechteckverteilung auf (a,b], Bez. X ~ R(a,b) a<beR

0 r<a
Fx(x) = bla(aj—a) ca<x<b
1 x>0

Fiir ein Teilintervall (¢,d] von (a,b] gilt:

P(c < X <d) = Fx(d)—Fx(c) = Fx(d)—Fx(c) = == (d—a)— 7= (c—a) =
L(d—0)

Wahrscheinlichkeit des Intervalls ist proportional zu deren Lénge. Der Fak-

tor betrigt ;—, was der Steigung der Funktion entspricht.

X heif}t exponentlalvertellt, X ~ Exp(A) (A > 0 ein Parameter), wenn
l—e ™ x>0 D

Fe(@) =1 w<0 [ =@ oo(2)

Je grofler A, je steiler ist die Fkt., je kleiner das A, umso flacher ist sie.

Bei dieser Darstellung wird benutzt:

Indikatorfunktion 14(x) = { (1) i ; ﬁ

Diskrete ZV’en X mit geordnetem Trager T={ty,ts,...}C R. Z&hldichte

fx(t)=pi pi=0 sz—l
Dann Fx(z) = P(X<x) > P(X

kit <x

—1
=)= ) = Z pj, falls tp_y <@ <ty, k=1,2,...(t, = —00)

k‘tk<$ j 1
Diese Fkt. stellt eine Treppenfunktion dar. Der Sprung erfolgt an der Stelle
t; und die Hohe des Sprungs entspricht dem Wert von p;.

2B.: X ~ Geo(p), fx(k)=(1—p)p, keNO<p<1)

Wartezelt bis zum ersten Treffer!’
1

Es gilt: Z(l— pYp= pZ(l— pY = p U = 1= (1= p)*!

]_
0 <0

Also: FX:{ 1—(1—p)let .z>0

Berechnung von Wahrscheinlichkeiten und Verteilungsfunktionen
X sei ZV'e mit Verteilungsfunktion Fx(z) = P(X <z),a<beR
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e Pla< X <b)= P¥((~00,b\(—00,a]) "L PX((~o0,b])~P¥((~00,a])
= FX(b) — Fx(a)

e Seia€R, a, <apy <a,a, — a(n— oo)Dann: (a,,al ist absteigend
mit lim (a,,a] ={a}
P(X = a) = PX({a}) = P(lim (an,a]) = lim P((a,,a]) = lim (Fx(a) —
Fx(a,)) = Fx(a) — lim Fx(a,) = Fx(a) — Fx(a—)
n—oo ‘,—/
linksseitiger Grenzwert von F'x (a)

Insbesondere: Ist Fx stetig, so gilt P(X =a) =0 VaeR

e Pa<X<b=PX=a)+Pla<X <b)=Fx(a)— Fx(a—)+ Fx(b) —
FX<CZ) = Fx(b) — Fx(a—)
Bedienzeit X von Anforderungen an einem Server sei Exp(\)-verteilt
X ~ Ezp(A) A>0
Problem: Bestimme die Zeit x,, unterhalb derer die Bedienzeit mit vorgegebener
Wahrscheinlichkeit « liegt. (Z.B. a = 0,99)
Bestimme also z, mit P(X < z,) = «a.
Interpretation: In 99% der Félle ist die Bedienzeit kiirzer als x,

Definition 3.12 X sei ZV’e mit Verteilungsfunktion Fx(z), 0 < o < 1. z, =
min{z|Fx(z) > a} heit a-Quantil ((1-«)-Fraktil) von Fx.
Fy(t) = min{z|Fx(z) > t}, t € (0,1) heit Pseudoinverse von Fy.

Ist F invertierbar, so gilt F~ = F~ (Inverse)
Insbesondere: a = , T heiit Median® von Fy. Es gilt: P(X < xl) < % Der
Median "halbiert’ dle Vertellung, in diesem Sinn der 'mittlere’ Wert.

3.3 Dichten

Methode zur Konstruktion von Verteilungsfunktionen, Verteilungen.
Deﬁnltlon 313 f : R — ]R+ sei (uneigentlich Riemann-) integrierbar, mit
f f(z)dx = 1. Durch F(x f f(t)dt wird eine Verteilungsfuntion definiert.

Gllt fiir eine ZV X : Fx(z ) F( ), so heifit f (Verteilungs-)Dichte von X bzw.
PX. X (bzw. PX) heifit dann alsolut-stetig.

Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (HDI) folgt:
f(z) = F'(x) fiir alle Stetigkeitspunkte x von f.

6Median ist ein Schétzer fiir den mittleren Wert, der robust gegen Ausreifer ist.
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Beispiel 3.14

a) Rechteckverteilung auf [a,b], a <b € R, X ~ R(a,b):

L a<z<b
f@) :{ 8_a csonst palian (v), © €R
- Az —a) ra<z<b
= [ f(t)dt=< 0 x<a
-0 1 cx>b

Beachte: Die Dichte f(z) = 1 (45 (2) fithrt zu derselben Verteilungsfunk-
tion F. Dichten sind nicht eindeutig, sie sind ’fast sicher’ eindeutig.

b) Exponentialverteilung, Fxzp(\), X ~ Exp(A), A >0
f(x) = Xe ™10y,  €R

= [ f(t)dt = [ Ae™Mdt (Da Funktion links nicht definiert!)
0

—0o0
=—eME=1—-eM >0

c¢) Normalverteilung, N(p,0?), p € R, 0 € RT\{0}, X ~ N(u,0?)
1 (@=p)?

f(z) = e 202 JJER

2mo

F(z) = f f e s dt hat keine "geschlossene’ Darstellung, allerdings

interessiert man sich fiir explizite Werte der Funktion. Berechnung dieser
erfolgt entweder numerisch oder mit Hilfe von Tabellen.

Berechnung von Wahrscheinlichkeiten mit Dichten.
X sei ZV’e mit Verteilungsfunktion Fx und Dichte fx(z),a <beR

° P(a<X§b)IFx(b) f fX dt— f fX fbfx(t)dt

(] P(XZG)ZF)((CL)—F)(<CL )—0 daFX f fX dtstetlg

b
o Pla <X <b)= [ fx(t)dt, da einzelne Punkte die Wkeit 0 haben.

a

Allgemein gilt bei absolut stetigen ZV’en:
Pe (X e<a,b>) ffX t)dt, wobei <> fiir "abgeschlossen’ oder ’offen’
steht.

Schreibe allgemein fiir Mengen B € B:
P(X € B) = [ fx(t)dt (auch, wenn B kein Intervall)
B
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3.4 Erzeugende Funktionen und LaPlace-Transformierte

Eine weitere Methode zur eindeutigen Beschreibung von Verteilungen.

Definition 3.15

a) X sei diskrete ZV’e mit Trager T' ={ty,ts, ...} und Zahldichte fx(tx) = ps,
k € N. Dann heifit: Gx(z) = 3 pr2*, |2| < 1, erzeugende Funktion von
k=0

X bzw. PX
b) X sei absolut-stetig mit Dichte fX, Wobei fx(x) = 0, falls z < 0 (d.h.
P(X < 0) = 0). Dann heifit: Lx(s fe_sfo Ydz, s > 0 LaPlace-

Transformierte von X bzw. PX.
Analog zu Satz 3.10 fiir Verteilungsfunktionen gilt auch hier Eindeutigkeit.

Satz 3.16

a) X, Y seinen diskrete ZV’en mit demselben Triager T. X und Y besitzen
dieselbe Verteilung <= Gx(z) = Gy(z), V|z| <1

b) X, Y seien absolut-stetig mit fx(z) = fy(z) =0, Vo < 0. X und Y haben
dieselbe Verteilung <= Lx(s) = Ly(s), Vs >0

Beweis:

a) Eindeutigkeitssatz fiir Potenzreihen
b) Felber II, Seite 403

Satz 3.17 (Inversionsformel)

a) Gx(z) sei erzeugende Funktion einer diskreten ZV’en X mit Tréger
T ={t1,ts,...}. Dann gilt: P(X = ;) = £G¥(0).
b) Lx(s) sei LaPlace-Transformierte einer absolut stetigen ZV’en X. Dann gilt:

e+1iy
fx(z) = lim ;& [ eLyx(s)ds, Vc € R
Yoo c—1iy

Beispiel 3.18

a) Geometrische Verteilung, X ~ Geo(p), 0 <p <1

Gx(2) = > (1= p)peh = p (1)) = =t el <1

k=0
b) Poissonverteilung, X ~ Poz’()\) A>0

Gy(z) =3 e 2' Sk — oA Z (AZ)’“ e AN = M2, e R
k=0
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c¢) Rechteckverteilung, X ~ R(0,1)
1

Lx(s)= [e*dx =15 5>0
0

d) Exponentialverteilung, X ~ Exp()\)

LX(s) = fe—sa:)\e—xmdm — )\%_S /()\ + S)ef(er)\):pdx _ )\—)’\—S
0

N

J/

g

1, da Integral iber Dichte
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4 Produktriume und Zufallsvektoren

Zufallsexperimente mit mehreren Ausgéngen (gleichzeitig oder dasselbe Experi-
ment mehrfach wiederholt)

/ (R, B')

QAP L (R!,BY
\ (R, BY)

Modell: Ausginge gemeinsam betrachten:
X=(X1,..-Xn)
(Q,2(, P) (R™,?7,7)

Fragen

1. Welche o-Algebra?

2. Welche gemeinsame Verteilung?
3. Wie beschreiben?

4.1 Produktriaume

Gegeben sind Mefraume (£2;,2), i = 1,...,n. Oft (Q;,2;) = (R, B).
Setze () XoolQ ={w = (wy, ..., w,)|w; € Q;}
Frage: Welche o- Algebra ist iiber 2 zu wéhlen?

Ansatz: ¢ f{Al X Ay|A; € Qi =1,...,n} Aber: ¢ ist i.a. keine o-Algebra
tiber ) = ><

Gegenbe1sp1el Ql Oy =R Ay = Ay = B Dann: C) = [-1,0] x [-1,0] € ¢
Cy =10,1] x [0,1] € €; aber C; U Cy ¢ ¢, nicht als karthesisches Produkt zweier

Mengen darstellbar.

Definition 4.1 (Produkt-o-Algebra)

(£2;,20;) seien MeBraume, i = 1,...,n; ¢ ={A; x...x A4,|4; € A;}. @}, 2A(e)
heift Produkt-o-Algebra von 2y, ..., A, iiber Q = X inzl Q. X ' Ql, ®Z L 2)
heifit Produkt-Mefiraum der (2,,2;),i=1,...,n

Beispiel 4.2 (Q;,2;) = (R}, BY), e ={By x ... x B,|B; € B'}. () = B heifit

dann n-dimensionale Borelsche o-Algebra.
Z7.B.:

e enthélt B™ alle (n-dim) Rechtecke oder
e alle abzdhlbaren Vereinigungen von Rechtecken oder

e alle Linien (durch abz. Vereinigung oder Schnitt von Rechtecken) oder
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e alle Kreise (um den Ursprung): {z? + 23 < ¢} (hier R?)

4.2 Zufallsvektoren und Folgen von Zufallsvariablen

Definition 4.3 (,2(, P) sei Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Abbildung X =
(X1,..., X,), Q — R™ heifit Zufallsvektor, wenn X *(B) € 2 VB € B" (MeB-
barkeit).

Bez.: X : (,2) — (R, B")

Bemerkung: Es gilt: X = (X, ..., X,,) ist Zufallsvektor <= X}, ..., X, sind ZV’en.

Lemma 4.4 X sei Z'vektor. Durch P¥(B) = P(X'(B)) = P({w|X(w) €
B}) Furs P(X € B), B € B" wird eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (R", B")
definiert. PX = P(X1-Xn) heiflt gemeinsame Verteilung von (X, ..., X,,)

Im Folgenden gemeinsame Verteilung mit Verteilungsfunktion und Dichten be-
schreiben. Klar: Xj, ..., X, diskret = (X1, ..., X,,) diskret. Verteilung mit Zahl-
dichte wie in Kapitel 3 beschreiben.

Satz 4.5 X sei Zufallsvektor, P wird eindeutig beschrieben durch die (n-di-
mensionale) Verteilungsfunktion: Fx (1, ..., 2,) = PX((—00, 1] X ... X (=00, ,,])
= P{w|Xi(w) € (=00, z1], ..., Xpn(w) € (—00,z,]})

= P({w|Xi(w) < z1}U. U{X,(w) < x,}) hur P(X; <z, X, <x,)

Bez.: X ~ Fx
Beschreibung von Verteilungen mit n-dimensionalen Dichten ist oft einfacher.

Definition 4.6 Fy(xy,...,2,) sei die Verteilungsfunktion des Zufallsvektors X.
Eine (uneigentlich Riemann-) integrierbare Funktion fy : R” — R™ heifit Dichte

von X, wenn Fx(z1,...,2,)) = fn s [ fx(try e ty)dty - - - dby, Yo, € R,

X (bzw. Fx oder P¥) heifit dann absolut-stetig mit Dichte fx.

Bez.: X ~ fx
Sprechweisen: X hat/besitzt /ist verteilt nach Verteilungsfunktion F'y/ Dichte fx.

Berechnung von Wahrscheinlichkeiten mit Dichten:

X = (X1,...,X,) sei absolut-stetig mit Verteilung P~ Verteilungsfunktion Fx
und Dichte fyx.

Dann: P¥(< ay,b; > X..X < ap, b, >) = Play < X1 < by,.oya, < X, < b)) =
b’n bl

[ [ Fx (b, ty)dty - - dty, Ya; < by € R, wobel "<’ =(’ oder ’[" (">’ analog)
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beliebig auswahlbar
Allg.: f S fx(tr, . ty)dty - - - dt,, VB € B"

Mit dem HDI: fX(xl,.. Tp) =
(x1,...x,) von F.

WFX (21, ...,x,) in allen Stetigkeitspunkten

Beispiel 4.7 (Indizierung mit X zur Vereinfachung weggelassen)

a) Gleichverteilung auf 7' € B" mit ¢ = [ 3 [ ldzy - da, < 00

1
_ 1 o o : (a:l,...,xn) eT
f(xy, . m,) = LAp(2, 0y 2) = { 6. sonst
Speziell:
e auf dem Einheitswiirfel des R™: T ={(z1,...,2,)[0 < z; < 1, i =
L,..,n}=1[0,1]"
fxy,.xy) = 1p(21, ...p,)
0: iz, <0
Flay, n) = min{xy, 1}-... - min{x,1}: sonst

e auf der Einheitskugel des R"”

T ={(z1,..., 7| ZxQ <1}, c=
I'(n)=(n-1)! (n eN)

D) =V7 D+ 1)=2T(x)

1 n
flxy,.yzy) = (W;r )IT($1,. X)), (x1,..2,) €ER
Verteilungsfunktion ist schwierig zu berechnen — Dirichlet-Integrale

n

(Volumen der Einheitskugel)

b) n-dim. Normalverteilung NV (i, X), p € R™, X € R™™ positiv definit, d.h.

EW> 0

— 1 Y NI
f(l‘lw"vmn) - (QH)%(detE)%exp( 2(1’ l’[’) b (l’ ”))
= (z1,....,7,)T €R"

c) fl,...,f : R — R* seien n-dim. Dichten (auch n = 1), ay,...,ax > 0.
k
Zaz = 1. Dann ist f(z) = Zoz,fz( ), = (x1,...,2,) € R" eine n-dim.

chhte f(x) heift Mlschung der Dichten f1, ..., fx

Stochastische Unabhéngigkeit

Definition 4.8 X, ..., X, seien ZV’en. Dann ist X = (X7, ..., X,,) ein Z'Vektor.
Xi, ..., X;, heiflen stochastisch unabhingig, wenn Fx(zq,...,x,) = Fx, (z1)...-
Fx, (z,), V(21,...,2,) € R"

Also: X, ...,x, st. unabh., wenn P(X; < z1,.... X, < x,) = P(X; < xq) -
P(X, <uz,), Y(xq,...,x,) € R"
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Oder:

P{w]Xi(w) < z1}0. . Nw| X (w) < an}) = PHw]Xi(w) < a1} P{w|Xa(w) <
xn}) dh., X, ...X,, sind st. unabh. <= die Ereignisse {w|X;(w) < xz} i=1,..n,
Vxy,...,z, st. unabh. im Sinne der Def. 2.17 sind.

Lemma 4.9 (X, ..., X,) sei Z'Vektor, absolut stetig mit Dichte f(x,
hat Jedes der X; elne Dichte

f f Jxt,x) (@1, o i1, T, Tt ooy T )y oty dEy, . d

-----

Es gilt: fix,, .x) (@1, .., 2n) = ] fx, (@), Vo1, ..., 2, € R = X4, ..., X, stocha-
i=1
stisch unabhéngig.

Umgekehrt: Sind X, ..., X,, st. unabh. und absolut stetig mit Dichten fx,, so

ist foxo,.x) (@1, ., n) = ﬁ fx,(z;), x1,...,x, € R eine Dichte des Z’Vektors
(X1, Xo). .

Beweis: fx,(z) :jfo jfo jfo jfo Jxt, X)) (@1, oy i1, &, T, ooy Ty )y,
dty, ,dty,.,..dt,, ist eine Dichte von X;, da Fy,(z) = P(X; < ) f Ix.(t

Es gilt: Fix,..x(@1, . f I @ﬁ Fxdty..dt, E[l J o) =

H Fx,(x;), Yoy, ...,x, €R

Also Xy, ..., Xp, st. unabh. (Def. 4.8)

Umgekehrt: X = (X7, ..., X,,) st. unabh. = Fix,, . x,) (@1, ..., Tn) = [ Fx, (%) =
=1

n T 1 n
H f f A H fx, (t)dt; = H fx,(t;) ist eine Dichte von X O

Im Fall von Zahldichten vereinfacht sich Lemma 4.9 zu:

Lemma 4.10 Xy, .., X, seien diskrete ZV’en mit Tragern 7, ...,T,,. Dann gilt:
X1, .., X, st. unabh. < P(X1 =11, Xy, = tn) = H P(‘XVz = tl), vt € T;
i=1

Definition 4.11 Eine Folge von ZV'en {X, },eny auf W' Raum (2,2, P) heifit
stochastisch unabhingig, wenn X, ..., X, stoch. unabh. sind Vn € N. Besit-
zen stoch. unabh. ZV’en alle dieselbe Verteilung, so heiflen sie stoch. unabh.
identisch verteilt. Kurz: stid
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Beispiel 4.12

a) X1, Xy stid ~ Bin(n,p).
P(X;y = Xp) = PEX)({(4,4)0 < i,j < i = j}) = > PAXI({(i,5)}) =

=0
S P(Xi=4,Xo=1i)=Y P(X;1 =9)P(Xo=1)=>[(")p'(1 —p)" ]
=0 i=0 i=0
b) Xi, X5 stoch. unabh. abs.-stetig mit Dichten f, fo
o0 T2
P(X1=X,) = [ [fla1,x0)dxidey = [ [ fi(x1)dey fo(xs)das =0
T1=T2 —00 T2

Beispiel 4.13 X, ..., X,, stid ~ F (Verteilungsfunktion)

a) Y = max{Xy,..., X,,} (Interpretation z.B. Max. der Laufzeiten)
PY<z)=P(X;<z,..X,<z)=]] P(X; <z)=F"(x), x € R.

i=1
Also Y = max{ Xy, ..., X;,} hat Verteilungsfunktion F"(z).
b) Y = min{Xl, 7Xn}
PY >z)=PXy>z,...X,>2)=(1—F(x))"
Also: Y = min{Xy,..., X} hat VF 1 — (1 — F(x))"
z.B.: X; stid ~ Exp(\): P(Y <z)=1—¢" XA >0; dh.: Y ~ Ezp(n))

Beispiel 4.14 X, X, stid Exp(\), A >0
P(Xl + X5 < Z) = ff}\e_/\xl)\e_AxQI[o,oo)(I1>1[0700)(.IQ)dSL’ldIQ

0<z1+tz2<z
z—T z

z 9 z

= [ [ Ae e 2dzydry = [ Ae M2 [1—eAET®)]dny = [(Ae M2 — e M) day
0 0 0 0

=1—e™ = dze ™ =Fxix,(2),2>0

Durch Differenzieren: fx, x,(z) = Ae™ — Ae ™ + Aze %), 2 > 0

Also: Die Verteilung der Summe von stoch. unabh. identisch Exp())-verteilten

ZV’en ist absolut steitig verteilt mit Dichte f(z) = ANxe 1) o) ()

Eine allgemeine Klasse von Verteilungen, die diese Dichte als Spezialfall enthélt,

sind die I'-Verteilungen mit Dichten f, \(z) = %xa_le_’\xl[om) (), a, A >0,

wobei I'(«) = [x* 'e~*dz das I-Integral (Insbes. I'(n) = (n — 1)! Vn € N).
0

Eine ZV mit Dichte f, x(z) heifit I'(o, A)-verteilt.

Spezialfille:

(i) a =1 — Exp(A)-Verteilung
(ii) o =1 — s.o. Verteilung der Summe von 2 stid, Exp(\)-verteilten ZV’en

(ii) @ =n € N — Erlang-Verteilung ,mit Parameter n, A
fn,A(x) = (n)\,l)!xn_le_)‘xl[o,oo)(l‘)
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Beispiel 4.15 {X,, },cn Folge von stid ZV’en, B € B!

S = min{n € N|X,, € B} heifit erste Eintrittszeit in B. Verteilung von S:
P(S=Fk =P(X,¢B,..Xy,¢ BX,€B) =PX,¢B)-.... P(Xj_1 ¢
B)-P(X;, € B)=(1—p)*!p, k € N, wobei p= P(X, € B) = ... = P(X, € B).
Also: S geometrisch verteilt mit Triger N: S — 1 ~ Geo(p)

Konkret: Unabh. Folge von Miinzwiirfen,

X, stid ~ Bin(1,p), B={1}, P(X, €{1})=P(X,,=1)=p

{S = k}: Beim k-ten Wurf tritt erstmalig 1 ("Treffer’) auf. Setze X = S —1 =
Wartezeit bis zum ersten Treffer. Dann: X ~ Geo(p).

Satz 4.16 Xj, ..., X,, seien stoch. unabh. ZV’en und I,J C{1,...,n}, INJ =
. Dann sind (X;);e; und (X;);es stoch. unabh. Z’Vektoren. Sind f, g mebare
Abbildungen (mit entsprechenden Bild-Mefiraumen), so sind f((X;); € I) und
f((X;),; € J) stoch. unabh.

Beweis: Mathar und Pfeiffer (Lemma 2.1.6 und 2.1.7, Seite 74)

Bsp.: X1, Xy, X3, Xy stoch. unabh. = X + X5, X35 + X, stoch. unabh.
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5 Transformation von ZV’en/Verteilungen

Im folgenden: allg. Hilfsmittel zur Berechnung der Verteilung von Fkt. von ZV’en.

Satz 5.1 (Transformationssatz fiir Dichten)

X = (Xy,...,X,) sei Z'Vektor auf W’ Raum (2,2(, P) absolut-stetig mit Dichte
fx. Gelte fx(x1,..,2,) = 0Y(zy, ..., ,) € MC fiir eine offene Menge M C R™. T :
(R", B") — (R™, B") sei eine meBbare Abbildung (Z'Vektor, T~'(B) € B" VB €
B™) mit

(i) T=T)|y ist injektiv (Restriktion von 7" auf M)
T

(i)
(iii) det({ S } ) # 0 auf M (Funktionaldeterminante)

1<i,j<n

Dann ist Y = T'(X) absolut stetig mit Dichte

ist stetlg differenzierbar auf M

Fe(T s 90) Vg (1)

e 8l
2 1<i,j<n
~—1

det{( o, >1<ij<n}fx(T W0 a1 3]

Oy,

fY<y17 73/”) =

Absolutbetrag der Funktionaldeterminante an der Stelle 77 (yy, ..., y,)

Erlauterung
Ti(y1, 2, T3) = 117273
T1(y1, w2, 13) = 71 + T2 Dann z.B.: = T1%9

T (1, o, x3) = 3

Beispiel 5.2 X = (X, X,) gleichverteilt auf @ = (0,1)? mit Dichte 1
Ix(z1,22) = 1g(z1, 22), d.h. X7, X5 stoch. unabh. X; ~ R(0, 1), Q
T(z1,22) = (JT1c05(2mX2), \/T181N(27T22)), (21, 22) € Q. o 1

det{ } = det 21x1 05(2”2) —27 /1 sin(2mxs)
1sis2 = sin(2mzy)  2m\/Ty cos(27s)

= 7 cos?(2mxy) + 7sin (27Tx2) m(cos?(2mwy) + sin?(2mwy)) = 7

Y = T(X) besitzt nach Satz 5.1 eine Dichte fy (y1,92) = * —fx (T~ Yy1,v2)) 170 (Y1, y2)
= 1(17)(y1,92))* = 117 (y1, y2) mit K=T(Q) = Einheitskreis ohne positive
x-Achse. Also Y = T'(X) ist gleichverteilt auf Einheitskreis. (vgl. Bsp. 4.7)
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Beispiel 5.3 (Rayleigh-Verteilung)

2 2
X, Y stid ~ N(0,0?), also gemeinsame Dichte fx y)(z,y) = m@ 207 - \/;Tae*‘zy?,
(z,y) € R?

Transformation auf Polarkoordinaten:

(r,®) = T(z,y) : R:\{0} — (0,00) x (0,2®) mit r = /22 + 32 (Linge)

¥
o — arctan = y>0 (Winkel) (mit arctan(Too) = )

m+arctan? y <0 2 (T, Y)

(z,y) =T Y(r, ) = (rcosp,rsin )

det {‘g’—;} = det { Z:z ;zzlsnf } = r(cos’ p +sin®p) =r 0

(R,®) =T(X,Y) besitzt nach Satz 5.1 eine Dichte

_ r2 cos2 «p+r2 sin2 %} r 7;72
fira)(r.0) = 53¢ 207 10,00) (1) 1(0.27) (#) = Zz€™ 27 L(0,00) (1) 5 L(0,2m) ()
Also: R, ® smd stoch. unabhéngig mit

fr(r) = 5e ﬁl(o,oo (r), Rayleigh-Verteilung, R ~ Ray(c?)
f@(%p)%l(o,zn)(@% O~ N(()? 27T)

Lemma 5.4 X = (X, X3) sei Z’Vektor, absolut stetig mit Dichte fx(z1,x2).
Dann ist Y = X; + X5 absolut stetig mit Dichte fy (y f fx(t,y—t)dt, y € R.

Beweis: Mit Satz 5.17: T(x1,22) = (w1,21 + 902>aT71(Z/1,92) = (Y, %2 — 1);
, 1 0
det{g—f;} = det{ 11 } = L frexyWiv2) = fx(yi,y2 — 31). Es folgt:

() = [ fx(y1,y — y1)dy. (2. Randverteilung, Integration iiber 1. Kompo-

nente)

Speziell in Lemma 5.4: X;, Xy stoch. unabh. = fx, x,(x1,%2) = fx,(z1) fx,(22)
Dann

fX1+X2 f fX1 fxz( ) 7yER

Bei stoch. unabh. ZV’en X, X5 heifit die Verteilung von X; + X, Faltung der
Verteilung von X; und X,. Bez.: PX17%2 = pXiy pX2 (X X, stoch. unabh.)

Beispiel 5.5

a) Xi, Xy stoch. unabh., X; ~ I'(a, A), Xo ~ I'(3, A), Parameter a, 3, A > 0
Dann gilt: X; + Xo ~ (o + G, A), d.h. T(a, \) « (B, A) =T'(a+ 5, \)

"Wichtiger Trick: Aufblihen der Transformation, damit Satz 5.1 angewendet werden kann.
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Beweis: Ubung 8

X17X2 st. unabh') Xl ~ N(/’Llaa%)a X2 ~ N(,U%U%)a M1, 2 € Ra 01,02 > 0.
Dann gilt: X1 + Xo ~ N(p + pio, 07 + 03), dhe N(pa, 07) % N(po, 03) =
N(p1 + p2, 07 + 03)

00 ) _(tﬂg)Q ) _(t*M%)2 L _(y7u217u22)2
L 20 20 — — 2(c{+03)
Beweis: 7{0 oo I e 3 dt=..= mme ite3) [
X ~ N(0,1). Dann gilt: X% ~T(3, 3)
+z 2
Beweis: Seiz >0, P(X? <z)=P(—/z <X <+yx)= [ \/szﬂe_?dt
Ve

Symmetrie

2{#6—% L_du  (Substitution: u := t? = dt = ﬁgdu)

2vu
{ \/%x_%e_% x>0

Damit ist die Dichte von X? also: fx:(z) =
0 : sonst

xr l T
\/%x’%e’i ist gerade gleich (FQ(—;;x 2e~% und dies ist die I-Verteilung mit
2
Paramtern 5 und 5 (i.z.: I'(3, 1)) O

Mit a): Xy, ..., X, stid ~ N(0,1). Dann gilt X + ... + X2 ~ I'(2, 3) Bez.
x2-Verteilung mit n Freiheitsgraden , x2
Dichte f(z) = —Ltma: e 21100 (2).

r(2)2%

Mit Bsp. 5.3: Sei Y ~ x3 =T(1,}) = X = VY ~ Ray(1)

d) (siehe Bsp. 4.14)

Xi,..X, stid ~ Exp(A) =T'(1,A), A > 0 Mit a): S, = X1+ ... + X, ~
['(n,A) (Erlang-Verteilung mit Parametern n, \)

Interpretation:

X; =Bedienzeit eines Servers, stid ~ Exp(\)

Sp, =Gesamtbedienzeit fiir n Anforderungen.

Umgekehrte Fragestellung: ¢ > 0. Mit welcher Wahrscheinlichkeit werden
im Intervall [0, ¢] genau n Anforderungen bedient?

Definition 5.6 {X,,},cy sei eine Folge von stoch. unabh. ZV’en, X; ~ Exp()\),
1€N; A>0

N(t) = max{n € No| > X; < t}=[{n € N| Y X; < t}|, heiit Poisson-Prozef3

1=

1 i=1
mit Paramter A > 0 (Bez. PP(\)). N(¢) ist die Anzahl der bis zur Zeit ¢ > 0

bedienten Kunden.
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N(t)
Grafisch:
54 - ..
44 PO
3+ [
24 [
14 [
: : : : L -t
X1 X2 X3 Xy X5
S1 So S3 Sy Ss
Sprechweisen:

X,, heiBen Zwischenankunftszeit, Verweilzeiten (interarrival times,
sojourn times)

n
Sn = Y X; heien Ankunftszeiten (arrival times)

i=1

Lemma 5.7 Vt > 0 besitzt N(¢) eine Pmssonvertellung mit Parameter At,
d.h. N(t) ~ Poi(M), P(N(t) = k) = e 2" | e N,.

kr )
Beweis:

(i) P(N(t) =0) = P(X1 St)=1—(1—eM) =M=
k+1

(i) P(N ZX <t, ZX >t) = P({S, < tW\{Sps1 < t})8

' Sk Sk+1
Monotoge von P P(Sk S t) . P(Sk+1 S t)
Es ist: Sk ~ Erl(k,\), Sky1 ~ Erl(k+ 1, ) Somit folgt:

t t
P(Sp <t) — P(Sks1 <t) = At [ aF e M de — AZI [ xFedx
0 0

Mit fuv’ = wv — [u'v folgt dann:’

k _ k _ _ L
AP ok e |l = Atk At At (M) 0

(= =€ Kl

Es gilt sogar fiir N4 = N(t) — N(s) (Anzahl der Kunden im Intervall (s,t]),
0 < s < t, Zuwachs in (s,t]:

SANB=A\B
9Partielle Integration
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° N(Sﬂ ~ POi()\(t - S))

® N, 1), ¢ € N, sind stoch. unabh., Poi(A(t; — s;))-verteilt, falls die Intervalle
(si,t;] p.d., d.h. die Zuwichse eines PP sind stoch. unabh. poissonverteilte
ZV’en.

Im Folgenden: Summen von diskreten ZV’en.

Lemma 5.8 X, X5 stoch. unabh., diskret mit Tréager Ny, Z&hldichten fx,, fx,.
Dann besitzt X; + X5 die Zahldichte

k
fX1+X2(k) = Z-fxl(z)fXQ(k - Z)? ke NO
=0

Beweis: P(X;+ Xy, =k) = P(Q {X5 =in{Xy =k —i}))
:zk:P(Xlzi,ngk—i)Stiu' P(Xy =) P(X = k — i) D

i=0 i=0 & d

x>

4

fX1 (Z) fxz(k—l)

Beispiel 5.9 Xi,..., X, stid ~ Geo(p), 0 < p < 1. Dann gilt

. n+k—1 n
Py xi=n= (" ke
=1

Diese Verteilung heiit negative Binomialverteilung'!, Bez. Bin(n,p). Also:
Geo(p) * ... x Geo(p) = Bin(n, p)

vV
n—mal

X1 + ... + X,, = Wartezeit bis zum n-ten Treffer (ohne die Treffer mitzuzéhlen)

Lemma 5.10

a) Bin(ny,p) * Bin(ng, p) = Bin(ny +ng,p), ni,ne € N, 0 < p < 1. Insbeson-
dere gilt: Bin(1,p) ... * Bin(1,p) = Bin(n, p)

n—mal

b) Bln(nhp) *m(nQap) = m(nl +n2ap)’ ny,Ng € N7 0< p< 1
c) Poi(A1) x Poi(Ag) = Poi(A + A2)

Diese 3 Verteilungsklassen sind faltungsstabil

Mt (3) = (%) folet ("5 1) (1= p)fpm = ("N (1= p)pr
"Die negative Binimialverteilung wird auch Pascalverteilung genannt.
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Lemma 5.11 X, X, stoch. unabh., abs.-stetig mit Dichten fx,, fx,, fx,(z) =0,
falls x <0, ¢+ = 1,2. dann gilt:

a) Y = X, X, ist abs.-stetig mit Dichte fy (y) = [ 1/x, (%) fx,(¢)dt 1(g,00)(2)"2
0
b) Z = 2L ist abs.-stetig mit Dichte fz(y) = [ tfx, (yt) fx,(t)dt 1(0, 00)(x)
0

Beweis: Transformationssatz fiir Dichten mit T'(z,y) = (x,zy) bzw. T(z,y)
= (z,%) O

Ty

2Benutze Transformation: T'(x,y) = (y, zy) (Aufblihen; siche Beweis Lemma 5.4)
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6 Erwartungswerte und Momente von ZV’en

Zur Motivation 2 Beispiele

(i) Spiel: symmetrischer Wiirfel
Modell: ZV’e X auf einem W'Raum (Q,2, P), P(X =i) =%, i=1,...,6

e Auszahlung = Augenzahl in Euro
Frage: 'mittlere’ Auszahlung, erwartete Auszahlung (=Einsatz beim
Spiel)
EX)=§1+32+..+6=¢(1+..46)=3,5
e Auszahlung = Augenzahl zum Quadrat (in Euro)
g(X) = X?

E(g(X)) =312+ 322+ ..+ 362 = (12 + 22 + ... + 6%) = 15¢

(ii) Roulette (Petersburger Paradoxon) (Nikolaus Bernoulli, 1695-1726)
Strategie: Beim n-ten Spiel setzte 2" Euro auf rot’, n € Ny. Bei Gewinn
— STOP, Verlust: n - n+1
Erstmalig 'rot” beim n-ten Spiel bedeutet:
Gesamteinsatz: 1 +2+4 +8 4+ ... 427 =27l ]
Auszahlung: = ontt
Gewinn: =1 Euro

Aber ist die eine sichere Gewinnstrategie?

Modell: {X, }nen, stid, X ~ Bin(1,3), {X, = 1}: 'rot’ im n-ten Spiel.
S = min{n € No|X,, = 1} : Zeitpunkt von erstmalig 'rot’; S ~ Geo(3),
P(S = k) = (1— p)ip, n € N,

Auszahlung: A =1, falls S < o0, P(A=1) = P(S <o0) =), P(S =
k=0

k) = 1. Erwartete Auszahlung: E(A) = 1P(A=1) =1

Ist eine sichere Gewinnstrategie, erfordert allerdings unendliches Kapital
und auch unendliche Zeit.

Ein genaueres Modell wére:

Annahme: max. Kapital= 2/’ —1 Euro = hochstens L — 1 Spiele spielbar

Auszahluing: A=1<= S<L—-1 bzw. A=-2l-1)«= S>1L
L-1
PA=1)=P(S<L-1)=% gt =1-%
k=0
P(A=-(2Y-1)=P(S>L)=1-(P(A=1) =5
Erwartete Auszahlung: F(A) =1(1— 3£) — (2 = 1) =0

oL

In beiden Beispielen: E(A) = > iP(X = 1) bzw.

B(g(X)) = X g(i))P(X =), i Trigerpunkte

Beachte bei der Erweiterung von EZ auf oo viele Tragerpunkte oder als abs-stetige
ZV’e, da ¥ bzw. [ wohldefiniert sind.
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Definition 6.1 (Erwartungswerte von ZV’en)
g sei eine reellwertige Funktion.

a) X sei diskrete ZV’e mit Trager T ={x1, T2, - JC R und Zahldlchte f. Falls
Zlg(%ﬂf(%) < 00, so heit E(g(X)) = ;9(%) () = ;g(%) (X =

xz) Erwartungswert von g(X).

b) X sei absolut-stetig mit Dichte f. Falls [ |g(z)|f(z)dz < oo, so heifit

f g(z) f(z)dz Erwartungswert von g(X).

Insbesondere g(X) = x (Identitét):
E(X) = Z z; P(X = ;) bei diskrete ZV’en und
E(X) = f zf(x)dx bei abs.-stetigen ZV’en

Fiir beheblge ZV’e kann der Erwartungswert mit Hilfe der Verteilungsfunktion
wie folgt berechnet werden.

0
Lemma 6.2 X sei ZV’e mit Verteilungsfunktion F. Falls [ F(z)dz < oo und

—00

(1 = F(z))dz < oo, so gilt:

B(X) = — /F x+7

—0o0

Beweis: Nur fiir den Fall differenzierbarer Verteilungsfunktionen (F'(z) = f(x)
ist eine Dichte)
0

[ s = | Fe) 1 o= Pyl — [ of@is =~ | 2f(a

— 00 —00 \,—/\7-/ —0o0

JO-F(@)de = [ (1= F(2)) 1 de = (1-F@)alg—] —f(@)edz = | f(z)ads
0 0 %P’\/ 0 0

Also E(X) :_fo of(x)d f of (2)de = — fo Fla dx+;f(1 — F(x))da 0

Beispiel 6.3

a) Geometrische Verteilung, X ~ Geo(p), P(X = k) = f(k)
= (1 —p)kp, k € Ny, 0 < p <0 (keine Degenerierung)
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E(X)= > k(l—p)p= 3 k(1-p)'p=>(k+1)(1-p)*p
k=0 k=1 k=0
(1=p) ) k(1 =p)'p+1-p) ) 1-p)p
k=0 k=0
B(X) 1
Also: E(X)=(1-p)E(X)+(1—p) = E(X)—pE(X)+1—p = p(EX) =
lL=p
und somit: p Y k(1 —p)fp=1-1p
k=0
E(X)=%2 o<p<1
b) Exponentlalvertellung, X ~ Exp(N), f(z ) =X >0 (\>0)
E(X):{ r e Mdr = —zxe —Az|o0 —i—fe_)‘xdx——ie_/\xg‘):%
Also: E(X) = 1, falls X ~ Exp(\)
c¢) Normalverteilung, X ~ N(u,0%), p € R, 0 >0, f(x) = ﬁe_wz;@ ,r€R
®° _(a=p)?
E<X):,{Oxﬁ 207 da:—r f (x4 p)e” 202dx
X oo x2 o x2
= xe 202dx + /ezﬂdq; -
V2ro / a V21o g

Lemma 6.4 X sei diskrete ZV’e mit Trager Ny. Dann gilt

E(X) = iP(X > k) = iP(X > k)
Beweis: Mlt Lemma 6.2: -
E(X) = f(l—F( ))dx—ZP(X>k):ZP(X2k:)

Satz 6.5 (Eigenschaften des Erwartungswertes) '3
(auftretende EW sollen existieren)

a) E(aX +bY)=aE(X)+bE(Y) Va,be€ R (Linearitét)
b) X <Y = FE(X)< E() (Monotonie)

c) Fir X =14, A2 gilt B(X) = E(14) = P(A)

d) P(|X]|>¢) < E(ICXD Ve >0  (Markoff-Ungleichung)

e) X,Y stoch. unabh. = E(XY) = E(X)E(Y)

13Tm Folgenden wird manchmal fiir E(X) auch E[X] oder EX geschrieben, diese 3 Bez. sind

dquivalent
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Fiir den Beweis wird benotigt F(X), wobei Z = aX +b
Erwartungwert von ZV’en werden wie folgt berechnet:

Satz 6.6 (X1,..., X,,) sei Z'Vektor. g : R” — R! meBbare Funktion

a) (Xi,...,X,) sei diskret mit Trager T" ={t1,ts,...}C R"und Zahldichte f.
Falls ;) lg(t)| f(t;) < o0, so gilt: E(g(Xy,..., X)) = ;)g(ti)f(ti).

E(X)Y)=> >z fixyv) (@, vi) siehe unten im Beweis von 6.5 e)
v g

b) (Xji, ..., X,) sei abs.-stetig mit Dichte f.
Falls [« [|g(@1, ..., xn)|f (21, 0y xp)day - - - dy, < 00, sO gilt:
E(g(Xy, ... Xn) = [+ [g(z1,coaxn) f(z1, s xn)day - - - day,

Beweis: (von Satz 6.5)

a) Fiir abs.-stetige ZV:

E(aX +0bY) = [ [(az + by) fzy (2, y)dady

=a[ [efxy(@,y)dedy+b [ [yfixy) (@ y)fefy
—a [ofxado+b [y )y = aBCX) + bEY)

[

E(Y) E(Y)
b) Ubung
) la(w) = 4 LY it B(1y) = 1P(A) + 0P(A) = P(A)
CAw_O:wgéAsoml 4) = =
c | X|>c
d)VC>O:C'1|X|>C: 0 CIXI<C §|X‘

E(c-1ixsc) = ¢- P(JX]| > ¢) < E(X) Also folgt die Behauptung.
e) nur fiir diskrete ZV (stetiger Fall analog)
E(XY)= inyif(x,y)(l“i,yj) = Zl’iyifx(ll?i)fY(yj)
k2 Z7‘7

= (X wfx(@) ( uifv ) = BOE(Y) s
) E&) R EE’) ’

Definition 6.7 X,Y seien ZV, X und Y heiflen unkorreliert, wenn E(XY) =
E(X)E(Y)

Also mit Satz 6.5 e): X,Y s.u. = X, Y unkorreliert. Die Umkehrung hiervon ist
im Allg. falsch.

Transformationen von besonderer Bedeutung sind:

g(X)=X" keN
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und
g(X,)Y)=(X - EX)(Y — EY)

Definition 6.8 X,Y seien ZV, alle auftretenden E-Werte sollen existieren.

a) E(X%), k € Ny, heiit k-tes Moment von X (k=1: E-Wert von X)

b) E((X — EX)*) heiBt k-tes zentrales Moment
Insbes. k = 2: BE((X — EX)?) = V(X) = Var(X) heiit Varianz!'* von X
V' Var(X) heifit Standartabweichung von X

c) Cou(X,Y)=FE(X - EX)(Y — EY)) heifit Kovarianz von X und Y.

Corr(X,Y) = % heiit Korrelation von X und Y.

Lemma 6.9 X,Y, X4,..., X, seien ZV, auftretende Moment sollen existieren.

a) Cov
ov

(X,Y)=FEXY)—-EX)E(Y)

(X, X)=Var(X), Var(X) = E(X?) — (E(X))?
b) Var(aX +0b) = a*Var(X) Va,b € R
c) Var(z X;) = Z Var(X;) + 2 ;COU(Xi,Xj)

Var(z X;) = Z Var(X;), falls Xy, ..., X,, p.w. unkorreliert.
i=1 =1

d) [Cov(X,Y)| < /Var(X)Var(Y) (Cauchy-Schwarz-Ungleichung)
Insbesondere folgt: |[Corr(X,Y) < 1|

Beweis:
a) Cov(X,X)=FE[(X - EX)(X — EX)|=FE[(X — EX)?] = Var(X)

Cov(X,Y) = E[(X — EX)(Y — EY)] = E[XY — X(EY) — Y(EX) +
(EX)(EX)] = E(XY)—(EY)(EX)—(EX)(EY)+(EX)(EY) = BE(XY)—
(EX)(EY)

Var(X) = Cov(X,X) = E(X?) — (EX)?

b) Var(aX +b) = E[((aX +b) — E(aX +1))*] = E(aX +b—a(EX) — b)* =
A’E[(X — EX)?]=a— Var(X)

) Var@X) [(i X2 = (B(Y))? = > B(X.X;) - T(EX)(EX;) =

i=1

ZVW( )+2ZE(XX) (EXi)(EXj);ZVar(Xi)—l—ZSZCOU(Xi,Xj)

i<j i 1<j

14Die Varianz wird auch als Streuungsmaf bezeichnet
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d) Hierbei die Existenz von Dichten
Cauchy—Schw.—Ungl.

E(XY)| = | [ Jayfxrydedyl < [ [ |2llylfoxy)dady <
VU S @2 @, y)dady) ([ [ y2f(wy)dady) = /([ 22 fx()do) (] g2 (@)dz)
(EX?)(EY?)
Die Behauptung erfolgt durch Ersetzen: X «— X — EX und Y <« Y — EY
O
Interpretation der Groflien aus Lemma 6.9:
E(X) : mittlerer Wert
Var(X) : mittlere quadratische Abweichung vom Erwartungswert,
Maf3zahl fiir die Streuung einer ZV um den E-Wert
Cov(X,Y) : Korrekturterm bei der Varianzberechnung von Summen von ZV.

Var(X,Y) =Var(X)+ Var(Y) 4+ 2Cou(X,Y)
Corr(X,Y) : Mafzahl fir den linearen Zusammenhang zwischen ZV. Es gilt:
da,beR:P(X =aY +b) =1« |Corr(X,Y)| =1

Satz 6.10 Gx,(z),Gx,(z) seien erzeugende Funktionen von s.u. diskreten ZV
X1, Xy, bzw. Lx,(s), Lx,(s) die LaPlace-Transformierten von s.u. abs.-stetigen
ZV X1, X5 > 0. Dann gilt:

GX1+X2(Z) = GX1<’Z)GX2(Z)a "Z| S 1

bzw
LX1+X2(S) = LX1 (S)LXQ(S)’ s2>0

Beweis: Es gilt:

Gx(2) =Y. ppz" = E(zF) und Lx(s f e f(x E(e™**) Also:
k=0

Gxyx, = B(zH52) = B(202%) = E(le)E( ?) = Gx (2)Gx,(2), 2] <1

Und im stetigen Fall gilt dann:

Lyxy(s) = Blems XY = p(ems%1gms%e) 2 f(o=sXt) [(e=sX2)

= Lx, (S)LX2(5)7 s2>0

Beispiel 6.11

a) X ~ Bin(n,p). Dann Gx(z) = (1—p+p2)", |2| < 1. Xi ~ Bin(ny,p), Xa ~
Bin(ng,p) su. = Gx,1x,(2) = (1—p+p2)" (1—p+pz)"2 = (1—p+pz)™ "2
Dies ist gerade die erzeugende Funktion einer Bin(n; + nsg, p)-Verteilung.

b) X1 NEZEp(/\) LXl( ): SENG 8>O

Xy ~ Bap(n), Lyy(s) = 2o 5> 0

L ( ): A _ K A A A 1
X1+X2\8 FESY s+ n— X SHA A—p ,us+)\

Die Dichte f(z) = (55 Ae A+ )\_uue ) 110,00y () (2)

hat LaPlace-Transformierte (1); X; + X» besitzt die Dichte (2)
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Satz 6.12 (Transformierte und Momente)

a) G(z) = Z PRt = Z P(X = k)z* sei erzeugende Funktion einer diskreten
ZV X mlt Trager NO Dann gilt:

E(X)=G'(1), B(X(X —1)..(X —k+1))=G"(1)

G®)(1) ist das k-te faktorielle Moment.
Also: E(z?) = G'(1) +G"(1); Beachte: G (1) = lim G¥(z), falls G(z) nicht

271
ex. fir z >1

Var(X) = G'(1) + G"(1) — (G'(1))?

b) L(s) = [ e * f(x)dx sei LaPlace-Transformierte einer abs.-stetigen ZV X >

0
0 mit Dichte f. Dann gilt:

E(X) = =L'(0), B(X*) = (=1)*L"(0)

Var(X) = L'(0) — (L'(0))?

Beweis: Nur a), E(X):

G'(2) = > ppkz"1) |z] < 1 (gliederweise Differenzieren).
k=0

Also: (1) = 3" pek = E(X) 0
k=0

Beispiel 6.13 (Berechnungen von Momenten)

a) X ~ Bin(n,p), 0 <p <1, Berechnung des Erwartungswertes:

2. X ~ zn:Xl, X;stid ~ Bin(1,p)
B(X) = 1p+0(1—p)=p
E(X) = B(X X) = X(B(X) = Xp=np
3. Erzeugende Funktion
G(z) = (pz+1—-p)"

G'(z) =n(l+pz—2z)""p
G'(1) =np = E(X)
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Var(X) wie in 2)
Var(X) = Var(z X;) = Z Var(X;)

Es ist: Var(X) E(XQ) - (BE(Xy))? = E(X}?) -
E(X?) = p+ (1~ p) = p
Also Var(X—) p—p? = p(1—p)
Somit: Z Var(X;) = z;p( p) =np(l—p)
b) X ~ Ewp()\), A>0
LX( ) s—&):A
LY (5) = (~ 1)Kl gy
LY (0) = (- )km 3
Also: B(X?) = kA, B(X) =
Var(X) = E(X?) — (B(X))? = 2% =%
c) X ~ N(0,1), d.h. normalverteilt
Dann E(X) = O

B(X?) = = f rle~ T dr = \/%Ofﬁe’%dx

@
N
<
=)
-+

=

Il
k=
<)
Do
Il
—_

(Substitution: % =y, dr = ﬂ)

Integral iiber die Dichte einer F(%,l)—Verteilung
Es folgt: Var(X) = E(X?) — (EX)?* =1 —0 =1 (Varianz einer Standart-
Normalverteilung ist 1)

Y = 0 X + u besitzt die Dichte fy(y) = T N
Also: E(Y)=E(cX+p)=cE(X)+p=pn
=0
Var(Y)=Var(ecX + p) = 0*> Var(X)?c?
——

T— 2
A A Y ~ N(u, %)

=1
Also: Bei N(u,0?) ist p der Erwartungswert und o2 die Varianz.
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7 Bedingte Verteilungen und Erwartungswerte

a) diskreter Fall
X, Y diskrete ZV mit Tréger Tx, Ty, gemeinsamer Dichte fxy = P(X =z,Y =

y)u (C(Z,y) €Tx xTy
Def. bedingte Zihldichte von X unter Y = y (analog zur Def. 2.15)

P(X=2Y=y) _ fxv)(@y) iy (y)

) = P(Y=y) Iy (y)
fxpy (xly) { fx(z) (oder beliebige andere Zéhldichte) : fy(y)

>0
=0
Beachte: fx|y(x|y) ist eine Zihldichte Yy € T, fest. Die zugehorige Verteilung
heifit bedingte Verteilung von X unter Y = y, also P(X € A]Y =y) =

PXY=0(A) = 3 fxv(aly), A€, yeTy.
€A
Satz von der totalen W’keit (s. Satz 2.15) liefert :
fx(x) =P(X =x) = Ixiy (@y) fy(y), v € Tx (%)
yeTy
Beispiel 7.1 Seien fxy(kln) = (})p"(1 —p)" %, k = 0,...,n, also PXIN=n _
Bin(n,p) und N ~ Poi()\).
2 stufiges Experiment:

P(X=Fk) = Y P(X=kN=n)P(N=n)=)»_ P(X=EkN=n)P(N=n)

n=0 n=~k
00 n i P A" . )\kpk: 0 ()\(1 _ p)n—k’)

pry _— 1 — n _— =
;k'(n—k)!p =) e = 2

A1) ’
k
_ MIS) A~ Poi(Ap)

d.h.: X ~ Poi(A\p)

Betrachte Erwartungswert bzgl. der bedingten Verteilung:
E(@X)Y =y) = > g)fxv(z|y), y € Ty, heifit bedingter Erwartungs-

z€Tx
wert von ¢(z) unter Y =y (falls existent)

Berechnung des Erwartungswertes mit den bedingten Erwartungswerten wie folgt:

E(g(X) = > g@fx@)=>_ g) > fxy(ly)fry)

= O 9@ fxy ) frw) = D E@@X)Y =y)fr(y)

g

E(g(X)[Y=y)
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b) absolut-stetiger Fall
X,Y abs.-stetige ZV mit gemischter Dichte fixy)(z,y).
Def. bedingte Dichte von X unter Y =y (analog zur Def. 2.15) durch:

fxv(zy)

I : >0
Fxy(zly) =< W o ' fr(v)

fx(x) (oder beliebige andere Dichte) : fy(y) =0

Beachte: fxy(z|y) ist eine Dichte Yy € R. Die zugehotrige Verteilung heifit be-
dingte Verteilung von X unter Y = y, also P(X € A|Y =y) = PXV=Y(A) =
ffX|Y(I|y)dx7 A€ 22[7 y e R.

A

Speziell heifit:
Fxly—y(z) = P(X <z|Y =y) = [ fxyy(z|ly)dz bedingte Verteilungsfunkti-
on von X unter Y =y. Wie bei A) (%): fx(z) = [ fxp(zy)fy(y)dy

Analog zum diskreten Fall
E(g(X)|Y =y) = [ g(z)fx)y(z|y)dz, y € R heiBt bedingter Erwartungswert
von ¢(z) unter Y =y

E(y(X)) = / o) fx (@)de = / o(2) / Fxiv (ely) fy (y)dyda
_ ( () Frir (@ |y>d:c) Py = [ BlOOI =) )iy

(9(x)|Y=y)

¢) gemischte Fille (abs.-stetig/diskret werden analog behandelt)

Beispiel 7.2 (Wartezeit in Warteschlangensystem) N: Anzahl der Kunden
in der Warteschlange, N ~ Geo(p)

X, n € N: Bedienzeit von Kunde n, X, stid ~ Exp(\)
N+1

Gesucht: W = > X, : Gesamtwartezeit fiir neu ankommende Kunden.
i=1

Bekannt: PYVIN=" = Eri(n 4 1, ). Es gilt:

PW<t) = f:PW<t|N:n)P(N:n)

— Z/ yekydyl_ /)\pe)\yz >\y1_
t

= /)\pe’\ye)‘y =Py = /Ape’\pydy =1—e? >0
0 0
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Also: W ~ Exp(Ap) mit E(W) = /\lp

Beispiel 7.3 (Ankiinfte eines PP in zufilligen Intervallen)
N(t): PP, A > 0
Y ~ Eap(), o> 0 }
Gesucht: Anzahl der Ankl'infte in einem zufilligen Intervall [0,Y], N(Y)

N(Y) = max{n € Ny Z <Y}, wobei X; stid ~ Exp(\)
Bekannt: PNY)Y=t Poz()\t) Vt >0

- oo o o o~ U

Y

[e.e] (e e

At)F
P<N(Y) = k) = /P(N(Y) = k|Y = t)ue_lﬂf — / ( k') e_Atue_"tdt
0 , :
e r
R / the~ M Hmigy (nun geschickt erweitern!)
00 )\ —|—Iu b —(O )t
- k;l )\+#k+1/ te Mt
0
=1, da FfDichte

1 A\
- P (A} ken
A+u(k+u) ’
_ (1_ 1 )k 1
Au) A+up

Also: N(Y) ~ Geo (ﬁ)
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8 Grenzwertsitze
Zur Motivation:

1. unendlicher Miinzwurf, W’keit fiir Kopf = p (unbekannt)
Frage: Ist die Miinze fair? Welches p?

Idee: Werfe die Miinze sehr oft in unabhéngigen Versuchen.
h = Anzahl der Wiir fe mit Kopf
n — n=Anzahl aller Wiir fe

Frage: Konvergiert h,, gegen p (n — 00)?

2. Wartesystem: Anzahl der in einem Zeitintervall ankommenden Kunden
X; ~ Poi()). (Zeitintervall mit Lénge 1)
Anzahl der bis zur Zeit n ankommende Kunden: Y X; ~ Poi(n)\)
i=1
Frage: Welche Verteilung ergibt sich asymptotisch (n grof})?
3 Konstanten a,,, by, : Y"b—;a” < N(0,1)
Gilt die Aussage, wenn X; ~ Bin(k,p)? Ja! Auch, wenn die Verteilung der

X,; unbekannt.

Definition 8.1 {X;}, € N sei Folge von ZV, X ZV auf W’raum (2,2, P).
Die Folge heif3t

a) P-fast-sicher konvergent gegen X, wenn

P({w] lim X, (w) = X(w)}) = P(lim X, = X) =1

n—oo

Bez.: X,, — X P-fs, lim X,, = X P-fs.

n—oo n—oo

b) P-stochastisch konvergent gegen X, wenn

lim P(| X, — X|>¢)=0Ve>0

n—oo

Bez.: X,, — X P-stoch, lim X,, = X P-stoch.

n—oo n—oo

c) schwach- oder verteilungskonvergent gegen X, wenn

lim F,(z) = F(x) f.a. Stetigkeitspunkte von F

wobei X, ~ F,,;, X ~ F (Grenzverteilungsfunktion)
Bez: X, ¥ X, X, 2 X

Lemma 8.2 P(limsup{|X, — X| >¢€}) =0<= X,, — X P-fs

n—oo n—oo
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Beweis: " =" Ve=1: P(|X, — X|> ; fiir unendlich viele n) =0

Es folgt: P(({w| [X.(w) — X(w)| > 1 fiir unendlich viele n}) < 3 P(...) =0
k k

P(U{wl...) ={w|FkVnoIn > ng : | X, (w) — X(w)| > 1} Komplement liefert:

k
P({w|VkIng¥n > ng : | X, (w) — X(w)| < £}) =1, d.h. X, — X P-fs

x|

~—

"< trivial
Satz 8.3 (Zusammenhinge zwischen Konvergenzarten)

a) X, — X Pfs =% X, — X Pstoch % X, 2, X

(Umkehrungen sind i.A. falsch)
b) > P(|X, — X|>¢€) <00 Ve>0= X,, — X P-fs

n=1
("Schnelle” stoch. Konvergenz impliziert fast sichere Konvergenz)

Beweis:
a) (i) Ye>0gilt: 0 < lim P(|X,—X| >¢) < lim P( U {|Xn—X| > €})
n—oo n—oo mzn
Stetigkeit X > .
=" P(N U{|Xm—X|>e})=Plimsup |X,, — X| > €})
n=1m=n n—oo

= P(]X, — X| > e fir unendlich viele n) = 0, da X,, — X P-fs
(wg. Lemma 8.2)

(ii) Mathar & Pfeiffer, Lemma 2.3.2 Seite 137
b) Sei e > 0. Mit Borel-Cantelli-Lemma und Lemma 8.2:

S P(X, — X| > €) ZEE Plimsup{|X, — X| > €}) =022 Beh. O
N=1

n—oo

Lemma 8.4 (Tschebyscheff-Ungleichung)
X sei ZV mit Var(X) < co. Dann gilt Ve > 0:

X
P(X —EX|>¢) < V‘"Zf )
€
Beweis: Mit Markov-Ungleichung (6.5 d)): P(|X| > ¢) < £ Ve > 0
P(IX — EX| > ¢) = P((X — EX)? > ¢2) < ZIX_EXP) _ Var(X) 0

Satz 8.5 (Starkes Gesetz grofier Zahlen, SGGZ)
{X,} n € N sei eine Folge von pw. unkorrelierten ZV auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (2,2, P) mit Var(X,) < M < co Vn € N.
Dann gilt:
1 n
- X; — E(X; 0 P-f
i D0 B ;

n—oo



Beweis: O.B.d.A. E(X;) = 0 Vi, X; pw. unkorreliert. Setze X, = + > X

n
=1

Zeige Ve > 0: > P(]X;| > €) < oo. Dann gilt X,, — 0 P-fs (8.3 b)
i=1

Betrachte zunichst die Folge der Quadrate: X 2. Mit Tschebyscheff-Ungleichung
— < T2
folgt: P(|X,e| > ) < < YorlXoa) < 2" M ypeN, e > 0. Also:

2) < 21"
ZP(’Xn2’>6)<Zn22—]E\g n2<OO —  X,2 — 0 P-fs
n=1

Nun folgt der N achwels fiir die Werte zwischen den Quadraten:

Dazu sei n = n(k) def. durch n> < k < (n+1)% ke N.
— — k
Var(kXy —n*X,2) =Var( >, X;) <(k—n*)M

i=n2+1

o o k n? k n?
Var(kXy, — n*X,2) "2 Var(k: Y X, — 025 3 X,) = Var(X X, — Y X))
i=1 i=1 i=1 i=1
k k k
=Var( > )= > Var(Xy)) < Y M= (k—n*)M

i=n2+1 i=n2+1 i=n2+1

Es folgt (Tschebyscheff): P(|kX ) —n?X,:| > en?) < (k - )M also mit Satz 8.3 b:
k)QXk Xk 2—>0 P-fs
Insgesamt IF) € Ql P(Fl) =1 Vw €F, : X2 — 0 (n — 00)
dF; € A, P(Fg)_l\V/LUEIFg Xk X(k)2—>0(k’—>00)
p — 1 (= 09
Es folgt: X,, — 0 Yw € F} N F5,, wobei:
P(FiNFy) = P(Fy)+ P(F,) — P(F,UF) =1
o N N e

1 1 1

D.h.: X, — 0 P-fs O

n(k)

Bemerkung 8.6

a) Wegen Satz 8.3 (f.s. Konvergenz impliziert stochastische):
1Z:(X EX)—> P-fs = 1Z:(X EX)—>OPstoch

Dle rechte Aussage heifit schwaches Gesetz grofler Zahlen
b) Das SGGZ gilt auch, wenn {X, },en stid und E(X;) existiert (ohne die
Existenz der Varianz zu fordern). Dann gilt mit p = E(X;) :

1ZX — u P-fs

i= n—oo

Beweis: sehr aufwendig... O

Beispiel 8.7 (Anwendung des SGGZ)
{X, }nen sei Folge von stid ZV’en, A € B!, P(X,, € A)=pVi e N



48 8 GRENZWERTSATZE

Z 14(X;) : Anzahl des Auftretens {X; € A} bis zum n-ten Versuch.
Y = 14(X;) sind stid mit E(Y;) = P(X; € A)=p VieN
Mit SGGZ: 13V =1 Y " 14(X;)  —p (fiirn — 0) P-fs

i=1 —

rel. Haufigkeit des Auftretens von {X,;€ A}

Beispiel 8.8 { X, }nen sei stid Folge von ZV'en. = EX;, 0? = Var(X;). Dann
L Z X; — p P-fs (d.h. X, ist stark konsistenter Schitzer fiir 1)

1 Z X? — E(X?) P-fs (wegen SGGZ; ersetze X; durch X?)
5o (X = X,)P = %Z — (X0)? — E(X}) = p* = Var(X;) = 0® (wegen
i=1 i=1

SGGZ; dh. L3 (X, —

i=1

X ,)? ist ein stark konsistenter Schitzer fiir o?)

Satz 8.9 (Zentraler Grenzwertsatz, ZGWS)
{X, }nen sei stid Folge, u = E(X,), 0® = Var(X,) existiere (¢ > 0)
Dann gilt

MZ N(0,1) (n— o),

d.h. P(#ﬁ S(Xi—p)<z)— Pz) =~ [ e dr V2 eR

i=1 —o0

Beweis: z.B. Casella & Berger 216 ff.

Fir S, = Z X; gilt E(S,) = nu, Var(S,) = no?

=1

Sty = ng( — )~ N(0,1) (n— o)

Dies beze1chnet man als die standardisierte Summe, und diese konvergiert
gegen die Standardnormalverteilung (N (0,1))

Beispiel 8.10 {X,},.n stid ~ Bin(1,p), 0<p<1.Esgilt: E(X,,) =p, Var(X,) =
p(1—=p)
i X;—np

Mit ZGWS: ’\/h X N(0,1) (n — o0)
Also:

n LZJ
P (Z X; < z) )pk(l —p)" % (sehr aufwendig fiir grofie n)
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ZX np o
= P
\/npl— \/npl—
\—,_/
XN(0,1)
zZ—np
~ ¢ ————— ], wobei O(z /
np(l—p)> T Var

Bemerkenswert ist, dafl die Konvergenz unabhéngig davon ist, welche spezielle
Gestalt die urspriingliche Verteilung der Folge { X, } ey besitzt, und diese ledig-
lich iiber die beiden ersten Momente Erwartungswert und Varianz als zentrierende
Groflen in die Konvergenz eingeht. Dies erklart, warum man haufig Normalvertei-
lungsannahmen in solchen stochastischen Modellen findet, in denen die Summen
unabhéngiger ZV eine Rolle spielen (siehe Mathar/Pfeifer, S. 143)

Allgemein gilt fiir eine Folge von stid ZV'en: ({X,, }nn stid):

P in <z|=P z';lXi_n'E(Xl) < z—n-E(X1) ZG;:VS(I) z—n-E(X1)
1=1 \/n-Var(Xl) \/n'VC”"(Xl) n-Var(X1)

(Approximation ist ”brauchbar”, falls n > 30)

Anwendung: Lieferung von n Teilen, Gut-Schlecht-Priifung, W’keit, fiir Defekt:
p =0,08.
Gesucht: Wkeit, dafl Lieferung mehr als 9% defekt!

P <§:X >0,09n> = 1-P (ix <0,09n>

=1

Q

0,09n — 0, 08n
~®
\/n0,08(1 — 0,08)
e 0,01
B V0, 08—0 92
= 1—®(0,03686y/n)
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9 Schatzfunktionen und Konfidenzintervalle

Zur Motivation:

a) Werfe Miinze in unabh. Versuchen, W’keit fiir Kopf= p (unbekannt). Schétze
p. Modell: Xy, ..., X,, stid Bin(1,p).

p=0pX1,.,X,) =>X, — p P-fs (bekannt, SGGZ) ist ein
=1

=5
1=

verniinftiger Schétzer fiir p.

Beachte: p(X1, ..., X,,) ist eine ZV. Setzt man Realisationen z1, ..., z,, ein,

n
so erhélt man den Schitzwert 7 =1 %" ;.
i=1

b) Xi,..., X, stid Exp()\). Familie der Fzp—Verteilung mit Parameter A, pa-
rametrigche Familie.

I=1 — 1=EX)) Pfs (SGGZ)
=1

0 ist ein Schiitzer fiir g(\)?71 = B(X))
¢) Ina)und b) wird der Erwartungswert durch das arithmetische Mittel geschétzt.
Auch schwierigere Situationen, z.B.:

M': Anzahl der regelméfligen Besucher einer Web-Seite, unbekannt. Schétze
M! Wie? Intuitives Verfahren:

e Merke die Adressen von n Besuchern (Log-File), 'markiere’ Besucher

e Zu spaterem Zeitpunkt: Merke m Adressen, bestimme Anzahl z von
bereits markierten Besuchern.

Unter entsprechenden Voraussetzungen sollte 17 ~ = (ungeféhr gleich).

Ein verniinftiger Schétzer fiir M = |** |. Kann dieses Vorgehen exakt be-
griindet werden?

9.1 Methoden zur Bestimmung von Schitzern

Definition 9.1 X, ..., X, seien Zufallsvariablen (ZV) mit gemeinsamer Vertei-

Abbildung h(Xy, ..., X,,) mit Werten in ) heifit statistische Schétzfunktion
oder (Punkt-)Schéitzer.

Beispiel 9.2
a) Xi,..., X, stid ~ N(u,0?), 9 = (u,0%), © =R x RT,
() = (1, 0%) = p, (X1, Xp) = 23X, OK
i=1

0o(0) = (1, 0%) = %, ha(Xi, ., X,) = 1 32(X; — X2 OK

i=1
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b) Xi,..., X, stid ~ Exp(\), 9 =\, © =R*

gl()\) :%7 hl(Xh?Xn):%ZX’L OK
i=1
" -1
g2(A\) ho( X1, ..., X)) = (% > Xi> verniinftig?
i=1

Im Folgenden Methoden, um geeignete Schétzer zu finden.

Definition 9.3 (Maximum-Likelihood-Schétzer)
f(z1,...,x,]0), ¥ € O, sei eine (Zahl-)Dichte. L(J|xy,...x,) = f(x1, ..., z,|0) (als
Funktion von ¥ bei gegebenen z;) heifit Likelihood-Funktion.

-~

I(xq, ...z,) heift Maximum-Likelihood-Schitzer (MLS), falls

L(@(xl, )@y, oy ) = sup L(O|xq, o x,) Vg, .,
9e0

-~

g(9) heifit MLS von g(19).

Konzept: 1/9\(:1:1, .., Ty) ist bei gegebenen Beobachtungen 1, ..., x,, der 'passendste’

Parameter, der die Beobachtungen am wahrscheinlichsten macht.

Bemerkung

a) 9 7u bestimmen, ist eine Maximierungsaufgabe, die oft durch Differenzieren
(NST der 1. Abl.) gelost werden kann.

b) Oft ist es giinstiger, statt L(J|x) die Log-Likelihood-Funktion logL(J|x)
zu betrachten (siche folgendes Beispiel). Das Maximum von L(d|x) und
logL(¥|x) liegt an derselben Stelle.

Beispiel 9.4
a) Xi,..., X, stid ~ N(p,0?). Schitze ¥ = (u,0%) € R x RY.

n _(i=p)? *% (wi—p)?
f(:L'l,..,ZL‘n|19) = H \/2;76 0% = (271_012)%6 = :L(19|ZL‘17,ZL‘TL)

log L(|z1, ..., za) = =% log(2m0?) — 5k 3 (i — p)?
=1
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(ii) - —%%Jr#;(xi—f)Q:O = :%;( 7)?

Insgesamt: (1i, 02) = (7, L5 (z; — 7)?) ist der MLS fiir (y, 0?)
i=1
Bleibt noch zu priifen, ob dies auch wirklich ein Maximum ist

b) Xi,..., X, stid ~ Exp()\). Schiitze 9 = X € Rt

n A Y @
f(zy, .y m,]9) = [[Ae™@ = Ame =0 = L\, .y 20), 2 > 0
i=1

log L(\|xy, ..., z,) = nlogA — A> x; (Aufgabe: Maximiere nach \)
i=1

!

n
the 2 =0 < §:lei = A= _:%

>/I3

Also: A = 1 ist ein MLS fiir A.
(Noch z.z., A ist ein Max. von L(A|zy, ..., x,)

¢) Xi,..., X, stid ~ Bin(1,p). Schétze p € [0, 1]

(@1, ..., zy|p) = Hp”“( —p)ltmi=p= (1—-p) = = Lplry, ..., xn)

wobei die z; E{O 1}
log L(pl|z1, ..., n) = (Z x) logp + (n - :v) log(1 —p)

=1

(Maximiere iiber p € [0, 1]!)

alogL 12:151—7(71—2”:1:@);0 — %f—%(l—f): =
p=7T

Also: p= %ilmz = T ist ein MLS.

Eine weitere Methode zur Konstruktion von Schétzern: Bayes-Methode

1. Modelliere Vorkenntnisse iiber den Parameter 9 durch eine Wahrschein-

lichkeitsverteilung iiber ©, die a-priori-Verteilung, beschrieben durch die
(Zahl-)Dichte 7(9).

2. f(z]9), x = (x1,...,z,), sei die Zahldichte oder Dichte der Verteilung der

ZV X;..., X, bei Vorliegen von 9, aufgefafit als bedingte Verteilung von
(X1, ..., Xy), gegeben 4.
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3. Gegeben die Beobachtungen x = (z1, ..., x,,). Die zu f(¥|z) gehorige Vertei-
lung heifit a-posteriori-Verteilung von 9. f(J|x) reflektiert den Kennt-
nistand iiber ¢ nach Beobachtungen von zy, ..., z,.

Bayes Verfahren
Gegeben f(z|9) : w(¥) a-priori-Verteilung. Berechnung von f(9|z) wie folgt (hier
im Falle von Dichten):  f(z) = [ f(z]|9)7(9)d¥  (siehe Kapitel 7).
Also:
f(z,9) f(@[9)m (V)
f(|xr) = =
S N F T RO

Dabei tritt der Nenner als normierende Konstante auf.

Ein natiirlicher Schatzer fiir 9

Definition 9.5 Bez. wie oben. Die ZV U(x) besitzt die (Zihl-)Dichte f(J]z).
Dann heifit E(J(x)) Bayes Schétzer von 4.

Beispiel 9.6 Sei X ~ Bin(n,p), n fest.
A-priori Verteilung fiir p sei Beta(a, 3), «, (> 0, mit Dichte:

") = = 0<ps

Es gilt: X ~ Beta(o, ) = E(X) = ;%5
Sei x €{0, ...,n}:
fole) = LT O I oy oL et

[ f(alp)m(p)dp J f(xlp)n(p)dp

() Tty (1 — )

J f(alp)n(p)dp
— F(n +a+ ﬁ) pz-i—a—l(l . p)n—ac—I—B—l

Nz +a)l'(n—z+0)

Diese Losung ergibt sich dadurch, dafl eine Dichte herauskommen muf}; und da
nur die beden Teile mit dem Exponentialanteil variabel sind, ergibt sich eine
Beta-Dichte mit Parametern x + o, n — x + (3.

Also: p(z) = ﬁTa—ﬁ—ﬁ ist Bayes-Schiitzer zur a-priori Verteilung .

Speziel: « = 3 =1 (dann Beta(a, 5) = R(0, 1), Rechteck)

plr) =5

MLS fiir p lautet: pyr(z) = £

n
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9.2 Giitekriterien fiir Schiatzer

Definition 9.7 H = h(Xy, ..., X,,) sei ein Schétzer fiir g(J) € R.
Ey(H—g(0))* = Eg(h(X1, ..., X)) — g(19))? heilt mittlerer quadratischer Feh-
ler (MSE = mean squared error)

MSE mifit die mittlere quadratische Abweichung vom zu schétzenden Wert g(19).
MSE ist eine Funktion von 4.
Es gilt:
Ey(H — g(0))?
= By(H — EyH + EyH — g(0))?
— By(H — EgHY? + 2By — g(0)) (Eo(H — EyH)) +(Ey H — g(9))?

= Ey(H = B + (BgH — g(0)
= Varyg(H) + (Biasg(H))?
——— —_——

Prézision, Variabilitdt des Schatzers — Schiefe, Genauigkeit des Schatzers

Wichtig ist der Fall, da8 Biasy(H) = 0 ist.

Definition 9.8 Ein Schitzer H heifit erwartungstreu (unbiased) fiir g(), wenn
Biasg(H) =0 V9 € O, falls also Ey(H) = g(9) VI € O

Offensichtlich gilt fiir E-treue Schitzer. MSE (H) : Ey(H — g(9))* = Vary(H)

n

Beispiel 9.9 Xi,..., X, ~ N(p,0?) (stid) |X, 1Y (X;—X)? E— treu?

) = H(Xw Xo) = 32X

Ey(X) = (ZX)—% V(X)) =L X Ey(Xi) = X n=p

i=1 i=1 i=1
Also: X ist erwartungstreuf ir

b) %=1E(X X)?

Voruberlegungen

Y ~N(0,1) = E{Y?*=1 (Bsp.6.13¢))

Y ~N(0,1) = Z=0Y+pu~ N(u,o?

E(Z?) = E(cY + pn)? = > E(Y*) +20u E(Y) +u? = 02 + 1i?
—— ——

=1 =0
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SEX)- BX) =ottpt- L p=rle?
i=1 N~ N~——
o* 222 da XN (p,22)
Also: 62 = L 3(X; — X)? ist nicht erwartungstreu fiir o2.
i=1
Aber: 0?2 ist asymptotisch erwartungstreu, d.h. lim F(5?%) = o2

n—oo

Ey(c?%) =

S|

n —
Aber: 52 = L 57 (X; — X)? ist erwartungstreu fiir 0.
i=1

S =

Der Vorfaktor ergibt sich aus

n—1

n

n

Denn: E(S?) =E <L CEI(XG —7)2> =1 . 1olg? = 2

n—1 y
=1

Beispiel 9.10 (Giitevergleich von 2 Schitzern)
Sei X ~ Bin(n,p) und folgende 2 Schitzer sind gegeben:

e MLS ]/Q\MLZ%

e Bayes-Schiitzer zur a-priori Verteilung Beta(a, 3) pp = niZiﬂ (Beisp.
9.6)

Welcher ist nun besser? Vergleich mit MSE:

o E,(pur —p)* =Var(pur) = Var(%X) = #np(l —p) = p(i=p)

n

2
* BB ) = Var(pe)+ Bios,(Pa)? = Var (335 ) + (B (3333) - »)
2

_ np(l—p) np+a
= Tntass? T (n+a+ﬁ —p)

Wiéhle nun «, § so, dal MSE(pp) konstant, d.h. kein Wert von p wird bei der
Schéatzung bevorzugt!

Losung: o« = 3 = 3/n (setze oben ein, dann fillt das p heraus)

Dann gilt:
_xz+3Vn
PBE= "0 vn
~ n
E((ps—1) =

4(n+v/n)?
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9.3 Konfidenzintervalle

Punktschétzer: Bestimme 3, das moglichst nahe am Parameter 9 liegt.
Ziel jetzt: Angabe von Schranken, so dal der Parameter ¢ mit vorgegebener
W-keit innerhalb der Schranken liegt.

Idee: Xy, ..., X, stid ~ Bin(1,p). Mit schwachem GGZ:
(15
n 4 i— D

— PX-e<p<X+e)—1

n—oo

>6>—>0 Ve >0

n—oo

Fiir groBe n wird der Parameter p durch das zufillige Intervall [X — € X + ¢
mit hoher W’keit {iberdeckt. Nutze Kenntnisse iiber die Verteilung von X, um e,
P(...) zu quantifizieren.

Definition 9.11 X, ..., X,, seien ZV mit gemeinsamer Verteilung PXtX»_ Ein
Intervall der Form [L(Xy, ..., X,,), U(X1, ..., X,,)] heiit Konfidenzintervall zum
Niveau 1 — « fiir g(¢), falls

Py(g(9) € [L(X1,.... X,), U(Xy, ... X)) > 1—a VIe©

Beispiel 9.12 X, ..., X,, stid ~ N(u,0?) (02 fest)
Dann X ~ N (,u, %2) und £ ~ N(0,1)

X—p

S

Bestimme nun n so, dafl P < u) =1l—a (¥
Wihle v = uj_g als (1 — %)-Fraktil der N(0,1)-Verteilung. Nun auflésen von (x)
nach
P<|X_N’ S\/Lﬁul—%) =P (X - Zu_g SMSX—l-\/LﬁUl—%) =l-a
0

/N

n

Also: [7 - \/iﬁul,%,y + \/Lﬁul,%} ist ein (1 — a)-Konfidenzintervall fiir .

Beachte Die Lange des Konfidenzintervalls
- fallt mit wachsendem n
- wachst mit wachsendem Niveau 1 — «

Auch einseitige Konfidenzintervall: P (XJ B < u) =1—a«

N
Wihle v = uy_,, dann: P (7 —n < \/Lﬁul,a> =P (,u > X — \/LﬁUka) =1l—«

Also: | X — ul,a\%, oo] ist einseitiges (1 — «)-Konfidenzintervall fiir u

All diese Berechnungen gelten fiir festes 2. Fiir variable Varianzen siche Lite-
ratur iiber W’keitsrechnung!!!
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Beispiel 9.13 (Approx. Konfidenzintervalle fiir W’keiten)
X1,.. X, ~ Bin(1,p) . Dann —~2_ 2 N(0,1) (Bsp. 8.10)

p(1—p)

Es gilt: P <M < U1_g) ~ 1 —a, wobei uj_a Fraktil der N(0, 1)-Verteilung

/p(l1=p) —
~ p(l —p ~ pl—p
X —pl = w1z % — (X-p’=u 1-p)

ist.

2
ist eine quadratische Gleichung in p mit Losung pr(X) < py(X).

[pL(X), pr(X)]

ist ein approximatives (1 — «)-Konfidenzintervall fiir p.

ENDE DER VORLESUNG
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