Einfithrung in die
Stochastik fiir Informatiker SS 2000

Diskussionen bei

Gegeben sei ein Parallelrechner mit 5 Prozessoren und 3 verschiedene Jobs.

a) Wie viele Moglichkeiten gibt es die 3 Jobs auf die 5 Prozessoren zu verteilen, wenn jedem Prozessor

hochstens ein Job zugeteilt werden darf? und

(i) die Jobs unterschieden werden

(ii) die Jobs nicht unterschieden werden

b) Wie viele Moglichkeiten gibt es bei (i) bzw. (ii) dafiir, daf} die ersten drei Prozessoren zwei Jobs

und die restlichen beiden einen Jobs erhalten?

c¢) Bestimmen Sie unter (i) und (ii) die Wahrscheinlichkeit, daf§ das in b) beschriebene Ereignis bei

einer zufilligen Verteilung der Jobs auftritt.

c) (@
(ii

a) (i) 3 =060
(i) () =10
b) (i) fifi-3=236
(i) ()(3) =6
) 36
)

Sle 8l

Gegeben sind abzahlbar viele Urnen U,,n > 1. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, co viele schwarze

Kugeln zu ziehen, wenn aus jeder Urne eine Kugel gezogen wird und
a) in U, 1 schwarze und n — 1 weifle Kugeln sind.
b) in U, 1 schwarze und n? — 1 weifie Kugeln sind.

Hinweis: Borell-Cantelli

2a) Ay = {schwarze Kugel aus Urne k} = {w € Quwy = 1}
A
P(ﬁk) - ;Q:f - %Oo .
Doemy P(AR) = 2kt 7 = 0
= P(limsup 4;) =1

2b) Q= mit Qo= {i: 1 <i <k}
w; = 1 schwarze, w; # 1 weifle
Ap = {w S Q|wk = 1}
00 00 A o)
D1 P(AR) =220y ‘\Ql,j =Yl <00
= P(limsup A;) =0

k—oo

Geggben Wahrscheinlichkeitsraum (£2, 2, P).
Sei A:={AecAP(A) =0V P(A) =1}
E:={AeAP(A) =0}

Zeige A(E) = A

Losung:
A(E) ist o-Algebra
= C
AE) ggg £ CAE) kleinste o-Algebra, die £ enthilt
2 o-Algebra

Zeige A ist o-Algebra
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i) Qe daP(Q)=1
i) Ac A= P(A) =1V P(A) =0= P(A°) =0V P(A%) =1= A e

iii) (4,) €A
PUZ, 4,) = { 1 Fall: P(4,) = 090> 0, denn 0< P(UAn) < 32 P(An) = 350=0
=177 2, Fall: 3ng mit P(A4,)=1...=1, denn 1 > P(JA,) > P(4,,) =1

Insgesamt: A ist o-Algebra mit £ C 2A

= AE) CARA) =A

Zeige: A C A(E)
Sei A€ = { i

Sei Q) iiberabzahlbar

(A)=0=AecA¢)
(A)=1= P(A°) =0= A € A(E) = A cA(€)

Zeige:
i) A:={A C QA abz. oder A® abz.} ist o-Algebra
c
ii) P:A—[0,1],A— 1, A abz. ist Wahrscheinlichkeitsmaf
0, A abz.

Losung:

a) (1) Qe dah=A° abz

(i) Ae2l= A abz = A€ {iberabz. = A® € U
A€ abz = A iiberabz. = A €

(iii) (Ap) C A

1. Fall: Ay abz Vk = (J,o, Ax abz., denn abzéhlbare Vereinigung von abz. Mengen ist wieder
abzahlbar
=JA4r e

1. Fall: 3§ mit Ay, abz= Ay, iiberzabzihlbar

(U2, A0C = M2 A abz= (U, 40C e a8 ya e
b) (i) P(Q) =1, da Q¢ abz.
(ii) P(U;i'il Ak) = P(ZI?;l Ak) = 2120:1 P(Ak)

In Deutschlan seien 8000 der 80 Mio. Einwohner an einem totlichen Virus erkrankt. Es wurde ein Test
fiir die Krankheit entwickelt, der jedoch in 1% der Félle ein falsches Ergebnis liefert. Wie hoch ist die
Wahrscheinlichkeit vom Virus befalen zu sein bei pos. Testergebnis?

Losung:

Q=1{1,...,80-10°}

A : Vom Virus befallen, A = {1,...,8000}

P(4) = 155

B : positiver Test

P(B|A) = 155, P(BJA®) =55

S ‘

P(B|A) = 535" & P(BN A) = 55
Gesucht: P(A|B) = Pl(;ég)B)
P(B|A)P(A) 2 99
P(A|B) — — 100 10000 — _ O, 0098
P(B‘A)P(A) + P(B|AC)P(AC> 197(?0 10(1)00 + 190909090ﬁ 10098
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Andere Moglichkeit:
P(B) = P(A)P(B|A) + P(AY)P(B|AY)

totale Wahrscheinlichkeit

P(A‘B) — P(AOB

6]

P(B)

Gegeben seien Zufallsvariablen X mit PX = &, d.h. P(X =2) =1,Y ~ Bin(1, 3), Z ~ R[-1,1] stoch
unabh.
Bestimme:

1

il
iv

v

)
)
iii)
)
)

X1, [V, 12|
X+Y, X+2Z,Y+Z
X2, v2, 72
2X, 2V, 27

XY, X-Z,Y-Z

Losung:

i)

X=X, da X(w) =2=12] = |X(w)| Yn € Q
Y|=Y,daY(w)>0V¥nef

1Z| = R[0, 1]
Fa) = Pzl <a)=P(Z<2)A(Z> )
= P(Z<Lx)V(Z>—x))+P(Z<z)+P(Z>—x)
B {x<0 2 11-2)+31-2)+i1-2)=0
Tl 2201+ i@+ D)+ 3@+1) =2
0, =<0
Fiz = {x, 0<z<1
1, z>1

fiz) = Flz = fiz1 = 1p = 2] ~ R[0,1]

i) X +Y: PXTY(2) =2 PXTY(3) =1
PX+Y=2)=P(X=2Y=0)=PX=2)P(Y=0)=1-%=2
X +Y ~ R[1,3]

Fxiz(x) = P(X+Z<z)=PQ2+Z<x)
= P(Z<x—-2)=Fz(z—-2)
Y +Z~ 2R[-1,1]+ £ R[0,2]
%%:%:xe[—l,())
fy+Z(.’E)— §?+§1%:%$6[0,1)

iii) PX* =&, dh. P(X2=4) =

Y2=Y
r<o0:0
Z%: Fp(2)=P(Z%?<2)=P(Z|<yz={ 0<a<1:x
xr>1:1

iV) P2X:E4
P2Y (O) _ 2 P2Y(2) 1
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0, <=2
Fzz( )_P(2z<x)_P(Z<;x)_{ 14iz, —2<z<2
1, T > 2
Fyz((ll) = P(YZ < l’)
< -1 0
) —1<z<o0 P(YZga:):P(Y:LZSx):%(%—i—%)z%—!—%x
) 0<z<1 PYZ<z)=PY =0)+PY =1Z<z)=2+3(3+%)=2+%x
r>1 1

Seien (2,2, P) Wahrscheinlichkeitsraum, A, B st.-unabh.
Zeige: P(AUB) = P(ANB) < P(A) = P(B) und P(4) € {0,1}

=% P(AUB) = —P(AN B) + P(A) + P(B)
= P(A)+ P(B)=2-P(ANB)=2-P(A)- P(B)

1. Fall: P(A)=0= P(B)=0= P(A)
2. Fall: P(A)=1= P(B)=2-P(B)—1= P(B)=1
3. Fall: P(A) € (0,1) = 1+ pt5) =2 P(B)
P(B
©1=2-P(B)- 55}

¢ Fall: P(A)=0=P(B)=P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)=0+0-0-0=P(A)- P(B)
2. Fall: P(A)=1=P(B)=P(AUuB)=1+1-P(ANB)=2-1-1=P(A)-P(B)=P(ANB
q.e.d.

Seien X7, X2 unabhingig und identisch verteilt.
Zeige oder widerlege:

X1 - Xo=X1-Xy

Dazu: X; ~ Bin(2, 1)

P(X, - Xo=2)=P(X; =1,X,=2)4+ P(X; =2, X, = 1)
= (@' 2(G)3)*E)° =231
P(X; X1 =2)=0

[9]

Seien m,n € N,p € [0,1], X ~ Bin(n,p),Y ~ Bin(m, p) unabh.
Zeige: X +Y ~ Bin(m + n,p)

PX+Y =k = éP(X:j,Y:k_j) - éP(ij)P(yz k)
- i (D (1= p)" 7 (2 )9 (1 = pym =)

7=0

k
_ k n+m—=k n!-m!
= p*(1—-p"t j;o =T =k I RT )]

Loy (])



Einfithrung in die Diskussionen bei
Stochastik fiir Informatiker SS 2000 Jan Krohn

Gegeben Wahrscheinlichkeitsraum (R*, £, P) mit P(A) := J4 F(€)dE, A e &1, wobei

0 ) r<b .
f(x)_{c(g)2 Ca>b b > 0 beliebig

a) Bestimme die Konstante ¢

b) Bestimme die VF F(x)

c¢) Bestimme due Wahrscheinlichkeit der Mengen [—5, 2b], [4b, 5b][z,00) z € R
d) Bestimme P(A|b) fiir A = [2b,3D], B = [2b, 0)

a) 1= fR f(§)de = fboo C(%Qdf =c-b? fboo %dﬁ

=c-b?(0+3)=cbsc=1

X<b : 0 0 L X <b
b)RA@_f«_wﬂm_{‘X>b: ﬁ{%“{b[ggmi+§): X>b

[0 X <D
Tl s x>

c) P([-5,20]) = F(2b) — F(-5)=1— &4 ~0=1-1
(b 5b) =1L 14 b =1 S
P([z,00)) =1 — P((—00,2)) = P((—00,2]) =1 — F(2)

d) P(A|B) = 240B) _ P([2b,3b})) _ %,

P(B) ~— P(|2b,00)

Gegeben m diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume (91, P(21), P1), ... , (Qm, P(Qm), Prm)
Zeige: Es ex. genau eine Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber

@,2) =0, 2. PO, Q) mit PO E)=[][P(E) VE € P(),1<i<m

Losung:
Def. p: Q — [0,1], (w1,... ,wp) — H:il

P:P(Q)—[0,1],FE — > P((w1,... ,wn))
(wi,... ,wm )EE
Zeige p ist zdhldichte:

> Pwr,eewn) = oo IIpw) = D" - D palwi) - p(wn)
(W1 yeen y Wi, ) EQ (W1 yee. ywip ) EE i=1 w1 €N Wi €y,
= Z . Z Z -1
w1 €N wa€: Win €
1

—_———
1

POX " B) = 3 pwn,wn) = S o S [[piwn)

(w1,... ,wm,)€>< Zl w1 €Eq W EEy, 1=1
= (Y, pw)- (Y pmlwn) = [[pi(E)
w1 E€E W €EEm, =1

Eindeutigkeit: Seien P;, P, Wahrscheinlichkeitsverteilungen iiber (2, P(€2)) mit obigen Bedingungen
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== 3 Ziahldichten py,ps : @ — [0,1] mit Pr(A) = >, capr(w) VAEP(Q),k=1,2
Sei (wy,...,w,) € Q beheblg; ;= {w} 1

= pi((wi, ... ,wn)) = P1(>< 1Ei):H1nl
=P =5

Slgm m
pi(E) = PiOX i, Ei) = pa((wi, ... ,wm))

12|

Auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 2, P) sei eine diskrete 2-dim Zufallsvariable (X,Y) : (Q,2) —
(N2,P(N3)) mit Zihldicht

. e 2-GHD (1 pyiti i
s = Pocan ({06300 = { (OPT 20 en

definiert. Dabeisei 0 <p < 1l,c € R
a) Bestimme die Randdichten von PX, PY

b) Berechne den Wert der Konstanten ¢

~

>
8

~—
I

Z flz,y) = i c- 2_(y+1)(1 _p)z_y
y=x

YeNy

= ;megyﬂu—my

1— 1 x+1
= 1-p" 1(2(1(?)))
el =PI 1 20 p)
= P 20 -p) -1

2711~ p)" 1]

2°[1 = 2p]
2(1 _ p)w+1 —_ 9=z

1—-2p

o

—~
—_

NI NI NIo

fr(y) = Z flx,y) = Z c- 2*(y+1)(1 — )Y

z€No
0o

= 27U —py (1-p)°

=y
(o)
= ¢.27WDa —p)v Z(l — p)*ty

oo

— ¢.9-@WHD Z(l P = o+ L
p
0

r=

\ o

1 = Zch—f—l i

y:0

l\')\»—l
’U
l\')
M\)—A‘)—l
h~H e
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X,Y seien stoch. unabh. Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,A,P), X ~Exp(A\),P(Y =-1)=PY =1)=1

Bestimme die Verteilungfunktion F'(z) := P(X - Y < z) der Zufallsvariable X - Y
Dazu: Z(2) =P(X - Y <z2)=P(X Y <z Y=-1)4 P(X-Y <zY=1)
—P(X Y <)Y =—1)P(Y = —1)+ P(X Y < 2]y = 1)P(Y =1)

F[P(X > 2)+ P(X < 2)]

. Fall: z<0:P(X<z)

F(z)=5P(X > —2) = %(1—(1_6Az)) = Lexs
Fall: > 0: F(2) = J[P(X > —2) +P(X < 2)] = (1 +1—e ) = L(2— e ?)
N —

1

Gegeben folgendes Spiel:

Eine Miinze wird so oft geworfen, bis das erste Mal ,,Kopf*“ erscheint. Bis dahin erhélt der Spieler vom
Spielleiter fiir jede ,,Zahl“ im k-ten Wurf 2 DM.

Was ist der faire Einsatz fiir dieses Spiel?

X= Aubzahlung an den Spleler

EX = E(Q’f—Q)Qk = 2(1—2,},1 =00

k=1
Y das glelche aber max. 10 Wiirfe
10
EY = 2(2’f—2)2k +5452"-2)= > (1-55)+2— 5
=1 k=1
9 (1)9
=10— Y F+2—3=10— —F +2— 5~ 10
k=0 -3

&

1

(X,Y) sei eine Zufallsvektor mit A2-Dichte:
d.h. fxy(z,y) =c- (1+zy(@® —y?)Lp,q(max(|z|, |y]))

1. Bestimme c

2. Ermittle die Randdichten fx, fy
3. Sind X, Y st. unabh.

4. Bestimme fx * fy

5. EX,EY,E(X +Y)

1.1 ziifx,y(x,y)dxdy = fll fllc(l—i—xy(xz —y?))dxdy = fll fll(c+cx3y—cmy3)dmdy
:cf;[ +1zty — 3 2y3}z_1dy:cj1(1+iy—§y3+1—iy+éy3)dy
zcjl;Zdy:c -4:>c:%

1
2 [ fxy (z,y)dy 7f1 11+ zy(@® — )y y(e)dy = - = $1 -y q(x)
[ fxy(z,y) _fll 11+ ay(@® — y?) 11 (y)de = 1111 (y)
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3. fx(@) - fy(y) = 711,y (x)1_1,1y(y)

= nicht st. unabh fX y(z,y)

4. (fx * fy)(z fny (t,z—t)dt = [ (1 +t(z — t)(t* — (z — 1)*)) 1,1y max(|¢t|, |z — t|)dt
R
1. Fall: —2<2<0
+
f% t(z —t)(t2 — 22 + 22t — t2))dt
z+1
=1 [ 14 (st —2)(t? — 2% 4 22t — t*)dt

—1
z+1
T [ 1=+ 222 + 227 — 2243 dt
Z1
z+1
J 1= 2%+ 322t — 2zt% dt
—1
Lt — ¢ + 2283 — L)l

1
4
=1 - Z 412+ 22+ 1) = Loz 1) —

:..:i(2+z)
2. Fall: 0 <2<2
1
[ odt=...=1(2-2)

1oLl
(fX*fY)(Z):{ gtji% ’ zee [0,72]

1

5. EX= [a-3dz= =1
1

EY =0

E(X+Y)=EX+EY =04+0=0

Seien n € N, = {1,... ,N}", A =P(Q)
P(w) = N""Vw € Q, X(w) := min (w;)

1<i<n

1
1l =t -0 =0

a) Berechne P(X = k) fir 1 <k <N

N
b) Zeige: E(X)=N"" > k"
k=1

£
)
=
I
x5
I
o
g
=
I

(({k, ... \NY*—{k+1,... ,NY"))N—n= ((N—k+1)"—(N—k)" )N~

b) B(X) = k(N —k+1)" = (N = k)" )N~ = N—n(é1 k(N =k +1)" — é k(N — k)"
— N-1

= N3 (k+1)(N—k)" S k(N—k)") = N—”(]:z_:: B(N—k+1)"— 3 (N—k:)”—JZZ_:: K(N—k)")

k=0

Gegeben 2 Objekte mit (unbekannten) Gewichten a, b.

Problem: Bestimme a und b mit Hilfe einer Balkenwaage.

Seien X, Xy, Xa+p, Xa—p unabh. Zufallsvariablen die Ergebnisse der Wiegevorginge a, b, a + b,a — b mit
E(X,)=a, E(Xy) =b, E(Xo4p) =a+b, E(X,—p) =a—0,

Var(X,) =Var(X;,) =Var(X,4p) =Var(X,_p) =02 >0

Welche der beideen Methoden zur Bestimmung von a, b liefert die geringere Standardabweichung:
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)
Q)
|
ol
—
s
+
o
+
>~
Q
&
:—/
o
|
ol

(Xa+b — Xafb)

2. Var(a =Var(3(Xots + Xa-sp))
= i\//\ar(Xaer) + %Var(Xa,b == %2
Var(b) = ...

Sei (X;);en Eine Folge von Wiirfen 0<e< g, 0<e<1
a) Wie oft muss man wiirfeln, damit P(|X,, — Z| < €) > ¢ garantiert ist?
b) Berechne n fiir

i) e=0.5;¢=0.1
i) e=c=0.01

VarX; = %

a) Einsetzen in Tschebyscheff:

- 7 Var(X,,)
P(Xp—alzq < YR
— X
p(|Xn_Z|<€) < 1_M
2 €2
X !
_ 1_Var(X"):1_ 35 Lo
ne2 12ne€?
=N <:>7’L>375
T T o12e
b) i) n>13

i) n > 29462

Sei © = R Parameterraum fiir ¢ € © sei fy(z) = 1 exp(—|z — J|) eine Dichte.
Bestimme einen ML-Schétzer fiir ¢
Dazu:
Betrachte log-Likelyhood-Funktion
n n 1 -
log L(9, 21, ... ,xn) = log [T, folz;) = >, log( exp(—|z —¥])) = nlog= —Z|xl — Y
i=1

2
~——

unabh. von v

;',_/
Minimiere g(9) := >0 |z; — 9] =
sum?_q|x(i) — J|, wobei z(1) < ... < xz(n)
g stetig auf R und differenzierbar auf R\{z(¢)|1 <7 < n} mit
§(0) = S0y —sgn(ali) — 9) = X1, sgnld — 2(0))
O.E. Ex. ig = ip(9¥) mit 1 <ig <n—1,s0daB z(ip) < 9 < z(ig + 1), da
g auf (—oo, (1)) U (z(n), c0) kein Min hat
=g = YL sgn(d—a;)
sgn(d —z(1)) + ... +sgn(¥ — z(ip)) +sgn(¥ — z(ip + 1)) + ... +sgn(d — z(n))
ig—(n—io) :27:07’/7,
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g'(9) <0, falls ip < 2 < 2(ip <V < 2(ip)) fiir 1 < ip < 252

= g \strg. auf [z(1), z(| %52 +1]))

g' () =0, falls ig = § = 2(5) < ¥ < (% + 1) tritt nur ein, wenn n gerade.
= ¢'(9) >0, falls ig > 2 < (io) <V < x(ip + 1) fir [251 +1] <ig<n-—1
= g /'strg. auf [x(L”T*1 +1]),z(n)]

—

falls n gerade: ¥ ML-Schétzer V¥ € [z(5), z(§ + 1)]]

falls n ungerade: ¥ = (241) ist ML-Schiitzer.

10



