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0. Ubung zur Einfiihrung in die Stochastik fiir Informatiker

Aufgabe 1

Eine Postfiliale habe N geotffnete Schalter, und es seien n Kunden anwesend,
zwischen denen nicht unterschieden werden soll. Auf wieviel Arten konnen sich
die Kunden an die Schalter anstellen, wenn sich jeder Kunde nur dann hinter
einen anderen stellt, wenn kein Schalter frei ist?

Aufgabe 2

Der Schriftsteller und Gliicksspieler Chevalier de Méré (1607-1684) bemerkte
bei einem Wiirfelspiel, in dem gleichzeitig drei Wiirfel geworfen wurden, daf die
Augensumme 11 hiufiger auftrat als die Augensumme 12. De Méré iiberlegte
sich, daf die Augensummen 11 bzw. 12 jeweils auf sechs unterschiedliche Arten
erreichbar sind, ndmlich durch 6-4-1, 6-3-2, 5-5-1, 5-4-2, 5-3-3, 4-4-3 bzw. durch
6-5-1, 6-4-2, 6-3-3, 5-5-2, 5-4-3, 4-4-4. Daraus schlof er, daf beide Augensummen
mit der gleichen Wahrscheinlichkeit auftreten miifiten, was seiner Beobachtung
jedoch widersprach (de Mérés Paradoxon).

a) Worin besteht de Mérés Fehler?

b) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, beim Werfen dreier Wiirfel
die Augensumme 11 bzw. 12 zu erhalten.
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1. Ubung zur Einfiihrung in die Stochastik fiir Informatiker

Aufgabe 1 2 Punkte

Ein Zufallszahlengenerator erzeugt fortlaufend Tripel (i,7,k) von Ziffern aus
{0,1,...,9}, wobei alle Tripel gleich wahrscheinlich sind. Bestimmen Sie die
Wahrscheinlichkeit, daff unter den ersten zehn Tripeln

a) mindestens eins
b) genau vier
die Form (7,7,7) (1 € {0,1,...,9}) hat bzw. haben.

Aufgabe 2 2 Punkte
Aus einer Urne mit von 1 bis n (n € N) numerierten Kugeln werden zufillig
k < n Kugeln ohne Zuriicklegen gezogen.

Wie groft ist die Wahrscheinlichkeit, daf hierbei keine Kugeln mit benachbar-
ten Nummern gezogen werden (d.h., es gibt kein Paar von Nummern, deren
Differenz den Betrag 1 hat)?

Aufgabe 3 4 Punkte

In einem Teich befindet sich eine unbekannte Anzahl n € N von Fischen. Um
an eine Schitzung fiir n zu gelangen, geht man z.B. wie folgt vor:

Zunichst werden s < n Fische gefangen und markiert. Die markierten Fische
werden anschlieffend zuriick in den Teich geworfen. Nach einiger Zeit werden
m Fische gefangen, wobei die Fische einzeln gefangen werden und jeder Fisch,
nachdem notiert worden ist, ob er markiert ist oder nicht, in den Teich zuriick-
geworfen wird (Ziehen mit Zuriicklegen). Bei diesem Vorgehen seien k markierte
Fische beobachtet worden. Nun bestimmt man n*, so daf die Wahrscheinlichkeit
dafiir, ¥ markierte Fische zu beobachten, maximal wird.

a) Bestimmen Sie (in Abhéngigkeit von n, s, m und k) die Wahrscheinlichkeit,
daft unter m gefangenen Fischen k& markiert sind.

b) Bestimmen Sie n* € N, so daf die in a) bestimmte Wahrscheinlichkeit
fiir gegebenes s, m und 0 < k < m maximal wird. Was erhdlt man fiir
k€ {0,m}?



Prof. Dr. R. Mathar RWTH Aachen, SS 2000
Jaakob Kind Ausgabe: 20.04.2000
Abgabe: 27.04.2000

bis 12 Uhr
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Aufgabe 4 2 Punkte
Es seien 2 und B nichtleere Mengen mit B C 2 und 2 eine o-Algebra iiber €.
Zeigen Sie, dak AN B := {AN B | A € A} eine o-Algebra iiber B ist.

Aufgabe 5 3 Punkte
 und I seien nichtleere Mengen und {2;};cr eine Familie von o-Algebren iiber
Q.

a) Zeigen Sie, daf 2 := [;.; 2; ebenfalls eine o-Algebra iiber 2 ist (s. Lemma
2.8 der Vorlesung).

b) Ist B := J;c; U; stets eine o-Algebra?

Aufgabe 6 2 Punkte

In der Situation aus Aufgabe 3 werden die m Fische der Stichprobe gefangen,
ohne daff zwischenzeitlich Fische zuriick in den Teich geworfen werden (Ziehen
ohne Zuriicklegen). Welche Schétzung ergibt sich nun fiir die Anzahl der Fische
im Teich?

Aufgabe 7 5 Punkte
Zeigen Sie, dak es keine Funktion P : P([0,1]) — [0, 1] mit den folgenden Eigen-
schaften gibt:

1. V0<a<b<1:P(ab])=0>b-—a,

2. VA C 0,1,z € [0,1] : A+ 2 C [0,1] = P(A+2z) = P(A) (d.h., P ist
translationsinvariant; dabei ist A+ z:={a+x | a € A}),

3. fiir alle Folgen (A, )nen € [0,1]N paarweise disjunkter Mengen gilt

P (U An) = P(Ay).

neN neN

Anleitung:
a) Es sei B :=[1/3,2/3]. Zeigen Sie, daf die durch

r~ysrz—yeQ

auf B definierte Relation ~ eine Aquivalenzrelation ist.

b) A C B enthalte aus jeder Aquivalenzklasse von ~ genau ein Element,
(rk)ken sel eine Abzdhlung der rationalen Zahlen im Intervall [—1/3,1/3].
Zeigen Sie, dat die Mengen Ay, := A + r, paarweise disjunkt sind und daf

2/5,3/5] € | Ar C [0,1]
keN
gilt.

c) Folgern Sie hieraus, daf es keine Funktion mit den obigen Eigenschaften
gibt.
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3. Ubung zur Einfiihrung in die Stochastik fiir Informatiker

Aufgabe 8 2 Punkte
Es seien (Q,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B € 2. Zeigen Sie (s. Lem-
ma 2.11 der Vorlesung)

a) P(A%) =1 P(A),
b) P(AUB)=P(A)+ P(B) — P(ANB),
¢) AC B= P(A) < P(B),
d) AC B= P(B\ A) = P(B)— P(A).
Aufgabe 9 2 Punkte
r Borkenkifer befallen zufillig n Baume (d.h., jeder Kifer wihlt unabhingig

von den anderen einen Baum). Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, daf alle
Biume befallen werden.

Aufgabe 10 3 Punkte
n Ereignisse Ayp,..., A, € U seien in einem Wahrscheinlichkeitsraum (2,2, P)
vorgegeben. Zeigen Sie, daf das Ereignis

— , c
By:= | (40 [ A4
TCN:|T|=k \JeT JETC
(»genau k der Ereignisse A; treten ein“) die Wahrscheinlichkeit
PE) =30 () X P04
i=k UCN:|U|=i \Jjeu

hat. Dabei ist N :={1,... ,n}.
Hinweis: Zeigen Sie, daf fiir Ereignisse A und (Bi)ier, |T| = m € Ny die
Beziehung

P Aﬂ(UBt>C :Emj(—ni > P(Aﬂﬂ&)

teT i=0 5CT:|S|=i s€S

gilt.
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Aufgabe 11 3 Punkte

Vor Beginn einer Theatervorstellung geben n Besucher jeweils einen Hut und
einen Mantel an der Garderobe ab. Nach der Vorstellung werden zuerst die
Maintel und anschliefend unabhéngig davon die Hiite zufillig zuriickgegeben,
wobei jeder Besucher einen Hut und einen Mantel erhilt.

a) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dal mindestens einer der Besucher
seinen Hut und seinen Mantel zuriickerhilt?

b) Bestimmen Sie den Grenzwert der in a) bestimmten Wahrscheinlichkeit
fiir n — oo.

c) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, daf genau k der Besucher ihren Hut
und ihren Mantel zuriickerhalten?

Hinweis: Verwenden Sie ohne Beweis
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4. Ubung zur Einfiihrung in die Stochastik fiir Informatiker

Aufgabe 12 3 Punkte

Beim Morsen kommen kurze und lange Signale (,Punkte* und ,Striche* im Ver-
héltnis 3:4 vor, d.h., die Wahrscheinlichkeit, daff ein Punkt bzw. Strich gesendet
wurde, ist 3/7 bzw. 4/7. Wir nehmen nun an, daf die Wahrscheinlichkeit fiir
einen Ubertragungsfehler (d.h., es wird ein anderes Signal empfangen als ge-
sendet) fiir beide Signale 1/8 betrdgt. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit,
daft ein Punkt gesendet wurde unter der Bedingung, daf ein Punkt empfangen
wurde, und die Wahrscheinlichkeit, daft ein Strich gesendet wurde unter der
Bedingung, daf ein Strich empfangen wurde.

Aufgabe 13 3 Punkte

Von drei Gefangenen A, B und C werden zufillig zwei zur Hinrichtung ausge-
wihlt, der dritte wird begnadigt. A ist neugierig und moéchte etwas iiber sein
Schicksal herausfinden, merkt aber, daff der Warter, der weifl, wer begnadigt
wird, seine Frage nicht direkt beantworten darf. Also bittet er den Wérter dar-
um, ihm den Namen eines anderen Gefangenen (also B oder C') zu nennen, der
hingerichtet wird. Der Wirter, von dem bekannt ist, daf er die Wahrheit sagt,
nennt B. A ist erleichtert, da sich seiner Meinung nach die Wahrscheinlichkeit
seines Uberlebens von 1/3 auf 1/2 erh6ht hat.

a) Wie kommt A auf diese Idee?

b) Welche Wahrscheinlichkeit muf man kennen, um zu priifen, ob A zu Recht
erleichtert ist?

¢) Bestimmen Sie unter der Annahme, daf die fehlende Information bekannt
ist, die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf A iiberlebt, wenn der Wérter B ge-
nannt hat.

Aufgabe 14 3 Punkte
Ein fairer Wiirfel werde zweimal geworfen, wobei die Augenzahlen der beiden
Wiirfe stochastisch unabhéngig seien. Man untersuche die folgenden Ereignisse
auf paarweise und gemeinsame stochastische Unabhéngigkeit:

1. Im ersten Wurf wird eine gerade Zahl geworfen,

2. im zweiten Wurf wird eine ungerade Zahl geworfen,

3. die Summe der Augenzahlen aus beiden Wiirfen ist 7.

Aufgabe 15 2 Punkte
Eine faire Miinze werde unendlich oft geworfen, wobei die Ergebnisse der ein-
zelnen Wiirfe gemeinsam stochastisch unabhéngig seien.

a) Zeigen Sie, dak jede endliche Sequenz aus ,Kopf“ und ,Zahl* mit Wahr-
scheinlichkeit 1 in der Miinzwurffolge auftritt.

b) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dal eine beliebige endliche Sequenz
sogar unendlich oft auftritt?
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Aufgabe 16 2 Punkte

Aus einer Urne, in der sich zu Anfang s schwarze und eine rote Kugel befin-
den, wird unendlich oft eine Kugel mit Zuriicklegen gezogen. Bestimmen Sie die
Wahrscheinlichkeit, daf unendlich oft die rote Kugel gezogen wird, wenn nach
dem k-ten Zug

a) eine schwarze Kugel bzw.
b) k schwarze Kugeln

zusétzlich in die Urne gelegt werden.
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5. Ubung zur Einfiihrung in die Stochastik fiir Informatiker

Aufgabe 17 3 Punkte
Es seien (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q@ — R eine Abbildung.
Zeigen Sie:

a) X ist genau dann eine Zufallsvariable, wenn
VaeR:{X >a}:={X €(a,00)} €A

gilt.
b) Ist X eine Zufallsvariable, dann ist fiir alle a,b € R auch a + bX eine

Zufallsvariable.

c) Ist X eine Zufallsvariable, dann ist auch X? eine Zufallsvariable.
Hinweis zu a): Zeigen Sie, daf
X:={BCR|X YB) e}
eine o-Algebra iiber R ist.

Aufgabe 18 3 Punkte
Es seien A > 0 und {p, }nen € (0, 1) mit lim,, o np, = . Zeigen Sie, dak fiir
alle k € Ny

k
. N\ ki . \n—k _ —,\>\_
nlggo<k>pn(1 pa)" =
gilt.

Aufgabe 19 3 Punkte
Es seien (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X,Y : (Q,2) — (R, B%)
Zufallsvariablen. Zeigen Sie:

R — [0, 1]
a) Fx : ist eine Verteilungsfunktion (siehe Satz 3.9),
T P(X )

b) PX = PY = Fy = Fy (einfache Richtung von Satz 3.10).

Aufgabe 20 2 Punkte
Die Dauer eines Telefongespréichs (in Sekunden) sei exponentialverteilt mit Pa-

rameter A = 0,01.
a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf ein Gesprich

1. mehr als 100 Sekunden,
2. zwischen 25 und 300 Sekunden bzw.
3. weniger als 150 Sekunden

dauert.

b) Bestimmen Sie z, so daf die Wahrscheinlichkeit, daf ein Gespriach hoch-
stens z Sekunden dauert, 0,9 bzw. 0,5 betrigt.
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6. Ubung zur Einfiihrung in die Stochastik fiir Informatiker

Aufgabe 21 3 Punkte
Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf (R, 9B1) heikt geddichtnislos, wenn es
eine Menge T C R; mit P(T) =1 gibt, so dai

Vz € T: P([z,00)) >0
und
Vz,y € T: P(lz +y,00) | [z,00)) = P([y, o))
gilt. Bestimmen Sie alle gedéchtnislosen Wahrscheinlichkeitsverteilungen
a) mit T =Ny bzw.
b) mit stetiger Verteilungsfunktion.

Hinweis: Verwenden Sie ohne Beweis, dafi die Funktionalgleichung

Vo,y 2 0: f(z+y) = f()f(y)
nur stetige Losungen der Form f = 0 oder f(z) = e/ (u € R) hat.

Aufgabe 22 2 Punkte
Es seien X eine diskrete Zufallsvariable und G'x ihre erzeugende Funktion.

a) Zeigen Sie, daf

gilt.
b) Was erhilt man fiir Gx(0) und Gx(1)?
Hinweis: Verwenden Sie die Konvention 0° := 1.

Aufgabe 23 3 Punkte

a) Bestimmen Sie die erzeugende Funktion der Binomialverteilung mit den
Parametern n und p.

b) Zeigen Sie, daf durch

P} = sy €N

eine Zihldichte gegeben ist, und bestimmen Sie die zugehdrige erzeugende
Funktion G.

Bemerkung: Die zugehorige Wahrscheinlichkeitsverteilung heiflt Yulevertei-
lung.
Hinweis: Fiir |z| <1 gilt

k

—In(l -2) = Z%
k=1



6. Ubung Einfiihrung in die Stochastik fiir Informatiker Seite 2

Aufgabe 24 3 Punkte
Die Funktion f: R? — R sei definiert durch

czy, 0<z<1,0<y<wxz

f(@,y) = {O, sonst

Wie muf ¢ € R gewihlt werden, damit f die Dichte eines Zufallsvektors (X,Y)
ist? Bestimmen Sie die zugehorige Verteilungsfunktion F(x y) sowie die Dich-
ten und Verteilungsfunktionen der Zufallsvariablen X und Y. Sind X und Y
stochastisch unabhéngig?
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7. Ubung zur Einfiihrung in die Stochastik fiir Informatiker

Aufgabe 25 3 Punkte

Die Anzahl der Anrufe, die innerhalb einer Sekunde bei einer Telefonvermitt-
lung ankommen, sei poissonverteilt mit dem Parameter A > 0. Die Anzahlen
von Anrufen, die in disjunkten Zeitintervallen ankommen, seien stochastisch
unabhingig.

a) Zeigen Sie, daf die Wahrscheinlichkeit, daf innerhalb von n € N Sekunden
genau k € Ny Anrufe eingehen, ebenfalls poissonverteilt ist (mit welchem
Parameter?).

b) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, daf nach ng < n (ng € N) Sekunden
genau kg € Ny Anrufe eingegangen sind, unter der Bedingung, dak nach n
Sekunden genau k Anrufe eingegangen sind?

Aufgabe 26 2 Punkte

Bei der Qualitdtskontrolle von Speicherbausteinen hat sich herausgestellt, daft
5% der Bausteine von Anfang an defekt sind und die restlichen eine mit Pa-
rameter A\ = 0,001 exponentialverteilte Lebensdauer haben. Mit welcher Ver-
teilungsfunktion wiirden Sie die Lebensdauer eines zufillig herausgegriffenen
Speicherchips beschreiben? Ist die zugehorige Verteilung diskret oder absolut-
stetig?

Aufgabe 27 2 Punkte

Ist es moglich, zwei Wiirfel so zu verfilschen, daft beim unabhédngigen Wurf der
Wiirfel alle moglichen Augensummen (2, ... ,12) mit gleicher Wahrscheinlichkeit
auftreten?

Aufgabe 28 3 Punkte

Es werde eine zufillige Anzahl N von fairen Wiirfeln geworfen, wobei die Ver-
teilung von N fiir n € N durch

P(N=n)=2""
gegeben ist. Die Augensumme werde mit S und das Maximum der geworfenen
Zahlen mit M bezeichnet. Bestimmen Sie die folgenden Wahrscheinlichkeiten:
a) PIN=2|S5=4),
b) P(S =4 | N ungerade),
c) P(M=m),me{l,...,6}.

Hinweis: Modellieren Sie die Ergebnisse der Wiirfelwiirfe durch eine Folge von
unabhingigen und identisch verteilten Zufallsvariablen X; (i € N), die stocha-
stisch unabhéngig von N sind, und zeigen Sie

P(S=s|N=n)=P(S, =s).

Dabei ist S,, die Summe der Augenzahlen beim Werfen von n € N Wiirfeln.
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8. Ubung zur Einfiihrung in die Stochastik fiir Informatiker

Aufgabe 29 2 Punkte
Xq,...,X, seien diskrete Zufallsvariablen mit Tragern T1, ... ,T,. Beweisen Sie
Lemma 4.10 der Vorlesung: Xi, ... , X, stochastisch unabhéngig

n n

V(... ty) € .><1TZ~ tP(Xy =t,... Xp=t,) = [[P(Xs =t).

1=

Aufgabe 30 2 Punkte

Bei einem Rechnernetzwerk werden die Anzahl der aktiven Benutzer und die
mittlere Nutzungsdauer durch stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen N und
T beschrieben, wobei N poissonverteilt ist mit Parameter A = 5 und T expo-
nentialverteilt mit Parameter 4 = 0, 01.

a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, daf weniger als 4 Benutzer aktiv
sind und die mittlere Nutzungsdauer kiirzer als 50 Zeiteinheiten ist.

b) Im Netzwerk entstehen keine Wartezeiten, wenn N < 12 und NT < 300.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist dies der Fall?

Aufgabe 31 4 Punkte
Bestimmen Sie Dichten bzw. Z&hldichten der folgenden Verteilungen:

a) T'(ag, A) « T(ag, A), ai,az, A >0,

b) Bin(ni,p) * Bin(ng, P), ni1,n2 € N0 <p <1,
c) Poi(A1) x Poi(A2), A1, A2 >0,

d) Geo(p) x...x Geo(p), 0 <p <1,

e) Bin(ny,p) * Bin(ng,p), n1,me €N, 0 <p < 1.

Hinweis: Benutzen Sie in a) ohne Beweis

/1 Safl(l _ S)ﬂflds — P(a)r(ﬁ) )
0

C(a+p)
Aufgabe 32 3 Punkte
X und Y seien Zufallsvariablen mit der gemeinsamen Dichte
a)

1 _
f(X,Y)(may) = §($ +y)€ ($+y)a z,y >0,

b)

8=

f(X,Y)(-Tay) =—,0<y<z<L1.

Bestimmen Sie jeweils eine Dichte von X + Y.
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9. Ubung zur Einfiihrung in die Stochastik fiir Informatiker

Aufgabe 33 2 Punkte

Die Bearbeitungszeiten (in Stunden) anstehender Programme in einer Warte-
schlange werden durch stochastisch unabhingige Exp(2)-verteilte Zufallsvaria-
blen beschrieben. Ein Server arbeitet die Programme hintereinander ohne Zeit-
verzug ab. Wieviel Programme diirfen zur Zeit ¢ hochstens anstehen, damit die
Wahrscheinlichkeit, daff die Warteschlange 6 Stunden spéter abgearbeitet ist,
grofer als 0,95 ist, falls in der Zwischenzeit keine neuen Jobs hinzukommen?

Aufgabe 34 2 Punkte

Beweisen Sie Lemma 5.11 der Vorlesung: X7, X5 seien stochastisch unabhingige
absolut-stetige Zufallsvariablen mit Dichten fx,, fx,. Es gelte fx,(x) = 0, falls
z < 0. Dann gilt:

a) Y = X; X ist absolut-stetig mit Dichte

fr(y) = /000 ;fxl (%) Fx, (1) dtL(0,00) (),

b) Z = % ist absolut-stetig mit Dichte

fa(2) = /0 "t () ey ()81 00 (2)

Aufgabe 35 2 Punkte
Zeigen Sie (siehe Satz 6.5):

a) Fiir diskrete Zufallsvariablen X und Y gilt E[aX + bY| = aE[X] + bE[Y]

b) X und Y seien entweder beide diskrete oder beide absolut-stetige Zufalls-
variablen. Dann gilt: X <Y = E[X] < E[Y].

Aufgabe 36 4 Punkte
Bestimmen Sie — falls existent — den Erwartungswert und die Varianz der Zu-
fallsvariablen X fiir

a) X ~ Poi()\),
b) X ~ Bin(n,p),

c) X ~T(a,N),
d) X cauchyverteilt, d.h. fx definiert durch
1
fx(z) = m,x eER
ist eine Dichte der Verteilung von X.
Aufgabe 37 2 Punkte

Es seien M und N Zufallsvariablen mit N ~ Poi(u) und M ~ Bin(N, p), also
PMIN=k — Bin(k,p). Zeigen Sie: M und N — M sind stochastisch unabhingig
mit M ~ Poi(pu) und N — M ~ Poi((1 — p)u).
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10. Ubung zur Einfiihrung in die Stochastik fiir Informatiker

Aufgabe 38 4 Punkte

Die tatséichliche CPU-Zeit einer Benutzersitzung an einer Workstation wer-
de als eine Zufallsvariable mit unbekanntem Erwartungswert g und Varianz
02 = 6.25 [sec?] angenommen. Wieviele unabhingige Messungen der CPU-
Zeiten miissen mindestens durchgefithrt werden, damit mit einer Wahrschein-
lichkeit von mindestens 0.9 der Betrag der Differenz des arithmetischen Mittels
der Mefwerte und p kleiner als 0.1 ist? Verwenden Sie zur Beantwortung der
Frage

a) den zentralen Grenzwertsatz,
b) die Ungleichung von Tschebyscheff.

Aufgabe 39 1 Punkt

X, sei eine Folge paarweise unkorrelierter Zufallsvariablen, X,, nehme mit Wahr-
scheinlichkeit 5 +1n2 den Wert n und mit Wahrscheinlichkeit 1_’:22 den Wert —%
an. Geniigt diese Folge dem starken Gesetz grofser Zahlen?

Aufgabe 40 2 Punkte

Sei (X,)n eine monotone Folge von Zufallsvariablen, die stochastisch gegen die
Zufallsvariable X konvergiert. Zeigen Sie, dak X, fiir n — oo fast sicher gegen
X konvergiert.

Aufgabe 41 4 Punkte

Auf einem Bus werde pro Zeiteinheit ein Datenpaket fester Linge {ibertragen.
Ankommende Pakete werden in einem Puffer gespeichert. Die Zufallsvariablen
X, beschreiben die Anzahl der zu Beginn der n-ten Periode im Puffer vorhan-
denen Datenpakete.

Die Anzahlen A,, der in der n-ten Periode im Puffer neu ankommenden Datenpa-
kete seien stochastisch unabhingige, jeweils Geo(rlp)—verteilte Zufallsvariable,
0 < p < 1. Die Rekursion

Xpi1=(Xn -1+ A4, neN,

beschreibt die aktuelle Anzahl der Pakete im Puffer nach Periode n. Zeigen Sie:
Wenn X,, ~ Geo(1 — p), so besitzen X,, und X,, 11 dieselbe Verteilung.
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1. Zusatziibung zur Einfithrung in die Stochastik

Aufgabe 1

Beim dreimaligen Wurf eines fairen Wiirfels bezeichne A;; (1 < ¢ < j < 3) das
Ereignis, daf im i-ten Wurf die gleiche Augenzahl wie im j-ten Wurf gewiirfelt
wird.

a) Geben Sie einen geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum zur Modellierung die-
ses Zufallsexperiments an, und bestimmen Sie P(A4;;) (1 <i < j <3).

b) Zeigen Sie, daf die Ereignisse {A4;; | 1 <i < j < 3} paarweise stochastisch
unabhéngig, aber nicht gemeinsam stochastisch unabhéngig sind.

Aufgabe 2

Ein Mann besitzt fiinf Miinzen, davon haben zwei auf beiden Seiten einen ,, Kopf*,
eine hat auf beiden Seiten eine ,Zahl“, und die beiden letzten haben jeweils einen
»Kopf“ und eine ,Zahl“ auf ihren Seiten.

a) Der Mann zieht mit geschlossenen Augen eine Miinze und wirft sie. Mit
welcher Wahrscheinlichkeit liegt ein ,Kopf“ oben?

b) Der Mann 6ffnet die Augen und sieht, daf ein ,Kopf“ oben liegt. Mit wel-
cher (bedingten) Wahrscheinlichkeit liegt ein ,Kopf* auf der unteren Seite
der Miinze?

c) Der Mann schlieft die Augen wieder und wirft die Miinze nochmals. Wie
grof ist nun die (bedingte) Wahrscheinlichkeit, daf auf der unteren Seite
ein ,Kopf“ liegt?

d) Er 6ffnet die Augen und sieht, daf ein ,Kopf“ oben liegt. Wie grof ist nun
die (bedingte) Wahrscheinlichkeit, dat auf der unteren Seite ein ,Kopf“
liegt?

Aufgabe 3

Fluggesellschaften haben festgestellt, daf Passagiere, die einen Flug reserviert
haben, unabhingig von den anderen Passagieren mit Wahrscheinlichkeit 1/10
nicht am Check-in erscheinen. Deshalb verkauft Gesellschaft A zehn Tickets fiir
ihre neunsitzigen Flugzeuge und Gesellschaft B 20 Tickets fiir ihre Flugzeuge mit
18 Sitzen. Welche Gesellschaft ist mit hoherer Wahrscheinlichkeit {iberbucht?

Aufgabe 4

Wir werfen n Miinzen, die unabhéngig mit Wahrscheinlichkeit p ,Kopf“ zeigen.
Anschlieflend werfen wir alle Miinzen, die im ersten Wurf ,Kopf“ gezeigt haben
ein zweites Mal. Bestimmen Sie die Verteilung der Anzahl der Miinzen, die im
zweiten Wurf ,Kopf“ zeigen.

Aufgabe 5
Es seien X und Y stochastisch unabhingige Zufallsvariablen mit X ~ Exp(})
und Y ~ Exp(u). Bestimmen Sie eine Dichte der Verteilung von X + Y.
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Musterlosung zur 1. Zusatziibung zur Stochastik fiir Informatiker

Aufgabe 1

a) Wabhrscheinlichkeitsraum zur Modellierung: (2,2, P) mit Q = {1,...,6}3,2A =
PB(Q), und P definiert durch P({w} = g5 = 575 fiir alle w € Q.
Es gilt

6
A ={w = (w1, w2,w3) € Q| w; =w;} = U{W€Q|WiZWj:k}
k=1

Es folgt

6

P(Aij)=ZP({weQ|wi:wj:k})
. k=1 6 1
:ZP({w€Q|wi=k,wj:k}):ZG,@:E

k=1 k=1

b) Fiir i # j und k # [ mit 4,5,k,1 € {1,2,3} gilt A;; N A = {w € Q| w; =
wj,wr = wi . Wegen [{i,j} N {k,1}| =1 folgt A;; N A ={w € Q| w1 = wo
w3}, also

6
P(AjNAp) =) PweQ|w =w =ws =m}

6 1 1

Weiter gﬂt A12 n A13 n A23 = {OJ (S Q | W1 = W = CU3} = A12 n A23, also
P(A12 ﬂAlg n A23) - % # (%)3 = P(Alg)P(A13)P(A23)

Aufgabe 2
Es seien K7, K7, K9, K3 die Ereignisse, daf im ersten bzw. zweiten Wurf ein , Kopf*
oben bzw. unten liegt. M; (1 = 1,... ,5) bezeichne das Ereignis, daft Miinze i gewéhlt
wurde.
5
a) P(K?) =3 P(KY

i=1

2
M;)P(M;) =12 +0-

u o 5 P(K*»N K° .
b) P(K’{L|K’f):P(KlmKl) :Zzzl ( 1m 1 —

P(K?) 3
_23_2
5 3 3
o P(KENKY > P(K¥NK?| My)P(M,
¢) P(Ky| K})= p§K0)1)=Z“ (Ky 0 K7 | My P(M:)
1 5
_1-240-3+3-3_ 5 5_5
a 3 T 10 36
d) P(Ku|KomKo)_P(Ké‘ﬂKfﬂKg)_ P(K¥ N KY)
P P(KYNKS) Yo, P(K{NKS | Mi)P(M;)

_ P(M; U Ms) 2 10 4
- 2 1,1 2 ¢ S
1-2+0-z2+3-% 5 5 5
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Aufgabe 3

Die Anzahl der Fluggiste, die am Check-in der Fluggesellschaft A erscheinen, ist
Bin(10,9/10)-verteilt, die Anzahl der Fluggiste, die am Check-in der Gesellschaft
B erscheinen, ist Bin(20,9/10)-verteilt. Es sei X die Anzahl der Fluggiste, die bei
Gesellschaft A erscheinen, und Y die Anzahl der Fluggiste, die bei Gesellschaft
B erscheinen. Die Uberbuchungswahrscheinlichkeit von Gesellschaft A ist folglich
P(X >9), und die Uberbuchungswahrscheinlichkleit von Gesellschaft B ist P(Y >
18).

Nun gilt:

P o === () (2) (&) = (3) -0

20\ / 9\ 1 9\
P(Y > 18) = P(Y = 19) + P(Y = 20) = A
> 18 = Py =19+ P =20) = (30) (55) 35+ (55)
9\" 1 9\%
—20(—=) —+(=) ~0,392
0(10) 10+(10> 0,39

Also ist Gesellschaft B mit hoherer Wahrscheinlichkeit iberbucht.

Aufgabe 4

Es sei X die Anzahl der Miinzen, die beim ersten Wurf , Kopf“ zeigen, und Y die
Anzahl der Miinzen, die beim zweiten Wurf ,Kopf* zeigen. Dann gilt mit dem Satz
von der totalen Wahrscheinlichkeit

und

:iP(Y:MX:l)P(X:l).
1=0

X ist Bin(n, p)-verteilt, und Y ist unter der Bedingung X = [ Bin(l, p)-verteilt.
Folglich gilt

n Inl(n — k)! kil (M = [n—k\ , _
— 1— n — +1 1— n—k
IZ 0= —Dm—m? 7P i) 2oy
n -k N\ -k
2k+l (1 _ p\n—k _ - 2h+l(q _ \n—k
k) ( - k)p (1-p) (k) > ( l )p (1-p)
n n
1 _ n k lln k=l _ 2k 1— n—k 1 n—k
k)p Z ( > L )P =) 1+ p)
Folglich ist Y Bin(n, p?)-verteilt. Intuitiv kann man sich das so vorstellen: Man

wirft alle n Miinzen zweimal und z&hlt nur die, die zweimal ,Kopf“ zeigen. Die
Wahrscheinlichkeit fiir zweimal , Kopf“ ist aber gerade p?.
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Aufgabe 5
X ~ Exp(A), Y ~ Exp(u), X,Y stochastisch unabhéngig.

eFall 1: A=p ARy +Y ~T(2,A) = Erl(2,\). Also wird durch

fx+v(z) = Azze_le(ovoo) (2)

eine Dichte von X + Y definiert.

oFall 2: A # p: Fir 2 <0 gilt P(X +Y < 2) =0, also fx;+y(z) = 0. Sei nun
z>0:

Fx+y(z) = /:’0 fx () fy(z —t)dt = /Oz de Mpue rGE—0gy

= e H? /z =Nt — Ape H? —1 eln=2t
0 m=A

0

_ )\/‘l’ —pz (p=N)z _ _ )‘/J’ —Az _ ,—pz
—u_)\e”(e” 1)——'u_)\(e e H).

Fiir z € R ergibt sich also

Al

fxiv(2) = =\

(e — e ) 1(g,00)(2)-
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2. Zusatziibung zur Einfiihrung in die Stochastik

Aufgabe 1
Ist durch f,, : R — R definiert durch
1 o
fwo(®) = S e = e

eine Dichte gegeben?

Aufgabe 2
Das Intervall [0, 1] werde durch eine R(0, 1)-verteilte Zufallsvariable in zwei Teile
geteilt. Berechnen Sie den Erwartungswert der Linge

a) des linken Teilstiicks
b) und des kiirzeren Teilstiicks.

Aufgabe 3

Die Zufallsvariable N beschreibe die Anzahl der unabhéingigen Wiirfe mit einem
fairen Wiirfel, bis alle sechs Ziffern gefallen sind. Bestimmen Sie den Erwartungs-
wert und die Varianz von N.

Aufgabe 4
Es sei X eine absolut-stetige Zufallsvariable mit der Dichte fx und k& € N eine
ungerade Zahl, fiir die E(X*) existiert. Zeigen Sie:

(Vz € R: fx(z) = fx(~2)) = B(X*) =0.

Aufgabe 5
Es seien X,Y Zufallsvariablen und a,b,¢,d € R.
Zeigen Sie: Cov(aX + b,cY + d) = acCov(X,Y).

Aufgabe 6

Es seien X,Y diskrete Zufallsvariablen mit jeweils zwei Tragerpunkten. Zeigen
Sie, dak X und Y genau dann unkorreliert sind, wenn sie stochastisch unabhén-
gig sind.

Hinweis: Betrachten Sie zuerst den Fall, daf X und Y den Trager {0, 1} haben.

Aufgabe 7

Geben Sie ein Beispiel fiir zwei unkorrelierte Zufallsvariablen an, die nicht sto-
chastisch unabhéngig sind.

Hinweis: Betrachten Sie eine geeignete diskrete Zufallsvariable X und Y := X2,
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Musterlosung zur 2. Zusatziibung zur Stochastik fiir Informatiker

Aufgabe 1
Wir integrieren zunéchst f, , iiber R und iiberpriifen, ob diese Integration 1 ergibt.

oo o oo 1 o ° 1
[mfu,a(w) o = ;/mm‘”:;/mmdw

o

1 > 1 d 1 > 1 d
= e _— xr = — g

1o J_oo 1+ (554)2 po | T2 7Y

. e T —
mit der Substitution y :=
o

1 /> 1 1 o 117w T
= /_oo [y dy = - [arctan(y)]_oo = ;[5 - (—5)]

1
= —7m7=1

T

Somit gilt [* fu.(z) dz = 1. AuRerdem ist f, ,(z) > 0 Vo € R Durch f,,
o, i € R ist also stets eine Dichte gegeben.

Aufgabe 2
Die auf (0,1) gleichverteilte Zufallsvariable, die das Intervall [0,1] in zwei Teile
zerlegt, werde mit U bezeichnet.

a) Die Linge des linken Teilstiicks ist dann gerade gegeben durch den Wert der
Zufallsvariablen U. Mit

(u) u, 0<u<l,
u) =
g 0, sonst

erhdlt man den Erwartungswert der Lange des linken Teilstiicks durch
1
Elg(U)] =/ w1 du =05
0

b) Die Lange des kiirzeren Teilstiicks ergibt sich zu min(U,1 — U). Mit

min(u,1 —u), 0<u<1,
g(u)—{( :

0, sonst
u, 0<u<i,

=ql-u, 3<u<l,
0, sonst

erhdlt man den Erwartungswert der Lange des kiirzeren Teilstiicks durch
3 ! 1 11 1
Elg@)] = [ u-1du+ (1—u)-1du=—+(1————+—):0.25.

Aufgabe 3

Der Wiirfel wird unabhéingig so oft geworfen, bis alle sechs Ziffern gefallen sind.
Die Anzahl der dazu benétigten Wiirfe ist durch die Zufallsvariable N gegeben. Die
Folge der Wiirfe, bzw. der Ausgénge, beschreiben wir durch eine Folge stochastisch
unabhingiger Zufallsvariablen Xi,..., Xn. Den Zeitpunkt des ersten Auftretens
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der i-ten bisher nicht gewiirfelten Zahl bezeichnen wir mit T;, i € {1,...,6}. T;
wird gemessen in der Anzahl der bisher durchgefiihrten Wiirfe. Damit gilt

T, = 1
T, = inf{n€N|XngZ{XTl,XTZ,...,Xn_l}},i€{2,...,6},
und es ist
N=Ts.

Gesucht ist der Erwartungswert und die Varianz von N, also E[Tg], Var[Ts]. Setze
nun

N1 = 1
N; T;—T; 1, 7:6{2,...,6}.

Damit erhdlt man fiir T; die Darstellung

T; =) N (1)

N; — 1 ist die Wartezeit von der (i — 1)-ten bis zur i-ten Ziffer und ist geometrisch
verteilt mit Parameter p; = %. Die N; sind stochastisch unabhéngig.

Fiir den Erwartungwert von Tg ergibt sich somit

6
E[Ts] = Y E[N;] wegen (1)
z;l 1_p' ]
) ;( bi +1)=i—117i

6
6 6 3
= —1+-+-+2+3+6
;7_Z. ety t2+3+
= 147

Fiir die Varianz von Tg erhilt man analog
6
Var[Ts] = ZVar[N,-], da die N; stoch. unabh.
i=1
6

_ 1-p o= (1-T96 62— 6(7— 1)
- Z pi2 _Z (7_6i)2 _Z 7_2-)2

i=1 i=1 =1

6
_ 6(6—7+i) <~6G—1) 0 6 12 18 24 30
B Z (7 —14)2 _2(7—i)2_36+25+16+9+4+1

i=1

= 38.99.
Aufgabe 4

E(X*) = /00 zF f(z)dx

—00

Wir setzen g(z) := z¥ f(z). Es folgt g(—z) = (—2)* f(—2z) = —2* f(z) = —g(x) und

E(X)= /00 g(z)dx = /0 g(z)dz + /000 g(x)dz = — /0 g(—z)dz + /Ooog(x)da:

—0o0 —0o0 —00
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Aufgabe 5

Cov(aX +b,cY +d) = E[(aX 4+ b)(cY +d)] — E(aX +b)E(cY +d)
= E(acXY + adX + bcY + bd) — (aE(X) + b)(cE(Y) +d)
=acE(XY) +adE(X) +bcE(Y) +bd —acE(X)E(Y) — adE(X) — bcE(Y) — bd
=ac(E(XY) - E(X)E(Y)) =acCov(X,Y).

Aufgabe 6
Da zwei stochastisch unabhingige Zufallsvariablen immer unkorreliert sind, ist nur
zu zeigen, daft aus der Unkorreliertheit die stochastische Unabhéngigkeit folgt.

Wir betrachten zuerst den Fall, daf X und Y beide den Trager {0,1} haben. Da X
und Y unkorreliert sind, folgt

0=Cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y)=P(X =1,Y =1) - P(X = 1)P(Y = 1),
also
P(X=1Y=1)=P(X=1)PY =1).

Folglich sind die Ereignisse {X = 1} und {Y = 1} stochastisch unabhingig. Mit
Lemma 2.17 folgt:

eDie Ereignisse {X = 1}¢ und {Y = 1} sind stochastisch unabhiingig,

eDie Ereignisse {X = 1} und {Y = 1}¢ sind stochastisch unabhiingig,

eDie Ereignisse {X = 1} und {V = 1} sind stochastisch unabhingig.

Mit Lemma 4.10 folgt, daff X und Y stochastisch unabhéngig sind.

Im allgemeinen Fall sei {z1,z2} der Triger von X und {yi,y»} der Tréger von
Y. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit gelte 21 # z2 und y; # y2, da eine
Zufallsvariable X mit nur einem Trégerpunkt z stochastisch unabhéngig von jeder
Zufallsvariablen Y ist. (Es sei B € B':

P(X=2YeB)=P(Y eB)=PX=z)P(Y € A4)
und
PX=2YeA)=PW0)=0=P(X =2")P(Y € A)

fiir alle ' # x.)

H — 1 — 21 1 — Ty : :
Wir setzen a := ==, b:= 2=, c:= pye— und d := s Die Zufallsvariablen

X':=aX +bund Y' :=cY + d haben beide den Tréger {0,1}, denn:

X1 X1
X(w)=z1 = X'(w) = P =0

und

X(w) =22 = X'(w) = 20 g
Iro — 21 Xo — I

(Y" wird analog behandelt.)
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Sind X und Y unkorreliert, so folgt also
0 = Cov(X,Y) = Cov(aX + b,cY +d) = Cov(X',Y").

Also sind X' un d Y’ unkorreliert und nach der Voriiberlegung auch stochastisch
unabhingig. Da die Zufallsvariablen X und Y mefibare Funktionen von X' und
Y'sind (X = (z2 —21)X' + 71, Y = (y2 — y1)Y' + 91), sind sie nach Satz 4.16
stochastisch unabhingig.

Aufgabe 7
Es sei X gleichverteilt auf {—1,0,1}. Dann folgt

E(X) = (—1+0+1)§ =0
und (beachte X3 = X)
Cov(X,X?) = E(X®) - E(X)E(X?) = E(X) - E(X)E(X?) =0-0E(X?) =0,

also sind X und X? unkorreliert.
Es gilt aber

P(X*=1,X=0)=P@0)=0#=--=PX*>=1)P(X =0),

X und X2 sind also nicht stochastisch unabhingig.
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