1. Ubung zur Einfiithrung in die Stochastik (Musterlosung)
Prof. Dr. H. H. Bock - Volker Schmitz - SS 1999

Aufgabe 1 (8 Punkte)

Gegeben seien ein Ereignisraum (? fiir ein Zufallsexperiment und drei Ereignisse
A, B,C C Q. Geben Sie mengentheoretische Ausdriicke fiir die folgenden
Aussagen an, und zeichnen Sie jeweils ein zugehoriges Venn-Diagramm:

a) Alle drei Ereignisse A, B, C treten ein.

A B

ANnBNC

b) Mindestens eines der Ereignisse A, B, C' tritt ein.

A B

AuBUC



c¢) Keines der drei Ereignisse A, B, C' tritt ein.

A B

d) Hochstens eines der Ereignisse A, B, C' tritt ein.

A B

(ANBNC)U(BNANC)U(CNANB)U(ANBNCO)

e) Genau eines der Ereignisse A, B, C' tritt ein.

A B

C

(ANBNC)U(BNANC)U (CNANB)
= A\ (BUC)UB\(AUC)U(C\ (AU B))




f) Genau eines der Ereignisse A, B, C tritt ein.

A B

C
ANBNCUANBNCUANBNC

g) Mindestens zwei der Ereignisse A, B, C' treten ein.

A B

C
(ANB)UANC)U(BNC)U(ANnBNC)

h) Genau zwei der Ereignisse A, B, C treten ein.

A B

C
(ANB)U(ANC)U(BnNC)




Aufgabe 2 (6 Punkte)
Seien € eine nichtleere Menge und A, B,C,A; C Q,j € J (J # 0 Index-
menge). Die Differenzmenge A\ B ist definiert durch

A\B::AF‘IE.

a) Zeigen oder widerlegen Sie die folgenden Behauptungen:

(i) (AUB)\C =AU (B\C)

A B A B

Die Behauptung ist also falsch.

Gegenbeispiel:
A={1,2},B={3},C ={2}
Dann ist (AU B)\ C = {1,3}, aber AU (B\ C) = {1, 2,3}

Bemerkung:
Man sieht (vgl. auch Diagramme), dafl die Behauptung richtig ist, falls
ANC = 0. Denn:

(AUB)\C=(AUB)NC=(ANnAUBNC)=ANn(B\C)

(ii) AUBUC =AU (B\(ANB))U(C\ (ANB))

Wir zeigen zunéchst eine Hilfsbehauptung.
Es gilt: B\ (AN B) = B\ A, denn:

B\(ANnB)=BNnANB=BN(AUB)=(BNnA)U(BNB)=B\A
=0



Nun zum Beweis von (ii).

Es ist oft sinnvoll, mit dem komplizierteren Ausdruck zu beginnen. Mit der
Hilfsbehauptung ist dann:

AU(B\(ANB)U(C\(ANB))=AU(B\A)N(C\(AUB))

=AUBNAUCNANB))=(AUB)N(AUA)U(CN(AUB))

=AUBU(CNAU(CNB)=(AuUBUC)N(AUuBUA)U(CN B)
—/T/
=0=AUA

=AUBUCU(CNB)=(AUBUC)N(AUBUCUB)=AUBUC

=0=BUB

(iii) AUBNC =C\ (CN(AUB))
Mit der Hilfsbehauptung aus (ii) folgt direkt:

AUBNC=C\(AuB)=C\(Cn(AUB))

(iv) ANBNC=(ANC)U(BNC)

Durch Anwenden der Regeln von de Morgan erhalten wir:

ANBNC=(AUuB)NnC=(AnC)u(BnC)

b) Zeigen Sie die Regeln von de Morgan:

(1)




Bemerkung:

Allgemein kann man die Gleichheit zweier Mengen A und B dadurch zeigen,
dafl man fiir ein x € A zeigt, dal dann auch x € B gilt und umgekehrt fiir
ein x € B folgt, dafl x € A.

SeinUjeJAjﬁwgujejAj_
SwgAjfiralle je Jowe Ajfirallej € J
@WEﬂjEJAj

(i)

Setzt man in (i) A; = A; ein, so folgt wegen A = A:

Ujes Aj = Ujes 45 = ﬂjeJA:j = Njes 4

Aufgabe 3 (6 Punkte)
Sei A C 2. Dann ist die Indikatorfunktion T4 : Q@ — {0,1} von A definiert
durch

) (w) = 1, fallswe A
AT 0, fallsw ¢ A

Zeigen Sie fir A, Ay, Ag, ..., Ay, B € Q,n € IN, die folgenden Aussagen:

a) ]Izzl—]IA

HZ(w):{l,wEZ_ LwodgdA 0,w¢ A

b) Tunp =14 1p

O,wgz_{(),wEA_ _{l,weA

1. Fal: w e ANB = w € Aundw € B, also T4np(w) = 1 und Ty(w) -
Ipw)=1-1=1

2. Fall: w g ANB=we AN B = AUB, also Tsnp(w) =0,14(w)-Iz(w) =
0, daw¢ Aoderw ¢ B



12Z,we A
L) = {02 2 =Lwen

) ACBe I, <1y

Ist we A, soauch w € B= I, (w) = Ip(w) =1

Ist w € A, so ist T4(w) < Ip(w) nach Def., da Iz >0

Sei umgekehrt w € A und Iy(w) =1<1lpw)=1=weB=ACB

e) ANB=0& M,up=1,+15p

Seiwe AUB=we A\Boderwe B\ A,da ANB =1

= Ta(w) =1oder Iz(w)=1= Taup(w) =1=T4(w) + Iz(w)

Istwg AUB, istalsow € ANB, d.h. T (w)=1p(w)=M4p(w)=0
Nehmen wir umgekehrt an, ANB # () = es gibt ein wy € AN B, insbesondere
wy € AU B.

Dann wire also Ta,p(wy) = 1 # Ta(wp) + Tp(wo)

=1+1=2,
im Widerspruch zur Voraussetzung folgt AN B =)

f) Ta,04,0.04, = [11-; T4, (vgl. Serienschaltung)

Zum Beweis fiihren wir eine Induktion nach n € IV durch.

Fiir n = 1 ist die Aussage trivialerweise erfiillt. Den Fall n = 2 haben wir in
Teil b) behandelt.

Induktionsannahme: Die Behauptung gelte fiir ein n € IV
Dann ergibt sich fir n — n + 1:

Lo nasnenane = Tanssn..na, - Ta,,,
— n _ n+1
=1l Ty, - Ta,,, = I[;Z) 14, = Behauptung



g) Ta,ua,0..04, =1 =TI, (1 — Ls,) (vgl. Parallelschaltung)

Zum Beweis ziehen wir die Aufgabenteile a) und b) bzw. f) heran.

]IAlquU...UAn =1- ]I(A1UA2U...UAn) =1- ]IA_lﬂA_2ﬂ...ﬂA_n
=110, T =1 - T0L (1 — 1y,)

Aufgabe 4 (2 Punkte)

Nehmen wir an, an einer Universitit wiirden alle Studienbewerber einem Eig-
nungstest unterzogen, sie wiirden jedoch alle zugelassen. Erfahrungswerte
zeigen, dafl 30% der Studierenden nicht das Studienziel erreichen, darunter
68% mit negativem Testergebnis. Von den Studierenden, die das Studien-
ziel erreichen, hatten nur 18% ein negatives Testergebnis. Welcher Anteil
der Studierenden mit negativem Testergebnis erreicht das Studienziel nicht?
Welcher Anteil der Studierenden mit positivem Testergebnis erreicht es?

Sei A : ,,Studienziel erreicht®, A : | Studienziel nicht erreicht

B : , Eingangstest positiv®, B : ,,Eingangstest negativ ‘.

Genauer:

2 : Menge aller Studierenden, A, B C 2, also z.B. A : ,,Menge aller Studieren-
den, die das Studienziel erreichen

Bezeichne H : pot(Q2) — [0,1],H(A) = %, die relative Héufigkeit der
Ereignisse, so gilt:

H(Q)=1,H(A) =03= H(A) =07
H(ANB) =0.3-0.68 = 0.204

Damit haben wir H(A N B) berechnet. Bestimmen wir nun H(A N B) :

H(ANB)=0.7-0.18 = 0.126



Dann gilt:
H(A) = HANB)+H(ANB) < 0.7 = H(ANB)+0.126 < H(ANB) = 0.574

Betrachten wir dazu auch die folgende Abbildung:

A A 2
B | 0574 0.096 067

B|o0.126 0204 033

Z 07 03 1.0

Aufgabe 5 (4 Punkte)
Es werde ein Wiirfel zweimal hintereinander geworfen. Ist die Summe der bei-
den gewiirfelten Augenzahlen grofler als 10, so wird ein drittes Mal gewiirfelt
und das Ergebnis notiert.

a) Geben Sie einen Ergebnisraum 2 dieses Experiments an.
Die Menge der moglichen Wiirfelergebnisse ist gegeben mit

Q;={1,...,6}
Die Summe der Augenzahlen < 10 nach zwei Wiirfen wird beschrieben von
Qy = {(wi,ws) € Q% =Y x Q|w; +wy < 10}
Dann ist der dritte Wurf festgelegt durch
Q3 = {(wy, ws, w3) € Ql3|w1 +wy > 10}

Der Ergebnisraum ist dann €2 = {25 U (23



b) Schreiben Sie zu diesem Experiment formal das zur Aussage ,,die Summe
der Augenzahlen ist grofier als 15“ gehorige Ereignis als Teilmenge A von €2
auf.

Wir halten zunéchst fest, daf

ANQ =10 (1)
Dann folgt:
AN Qg = {(wl,u)g,wg) € Ql3| Z?:l w; > 15,W1 + wy > 10}

={(6,5,5),(6,5,6), (5,6,5), (5,6,6),(6,6,4), (6,6,5),(6,6,6)}
= ANQ wegen (1)

c) Berechnen Sie P(A).

Es handelt sich bei (€%, P) mit P(w;, ws,w3) = g5 = 51 um einen Laplace’schen
Wahrscheinlichkeitsraum, so daf
Al 7
P(A) = = — ~0.032
() 1Q,%] 216

Dieses PostScript-Dokument ist auch erhéltlich unter http://www-users.rwth-aachen.de/Christoph.Andres
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2. Ubung zur Einfithrung in die Stochastik (Musterlosung)
Prof. Dr. H. H. Bock - Volker Schmitz - SS 1999

Aufgabe 6 (4 Punkte)
a) Seien (€, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A;, Ay, A3 € A.
Zeigen Sie:

3

P(ATUAUA3) =) P(4)— > P(ANA;)+ P(ANANA3).
i=1 1<i<j<3

Fasse (A; U Ay) zunéchst als eine Menge auf, wende bekannte Regeln an:

= P(A;) + P(Ay) — P(A1NAy) + P(A;3) — P((A1 N A3) U (AN Aj))

=33 P(A)—P(A;NAy) — P(A1NA3) — P(Ay N Az) + P(A N Ay N Ay)

b) An drei Personen wurden jeweils ein Brief und der zugehorige Umschlag
geschrieben. Eine Aushilfskraft steckt die Briefe zufillig in die Umschlége,
ohne auf die Adresse zu achten.

(i) Geben Sie einen geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum fiir dieses Zufallsex-
periment an.

Sei Q = {(w1,ws,ws)|w; € {1,2,3},w; # w; fiiri # 5,1 <i,j <3}

(2 beschreibt also die Menge der 3-Permutationen ohne Wiederholungen.
Fiir die Ereignismenge A gilt: A = pot(Q)

P: A —[0,1] sei die Laplace-Verteilung, d.h. P(A) = %,VA cA
Insbesondere ist 2] = 3! =6 (= P(3, 3) nach Vorlesung)

Interpretation: w; = k : ,,Person ¢ erhalt Brief k*
Damit ist (2, A, P) ein geeigneter Wahrscheinlichkeitsraum.

(ii) Berechnen Sie mit Teil a) die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal mindestens
ein Brief in den zugehorigen Umschlag gelangt.

A; sei das Ereignis ,,Person j erhalt Brief 7%, 1 < j < 3, also:
A= {we Q= j}1<j<3
Dann ist A := A; U Ay U A3 das gesuchte Ereignis.

Fiir die Anwendung der Formel aus Teil a) benotigen wir folgende Wahrschein-
lichkeiten:



1) P(4) = P({(1,2,3),(1,3,2)}) = 2 = 5 (analog fiir Ay, A3 : P(4y) =
P(43) = 3)

2) P(A1NAy) = P({(1,2,3)}) = # (analog fiir die anderen Schnitte, P(A; N

Ay N A3) folgt zwangsldufig, denn sind zwei Briefe richtig adressiert, ist es
der dritte natiirlich auch)

Mit a) gilt dann:

1 1
P(A1UA2UA3):3§_36+_:_

Aufgabe 7 (4 Punkte)
Gegeben sei der Wahrscheinlichkeitsraum (IVy, pot (INp), P) mit der Z&hldichte

pn = P{{n}) :=c-(1—p)",n € Ny,
mit Parameter p € (0,1).
a) Bestimmen Sie die Konstante c.

Wegen 2 = Ny, P(Q2) = 1 muf} gelten:

1=P@Q) =P _{ih)=> P{i}) =c- > (1-p)
i=0 i=0 i=0
vgl. A‘;lalysis
Da p € (0,1) gilt dann weiter:
ad , 1 c
C- 1-— tepe — =
A e

1= I—CJ ist also genau dann erfillt, wenn ¢ = p.
Insbesondere ist dann P, = p- (1 — p)" > 0Vn € IV,

b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten der folgenden Ereignisse:
(i) Ay ={0,1, ...k}, ke IN

P(A1) = P({0,1,...k}) = X1, P({i}) = Ziops

. . _(1—p\k+1
:Elzokp.(l_p)l:p.%zl_(l_p)kfFl



(i) Ay = {m € INg|m mod n =0},n € IN

folgt aus (iii) fiir r = 0(r € INy!) : P(A4y) = 71_(11’_1))“

(iii) A3 ={m € INgm mod n =r},r € INg,n € IN,r < n

={me Noymmodn=r}={meNym=j-n+r,je Ny}
={r,r+mn,r+2n,..}

o0

Pt = L P((r+5 1)) = zp

Unser Ziel ist es, die geometrische Reihe zu bestimmen. Dazu:

Zp ’"“"Zp-(l—p)’"-i(l—p)j'"z i_o:

s
! €(0,1)

R

Fiir r = 0 ergibt sich also genau (ii).

Hinweis: Sind a,b € IN,r € INy, so heiflt ,,a mod b = r*, dafl es ein z € Z
gibt mit a =z - b+ r.

Aufgabe 8 (5 Punkte)
Fir zwei Mengen A, B C 2 definiert man durch

AAB := (A\B) U (B\A)
die ,,symmetrische Differenz von A und B*“.
a) Zeigen Sie fiir A, B,C C
(i) AAB = BAA
Gilt aufgrund der Kommutativitat der Vereinigung:

AAB = (A\B) U (B\A) = (B\A) U (A\B) = BAA



(ii) (AAB)AC = AN(BAC)

AAB)A

B\AU A\B)AC’

BNnA)U(An(B)AC
BNA)U(ANB)NC)U(CN((BNA)U(ANB)))
NANC)U(ANBNC)u (Cn((BUA)N(AUB)))
NANC)UANBNC)U(CN((BNAU(ANB))) (1)

(
(
(
(
(B
(B

Ab hier rechnet man geschickterweise vom erwarteten Ergebnis sozusagen
riickwéirts bis zu dieser Stelle. Mit (1) kann auBerdem Aufgabenteil b)
abgekiirzt werden.

= (AN((BNC)U(CNB)UAN((BNC)U(BNT))
AN(BAC)UAN((BuC)n(BUC(O))

= An(BAC)UAN((BNC)uU(BNC))

= AA(BAC)

(ili) AAB = AAB

AN

S
|

SEN

—

&

~ C

b) Bedeutet AABAC := (AAB)AC, daf genau eines der Ereignisse A, B, C
eintritt?

Nach (1) gilt:

AABAC = (BNANC)U(ANBNC)U(CNBNA)U(CNANB),

sodaf also AABAC bedeutet, dal genau eines der drei Ereignisse A, B, C
eintritt oder alle drei zusammen.



Aufgabe 9 (5 Punkte)
Gegeben seien ein Parallelrechner mit fiinf Prozessoren und drei verschiedene
Jobs.

a) Wieviele Moglichkeiten gibt es, diese Jobs auf die fiinf Prozessoren zu
verteilen, wenn jedem Prozessor hochstens ein Job zugeteilt werden darf und

(i) die Jobs (z.B. durch Jobtitel oder Prozenummern) unterschieden werden,
oder

(ii) die Jobs als nicht unterscheidbar angesehen werden?

(1) 0 = {(wl,wg,w3)|wi S {1, ceey 5},wi 7£ wj,i §£ 7,1 <4,7 < 3}
Interpretation: w; = k : Prozef ¢ wird Prozessor k zugewiesen

Al = pOt(Ql)

2, ist also die Menge der 3-Permutationen aus 5 Elementen ohne Wieder-
holungen, also || = P(5,3) = (5)3 =5-4-3 = 60.

Hier gibt es also 60 Moglichkeiten, die Jobs auf die Prozessoren zu verteilen.

(i) Qo = {{w1,we,ws}|w; € {1,...,5}w; #wj, 0 # 4,1 <4,5 <3}
Interpretation: w; = k : Prozessor k wird benutzt, d.h. {w;,ws, w3} entspricht
den benutzten Prozessoren.

Ay = pot(£2s)

2, ist also die Menge der 3-Kombinationen aus 5 Dingen ohne Wiederholun-
gen, also || = C(5,2) = (g) = 35 =10

Hier gibt es also 10 Moglichkeiten, die Jobs auf die Prozessoren zu verteilen.
Dieses Ergebnis war zu erwarten: 3 Elemente lassen sich auf genau 3! = 6
verschiedene Weisen permutieren. Da wir hier jedoch Permutationen nicht

unterscheiden, erhalten wir 60 : 6 = 10 Moglichkeiten.

b) Wieviele Méglichkeiten gibt es bei (i) bzw. (ii) dafiir, da§ die ersten drei

5



Prozessoren bei der obigen Zuteilung insgesamt zwei Jobs und die restlichen
beiden einen Job erhalten?

Sei A= | die ersten 3 Prozessoren erhalten 2 Jobs, die letzten beiden insge-
samt einen “.

Fiir Fall (i):

A = {(wi,ws,ws) € Y {wil|w; € {1,2,3}}| = 2und|{w;|w; € {4,5}}] = 1}

{(1,2,4), (1,4, 2) (2,4,1),(2,1,4), (4,1,2),(4,2,1),

(1,2,5),(1,5,2),.

(1,3, 4),
(1
(
2.3,5)

ot

) -
)y
),(2,5,3),(3,5,2),(3,2,5),(5,2,3), (5,3,2)}

trltt ein alle Permutationen davon

2,3,4
) 75

— |A|=6-6=36
Zu (ii):

{{wr, w2, w3} € Qol{willw; € {1,2,3}}] = 2und|[{w;|w; € {4,5}}| =1}
{{1,2,4},{1,2,5},{1,3,4},{1,3,5},{2,3,4},{2,3,5}}

Das sind genau die Elemente aus (i), nur ohne deren Permutationen.
= |A| =6

c¢) Bestimmen Sie (unter (i) bzw. (ii)) die Wahrscheinlichkeit, da§ das in
b) beschriebene Ereignis bei einer ,,zufélligen Verteilung der Jobs* (Laplace-
Modell) auftritt.

Bei zugrundeliegendem Laplace-Modell ergeben sich die Wahrscheinlichkeiten
Zu:

(i)P(A):%:%z%zO,G

(i) P(A) =4l =5 — 0.6

o] — 10

Anmerkung: Welches der beiden Modelle (i) oder (ii) erscheint Thnen das
,,realistischere “?



Dazu nur: Beide Modelle kommen vor, je nach Anwendungszweck.

Aufgabe 10 (4 Punkte)

Der Gliicksspieler und Schriftsteller Chevalier de Méré (1607—1684) wun-
derte sich einmal, dal beim Werfen von drei (unverfilschten) Wiirfeln die
Augensumme 11 h#ufiger auftrat als die Augensumme 12, obwohl doch 11
durch die Kombinationen 6-4-1, 6-3-2, 5-5-1, 5-4-2, 5-3-3 und 4-4-3 und die
Augensumme 12 durch genau ebensoviele Kombinationen (welche?) erzeugt
wird.

Steckt in der Argumentation de Mérés ein logischer Fehler, und war das
Ergebnis seiner Beobachtung von vornherein zu erwarten, oder hat er nur
,,zufallig® beim Wiirfeln ein ungewohnliches Ergebnis erhalten?

Seien Q = {1,...,6}3 = {1,...,6} x {1,...,6} x {1,...,6} der Ereignisraum,
pot(2) = A und P die Laplace-Verteilung auf . Dann ist (€2, .4, P) ein
geeigneter Wahrscheinlichkeitsraum fiir dieses Experiment (|Q] = 6° = 216).

Sei A;;= ,,Augensumme = 11°, A;y= ,,Augensumme = 12

Dann gilt:

A = {(6,4,1),(6,1,4),(4,6,1),(4,1,6),(1,6,4),(1,4,6),
(6,3,2),(6,2,3),...,(3,2,6),
(5,5,1),(5,1,5),(1,5,5),
(5,4,2),(5,2,4), ..., (4,2,5),
(5,3,3),(3,5,3),(3,3,5),
(4,4,3),(4,3,4),(3,4,4)}

Man beachte, da§ (5,5,1),(5,3,3) und (4, 4, 3) nur jeweils drei Permutatio-
nen besitzen.

= |Ap| =27
Fir A5 erhdlt man jedoch:

A12 = {(67 57 1)7 (67 17 5)7 (57 67 1)7 (57 17 6)7 (1767 5)7 (17 576)7
(6,4,2), .., (2,4,6),
(6,3,3),(3,6,3),(3,3,6),

7



(5,4,3),...,(3,4,5),
(4,4,4)}

Wegen (4,4,4) erhilt man fiir A5 also zwei Permutationen weniger als fiir
AH.

= |A12| = |A11| —2=25

27 25
= P(All) = 2—16 ~ 0, 125, P(Alg) = TG ~ 0, 1157

Die Wahrscheinlichkeit, die Augensumme 11 zu erzielen, ist also um ca. 1%
grofler als die, die Augensumme 12 zu wiirfeln.

Dieses Dokument ist auch erhiltlich unter http://www-users.rwth-aachen.de/Christoph.Andres
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Aufgabe 11 (8 Punkte)
In einer Urne befinden sich n € IN Kugeln mit den Nummern 1, ...,n. Davon
werden m Kugeln zufallig

(1) mit Zuriicklegen (m € IN) bzw.
(ii) ohne Zuriicklegen (m < n)
gezogen.

a) Geben Sie fiir diese beiden Zufallsexperimente geeignete Wahrscheinlichkeitsrdume
an.

Modell (i):

Q(i) = {1, cey n}m

A = pot ()

Py : Laplace-Verteilung auf Q), |Q;)| = m

Modell (ii):

Quiy = {(w1y ooy wm)wi € {1, ..,n}w; #wj fiird # 7,1 < 4,5 < m}
A(ii) - pOt(Q(ii)) '

Py : Laplace-Verteilung auf Q;), Q)| = = = (0)m

(n—m)!

b) Zeigen Sie:

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, da3 die grofite gezogene Nummer den Wert
k besitzt (1 < k < n), betrigt

o im Modell (i): &—%&-D"

m

(mn)
Bh

e im Modell (ii):
Strategie: Wie lafit sich das gesuchte Ereignis am einfachsten aus anderen
,,zusammenbauen “7

Seien dazu:
A = ,,groflte gezogene Nummer ist < k“ 1 <k <n

1



By, = ,,grofite gezogene Nummer ist = k“, 1 <k <mn

Dann gilt (in beiden Modellen):
Bk == Ak\Akfla 1 S k S n (mlt AO = @)

Modell (i):
Ay = {weQuplw; <k 1<k<m}
= {l,..,k}"1<k<m
= |Ak| =
= P(By) = P(A\Ax_1) = P(Ax) — P(Ax_1)

L e ) L i Ut O

nm nm nm

(gilt auch fiir k =1, da P(0) = 0)

Modell (ii):

Ay = {w € Quplw; <k, 1 <5 <m}
= {CUEQ(Z'Z')|W]'E{].,...,k'},wi?éw]',i?éj,]_Si,jgm}

1. Fall: £ <m
Dann ist Ay = ) = P(Ax) = 0 (es werden ja mehr als k Kugeln gezogen)

2. Fall: k=m
Dabher ist |[Ax| = |An| = #T'n), =m! = (m)n,

Somit ist P(By) = P(Ag) — P(Ax_y) = S\?A_gl _ HL' — 1
f ‘ (”)' (n)m (m)

1= ()

Wegen k = m folgt dann die Gleichheit von @) =

m

=0

3. Fall: £k >m

k!

= |Apl = (k)m = m

2



Man beachte, dafl im letzten Umformungsschritt die Regel von Pascal ange-
wandt wurde: (k;ll) + (k_l) = (k)

m—1 m

Insgesamt erhalt man also mit der Setzung (g) =0,r<s,r,s € IN

k—1
P(By) = (m‘l), firl<k<n

()

(nq) (nTI)! ' m
Speziell fir k =n: P(B,) = 7(”71)1 = (m_l)ﬁ(!”_m)' =
m m!(n—m)!

Aufgabe 12 (4 Punkte)

a) Gegeben sei eine Menge Q mit m := |Q| € IN und Zahlen k € IN, my, ..., my, €
INy mit ZLI m; = m. Zeigen Sie:

Die Anzahl der k-Tupel von disjunkten Mengen (A, ..., Ax) mit |A;| = m;, A; C
Q,1 <1 <k, ist gegeben durch

m m!
M, eeny My mq! - ... omy!

mmk) heiflt Poly- oder Multinomialkoeffizient.

.....

Bem.: (m

k
1=1

hieraus folgt a=y"F A
gesucht: |M|

M = {(Al, ,Ak)|A1 g Q, |A1| = ml,AQ g (Q\Al), |A2| = My, ...,
Ak = (Q\{Al + AQ 4+ ...+ Akfl}), |Ak| = mk}

A

Auswahl der Menge A; = ungeordneter Stichprobe vom Umfang m; ohne
Wiederholung aus Q\(A; + ... + 4;.1),1 <i <k, Ay = 0,my=0 .
s ist (4; disjunkt): [Q\(Ay+...+ A1) = |Q] = Yoo Al = m =X my,

daher gibt es (m—EE}E mﬂ') Méglichkeiten, A; zu wéhlen (i =1, ..., k)

m

3



i—1
i—pm; Elementen)

_[m m — my m— Yk b m;
st = o) (") ()

(m;-Kombination aus m —

B m! - (m —mq)! o (m— k= my)!
omy(m—=my)! mel(m —my —ms)! k
il 1) 2!( ! 2) mk!(m—Zmi)!
i—0
~—_————
—0l=1
N m' —_ m
o omymelomy! T iy, ma, ., iy,

b) Bei der Einteilung in Ubungsgruppen miissen 69 Studenten auf vier Ubungsgruppen
(A, B,C und D) mit 24, 16, 15 und 14 freien Pldtzen aufgeteilt werden. Auf
wieviele verschiedene Arten ist dies moglich?

m =69, m; = 24, my = 16, m3 = 15, my = 14, also gibt es fiir die Einteilung

69 69!
= —1,1563-10% Moglichkeit
(24,16,15,14> 24116!15!14! oglichkerten

In der Praxis werden die Ergebnisse solcher Rechnungen wegen des hohen
Aufwandes meist approximativ mittels Stirling- Formel bestimmt.

Aufgabe 13 (5 Punkte)

Aus einer Urne mit r roten und s schwarzen Kugeln (r, s € INV) wird nacheinan-
der je eine Kugel zufillig gezogen (Laplace-Experiment). Die gezogene Kugel
wird nach jedem Zug zuriickgelegt. Sei k € IN fest gewihlt. Bestimmen Sie
die Wahrscheinlichkeit dafiir, im m-ten Zug die k-te rote Kugel zu ziehen.

Die Kugeln seien in der folgenden Weise nummeriert:
e rote Kugeln: 1,...,7
e schwarze Kugeln: r+1,...,7 + s

Seien Q = {1,...,r + s}™, A = pot(12), P : Laplace-Verteilung auf 2, A, =
,,k-te rote Kugel im m-ten Zug*“.

= A, =0, dh. P(A;) =0 (zu wenig Ziige durchgefiihrt)

4



1<k<m

Ay={weQume{l, . r} N <i<jp<.<jta<m—1:w€fl,.r}

rote f{ugel k — 1 rote Ktlgeln vorher

im m-ten Zug

i=1,k=Twe{r+1,.,r+s}j€{l..m\{j1, e 1,m}}

m — k schwarze Kugeln

= > {w € Quw; e {l,...,r},j € JUu{m},w; € {r+1,...,r+s},j € {1,

JC{1,...,m—1}

[J|=k—1
- > B
JC{1,...,m—1}
|J|=k—1
Esist |B;] = rF 't . s™k
—— —
E—-14+1 m —k

rote Kugeln schwarze Kugeln

om=1}\J}

Weiter gibt es (mfl) Moglichkeiten, eine Menge der Machtigkeit £ — 1 aus

k—1
einer Menge der Machtigkeit m — 1 auszuwahlen.

m—1
= |Ag| = (k_1>-rk-smk

Wegen Q2] = (r + s)™ ist daher

rao=( () ()

k
-1
= (" "Ja- Loyt i<k<m
E—1)\r+s r+s

Mit der Setzung (?) := 0,7 > n, gilt allgemein:

m-—1

_ r
Plde) = (k—1> P -p"™tp=——keN

r+s



Aufgabe 14 (9 Punkte)
Fiir n, k € IN, k < n, wird der Binomialkoeffizient (Z) bekanntlich durch

<Z> ::%'"(”_1)‘---'(N—k+1)

definiert, zuséitzlich setzt man (g) =1 fiir n € INy.

a) Zeigen Sie durch Rechnung:

(i) (g) = i = (nﬁk) fiir k,n € INg,0 < k <mn
(i) Loy (7) = 2 fiir n € NN,

(i) Shoo(~1)*(7) = 0 fiir n € IV

(iv) S (3) (,50) = (759 7.5,m € NG

Hinweis zu (iv): Man benutze (14 2)"(14+2)* = (1+x) 5, r,s € INp,x € R

(i) Fiir £ =0 ist (g) — ] — _n _ (n)

n! n

=

1 {;

n(n—l)(n—k—l—l) _ %n(nf1)-...-(nfk+1)(n7k)(nfk71)~...~2-1

fir0 <k <n gilt (Z) = (n—k)(n—k—1)-...2-1

=

n! _ n! n
T kNn—k)! T (n—k)(n—(n—k))! (nfk)

Es gilt (binomische Formel):

n

(a+b)":=>" (Z) a"b" % ¥n € IN,a,b € IR (1)
k=0

(ii) Setze in (1) a =b=1

(iii) Setze in (1) a = —1,b=1

0= (-1+1)"= f: (Z)(—1)k,vn e N

(falsch fiir n = 0:0° = 1 = ({))
(iv) Setze in (1) a=1,b=x



(1+2) = <r>x r € Ny
i—0 \!
r+s
(1+2)" = <T+S>x",x61R
n=0 n

Andererseits ist

(L4a) ™+ = (4 a) - (L +a) = (3 (’f)ﬂ')(]: (?)y‘)

o EE)( ) e

Cauchy-Produkt "= #=°

= (Identitétssatz fiir Potenzreihen) (7" N 8) =Y <T> ( ’ >,n € Ny
n n

Bemerkung
Setzt man speziell r = s = n, so folgt:

()-506) <56

(i

N2

b) Geben Sie zu den in Teil a) hergeleiteten Formeln jeweils mengentheoretis—
che/kombinatorische Interpretationen an. Beachten Sie, dafl die Anzahl

der k-elementigen Teilmengen einer Menge der Machtigkeit n € IN angibt
(0 <k <n).

(i)

Die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer Menge A mit n Elementen
ist gleich der Anzahl der (n — k)—elementigen Teilmengen dieser Menge.

(ii)

Die Summe der Anzahl aller Teilmengen einer Menge, also die Machtigkeit
der Potenzmenge, betrdgt 2". (Daher auch oft die Bezeichnung 29 fiir die
Potenzmenge von €2)

(iii)



bedeutet: Anzahl der Teilmengen mit einer geraden Anzahl von Elementen
(inkl. der leeren Menge) ist gleich der Anzahl derer mit einer ungeraden
Anzahl von Elementen.

(iv)

Die Anzahl der n-elementigen Teilmengen einer (r + s)-elementigen Menge
ist darstellbar als die Summe der Anzahl aller Teilmengen, die durch die
Auswahl von k-elementigen Teilmengen von r-elementigen, in Kombination
mit der Auswahl von (n — k)-elementigen Teilmengen aus den restlichen s
Elementen entsteht.

Aufgabe 15 (3 Punkte)

Ein Betrunkener hat n € IN verschiedene Schliissel in seinen Taschen, von
denen nur einer seine Wohnungstiir 6ffnet. Er wahlt zufillig einen Schliissel
aus, probiert diesen, und wirft ihn weg, falls dieser nicht der passende Woh-
nungsschliissel ist. Auf diese Art probiert er solange, bis er den Wohnungss-
chliissel gefunden hat. Zeigen Sie, dafi die Wahrscheinlichkeit, den richtigen
Schliissel erst beim k-ten Versuch zu finden, + betriigt (1 <k < n).

Die Schliissel seien durchnummeriert mit 1,...,n und Schliissel Nr. n sei der
passende Wohnungsschliissel.

Q={(w1,...,wn)|w; € {1, ...;n},w; #Fwj,i # j,1 <i,j <n}

A = pot(Q), P({w}) = |—§12‘ = P(ylm) = L (Laplace-Verteilung auf )

Sei B; = ,,Erfolg im j-ten Versuch®, 1 < j <n, also:

Bj={weQw;=n}=|Bjl=n—-1)!'=Pn—-1,n-1)

(verteile restliche n — 1 Schliissel auf verbleibende n — 1 Positionen)

B _ (-1 1

= PB) =" nl n

Dieses Dokument ist auch erhéltlich unter http://www-users.rwth-aachen.de/Christoph.Andres
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5. Ubung zur Einfithrung in die Stochastik (Musterlosung)
Prof. Dr. H. H. Bock - Volker Schmitz - SS 1999

Aufgabe 21 (7 Punkte)
Sei () eine nichtleere Menge. Zeigen Sie:

a) B:= {A C Q|A abziihlbar oder A abziihlbar } eine o-Algebra.
b) Ist A eine o-Algebra iiber € und ' C , so ist
ANA={QNAAec A}

eine o-Algebra.
Bem.: Die so definierte o-Algebra heifit Spur von Q' in A.

c) Ist (A;)ier (mit einer beliebigen Indexmenge I # ()) eine Familie von
o-Algebren iiber 2, so ist das System N;crA; der zu allen Ay gehorigen Teil-
mengen von ) wieder eine o-Algebra iiber Q.

d) Ist £ C pot(Q2) ein Mengensystem iiber 2 und ¥ := {A C pot(Q2)|A ist
o-Algebra tiber 2 und & C A} das System aller o-Algebren iiber 2, die £
enthalten, dann ist

o)== A

Aex

eine o-Algebra. Auflerdem ist o(€) die kleinste £ enthaltende o-Algebra,
d.h.

& C
& C

Bem.: Man nennt o(&) die von € (in Q) erzeugte o-Algebra und £ einen
Erzeuger von o(&).

Losungen zu Aufgabe 21

a) B:= {A C Q|A abziihlbar oder A abzihlbar }

e () € B, da |()] = 0, insbesondere abzihlbar

1



e ist A € B, so auch A aufgrund der Symmetrie in der Definition
genauer: o
A abzihlbar = (A) abzihlbar = A € B
A abzahlbar = A abzdhlbar = A € B

e Sei (Ay)nen C B eine Folge von Mengen in B. Sind alle Mengen A,
abzdhlbar, so ist U2, A, abzdhlbar; ist (mindestens) ein A, nicht
abzahlbar fiir ein ng € IN, so ist

(U2, A,) =N, A, C A, abzihlbar

also insgesamt U;>, A, € B = B ist o-Algebra

by Y CQ UNQ:={YNAAc A}
e e A=0ND=0eNnA

e Sei A eVnNA,dh. A=QNAfiremAe Aund A/ CQ A CA
Bilde nun Komplement bzgl. € (nicht bzgl. ganz 2):
A =0NA=0NUNA)=0UNUA)=QNY)UOQNA) =
=0
(YNA)eVNA daAe A

Sei (Al )neny C Q' N A, dann existiert (A,)en €A
mit A, = Q' NA,,ne N,sodaB U2, (A, NQ) =N U A, €

n
———-

€A, da A o-Algebra
QNnA
= Q' N A ist o-Algebra.

@EAiVi€]:>®€ﬂi€[Ai

SeiAGﬂie]AiiAEAi\V/iE[iZEAiVZ’E[iZEﬂZ’e].AZ’

Sei (Ap)nen € NierAi = Ap € AVn € INjie [ = U A, € AVi €
I = U?lozlAn € NierAi = NierA; ist o-Algebra.

d)

Trivialerweise ist pot(€2) immer eine o-Algebra und € C pot(2), so daf
pot(Q2) € 3, also X # (). Benutzt man daher 3 als Indexmenge, so folgt
mit Teil ¢), dal NgexA = 0(€) eine o-Algebra ist.

2



o(£) ist auch die kleinste £ enthaltende o-Algebra, da € C o(€), nach
Definition von X trivialerweise erfiillt ist und mit & C A, A o-Algebra
tiber €2, so folgt A € ¥, also Nyen A C A

Aufgabe 22 (6 Punkte)

a) Es seien Q2 = IV, &, := {{1},{2}, ..., {n}},n € IN, das System der einele-
mentigen Teilmengen und A, := o(&,) die von &, erzeugte o-Algebra (vgl.
Aufgabe 21 d)). Zeigen Sie:

a) A, besteht aus allen Mengen A C IV, fiir die entweder ,, A C {1,...,n}“
oder ,,m € A fiir alle m > n + 1 gilt.

b) An g An+17n € N

c) UX | A, ist keine o-Algebra.

Losungen zu Aufgabe 22

a) Behauptung:

A, = {ACN|AC{]L,..,n}oder m € AYm > n+ 1}
= {ACN|AC{L,...,n}oder {n+1,n+2,..} C A}
{ACN|AC {1,...,n}oder AC{1,...,n}} =A,'

Beweis:
C W .

)=

-An = U(gn) = (21 d))ﬂ A o-Algebra A

{{1h{2},....{n}}eA

Zeige also:
(1) A, ist o-Algebra
(2) {1}, {2}, ... {n}} C A

zu (1) :

e N C{1,....,n},also ) € A,



e SeiAdec A, = AC{l,...n}oder AC{l,...n} =Ac A,
o Sei (An),en C A = A; C{1,...,n}oder 4; C{1,...,n},ie N

1.Fall:
= UX A; C{1,...,n} = U 4; € A/

2.Fall:

Es gibt ein iy € IV mit A;, & {1,...,n}

= A, C {1,.,n} = (UX4;) = N2 4; C A4, C {l,..,n} =
UL, A € A

zu (2) : Offensichtlich, nach Definition der A,

»2
Sei A € A, beliebig= A C {1,...,n}oder A C {1,....,n} = A € pot({1,...,n})
—_——
_ o CAn

oder A € pot({1,...,n}) = A € A, oder Ac A,

—_— ——

CA, = AcA,, da A,o-Algebra

b) Sei A € A4,
1. Fall

AC{l,.,n}=AC{l,..,n+1}=A4Ac A,

2. Fall
meAYmM>n+1l=>meAYm>n+1)+1=> A€ A,

Insgesamt folgt A, C A,11,n € IN

¢) Sei A, :={2n},ne N = A, € Ay,,n € IN, also
A, € U ANVn € IN. Sei A:=U>X A, ={2,4,6,...} = {n € IN|n gerade }

Annahme:

U A, ist o-Algebra

AeUZ A = Jige N mit Ae A,

ACH{1, ... ip} oder A C {1,...,40}

{2,4,6,..} C {1, ....i0} oder {1,3,5,..} C {1, ..., i}

ey



Da beide Moglichkeiten zum Widerspruch fiithren, folgt also:
Ag U A, = Uy | A, ist keine o-Algebra.

Aufgabe 23 (3 Punkte)

Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) mit der Eigenschaft {w} €
A fiir alle w € Q, und es sei E = {w € Q|P({w}) > 0}. Zeigen Sie, da§ £
hochstens abzahlbar ist.

Losungen zu Aufgabe 23

Sei I, .= (=, neN=1[0,1=X2, 1,

n+1’n
Sei w € FE beliebig = es gibt ein eindeutig bestimmtes ng(w) € IN mit

n01+1 < P{{w}) < nio, da 0 < P({w}) < 1, d.h. es gibt ein ny(w) mit

P({w}) € I,.

Annahme: Es gibt unendlich viele w € E mit P({w}) € I, fiir ein festes
ne N
= P({w}) > ;25 fiir endlich viele w € E' = P(E) = oo (Widerspruch!)

Also gilt:

Fir alle n € IN ist {w € E|P({w}) € I,} =: A, eine Menge.

Dabher folgt aus E = Y% | A,, da8 F hochstens abzihlbar ist (evtl. abz&hlbar
unendlich).

Aufgabe 24 (6 Punkte)
Die durch die Dichtefunktion

£ a— —Bx
fogle) = [T e a0
b 0,2 <0

mit festen «, 3 > 0 festgelegte Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf (IR!, B')
heiBt Gammaverteilung T'(«, 3) mit Parametern o und 3. Dabei sei B! eine
geeignete o-Algebra iiber IR!. Die Gammafunktion ist definiert durch

[(a) := / ettt a > 0
0

a) Zeigen Sie, dafl f, 5 fiir beliebige «, 3 > 0 tatsichlich eine Dichtefunktion
ist.



b) Zeigen Sie die folgenden Eigenschaften der Gammafunktion:

(1) T(a+l)=a -T'(a),a>0,
(it) T(n+1)=nlne Ny

c) Berechnen Sie das Integral [0z - fo g(x)dz.

d) Welche Wahrscheinlichkeitsverteilung erhdlt man im Spezialfall « =1 7

Losungen zu Aufgabe 24

a) Offenbar ist P(a) = 0, = 0, und somit auch f, g(z) > 0 fiir x > 0.
Weiter ist (%0 fap(z)dr = ﬁ - [22(Bx) - e Bda

Substituiere: [¢t]3° = [Bz]P, dt = Bdx

o0 yo— — _F(l_

b)

(Pa+1) = [ elamdt=[—c"tfp — [~ (=eat tat
= limyoo[e 1] +a - / e”t 7 ldt = o T'(a)
N————

0
0

()T(1) = /°° et = [—eF =1 =0

'n+1) = nO-F(n):n(n—l)-F(n—l):...:n(n—1)(n—2)-...-2-1-F(1):n!

Substitution: ¢ = fx, dt = Bdt
I B
M@ b = T
al'(a) b)(i)

e fap(x)dr = L oo(ﬁx)”‘ e Py
% ['(a) Jo

T(a+1)

BL(a) = B



d) fap(z) = {ﬂ-egiﬂzgw = I'(1,8) = Exp(B3) (Exponentialverteilung mit
Parameter (3) -

Exponentialverteilung (z.B. Lebensdauer von Systemen)

Aufgabe 25 (4 Punkte)
Die Firma FONOTON nimmt an, daf§ sich die (zuféllige) Dauer eines Fer-
ngespréchs (in Minuten) durch die folgende Dichtefunktion beschreiben 1a8t:

1 e
f(x):S-e’E firz >0

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf die Gesprachsdauer
a) mehr als 5 Minuten betrigt,

b) zwischen 5 und 6 Minuten liegt,

¢) weniger als 3 Minuten betrégt,

d) weniger als 6 Minuten betrigt, wenn bereits 3 Minuten telefoniert wird.

Losungen zu Aufgabe 25

a) Der zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsraum ist (R', B', P), wobei B!
eine ,,geeignete” o-Algebra iiber IR, und die Wahrscheinlichkeitsverteilung
durch die Dichte f gegeben ist.



o 2

I Q™

eien dann die Ereignisse

~

+ = ,,Gesprachsdauer betrdgt mehr als x Minuten®, z > 0 o
,,Gesprachsdauer zwischen 5 und 6 Minuten“_ﬁ As\Ag = A5 N Ag

= |, Gesprachsdauer weniger als 3 Minuten“ = Aj
= ,,Gesprachsdauer weniger als 6 min., wenn bereits 3 min. telefoniert“

= P(A;) — P(Ag) = [5° f(x)dx — [§° f(z)dx =
S8 f@)de = [—e 5] = —e 5 + e L ~ 0.067

P(C) = P(A3) = 1= P(43) = [¢° f(w)da = [° f()de = [j f(2)de =
[—e75]3 = —e75 + 1 ~ 0.451

_ A _ P(AgnA _ f6f(.’t)d12 _ [*8 5}6 __ —e e
P(D) = P(Ail4s) = Zpei® = Peycin = e = T
~ 0.451 = P(C)



Dieses Dokument ist auch erhéltlich unter http://www-users.rwth-aachen.de/Christoph.Andres

Keine Gewéhr fiir die Richtigkeit der Inhalte dieses Dokuments.



Aufgabe 32 (5 Punkte)

Seien (£2,.A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und By, ..., B,,n € IV, eine Zer-
legung von Q (d.h. B € A, BiNB; =0,i £ j,1<4,j<nund 3.\, B; =)
mit P(B;) > 0,1 < j < n. Weiter selen A4, A1, A»,C1,C2 € A beliebige
Ereignisse.

a) Zeigen oder widerlegen Sie:

(1) Aus P(A1|By) < P(A2|By) fiir 1 < j < n folgt P(41) < P(A42)

(i) Gilt P(A|B; NCy) < P(A|B;NCy) fiir 1 < j < n (mit P(B; NC;) > 0 fur
i=1,2), so folgt P(A|C}) < P(A|C2)

b) Veranschaulichen Sie das Resultat aus a)(ii) am Beispiel einer Stadt mit

43.000 Einwohnern (26.000 Mannern (B), 17.000 Frauen (B)), die jeweils gegen

Grippe geimpft (C') bzw. nicht geimpft (C) sind und im Winter an Grippe

erkranken (A) bzw. davon verschont bleiben (A), wobei die zugehorigen An-
zahlen (der Schnittereignisse) in folgenden 22-Tafeln enthalten sind:

Losungen zu Aufgabe 32

a)

(i) Nach dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit gilt:

P(A) =) P(Ai|B;) - P(Bj) <Y P(As|B)) - P(By) = P(As)
j=1 j=1
(ii) Die Behauptung ist im allgemeinen falsch (Gegenbeispiel siche Teil b) )
Motivation: P(A|C1) = TS = Y77 P(A|B; N Cy) -P(B;|Ch)
————
<P(A|B;nC3y)
Uber P(B;|C1) 1at sich jedoch keine allgemeine Aussage treffen!

b) Man erhilt fiir die Schnittereignisse € = (Manner + Frauen)

Dann gilt:
P(AIC) = PRt = 38 = 3 = & > 31 = Sa000 = P(A[0)
aber:
P(A|IC'N B) = 5508 = 5 < 15 = 31900 = P(A[CN B)
Plalcn) = 88 - 1 < £ B pong)
Bem.: Das Phianomen heifit Simpsons Paradoxon.

Aufgabe 33 (7 Punkte)



(Q, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum. Das Ereignissystem C := {A;|i €
It C A sei stochastisch unabhangig (bei P), wobei I eine abzéhlbare Index-
menge sei. Zeigen Sie:

a) Ist C = {Aq, ..., A4}, so sind
(1) {A1 N As, Az, A4} stochastisch unabhingig (bei P)
(i) {A1 U As, Az, A4} stochastisch unabhangig (bei P)

b) Sei I = I + I, I; # 0 fiir i = 1,2, eine Zerlegung von /. Dann sind auch
Uier, Ai, Uier, A; stochastisch unabhangig (bei P).

c) Wie lautet die Verallgemeinerung von b) auf eine Zerlegung von I in mehrere
nichtleere Teilmengen [;,1 < j < n, also [ = Z;zl Ij,nelN?

Losungen zu Aufgabe 33

a)
(i) Seien B; := A1 N As, Ba := A3, Bs := Ay und § C I C {1,2,3}
1. Fall: 1 ¢ [. Dann gilt:

P(NierBi) = P(NierAit1) = HP(AiH) = HP(Bi)
iel iel
2. Fall: 1€ 1,1, .= I\{1}, 0.B.d.A. |I] # 0. Dann gilt:

P()

Aufgabe 34 (6 Punkte)
Eine faire Miinze werde n-mal unabhéngig geworfen (n > 2). Sind die Ereignisse
A = | Es erscheinen mindestens je einmal Kopf und Zahl“ und

B = ,,Es erscheint hochstens zweimal Kopf*
stochastisch unabhangig 7

Losungen zu Aufgabe 34

Aufgabe 35 (4 Punkte)



Die Anzahlverteilung der wahrend eines Zeitintervalls der Lange 7 in einer
Telefonzentrale ankommenden Telefonate sei Poisson-verteilt mit Parameter
Ar(A > 0), d.h. mit Dichtefunktion py = ¢ - &I k € IN,. Die An-
zahlverteilungen in je zwei disjunkten Zeitintervallen seien stochastisch un-
abhangig.

Bis zum Zeitpunkt 7" > 0 seien n Gesprache eingegangen. Wie grof} ist dann die
Wahrscheinlichkeit, daf bis zum Zeitpunkt (0 < ¢t < T) genau k(k € IN) Tele-
fongesprache angekommen sind? Welche bekannte Wahrscheinlichkeitsverteilung
ergibt sich?

Losungen zu Aufgabe 35

Sei 0 < ¢t < T, X bezeichne die Anzahl der wihrend (0,7 ankommenden
Gesprache, Y bezeichne die Anzahl der wahrend (0,¢ ankommenden Gespriche,
7 bezeichne die Anzahl der wahrend (¢, 7 ankommenden Gesprache.

Nach Vorlesung gilt dann:

X po(AT),Y po(At), Z po(A(T —1))

= PY =kX=n)=0,Yk>n

Sei 0 <k <n.
_ _ _ PX=kX=n) PY=kZ=n-k) _
PY =kX=n) = PX=1) = PX =) (wegen X =Y + 7)
PY=k -PZ=n—-k
= ( P)(X ( ] n )(stetig unabhingig)
=n
(A" (AT =t))"=*
_ M Akt! Fem AT A(Tn_tk)! _ n! (T — kyn =+
- AT T kl(n—k) ™

= (n) . (i)k(l — i)”_k =b(k;n; %)(Binomialverteﬂung)

Aufgabe 36 (5 Punkte)

a) Die diskrete Zufallsvariable Y (definiert auf (£2, .4, P)) besitze folgende Wahrschein-

lichkeitsverteilung:

2

Berechnen Sie den Erwartungswert p und die Varianz ¢* von Y.

b) Sei X eine geometrisch verteilte ZufallsgroBe mit Parameter p € (0,1), d.h.



P(X =j)=p- (1 —p)! € INy. Berechnen Sie:
(i) px (1) = BE(@X) fir 0 <t < £
(i1) Wie erhélt man aus (i) F(X) und Var(X) 7

Hinweis zu (ii): Differenzieren.

Losungen zu Aufgabe 36: siche Kleingruppeniibung



