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Kapitel 1

Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume

1.1 Einfiihrung und Beispiele
Stochastik = Wahrscheinlichkeitstheorie + Statistik

In der Stochastik werden Vorgénge untersucht, deren Ablauf vom Zufall (mit-) bestimmt wird. Sofern
sie einer objektiven Beschreibung zugénglich sind, wollen wir diese Zufallsexperimente nennen.

1.1.1 Beispiele
1. Geschlecht (mé&nnlich / weiblich) eines Neugeborenen

2. Gewicht eines Neugeborenen
Modell: Normalverteilung (mit gewichteten Parametern p, o)'.
Frage: Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dafl das Gewicht des Neugeborenen im Intervall
[3000, 3800] liegt?

3. 900-maliges Wiirfeln mit auszéhlen der gewiirfelten ’Sechser’.
Modell: Binomialverteilung mit Parametern n = 900, p = %
Frage: Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, mindestens 150 mal ’6’ zu wiirfeln?

2

4. Z#hlen der - innerhalb einer Stunde - eingehenden Anrufe.
Modell: Poissonverteilung (mit Parameter \) 3.
Frage: Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dafl innerhalb von 12 Stunden z oder mehr Anrufe
eingehen?

5. Entnahme und Priifung (defekt / in Ordnung) von 100 Stiick aus einer Sendung von 10000
Glithbirnen.

6. Anzahl der Augen (1,...,6) beim Werfen eines Wiirfels?.

Die Wahrscheinlichkeitstheorie stellt fiir ein Zufallsexperiment unter Abzug der inhaltlichen Bedin-
gungen (Abstraktion) ein mathematisches Modell auf. Konkrete Fragestellungen kénnen dann auf
der Ebene dieses Modells bearbeitet werden.

1.2 Ergebnisraum, Ereignisse, Wahrscheinlichkeit

Alle moglichen Ergebnisse (Werte), die bei der Durchfilhrung eines Zufallsexperimentes auftreten
konnen, fassen wir zum Ergebnisraum (Grundmenge) Q zusammen. Jedes Element w € § heifit
Ergebnis oder Realisation.

Isiehe 4.2 unten

?siehe 1.5

3siehe 1.2.5 unten

47u Beginn der Vorlesung werden hiufig Beispiele aus dem Gliicksspiel verwendet (einfach, anschaulich, historisch)

1
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Beispiele aus 1.1.1:
1. Q= {m,w} oder Q = {0, 1}, mdgliches Ergebnis: w =0
2. Q={0,1,...,00} = Ry, mogliches Ergebnis: w = 3475, 34[g]

wo

. =A0,1,...,900}, mogliches Ergebnis: w = 157
4. @ ={0,1,...} = Z4 = Ny, mdgliches Ergebnis: w = 17(Anrufe)

Q wird vor der Durchfiihrung des Zufallsexperimentes festgelegt. Je nach Fragestellung / Interessen-
lage sind unterschiedliche Festlegungen moglich.

zu Beispiel 3: Falls auch die maximale Lange von ‘ler’/ 2er’, ... -Sequenzen interessiert, so setzt
man etwa Q = {1,2,3,4,5,6}°°°. Mogliches Ergebnis:

w = (/5/’/ 1/’/2/’ o ,/6/,/ 1/)

900—mal

zu Beispiel 2:  Q = N mdglich, falls auf 100g gerundet wird.

In Kapitel 1 bis 3 werden nur Féalle mit hochstens abziahlbarem (endlich oder abziahlbar) Ereignisraum
2 betrachtet. (Ein © = Ry wird erst ab Kapitel 4 zugelassen)

Héufig interessiert weniger das genaue Ergebnis w eines Zufallsexperimentes, sondern mehr die Frage,
ob die Realisation eine bestimmte Eigenschaft besitzt (= ’ob ein bestimmtes Ereignis aufgetreten
ist’)

zu Beispiel 3:  Anzahl ‘6er’ > 200 ("grofles Gliick’).
zu Beispiel 2:  Gewicht < 2500 ("Lebensgefahr’).

zu Beispiel 4:  Anrufe > 100 ("Kapazititsiiberschreitung’).
Die Ereignisse eines Zufallsexperimentes sind die Teilmengen der Grundmenge © (’Ereignis A C
tritt ein’ besagt also, dafl w € A als Ereignis eingetreten ist.). Sind A, B C Q Ereignisse, so bedeutet

A=Q\ A:  das Komplementirereignis ("A ist nicht eingetreten’).
AUB: Das Ereignis "A und/oder B ist/sind eingetreten’.
AN B: Das Ereignis A und B sind eingetreten’.

:  Das unmogliche Ereignis.
Q: Das sichere Ereignis.
{w}: Das Elementarereignis.
AU B: Unvereinbare Ereignisse. (mit AN B = )

Liegt eine Folge A1, A,, ... von Ereignisse vor, so bezeichnet | J;=, A; das Ereignis: *Mindestens ein
Aj; ist eingetreten’. Sind die Ay, A, ... paarweise disjunkt (d.h. 4; N A; = 0 fiir ¢ # j), so stellt
UiZ, A; das Ereignis: *Genau ein A; ist eingetreten’ dar.

Die Menge aller Ereignisse ist die Potenzmenge PB(€2) von .

Zur vollstdndigen Beschreibung eines Zufallsexperimentes werden den Ergebnissen w € Q Gewich-
te’ (oder "Wahrscheinlichkeiten’) zugeordnet. Beim Werfen eines unverfalschten (symmetrischen)
Wiirfels sind den Ergebnissen "1’/ 2/ ... /6 jeweils das Gewicht % zugeordnet, wihrend ein (zugun-
sten der ’6’) verfalschter Wiirfel die Gewichte % — €, %, cee % + € bekommt.

1.2.1 Definitionen
a) Eine Abbildung P (Probability) von $B(€2) in [0, 1] heifit Wahrscheinlichkeitsverteilung (oder

Wahrscheinlichkeitsmaf), wenn sie die Eigenschaften erfiillt:

(i) P)=1 (’Normierung’)
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(it) P(UZ, Ai) = Yoo P(4;) fiir jede Folge Ay, As, ... von paarweise disjukten Ereignissen
(Co-Additivitat’)

b) Ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Tripel (£2,3B(€2), P), mit:

(i) € eine nichtleere, hochstens abzihlbare Menge
(i) P(2) ist die Menge aller Teilmengen
(iii) P P(2) — [0, 1] ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung

Bemerkung zu a)(ii): Die Einschrinkung 'paarweise disjunkt’ ist wesentlich. Fiir die nicht paar-

weise disjunkten A; = Q gilt: P2, Ai) = 15 0 P(A;) = o0

Bezeichnungen (teilweise schon bekannt)
1 Ergebnisraum (bzw. Grundmenge)
w € Q  FErgebnis (Realisation)
P(Q2) Ereignis algebra, A € P(Q), [A € Q] Ereignis
P(A) W.-keit von A, P W.-verteilung tiber £ (genauer P(2))
(©2,B(22),P) bildet ein mathematisches Modell fiir ein Zufallsexp.

1.2.2 Elementare Eigenschaften von P

Allein aus den Axiomen 1.2.1 heraus leiten wir ab:

1) P(@) = 0, denn a)(ii) liefert fiir alle A; = @ : P(0) = 5_:2, P(0); die Ausnahme P (@) > 0 liefert
den Widerspruch.
2) P(UL, Ai) = 200 P(4;) fiir paarweise disjunkte Aq,..., A, (CAdditivitat’).
Insbesondere: P(AUB) = P(A)+P(B) fiir disjunkte A, B, denn setze in a)(ii): Apy1 = Anq2 =
.. = und beachte 1.

3) P(A) =1 —-P(A), denn a)(i): 1 =P(Q)=P(AU A) Z P(A)+ P(A)
P(B) fiir A C B ("Monotonie’), denn B = BN AU A (disj.), also P(B) 2 P(A)+P(BN

5) P(B\ 4) =P(B) - P(A

N

6) P(AUB) =P(A)+P(B)—P(AN B)
insbesondere: P(AU B) < P(A4) + P(B);
allgemein: P(Ay, ..., A,) < >0 P(4)

B); [B\ A= Bn4A
B
)

Fiir die einelementigen (Elementar-) Ereignisse {w} setzen wir: p, = P({w}) und haben

1) pu >0

o—Add.
2) Yyeabe = PQ)=1

3) Yueabu | 2 P(A) fiir jedes A € Q

Wegen 3. ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung P durch die Werte von p,, eindeutig festgelegt.

1.2.3 Wahrscheinlichkeitsfunktion (Definition)
Eine Abb. p: Q — [0,1];w + P, mit der Eigenschaft:

Z pw = 1 (Normierung’)

wEN
heifit Wahrscheinlichkeitsfunktion (oder diskrete W .-keitsdichte, oder Zahldichte).
Jede Wahrscheinlichkeitsfunktion p legt eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P eindeutig fest (wg. 3.:
o-Additivitdt von P folgt dann aus dem “Umordnugssatz” fiir absolut konvergente Reihen). Meistens
gibt man eine Wahrscheinlichkeitsverteilung durch eine Wahrscheinlichkeitsfunktion an.
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1.2.4 Gleichverteilung (Beispiel)

1 * Werfen mit einem symmetrischen Wiirfel. Auf Q@ = {1,2,...,6} definiert man die Wahrschein-
lichleitsfunktion p; = ... = ps = % (“Gleichverteilung” tiber {1,...,6}).

1/6 ° ° ° ° ° °

Ist A ={1,3,5} das Ereignis “ungerade Augenzahl”, so gilt P(A)=pi +ps+ps =32 =1

1.2.5 Poissonverteilung (Beispiel)

0 =10,1,2,...} =7Z4 (vgl. Beispiel 4in 1.1.1). Fiir ein A > 0 definiert man die Wahrscheinlich-
keitsfunktion
M
P = Ee )
(“Poissonverteilung mit Parameter A7, oder kurz P-A-Verteilung).
Man priift die Normierung nach:

= A AN
gpk_e E K_e et =1
k=0 k=0

k=0,1,...

Poissonverteilung: P(A) fiir A = 0.5

Poissonverteilung: P(A) fir A = 2

o —
—
N
e
<2

1.2.6 Einpunktverteilung (Beispiel)
Seien € und wg € Q beliebig. Dann definiert

pwuzlaprO
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(fiir alle w # wp, “Einpunktverteilung”) die in wg konzentrierte Wahrscheinlichkeitsverteilung ey, .

Es ist ¢
| 0 firwy¢g A
Eu, (4) = { 1 firwy e A

1.2.7 Geometrische Verteilung (Beispiel)

Eine symmetrische Miinze wird sooft geworfen, bis zum ersten Mal Kopf auftritt. Der Ergebnisraum
Q besteht aus allen méglichen auftretenden Sequenzen:

wi =K, wo = ZK, w3 = ZZK, ..., weoe = 2277 ...

(Wir schreiben pj anstatt py,) Es ist py = % Heuristische® Uberlegung zur Bestimmung der
Pr, k> 1
Wir betrachten wy = (Z...7Z K als Element der Menge Q = {Z, K}*. Es ist5: |Q] = 2% Alle 2%

k-1
Elemente von € sind gleichwahrscheinlich. Es folgt:
1
Pr = o kel (’Geometrische Verteilung’)

1.

Geometrische Verteilung mit Parameter 5:

Normierung:
oQ oQ 1
Sh=Yg=
k=1 k=1

Man hat also po, = 0 zu setzen.

1.2.8 Gleichverteilung (Definition)

Die Gleichverteilung tiber einer endlichen Grundmenge €2 wird bestimmt durch die Wahrscheinlich-
keitsfunktion

(1.1) P (fiir alle w € Q)

1
€
Die Wahrscheinlichkeit fiir ein Ereignis A C € ist dann:

(12 A=Y =

wEA

Die Gleichverteilung wird auch Laplaceverteilung genannt. Ein Zufallsexperiment, dem die Gleich-
verteilung zugrunde liegt, wird auch Laplaceexperiment genannt.

Interpretation der Formel (1.2):

Sei A C 2 gegeben. Ein Ereignis w € A heifit “giinstig” fir A. Jedes w € € ist “moglich”. % ist

dann die Anzahl der giinstigen durch die Anzahl der moglichen Ergebnisse.

Ssiehe 2.3 exakt
6|92| ist die Machtigkeit der Menge 2, bzw. die Anzahl der Elemente in der Menge
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1.3 Laplaceexperimente und Kombinatorik
Die im Folgenden betrachteten Mengen M seien stets nicht leer. Wir benutzen folgende Tatsachen:

1) Ist |M| = n, so existiert eine bijektive Abbildung ¢ : M — {1,... ,n}

2) Fir endliche Mengen My, ..., M, gilt |My x ... x M,| = |My|-... - |M;|. (Insbesondere:
|M*| = |M]F)
Hierbei ist zu beachten, dal M; x ... x M, aus den (geordneten) r-Tupeln (ai,...,a,) mit

a; € My, ..., a, € M, besteht.

1.3.1 Geordnete Stichprobe (Definition)

a) Ein r-Tupel (ay,...,a,) mit a; € M heifit geordnete Stichprobe (aus M vom Umfang (od.
Lange) r) mit Wiederholungen.

b) Ein r-Tupel (a1,...,a,) mit a; € M, a; # a; fiir i # j heiBt geordnete Stichprobe (aus M vom
Umfang (od. Linge) r) ohne Wiederholungen.

1.3.2 Anzahl geordneter Stichproben (Satz)
Sei |[M| = n.
a) Die Anzahl der geordneten Stichproben (aus M vom Umfang r) mit Wiederholungen ist

Pr=n"

b) Die Anzahl der geordneten Stichproben (aus M vom Umfang r) ohne Wiederholungen ist
P=n-(n—=1)-...-(n—r+1) = (n),

n

Bewels:

a) Bsist Pl = |M x ...x M|=|M|" =n"
N——— ——

r—mal
b) Heuristisch”: An die erste Stelle des r-Tupels (a1, ..., a,) kénnen wir n verschiedene Elemente
setzen. fiir die 2. Stelle bestehen dann n — 1 Mdglichkeiten, etc.(Formal: Krikeberg/Ziezold,

S.10/11)

Bemerkung: Statt “geordnete” Stichproben sagt man auch: Stichproben in (unter Berticksichi-
gung der) Reihenfolge. Im Spezialfall » = n nennt man eine geordnete Stichprobe aus M ohne
Wiederholung eine Permutation der Elemente von M:

1.3.3 Anzahl der Permutationen (Corollar)
Die Anzahl der Permutationen der Menge M, | M| = n, ist P} = n! [0l=1]

1.3.4 Geordnete Stichprobe (Beispiele)
a) Toto: Fiir r = 11 Spiele sind n = 3 Ausgénge zu tippen: 1=Sieg Heim, 2=Sieg Gast, 3=Un-
entschieden.
Es gibt ]5311 = 177147 Moglichkeiten, den Tippschein auszufiillen.

b) 3-Buchstabige Wérter (ohne Buchstabenwiederholung). Mit n = 26 Buchstaben betrégt die
Anzahl P = 262524 = 15600

"Formal: siehe Krikeberg/Ziezold, S.10/11
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1.3.5 Ungeordnete Stichprobe (Definition)

Eine Teilmenge {aj,...,a,} C M mit r (paarweise verschiedenen) Elementen heifft ungeordnete
Stichprobe (oder Stichprobe ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge). aus M vom Umfang r ohne
Wiederholung. Thre Anzahl werde mit CJ, bezeichnet (n = |[M|, 0 < r < n).

1.3.6 Binomialkoeffizient (Satz)
Firn € Nund 0 <7 <n ist

!
o= (n) (“Binomialkoeffizient” )

" (n =)l r

Beweis: Heuristisch®: Die Anzahl der geordneten Stichproben ist PT = (n), =n-(n—1)-...-(n—
7+ 1). Jeweils r! von ihnen unterscheiden sich nur durch die Reihenfolge. Das ergibt CI = L%,k v

Bemerkung: Es ist niitzlich, (:f) =0 fiir » < 0 und » > n zu setzen.

1.3.7 Lotto “6 aus 49” (Beispiel)
Die Anzahl der Moglichkeiten (Kombinationen), aus n = 49 Zahlen r = 6 auszuwihlen betrigt:

4
Cs? = ( 69) = 13983816

Da jede dieser M&glichkeiten gleich wahrscheinlich ist, betragt die Wahrscheinlichkeit, mit 1 Tipprei-
he bei 1 Ziehung ’6 Richtige’ zu spielen:

1
13983816

1.3.8 Ungeordnete Stichprobe (Beispiel)

n-maliges Werfen einer symmetrischen Miinze. Fiir & = 0,... ,n bezeichne Ay das Ereignis, daf}
genau k-mal Kopf auftritt und pp = P(Ag) die Wahrscheinlichkeit von Ay.

Zur Berechnung der pyg setze Q = {K, Z}", Ax C Q die Menge aller n-Tupel w, die genaue k-mal K
enthilt.

Es ist |[Ax| = |S|, wobei S die Menge aller ungeordneten Stichproben {ai,...,ax} aus {1,... ,n}

vom Umfang k ohne Wiederholung ist. (In der Tat, aq,...,ar bezeichnen die Stellen (Positionen)
im n-Tupel w, an denen k steht. Bspw.: n =6, k =3, w = (K, K, Z, K, Z,7) € As, {a1,a2,a3} =
{1,2,4} € S).

Also ist nach Satz 1.3.6 A, = CF

", wihrend |Q] = 2”. Da wir alle w € Q als gleichwertig ansehen
konnen (Laplaceexperiment, zur Gleichverteilung siche 2.3), gilt:

pk:%:(;ﬁ)a—", k=0,... 0

Die Zahlen pg bilden eine Wahrscheinlichkeitsfunktion iiber {0,1,... n}, denn

n k
;pk =27F nz_% (Z) =27".2" =1 (Binomischer Lehrsatz)

8Formal: siche Krikeberg/Ziezold, §11; Forster, Analysis 1
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Sie definiert die Binomialverteilung mit Parameter® %, n =6:

20/64 .
b 15/644 . .
6,/64 - . .
1/644 I I I I I T
o 1 2 3 4 5 6
I3

1.4 Urnenmodelle, Hypergeometrische Verteilung

Die kombinatorischen Begriffe aus 1.3 lassen sich auch iiber Urnenmodelle beschreiben.

In einer Urne befinden sich n Kugeln, die mit 1, ..., n numeriert sind. Eine geordnete Stichprobe
(a1, ...,a,) mit [ohne] Wiederholung ensteht durch r-maliges Ziehen mit [ohne] Zuriicklegen der
Kugeln in die Urne, wobei die Reihenfolge beachtet wird.

Uberblick: Stichproben vom Umfang r aus der Menge {1,... n}

mit Wiederholung | ohne Wiederholung
geordnet
(in Reihenfolge) Pr=n’ Pr = (n),
ungeordnet
(ohne Beriticks. Ccr = (n+:_1) cr=(")
d. Reihenf.) (Beweis: siehe Krengel, S. 9)

Mit Hilfe des Urnenmodells mit Kugeln von zwei verschiedenen Farben fiihrt man eine weitere Wahr-
scheinlichkeitsverteilung ein.

Modell: In einer Urne mit N = S + W Kugeln seien S schwarze und W weifle Kugeln. Es
werden n < N Kugeln ohne Zuriicklegen gezogen. Bezeichne k die Anzahl der schwarzen un-
ter den n gezogenen 0 < k < n), Ay das Ereignis, dafl die Anzahl der schwarzen genau gleich k
ist, und h(k;n, N, S) die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis Ag. Die Wahrscheinlichkeitsfunktion
hik;n,N,S), k = 0,...,n definiert die sogenannte hypergeometrische Verteilung mit Parametern
n,N,S anf Q' = {0,1,... n}

1.4.1 Satz
Firn < N und S < N gilt:

1=

(
hik;n,N,S) = :
(%)

Beweis: Sei 2 die Menge aller ungeordneten Stichproben {ay, ..., a,} aus der Menge {1,... N}
ohne Wiederholung, P sei die Gleichverteilung auf Q. Es ist |Q] = C% = (N) Die S schwarzen

n

Kugeln seien mit den Nummern 1, ... 5 versehen, die N —5 = W weiflen Kugeln mit S+1,... N.
Das Ereignis Ay C Q besteht dann aus allen {ay, ..., a,} mit genau k Elementen a; aus {1,...,S}.
Heuristisch'®: Es gibt (i) Moglichkeiten, & Kugeln aus S schwarzen [(JZ::) Moglichkeiten, n — k

Kugeln aus N — S weilen] ohne Zuriicklegen zu ziehen.

9 Binomialverteilungen mit bel. Parameter p, 0 < p < 1: siche 2.3
10Formal: Krikeberg/Ziezold, S. 13
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Jede Kombination einer der (i) Moglichkeiten mit einer der (J:Z:,f) Méglichkeiten ergibt genau
ein Element aus Ag. Folglich |Ax| = (2) (JZ::) und P(A4,) = ||’?1’€|| wie behauptet. v

Bemerkung: Im Spezialfalln = k = S (d.h. Anzahl der Ziige gleich Anzahl der schwarzen Kugeln;
alle schwarzen Kugeln werden gezogen) ist

h=(S;8N,S)=——
(%)

Fir alle n = k =5 =6, N = 49 (Siehe Beispiel 1.3.7).

1.4.2 Qualititskontrolle (Beispiel)

Aus einer Sendung von N = 10000 Gliithbirnen, welche S defekte enthalten moge, werden n = 100
Stiick (ohne Zuriicklegen) entnommen und gepriift. Die Wahrscheinlichkeit, dafl unter den 100
Proben genau k [hochstens k] defekt sind, ist

h(k;100,10000, 5)

oder
k

Z h(k;100, 10000, S)

i=0
1.4.3 Skatspiel (Beispiel)
Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit, daff beim Austeilen der N = 32 Karten der Spieler A unter
seinen n = 10 Karten genau k = 3 [k = 4] der S = 4 Asse besitzt?

4 28
h(3:10,32,4) = G)(7) ~ 0,073 & —

(o) 14

4 28
h(4;10,32,4) = G) () ~ 0, 0058 A ——

(o) 172

1.5 Zufallsgroflen, Zufallsvariablen

Im Beweils zu Satz 1.4.1 traten zwel Wahrscheinlichkeitsraume auf:

1. @ ist die Menge der ungeordneten Stichproben vom Umfang n aus {1,..., N} (ohne Wieder-
holung), P ist Gleichverteilung auf €

2. Q = {0,1,...,n}, P! hypergeometrische Verteilung [Anzahl & € Q' schwarzer Kugeln hy-

pergeometrisch verteilt]. Wir bezeichnen diese Anzahl mit X. X ist eine Abbildung von
w=A{a,...,a,} €Q:XQ Q' w— X(w)=|wn{l,...,S}.

Das in Beweis zu 1.4.1 auftretende Ereignis Ay konnen wir so schreiben:
Ay ={w e : X(w) =k} = X_l{k’}

(’Urbild der Menge {k})
Durch die Definition:

(1.3) P({k}) = P({w: X(w) = k}) = P(X~Yk}), keQ

erhalten wir eine Wahrscheinlichkeitsfunktion auf €' (im Beispiel gerade die hypergeometrische Ver-
teilung).
Fiir beliebige Ereignisse A’ C € setzt man in Verallgemeinerung von (1.3)

(1.4) PAY =Plw: X(w) € A’} = P(XHA))
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1.5.1 Bild (Definition)

Sei P eine Wahrscheinlichkeitsfunktion tiber . €' sei eine weitere (nicht-leere) hochstens abzihlbare
Menge.

a) Eine Abbildung X : Q — Q' heifit Zufallsgrofie (oder zufillige Grofe).

b) Die durch P/(A’) = P(X~1(A")), A’ C ', definierte Abbildung von B(Q') in [0,1] heiit das
Bild von P unter X (vorlaufige Bezeichnung!):

X
=

(2,3 (S2), P) x-1 (2, P(2), P)

1.5.2 Diskreter Wahrscheinlichkeitsraum (Satz)
Mit dem in 1.5.1 b) definierten P’ gilt: (€', P(Q), P’) bildet einen diskreten Wahrscheinlichkeitsraum.

Beweis: Es ist zu zeigen, dafi P’ eine Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber Q' ist. P/(A’) € [0, 1]
(triv.)
i) Normierung: P/(2) < p(X~1(Q)) = P(Q) = 1

i) o-Additivitdt: Fiir eine Folge A}, A}, ... vor paarweise disjunkten Mengen aus €’ sind die
Urbildmengen wieder paarweise disjunkt:

(1.5) XHADNXHA) =X (AN A ) =0
N——
=0 f. i#j

Ferner gilt:
(1.6) X JAap=Jx )

Dann folgt:
i Jan = et Jap = x e
i=1 i=1 i=1

P o-Add. ZP(X—l(A;)) del- ZP/(A;')

i=1

1.5.3 Wahrscheinlichkeitsverteilung (Definition)

Die durch P(A) = P(X71(A")), A’ € Q' definierte Wahrscheinlichkeitsverteilung P’ auf Q' heifit
Wahrscheinlichkeitsverteilung von X und wird mit Px bezeichnet. X heifit auf P-verteilt.

1.5.4 Bemerkungen und Bezeichnungen

1) X~ YA) ={w: X(w) € A’} schreibt man auch {X € A’} (“Ereignis "X in A””). Entsprechend

schreibt man statt Px(A’) del: P(X~1(A’)) auch P(X € A’) (“Wahrscheinlichkeit, da$ X in A’

ist”).

2) Die zu P’ = Px gehorende Wahrscheinlichkeitsfunktion auf Q' lautet w — Px({w'}) = P(X =
wh.

3) Zu jedem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P(Q), P) gibt es die ZufallsgroBe Id : @ — Q, w —
Id(w) = w. In diesem Falle ist Q' = Q, P/ = P.
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4) Im Fall @' C R [2.B. @ = R o0.4.] spricht man auch von einer Zufallsvariablen (statt Zufalls-
grofle). Beachte, dafl diese eine schiefe (aber eingebiirgerte) Bezeichnung ist: w ist die Variable,
X : Q — R die Funktion. Im Fall Q C R* spricht man auch von einem Zufallsvektor.

5) Da Zufallsvariablen reelwertige Funktionen sind, kann man mit ihnen in tiblicherweise Rechnen:
(X +Y)(w) = X(w) +Y(w),
(X -Y)(w) = X(w) - Y (w),
(X (w) = X

X () = [X ()]

1.5.5 Beispiel

n-maliges Wiirfeln't. Auf (Q,B(Q),P), @ = {1,...,6}" = {(a1,...,a,) : ¢ € {1,...,6}, P
Gleichverteilung auf €, definiere X : Q@ — Q' ={0,... ,n} durch X(w) = {i € {1,...,n} :a; = 6}|
(“Anzahl Sechser”).

Behauptung: Px({k})=P(X —k) = (}) (H)*EC)' 5 k=0,...,n
Beweis: Siehe 2.3.7, sogar mit p € (0, 1) statt nur p = %.

1.5.6 Binomialverteilung (Definition)
Die Wahrscheinlichkeitsverteilung auf {0, ... ,n}, definiert durch

Pk:(n

k)pk(l—p)"_k,kzo,...,n

heifit Binomialverteilung mit Parametern n und p, kurz B(n,p)-Verteilung (0 < p < 1). Diein 1.5.5
angegebene Zufallsvariable X ist also B(n, 1)-verteilt.

1.5.7 Indikatorvariablen (Beispiel)
Sei A C Q. Die Zufallsvariable 14 : @ — {0, 1},

La(w) = 1 fallswe A
ATV 0 fallswég A

heifit Indikatiorvariable von A. Umgekehrt stellt jede {0, 1}-wertige Zufallsvariable X eine Indika-
torvariable 14 dar, ndmlich zu

A={weQ: Xw)=1}={X =1}

Sei eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf € gegeben und setze p = P(A). Dann ist die Verteilung
von X = 1,4 gegeben durch P(X—1) = p, P(X = 0) = 1 —p. X heifit Bernoulliverteilt mit Parameter
p, kurz B(1, p)-verteilt.

Rechenregeln fiir Indikatorvariablen:

lang =1a-1p

lauB=1a+1p—lunnr

lx=1-14, (1=1q).

Die nun folgenden Erlduterungen beziehen sich auf den Fall von mehreren, aber auf dem gleichen
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, B(2), P) definierten Zufallsvariablen.

11vgl. Beispiel 1.3.8
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1.5.8 Gemeinsame Verteilung (Definition)

Gegeben k Zufallsvariablen Xy, ... X, X; : Q = QL C R.
Sei X = (X1,..., X3 : Q= Q = Q) x...x Q) CRFder aus ihnen gebildete Zufallsvektor. Dann
heifit die Verteilung Px = P(x, . x,) auch gemeinsame Verteilung der Xy, ..., Xy; Px, heifit auch
i-te Rand- oder Marginalverteilung.
Die Randverteilung P, 148t sich aus der geminesamen Verteilung Px wie folgt berechnen. Sei
AL C Q. Setze

A =Q) x X Qi) XA X Qi x X

Dann 1ist

XA ={w: X1(w) e, ..., Xi(w) € AL, ...
(1.7) o Xp(w) € QL) = {w Xi(w) € ALY = XTH(AD)
(1.8) Py, (4 = P(X7HAD) ) p(x—1(4) = Px(4)

1.5.9 Beispiel

Werfen zweier (unterscheidbarer) Wiirfel. Setze Q@ = {1,...,6}*, w = {j,k} € Q, 1 < j, k < 6, und
definiere die Zufallsvariablen X; : Q — Qf = {1,...,6}, (i = 1,2) gemiB

Xi= () =i |y, 1
GZ{G) T paie Avsenat aes{

Hier ist ' = Q) x ), =, und dir gemeinsame Verteilung der X, Xy auf € ist

’ } Wiirfels.

] 1 1 . )
]P)(XL)Q)({(_],]{?)}) = ] = 36 fir alle j,k=1,...,6.

Die Randverteilung von X erhalten wir aus (1.8) wie folgt:

6

P (1) = Pxny () x {1, .., 6)) % > Pix,xn ({0 R)}) = % ==

k=1



Kapitel 2

Bedingte Wahrscheinlichkeit

2.1 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Voriiberlegung: Gegeben sei ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum €2, P Gleichverteilung iiber
Q. ABCQ A#0.

Wir nehmen an, dafl das Ereignis A eintritt. Welche Definition ist sinnvoll fiir die Wahrscheinlichkeit
von B, unter der Bedingung, dafl Ereignis A eingetreten ist?

1. Wenn A eintritt, so kann B dann und nur dann eintreten, wenn A N B eintritt.
2. Wir konzentrieren uns auf die Realisation w € A und betrachten sie als gleichwahrscheinlich.
Dann kann die Wahrscheinlichkeit von B unter der Bedingung A wie folgt definiert werden:

W 1.,2. |AﬂB| o |AﬂB| \ |Q| La]iace ]P(Aﬂ B)
| Al [A[\ €2 P(A4)

Diese Uberlegung liegt nahe:

2.1.1 Definitionen
Sei P Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber Q' A C Q mit P(A) > 0.

a) Die Abbildung P(-|4) : B(Q) — [0, 1], die gemas P(B|A) = ZLE2, B € Q, definiert ist, heit
bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber Q unter (der Bedingung) A.

b) Die Zahl P(B|A) heifit bedingte Wahrscheinlichkeit von B unter (der Bedingung) A.

Bemerkungen

1. Man priift leicht nach, dal P(-|4) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf € ist, i.S.v. Defini-
tionen 1.2.1.

2. Esgilt P(A]A) = 1 (“P(-]A)ist auf A konzentriert”) und P(B|A) = 0 fiir B C A (denn:P(B|A) =
=0
r(AUB) _ 0
Fay - = 0)-

1Q = (Q,B(R),P), diskreter Wahrscheinlichkeitsraum

13
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2.1.2 Beispiel

WeiBler und schwarzer Wiirfel. Berechne die bedingte Wahrscheinlichkeit, mit dem schwarzen Wiirfel
eine '6’ zu wiirfeln (B), unter der Bedingung, dafi die Summe der Augenzahlen *11” betragt (A).
Setze Q = {1,...,6}? |Q| = 36, P Gleichverteilung auf Q, dann ist A = {(5,6),(6,5)} und B =
{(¢,6);i={1,...,6}; AUB =1{5,6)}.

Es folgt:
def. [AUBI\ Q] 1
B|A —_— ==
PSR T 2
Formt man die Definitionsformeln in 2.1.1 um, zu
(2.1) P(ANB) =P(A) - P(B|A)

so kann man (2.1) auch im Fall P(A4) = 0 einen Sinn geben. (Beide Seiten sind gleichzeitig O:
P(ANB) <P(A)=0)

Wir betrachten eine Technik, eine Wahrscheinlichkeit auf Q durch bedingte Wahrscheinlichkeiten
zusammenzusetzen.

Definition Aj,..., A, heifit eine Zerlegung von €, falls |2, A; = Q, 4; N A; = 0 fiir alle i # j.

2.1.3 Satz

Sei Ay, ..., An eine Zerlegung von 2. Fiir jedes ¢ = 1,...,m sel eineauf A; konzentrierte Wahr-
scheinlichkeitsverteilung Q4, auf ©Q gegeben (d.h. Qa,(A;) = 1), sowie eine Zahl p; € [0, 1], mit

>izipi =1
a) Dann existiert genau eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf € mit
1) P(A) = pi
i) P(B|Ai) = Qa,(B), falls p; > 0 fiir alle s =1,... ,m.
b) Es gilt P(B) =2, pi - Qa,(B) fiir jedes B C Q.

Beweis: Man definiert I’ gemafi Formel b) und rechnet nach?, dal P eine Wahrscheinlichkeitsver-
teilung auf € ist. Wie in Bemerkung zu 2.1.1 gilt fiir die paarweise disjunkten A;

N _ ) 0 fallsi#j
(2.2) Qa.(Ai) = { 1 falls i = j
Daraus folgt sofort i).
Fiir ein beliebiges p; > 0 und B C Q gilt
def ]P)(A ﬂB)
B|A; _ (A;n B
Pipla) < 2 Zp]QA )=
:0
—TN—

= %QA,<AZ» NB)+Qa, (A NB) Y Qu.(B)

also ii).
Zur Eindeutigkeit: Sei PP eine (weitere) Wahrscheinlichkeitsverteilung auf Q, die i) und ii) erfiillt.
Dann gilt fiir B C © (wegen B = Umzl A; UB)

UA nB) i P(A; N B)
Z B(BlA;) "2 S piQa, (B) 2 P(B). v
J=1 J=1

2siehe Ubungsaufgabe 3
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Bemerkung: Fiir jedes B C € gilt also

m

(2.3) P(B) = P(A)P(B|4))
j=1
(“Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit”)
2.1.4 Formel von Bayes (Satz)
Ist P eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf Q, Ay, ..., A,, eine Zerlegung von 2, so gilt fiir jedes

BCOQmitP(B)>0undi=1,...,m

P(B|A) - P(A)

P(A]B) = —m
L >i=1 P(Bl4;) - P(A))
(“Formel von Bayes”)
Beweis
p(agp) e BANB) ape  PBIA) P(d)
TR T DL RO Py

Bemerkung: Man beachte, dafl auf der linken und rechten Seite in 2.1.4 “Argument und Bedin-
gung” vertauscht auftreten. In einer auflermathematischen Deutung spielen die A; die Rolle von
(verschiedenen) Ursachen fiir die Wirkung B.

2.1.5 Beispiel

Test auf eine Krankheit X. p*100% der Bevolkerung leide an der Krankheit X. Ein Test spreche
bei £*100% der X-Kranken und bei ¢*100% der Gesunden positiv an (k = Sensitivitit, 1 — g =
Spezifitat des Tests). Mit welcher Wahrscheinlichkeit wy [ws] hat eine zufillig ausgewihlte Person
die Krankheit X, wenn der Test positiv [negativ] ausfallt?

Modell: € Bevolkerungsmenge, A; C € Teilmenge der X-Kranken, Ao = @\ A; Teilmenge der
Gesunden, B C 2 Teilmenge der Test-Positiven.
P Gleichverteilung auf Q: P(A;) =p, P(A2) =1 —p, P(B|A1) = k, P(B|A2) = g.

Bayesformel:
P(AIB) =
' ' kp+g(1—p)
— 1—k
wy = P(A,[B) = (1= k)p

(1-kp+(1-g)(1-p)
Zahlenbeispiel: p=0,01,k=0,9, ¢ =0,2. Dann rechne man:

1
= — & 44;
w1 23 an ’

1
= — ~0,0013;
w2 793 3 ’

Bemerkung: Der folgende Satz verallgemeinert die Formel (2.1) auf n Faktoren zur sogenannten
“Produktformel”.



KAPITEL 2. BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEIT 16

2.1.6 Produktformel (Satz)

Sei P eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf € und seien Ay,..., A, C @ mit P(A;N...NA,_1) > 0.
Dann gilt die sog. “Produktformel”:

P(A1N...NAp) = P(A1) - P(As] A1) - P(As|Ay N Ag) .- P(An]AL N .. 0 Apey)

Beweis: Die Faktoren auf der rechten Seite sind definiert wegen
P(A) >PAINA) > .. >PAIN...NA1) >0

Es gilt dann
P(A1NAs) P(A1N AN As)

P(A)  P(ANA)
P(A1N...NA)
P(ATN.. .NA,_1)

rechte Seite “<L" P(Ay) -

=PAIN...NA,) Vv

2.2 Unabhingige Ereignisse

Wir wollen zwei Ereignisse A, B unabhingig nennen, wenn die bedingte Wahrscheinlichkeit P(B|A)
nicht von A abhingt: P(B|A) = P(B). Wegen der lastigen Voraussetzung P(A) > 0 und der fehlenden
Symmetrie ziehen wir die folgende Definition vor.

2.2.1 Definition

Ist P Wahrscheinlichkeitsverteilung auf  und A, B C €2, dann heiflen A und B stochastisch un-
abhangig, falls gilt:

(2.4) P(AN B) = P(A)-P(B)

Bemerkung:
1. TIst P(A) = 0 und B beliebig, dann sind A, B unabhéngig (beachte, dafi P(AN B) < P(A)).
2. Gleichung (2.4) ist im Fall P(A4) > 0 aquivalent mit
(2.5) P(BJ|A) = P(B)
Definition (2.4) und Definition (2.5) zusammen mit Bemerkung 1 erweisen sich als dquivalent
3. Aus A, B unabingig folgt A, B unabhingig®

Erweiterung der Definition 2.2.1 auf n Ereignisse.

2.2.2 Definition

Sei P eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf 2 und seien A;,..., A, C Q. dann heiflen Aq,... A,
(stochastisch) unabhdingig, falls fiir jede nichtleere Teilmenge {j1,...,jix} C{1,... ,n} gilt

(26) ]P(Ajlﬂ...ﬂAjk) :]P)(Ajl) ]P)(A]k)

3Ubungsaufgabe
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Bemerkung:

1. Ein Begriff, der in der Stochastik keine Rolle spielt, ist der der paarweisen Unabhangigkeit der
Al, N ,Ani

Aus (2.7) folgt nicht notwendig die Unabhangigkeit der Ay, ..., A,.

2. Folgende Eigenschaft der A;,..., A, erweist sich als dquivalent zu 2.2.2: Fiir jede echte,
nichtleere Teilmenge {ji,...,jx} C {1,...,n} mit P(4;; N ...N A4;) > 0 und fiir jedes
ie{l,...,n}t\{s,. .., Ju} gilt

(28) ED(AZ|A]1 n...N Ajk) = ]P)(AZ)

2.2.3 Stochastische Unabhéngigkeit (Satz)
Die Definitionen (2.6) und (2.8) der (stochastischen) Unabhéngigkeit der Ay, ..., A, sind dquivalent.

Beweis: Aus (2.6)folgt im Fall P(4;, N...NA4;,) > 0 sofort

def. P(A;;N .. .NA;,NA) 27
]P(AZ»|Ajlﬂ...ﬂAjk) = (]P)‘EAJ ﬂ ﬂ]lhj) ) = ]P(AZ) v
LN N

Gilt umgekehrt (2.8), so liefert unter der Voraussetzung

(2.9) P(A;,N...NA;_,)>0

Jk—1

die Produktformel

2.1.6 (2.8)

P(Aj O N A ) TS P(AG) - P(AG[AG) - PLAGTA, N0 A )

=P(A;,) - P(A;) ... P(4;,) dh. (2.6)
Gilt (2.9) nicht, so zeigt man, daB beide Seiten von (2.6)  sind*.

2.2.4 Beispiel

Weifler und schwarzer Wiirfel. Gegeben A’, B’ C {1,...,6}. Die Grundmenge Q@ = {1,...,6}2
enthalt die Teilmenge A = A’ x{1,...,6} (B ={l1,...,6}x B’). Die Augenzahl des ersten (zweiten)
Wiirfels liegt in A” (B’). P sei die Gleichverteilung auf €. Dann sind A, B unabhéngige Ereignisse.
In der Tat, wegen AN B = A’ x B’ ist

apt. |[A'x B'| A |B]
P(AN B) = P(A' x B et | - -

|A/| -6 6- |B/| |A| |B| Lapl.
= . = . — ="P(A)-P(B

2.3 Produktexperimente, unabh. Zufallsgréfien

Erweiterung des Begriffs “Unabhéngigkeit” fiir Ereignisse auf
e Zufallsexperimente (Wahrscheinlichkeitsraum)

o Zufallsgrofien

Notation: Fiir den Rest des Kapitels schreiben wir statt (Q,PB(Q), P) nur noch: (2, P).

4Krikeberg & Ziezold; S.48
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Riickblick: Beispiel 2.2.4:

(€9,1P4) . N “ersten Wiirfels” L ' .
(Qs, ) Wahrscheinlichkeitsraume des “pweiten Wiirfels? Q;, = {1,...,6}, P; Gleich-
verteilung auf Q;, (i = 1,2), (Q,P) Wahrscheinlichkeitsraum “zweier Wiirfel”, Q = {1,... 6}% P
Gleichverteilung auf Q.

Es wurde gezeigt, dafl

Selen

fir alle Ay C Ql, Ay C Q5.
Dies gibt Anlafl zur folgenden Definition.

2.3.1 Produkt der Wahrscheinlichkeitsriume (Definition)

Gegeben sind (diskrete) Wahrscheinlichkeitsraume (£21,P1)...(£,,P,). Der Wahrscheinlichkeits-
raum (Q2,P) mit: @ =Qy x ... x Q,, P definiert auf P(2) mit

(2.11) P(A1 X ...x Ap) = P(AY) - ... P(Ay)

fiir alle A; C Qy,...,An C Qyp heifit Produkt der Wahrscheinlichkeitsraume (€;,P;), i =1,...,n

2.3.2 Satz

Sind (Q1,P4), ..., (2, P,) Wahrscheinlichkeitsraume, dann existiert genau eine Wahrscheinlichkeits-
verteilung P auf @ = Q x ... x Q,, welche (2.11) erfiillt.

Bewels:

i) Eindeutigkeit:
Jede Wahrscheinlichkeitsverteilung P, welche (2.11) erfiillt, besitzt ein und dieselbe Wahr-
scheinlichkeitsfunktion ¢(w), w = (w1, ... ,wy) € @, ndmlich

(212)  qw) C P} = P(w) x . x wa)) " Bi({wr)) o Palwn )

ii) Existenz:
Man definiere die Abbildung ¢ : Q@ — [0, 1] gemif (2.12), d.h. ¢(w) = P1({w1}) - .. .- Pu({wn }).
q ist normiert (1), also eine Wahrscheinlichkeitsfunktion auf €, die eine Wahrscheinlichkeits-
verteilung P auf © definiert. P erfiillt (2.11), denn

(2.12)

P=(A; x...x Ay) = > g((wi,. .. ,wn)) =

Wi1€AL,. .. ,wr€Ay

= > Pi({wi}) o D Pal{wn}) =Pi(A1) - Pa(An) v

wi€A; wn€Ay

2.3.3 Produktverteilung (Definition)

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf Qp x ... x Q, = Q, welche (2.11) erfiillt, heifit Produktver-
teilung, genauer Produkt P=P; x ... x P = @, P;, der Py,... ,P,.

Notation: ® und x hier gleichbedeutend.
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Bemerkung

1. Die einzelnen Faktoren Py, ... P, der Produktverteilung P = ®?:1 P; (auch Randverteilungen
genannt) lassen sich (wie folgt, aus P) zuriickgewinnen:
Ist namlich A; € Q;, (i € {1,...,n}),s0setzt man A =y x ... xQ_1 X A; X Q11 x...xQy
und hat

(2.13) P(A) =71 P A) 11 = Pi(Ay)

2. Spezialfall: €q,... €, endlich
P = @;_, IP;ist genau dann Gleichverteilung auf Q2 = Q; x...x,, wenn jedes P; (i = 1,... ,n)
Gleichverteilung auf €; ist.
In der Tat:

1
P{w})= m———— firalle w=(wy,...,w,) €Q
W= o e ( )
211 1 U (2.13)
1
P;({wi}) = m furalle i=1,...,n, w; €8
3.0 Ist Q1 =...Q,, Py = ... =Py, so bildet QF, ®?:1 P; ein Modell fiir die n-fache unabhdingige
Wiederholung des Zufallsexperimentes (€2, Py). (sog. “Produktexperiment”)

4. Es gibt viele Moglichkeiten, eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf Q1 x ... X Q, anders zu
definieren, als durch @;_, P;, so daff immernoch (2.13) erfiillt ist.

Beispiel:
& = ...Q,, Py = ... = P,; definierte Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf QF durch die
Wahrscheinlichkeitsfunktion
| Pi({un}) fallswy =...=wy,

(2.14) P((wy,...,wn)) = { 0 sonst

T

192

T T T 1
Ql —

P erfiillt (2.13), jedoch nicht (2.13) (= ist also nicht die Produktwahrscheinlichkeit).
In der Tat, fiir wy mit 0 < Py({w1}) < 1 gilt

P({wi} x ... x {w1}) =P{(w1,...,w1)}) =

n-mal

CLY By ({wr}) # Pa({wr D)

Der Wahrscheinlichkeitsraum (QF,P), P wie in (2.14), steht fiir das Zufallsexperiment: “n
identische Wiederholungen”, das extreme Gegenteil von “n unabhéngige Wiederholungen”.
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2.3.4 Defintion

Auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, ?) seien ZufallsgroBen Xi,..., X, definiert, X; : Q@ — @/,
1=1,...,n.
X1,...,X, heiflen (stochastisch) unabhingig, falls

(2.15) P(XTYB)N...NX7HB) = P(XTHBL)) - ... - P(X,Y(Bn))
fir alle B; C Q;,:1=1,...,n.

X1, Xy

Bemerkungen

1. Fiir unabh. Xi,..., X, sind die Ereignisse X;*(By),..., X7 (B,) unabhingig (i.S.v. Defini-
tion 2.2.2).
In der Tat, ist J = {ji,...,jk} C {l,...,n} nicht leer, dann lautet (2.15) mit B; = Q) fiir
Jj & J wegen Xj_l(Q"j) =
P(X;H(Bj,)N...NX;H(By,)) =P(X; H(By,) ..o P(X;,1(Bj,))
2. Gleichung (2.15) 148t sich auch auf folgende Weisen schreiben:

o B((X1,..., Xn) EB1 X ...x By) =B(X, € By) ... P(X, € By)
o Pix, . x)(Bix...xBy)=Px,(B1)-...-Px,(Bn) jeweils fiir alle B; CQ},i=1,...,n

Die letzte Gleichung fithrt unter Beriicksichtigung von Definition 2.3.3 zu folgendem Satz.

2.3.5 Satz

Die ZufallsgroBen Xq, ..., X,, X; : Q= Q}, i =1,...,n, sind genau dann unabhéngig, falls

(2.16) Px,.. x,)=Px, x...xPx,

(In Worten: falls die gemeinsame Verteilung der Xy, ..., X, gleich dem Produkt der Randverteilun-

gen ist.)

2.3.6 Satz
Sind Xi,...,X, unabhingige Zufallsvariablen und ¢, ..., ¢, Funktionen von R in R, dann sind
die Zufallsvariablen 1 0 X7, ..., ¢, o X,, ebenfalls unabhingig.

Beweis: Wegen (p; 0 X;)7H(B;) = X»_l(go»_l(Bi)), B; C R gilt

P((¢10 X1) " (B1) N ... N (pn 0 X)) " (Bn)) =
= DX (e (B)) N0 X (9 (Ba))) =
U EI p X P T (BY)) - PG (e (Ba))) =

=P((p10X1) H(B1)) ... - P(pno Xn) H(Bn)) v

Sind also die beiden Zufallsvariablen X, Y unabhingig, dann auch die Zufallsvariablen |X|, Y2 und
auch die Zufallsvariablen e, sin(Y'), nicht aber die Zufallsvariablen X + Y, X — Y.

5 Ausfiihrlich: P({w: (X1(w),... , Xn(w)) €...})
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2.3.7 Binomialverteilung

Sei (€21,P1) Wahrscheinlichkeitsraum. Wir fixieren ein Ereignis A C @; und setzen p = P(A)
(“Erfolgswahrscheinlichkeit” ).

Mit b(k; n,p) bezeichnen wir die Wahrscheinlichkeit, da§ bei n-maliger unabhangiger Wiederholung
des Zufallsexperimentes (21, P1) genau k-mal das Ereignis A auftritt. Behauptung:

(2.17) b(k;n,p) = (Z)pk(l—p)"_k; k=0,...,n

Beweis: Auf dem Produktraum (,P), 2 = QF, P=1P; x ... x Py, definieren wir die Zufallsvaria-
N—— ——

n—mal

blen X1,...,X, gemif

1 fallsw; € A
Xi((wr, . wn)) = { 0 sonst

(“Ereignis tritt bei é-ter Wiederholung ein/nicht ein”).
X; hat die sog. Bernoulliverteilung: P(X; = 1) =p, P(X; =0)=1—p.
Die Zufallsvariablen X7, ..., X, sind unabhingig (Sitze 2.3.5, 2.3.6, (!)). Setze

X=X1+...+X,

(“Haufigkeit des Auftretens von A”)
dann ist P(X = k) = b(k; n, p).

Zur Berechnung von b(k;n,p):
Fiir jede der (Z) Zerlegungen {1,... ,n} = {i1,..., iU {j1,. .., Jn—i} (digj.) gilt:

]P)(X“ :1, aXik = 1,Xj1 :0’ ’Xjn—k :0) —

unabh. ]P)(Xz’l — 1) C e ]P)(Xjn—k — 0) — pk(l _p)n—k
also: P(X = k) = (z)pk(l_p)n—k .

2.3.8 Binomialverteilung (Defintion)

Die durch (2.17) auf {0,...,n} def. Wahrscheinlichkeitsverteilung heifit Binomialverteilung mir
Parametern n und p, kurz B(n, p)-Verteilung, n € N, 0 < p < 1 (vgl. Beispiele 1.3.8, 1.5.5).

Die B(1,p)-Verteilung heifit auch Bernoulliverteilung, das oben beschriebene Produktexperiment
heifit auch Bernouliiezperiment. Man sagt: Die (oben definierte) Zufallsvariable X ist B(n, p)-
verteilt.

Fiir unabhéngige Zufallsvariablen Xy, ... X, 148t sich die Verteilung der Px der Summe X =
X1+ ...+ X, explizit auf den Randverteilungen berechnen.

2.3.9 Satz

Sind X,..., X, unabhingige Zufallsvariablen auf (Q,?), so gilt fiir die Verteilung Px von X =
X1 + ...+ Xni

(2.18) Px({z}) = > Px,({z1}) - Px, ({zn})

(X1, Xp)EX1(2)X...X X7 (2)
X1+ . +Xn=X

fiir alle x € X (£2).

Beweis: Zerlegung von {X = x} in paarweise disj. Mengen Ax, . x,) = (X1 =21,..., X, =
zpy, X1+ ...+ X, = X. Im Fall n = 2 lautet (2.18)fiir # € (X1 + X1)(9)

Pxax({zh) = Y Px,({z1}) - Px,({z —21})

z1€X1(Q2)
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2.3.10 Faltung (Definition)

Diein (2.18) angegebene Verteilung von X = X1+.. .4+ X,, heifit Faltung der Verteilungen Px,, ..

Notation: Px =Px, x...*Px

n

Beispiel B(n,p)-Verteilung ist die Faltung von n B(1, p)-Verteilungen:

B(n,p) = B(1,p)*...x B(1,p)

n-mal

22

. Px..

n



Kapitel 3

Momente

3.1 Erwartungswert

Vorbemerkung: Zwei Personen A und B vereinbaren ein Wiirfelspiel:
e Ausgang ’'1”: A zahlt an B 5DM
e Ausgang ’2’,...’6": B zahlt an A 1DM

die Gewinnerwartung fiir beide Spieler betragt hier Null: Erwarteter Gewinn von B:

1 1 1

5. = —1. = —...—1. = =
6 6 6 0
—— —— ——
P({1}) P({2}) P({2})

(“faires Spiel”)

3.1.1 Erwartungswert (Definiton)
Sei X eine auf dem diskreten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) definierte Zufallsvariable, dann heifit
(3.1) EX)= Y «PX=x)= Y =z Px({z})

z€X () z€X(02)

Erwartungswert von X, vorausgesetzt, daf3 erx(ﬂ) |2|P(X = 2) <
Falls > |¢| - P(X = #) < 0o, dann ist die Reihe in (3.1) absolut konvergent (Die Fille E(x) = £oo
und E(z) = oo — oo werden also ausgeschlossen).

3.1.2 Satz

Bezeichnet p, = P({w}) die Wahrscheinlichkeitsfunktion von P auf Q, so gilt fiir eine auf (Q,P)
definierte Zufallsvariable X:

(32) BY) = Y X (@)

wEN

(sofern Y | X (w)|pw < 00)

Bewels: Es ist

Z X(w)pw = Z Z X(w)pw =

WEN z€X () w:X(w)=¢
= > x> po= Y, Px({wh =31 v
z€eX () wX(w)=z z€X ()

[Grofler Umordnungssatz fiir konvergente Reihen)]

23
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Bemerkung
1. Tm Fall der absoluten Konvergenz der Reihen in (3.1) oder (3.2) sagt man:

e X besitzt einen Erwartungswert, oder

e der Erwartungswert von X existiert.
Dies ist bei endlichen €2 immer der Fall.
2. Schreibweise: Statt F(X) auch EX, oder auch FpX.

3. X besitzt genau dann einen Erwartungswert, falls F|X| < oo;
(3.2)
[ELXT =" 220 1X (@) [pe]
4. Aus (3.2) folgt: E(1) =1, B(X) <E(Y) falls X (w) < Y(w) fiir alle w € Q.

3.1.3 Beispiel
Ist X(w) ={z1,...,2mn}, und ist Px die Gleichverteilung auf X (), so lautet der Erwartungswert

1l &
E(X) &b p- Z z; (“arithmetisches Mittel”)
i=1

[Der Erwartungswert der Augenzahl beim Wiirfeln ist 3, 5]

3.1.4 Beispiel
Fir die Indikatorvariable X = 14 eines Ereignisses A C Q gilt:

(3.1)

Fla =" 0-P1a=0)+1-P(l4=1)=P(A)

Eine direkte Folge der Darstellung (3.2) ist folgender Satz.

3.1.5 Satz
Besitzen die Zufallsvariablen X7, Xy Erwartungswerte, so auch die Zufallsvariablen a X1,6X5, a,b €
R, und es gilt:
E(aX1 4+ bXs = aB(X1) + bE(X2) (“Linearitat”)
3.1.6 Beispiel

Fiir ein B(n, p)-verteiltes X gilt:

Beweismoglichkeiten
1.
3.1 n n— Bin.Lehrsatz
B00) DSk (M) g1 g = B

2. Nach 2.3.7ist X = X1 4+ ...+ X,, mit EX; °Z" p. Dann ist

3.1.5
)=

E(X E(X1)+...4+EX,)=n-p (wg. Linearitat)

Der Erwartungswert von Funktionen ¢ o X einer Zufallsgrofie berechnet sich wie folgt.
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3.1.7 Satz
Ist X : Q — Q' Zufallsgrofie auf (2, P) und ¢ : Q' — R eine Abbildung, dann gilt
(3.3) EpoX)= > ¢(@)Px({z})

z€X ()

[Falls die Reihe absolut konvergiert].

Bewels:

Er(poX) S o(Xw) p ET Y Y (X (@)pe =

N——’ ) _
wEﬂ:(on)(w) z€X(w) wX(w)=z
= Y el@) > pe= Y el@)Px({z})

z€X (w) w:X(w)=¢ z€X (w)

[Grofler Umordnungssatz fiir absolut konvergente Reihen)].

Gemaf (3.3) gilt z.B.:
2?) =) *Px({z}),

E(e®) = ) e"Px({x}),

Usw.

Bemerkung: Nach (3.2) kann man die rechte Seite von (3.3) auch Fp () schreiben.

25

In der Tat, Px({x}) ist Wahrscheinlichkeitsfunktion auf ' und ¢ wird als Zufallsvariable auf (’, Px)

aufgefafit:

(3.4) Ep(p o X) = Ep ()

3.1.8 Satz

Die Zufallsvariablen X, Y mogen unabhdngig sein und Erwartungswerte besitzen. Dann besitzt auch

X .Y einen Erwartungswert und es gilt
EX -V)=EX) -EY)

Bewels:

i) Zur Existenz von E(X -Y):

E(IX - Y]) =) [X(w) Y(W)lp =
wEN
= > 2) Y. X Y@l =
T€X (1) yeY(Q wa((QQ))_yz

Yo Y lrylP(X =2 Y =y) =

z€X(Q1) yeY(Q)
TERY Tl P(X =) Y Iyl P =y) =
T€X () yeY (22)

Vorauss

= E|X]| - EY| o v

[Reihe links oben also absolut konvergent].
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ii) Die gleiche Rechnung wie in i) ohne Betragsstriche liefert:

:ZX(w)

L= Z - P(X=u) Z y-P(Y=y)=
rEX (D) yeyY ()
=EX) -EY) v

Es wurden angewandt: Doppelreihensatz und Umordnungssatz fiir Reithen mit nicht negativen
Gliedern (in 1)) und fiir absolut konvergente Reihen (in ii)).

Bemerkung:

1. Allgemein gilt fiir unabhéngige Zufallsvariablen X7, ..., X,, mit existierenden Erwartungswer-
ten:

(X Xp) = B(Xy) - .. F(X,)

2. Bei fehlender Unabhingigkeit folgt aus P|X| < oo, P|Y| < oo nicht notwendigerweise! P|X -
Y| < oo.

3.1.9 Bedingter Erwartungswert (Definition)

Sei (€2, P) diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, X Zufallsvariable mit existierendem Erwartungswert

und A C Q mit P(A) > 0. Dann heifit
(3.5) B(X]A) = Ep(14)(X)

der bedingte Erwartungswert von X unter (der Bedingung) A. [P(-|A) ist die bedingte Wahrschein-
lichkeitsverteilung auf € unter A, vgl. 2.1.1]

Formeln zur Berechnung von E(X|A)

Bx|4) = 3 X (@)P({ela) = 3 X () {“}“A)_

wEN wEN )

- ﬁ 2 X = ﬁ Y la@X(@p, = M

WwEA wEN

Bemerkung:
1. Da ) o, X(w)p. absolut konvergiert, so auch )" , X(w)p,; also existiert E(X|A).
2. Spezialfélle: T(14]4) = 1, E(X|Q) = E(X)

3. Der hier eingefiihrte Begriff des bedingten Erwartungswertes spielt eine untergeordnete Rolle.
In der allgemeinen Wahrscheinlichkeitstheorie definiert man bedingte Erwartungswerte der Art
E(X|Y), Y Zufallsvariable, welche von grofiler Wichtigkeit sind (jedoch hier in der Einfiihrung
nicht gebraucht werden).

3.2 Varianz, Kovarianz

Der Erwartungswert E(X )dient als Maf} der zentralen Lage der Verteilung P x von X. Wir definieren
nun ein Streuungs- (Schwankungs-) Mafl der Verteilung Px.

lvgl. 3.2.6 unten
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3.2.1 Varianz, Standardabweichung (Definition)

Ist X Zufallsvariable auf (2, P) und ist F(X?) < oo, so heifit Var(X) = E(X — E(X))? = E((X -
E(X))?) Varianz von X, und o(X) = y/Var(X) Standardabweichung von X. Zur Existenz der

Erwartungswerte siehe 3.2.2, 1) unten.

Sprechweise: Wir sagen im folgenden X = 0P fast tiberall (P-f.n.), falls X(w) = 0Vw € Q mit
Pw > 0 (Aquivalent mitP(X = 0) = 1).

3.2.2 Satz
i) Falls E(X?) < oo, so auch E(X) < co, (X — a)? < oo, fiir a € R.
ii) Es gilt E(X?) = 0 und Var(X) = 0 genau dann, wenn X = 0 und X =const., P fast iiberall.

Bewels:

i) Wegen |z| <1+ 2? gilt

Y lzPx({z}) <14+ ) 2" Px({z}) < oo
X X

=E(X?)

Wegen (X —a)? < 222 4 24” (1) gilt

STX - a)?Px({r)) <23 #?Px({a}) +20° < o

X

=E(X?)
ii) Die Darstellung E(X?) =5 X*(w)p, =0, bzw. Formel (3.7) unten fiir Var(X).

3.2.3 Formeln zur Varianz von X

(3.6) Var(X)= > (¢ = E(X)*)P.({z}) [3.1]
T€X(Q)

(3.7) Var(X) = > (X(w) = E(X)*)p [3.2]

(3.8) Var(X) = E(X)? — (E(X))* [*]

denn:

Var(X) =F[X? - 2X -E(X) + E(X?)] = B(X) — (E(X))?
[allgemein: B(X — a)? = Var(X) + (E(X) — a)?, a = 0 liefert (3.8).]

(3.9) Var(aX +b) = a*Var(X) fir a,b € R, d(aX +b) = (a(c(X)))

Bemerkung:

1. Denkt man sich Px{X} als eine Massenverteilung (Gesamtmasse=1), so entspricht E(X) dem
Schwerpunkt und Var(X) dem Trdgheitsmoment.

2. Ist X eine Zufallsvariable mit (X ?) < oo, o(X) > 0, so gilt fiir die sogenannte Standardisierte
von X, di. X* = XE0 R(X*) =0, Var(X*) = 1 = o(X*)
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3.2.4 Beispiel
X:Q—=Q ={1,... ,n}, Px Gleichverteilung auf €. Dann ist

3131

E(Y) " S(n+ 1)

n

F(X?) = %Zﬂ = é(n—l— 1)(2n +1)
Var(x) 2 é(n FDEn 1) - k)P = (0 - 1)

Wir bilden nun Mafe fiir den Zusammenhang zweter Zufallsvariablen X und Y.

3.2.5 Kovarianz (Definition)
Fiir Zufallsvariable X und Y auf (Q,P) mit E(X?) < oo, E(Y?) < oo definiert
a) Cov(X,Y)=TF[(X —EX))(Y —EY))]

die Kovarianz von X und Y3 und

Cov(X,)Y
b) p(x,v) = ST
a(X) oY)
(sofern o(X) - o(Y) > 0) den Korrelationskoeffizienten von X und Y.

¢) X und Y heiflen unkorreliert, falls Cov(X,Y) =0

Zum Studium der Gréflen C'ov und p bendtigen wir den folgenden Satz.

3.2.6 Satz
Fiir Zufallsvariablen X, Y mit F(X?) < oo, E(Y ?) < oo gilt:
i) EX -Y|<

ii) Cauchy-Schwarzsche-Ungleichung:

(3.10) [ECX V) < B(X?) By
iii) Das Gleichheitszeichen in (3.10) gilt genau dann, wenn es Zahlen a,b € R gibt, mit a+ % > 0
und
(3.11) a-Xw)+b-X(w)=0 (P fast iiberall lin. abh.)
Beweis:

1. Aus der Ungleichung 2|z - y| < 22 4 y? folgt F(|X - Y|) < oo, d.i. i)

2. Sei F(X?) = 0. Dann ist nach 3.2.2 1) X(w) = 0 fiir alle w mit p, > 0 und es gilt B(X -Y) =0
und das Gleichheitszeichen in (3.10). Ferner ist (3.10) erfiillt (mit a = 1, b = 0).

3. Sei E(X?) > 0. Zunéchst gilt fiir ein beliebiges ¢ € R:
() 0<E(eX — V)2 "2 2R(X?) - 20B(X - Y) + B(Y2)
Einsetzen von ¢ = %l liefert:

oo B VP X V)P

= EX?) T E(X?) +EY?)

3Wegen der Existenz des Erwartungswertes E[ ], siche Folg. 1 unten.
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oder o e
EX - Y
0<FE(Y?) — ——2-
Hierin gilt das Gleichheitszeichen genau dann, wenn es in (*) gilt, d.h. wenn gilt:
(**) E(eX —Y)?=0

Aus (**) folgt iber 3.2.2 i) die Gleichung (3.11) mit @ = ¢, b = —1. Umgekehrt folgt auch aus
(3.11) die Gleichung (**) (1). v

,d.h. (3.10).

Folgerungen aus 3.2.6:

1.

Aus
[(+) E(X?) < oo, E(Y?) < o0
folgt also die Existenz des Erwartungswertes von X - Y: (X -Y) < 0.
Im Fall der Unabhdngigkeit der X, Y bendtigen wir in 3.1.8 anstatt (+) nur E|X| < oo, Y| <

00.
Aus (+4) folgt die Existenz der Kovarianz (Cov(X,Y’)). In der Tat, in der Formel

(++4) Cov(X,Y)=F[X Y -V -E(X) - X -E(Y) 4+ E(X) - EY)]

existieren geméf 3.2.2 1) und 3.2.6 i) simtliche Erwartungswerte.

. Formel (++) vereinfacht sich zur “Verschiebungsformel”:

(3.12) Cov(X,Y) =F(X -Y) - E(X) - EY)

. Setzt man in (3.10) X —E(X), Y —E(Y) ein (anstatt X,Y), so erhidlt man

(3.13) [Cov(X,Y))* < o?(x) - o*(Y)
d.h.oesgilt =1 < p(X,Y) <1

|p(X,Y)| = 1 genau dann, wenn

fiir alle w mit p, > 0.

Interpretation: p(X,Y’) ist ein MaB fiir den linearen Zusammenhang von X und Y.

3.2.7 Eigenschaften der Varianz und Kovarianz

Sei F(X?) < oo, E(Y ?) < oo vorausgesetzt.

a)

b)
)

)

Cov(aX +b,d'Y +V)=a-d'Cov(X,Y)
Insbesondere:
Cov(X*, V") = p(X™, V") = p(X,Y)
fir X* = (X —E(X))/o(X), Y*=(Y —EY))/o(Y).

Cov(X,Y) = Cov(Y, X); Cov(X, X) = Var(X)

Var(Xi+...+ Xa) =Y Var(X; + Y Cov(X;, X;)
i=1 i#5
Insbesondere gilt fiir paarweise unkorrelierte (d.h. Cov(X;, X;) =0, fiir 1 # j) X1,... , X, die
“Formel von Bienaymé”.

Var(Xi + ...+ Xn) =Y Var(Xy)
i=1

X,Y unabhingig = X, Y unkorreliert.
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Beweis zu ¢):  Wegen der Eigenschaft (3.9) der Varianz und a) kénnen wir annehmen, daf E(X;) =
0. Dann gilt:

Var(Xi+ ..+ Xo) =B(X1 + ..+ X)) =ED X/ +> Xi-X;]=
i=1 i#]

n

=Y E(X])+ Y _E(Xi - X))
i=1 i#j
3.1.8

ad d): X,Y unabhingig = E(X V) "= E(X) -E(Y) = Cov(X,Y) =0 (Verschiebungformel).

3.3 Erzeugende Funktionen

Erzeugende Funktionen niitzen bei der Berechnung von:
e Momenten
e Faltungen

e Grenzwerten von Wahrscheinlichkeiten

3.3.1 Erzeugende Funktion (Definition)
Ist X eine Zufallsvariable auf (Q,P) mit Werten in Z 4, so heifit:

oQ

(3.14) Gx(s) = Gry(s)=> " Px{k} ,0<s<1
k=0

die erzeugende Funktion von X [von Px].
Wegen Y7 (P{k} = 1 stellt Gx eine Potenzreihe dar, mit Konvergenzradius > 1. (3.14) ist also
wohldefiniert, G'x(s) ist beliebig oft differenzierbar in [0, 1[.

Bemerkung:
1. Wegen js—nnGX|s:0 =nlPx{n}, n € Z4, so daBl die Zuordnung Px — G x(s) injektiv ist.
2. Man beachte auch die folgende Schreibweise: G (s) = Es® (vgl. Satz 3.1.7).

3. Fiir unabhéngige Zufallsvariablen X5, ..., X,, mit Werten in Z 4 gilt:

Gx,  x,(s) =FEs*1 . . .s%n L8 Xy I EeXe = Gx,(s) ... Gx,(s)

)

3.3.2 Satz

Sei X eine Zufallsvariable mit Werten in Z .

a) Der (linksseitige) Grenzwert G’y (1—) = limg41 G’(s) existiert genau dann, wenn F(X) existiert.
In diesem Fall ist E(X)=G’(1-)

b) Es existiere F(X). G”(1—) existiert genau dann, wenn [E(X?) existiert. In diesem Fall ist
Var(X) = G% (1-) + Gx (1-) = (G (1-))*.
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Beweis:
a) Zunichst gilt fiir s € [0, 1[:
= ks*T'Px{k}
k=1

i) Sei B(X) < co.

oQ

Z EPx{k} = E(X) < oo

Also auch
lim Gy (s) = Gy (1-) < B(X)

i) Sei G (1—) < oo. Fiir s € [0, 1] gilt:

ks Bx (k) < G(s) < lm G (n) = Gk (1) < o
k=1 n
Also auch beliebige s 1 1:
> ks TPk} < Gy (1-)
k=1
und bei n 1 co:

E(X) <G%(1-) <

Aus 1) und ii) ferner:

Gy (1-) <BX) < Gx(1-)

b) Vorbemerkung: E(X?) < co genau dann, wenn E(X (X — 1)) < oo (vgl. 3.2.2, 1))
——_———
>0

Ausgehend von G%(s) = Y=, k(k—1)s""?Px{k}, s € [0, 1[, zeigt man wie in a) die gleichzei-
tige Existenz von E(X(X 1)) und G%(1-). In welchem Fall dann E(X (X — 1)) = G%(1-)
ist.

die Verschiebungsformel schlieBlich liefert Var(X) = E(X (X — 1)) + E(X) — E(X?) v

Beispiel: (Binomialverteilung, B(n,p))
Sei X B(n, p)-verteilt, so rechnet man mit ¢ =1 —p

—~(n n—k Bin.LS
Gx(6) =3 () s P p s e
k=0
Ableitung an der Stelle 1 liefert, in Ubereinstimmung mit 3.1.6:
G’y (1) = n(q+ ps)" ™ - pls=1 = np = E(X)

G% (1) =n(n—=1)(g+ps)" =% - p*ls=1 = n(n — 1)p
~ Var(X) = n(n—1)p* 4+ np — (np)* = np(1 — p)

Seien X7, X2 unabhingige B(ni,p)- baw. B(na,p)-verteilte Zufallsvariablen. Aus Bemerkung 3
folgt:
Gx,4x,(5) = Gx,(5) - Gx,(s) = (¢ + ps)™ "

d.h. Px,+x, ist die B(ny + na, p)-Verteilung (mit Bemerkung 1), kurz:

B(nlap) * B(nZap) = B(nl +n2ap)
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3.3.3 Poissonverteilung (Beispiel)
Ist X P(A)-verteilt, so ist

[ As)k
GX(S) — Z ( ]:') . e—>\ — 6>\56_>\ — eA(s—l) L e€ B,
k=0 :

Ableitungen an der Stelle 1:
Gl (1) = A Y = A
Gy (1) = NNy = N2
Var(X) = A2+ A=A =)

(Erwartungswert und Varianz jew. gleich A)
Sind X; und Xs unabhingige, P(A1)- baw. P(Az)-verteilte Zufallsvariablen, so gilt:

Gxorxa(s) "2 7 G, (s) - Gy (s) = eI

d.h. P(A1) * P(A2) = P(A1 + A2), mit Bemerkung 1.

3.3.4 Negative Binomialverteilung (Definition)

[(NB(n,p)),n e N, 0 <p<1,setze ¢ =1 —p]
Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf Z mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion

n+k—1 n

heifit negative Binomialverterlung. Man kann auch schreiben:

P = (;n) (1) pg*

wobei (l:) = (2)!k’ r € R.

Im Spezialfall n = 1 spricht man von einer geometrischen Verteilung: P, = p-¢* k=10,1,... (vgl.
1.2.7).

Zahlt X die Anzahl der "Miferfolge’ 0 bis zum Auftreten des n-ten ’Erfolges’ 1 (unabhingige Wie-

derholung), so ist X N B(n, p)-verteilt, p = P{1} > 0.

Man rechnet Gx (s) = (ﬁ) ,0<s< é (Binomische Reihe?)

g _ op 0SE<t : .
[0 =% > p, overdispension’]

Es gilt:
NB(l,p)*...« NB(1,p) = NB(n,p)

n—mal

Grenzwerte von Wahrscheinlichkeitsverteilungen:

4siehe Forster I, $.182
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Notation: Ist (pg,pi,...) eine Wahrscheinlichkeitsfunktion auf Zy, (px > 0, > ,—opr = 1), so
bezeichnet G(s) = > 7~ sipr, 0 < s < 1, ihre erzeugende Funktion.
Liegt eine Folge

(3.15) (pén),p(ln), ) ,n>1

von Wahrscheinlichkeitsfunktionen auf Z, vor, so konvergieren die Wahrscheinlichkeiten pén) bei
n — oo genau dann, wenn die Folge der zugehérenden erzeugenden Funktionen

(3.16) G(n)(S)ZZSkp,(:) , 0<s<1,n>1
k=0
konvergiert. Genauer:

3.3.5 “Stetigkeitssatz”

Gegeben sei eine Folge (3.15) von Wahrscheinlichkeitsfunktionen aus Z 4, mit Folge (3.16) der zu-
gehorenden erzeugenden Funktionen. Dann existieren die Limiten

(n)

(3.17) ai = nh_}n(}o i

fiir alle k = 0,1,... genau dann, wenn der Limes

(3.18) A(s) = lim G™(s)
n—r 00

fiir alle s € (0, 1) (offenes Intervall) existiert. In diesem Fall ist
(3.19) A(s) = Zskak
k=0

Bemerkung: Aus (3.17) folgt a5 > 0 und EZOZO ap < 1 (ap,ay,... bilden nicht notwendigerweise
eine Wahrscheinlichkeitsfunktion).

Bewels:

i) Wir nehmen (3.17) an und definieren A(s) durch (3.19). Wegen |pf€n)—Gk| < 1giltfiirs € (0,1):

Ge) = A < S — el 4 Y o
k=0 k=r+1
——’

Zu ¢ > 0 wihle r so grof3, dafl ﬁ < e. Dann lim, o [GU)(s) — A(s)] < .

ii) Gelte nun (3.18). Wir zeigen (3.17) sukzessive fir k =0,1,....
Zunichst £ = 0:

s
1—s

p < GOy <pl 43 1sE = pl 4 , s€(0,1)
k=1

Fiir jeden Haufungspunkt py der beschréankten Folge p(()n), n > 1, gilt demnach:

(3.20) A(s) — % < po < A(s), fiiralle s € (0, 1)
-5
Wegen der Monotonie von A(s) existiert also A(0) = lims_q A(s), so daBl (3.20) bei s | 0 liefert:

(*) Po = A(0) = limp{"”
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Zu k = 1: Aus (3.18) folgt:

=3

2
3
=
o
N
|
S
3
3
3
e
=
o
N
|
e
=
o
=

links: Potenzreihe mit p(ln) als Anfangsglied, rechts: Differenzquotient, der gegen A’(0) bei
s | 0 konvergiert (1).
Analog zu k=0:

pr = A(0) = lirllrnp(ln) (...) v

3.3.6 Beispiel

(Poissonverteilung als Grenzwert der negativen Binomialverteilung)

Nach 3.3.4 lautet die erzeugende Funktion der N B(n, p) gleich (11__8‘1(1

) . Nun gehe n — oo, aber so,
dal p = p, — 1, genauer:

Es gibt ein A > 0 mit (*) ngy, = A, (¢n = 1 — py). Die erzeugende Funktion der NB(n,p) lautet
dann, mit A, = n-¢q, = XA

$ 1_)\8

n
n

1-— LY " %% ), — 00 =2
G — ( n ) (lnres €~ _ AG=D = G(s), seR
G(s) ist gem&B 3.3.3 erzeugende Funktion der P(A)-Verteilung. Also folgt aus dem Stetigkeitssatz:

k—1 n—co AF
(3.21) <n+k )pﬁgﬁ s e_AF , unter (*), k=0,1,...

Argument zu (**): Sei ¢, > 0: Fiir n > ng = ng(e, §) gilt:

(- Ay JS (=< en®79 40 Ay SR
> (11— 2 >e=(-9 4

s

n

Interpretation: Fiir grofie n ist k die Anzahl der auftretenden Ereignisse ' ("Miflerfolge’ in 3.3.4)
in einer langen Beobachtungsperiode, wobei E eine sehr kleine Auftrittswahrscheinlichkeit ¢ = %
hat.

Bemerkung: Die Anwendung von Satz 3.3.5 ist auf alle Fille beschrénkt, in denen die *Grenzver-
teilung’ (in 3.3.6 die Poissonverteilung) die diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung ist. Der wichtigste
Fall ist dabei gerade der mit einer ’stetigen Grenzverteilung’ (vgl. 3.4.2, 5.2 unten), so daf wir dort
einen anderen ’Stetigkeitssatz’” bendtigen werden.

3.4 Approximation der Binomialverteilung

Fiir grofie n sind Wahrscheinlichkeiten, die nicht mit der B(n, p)-Verteilung verkniipft sind, gréfien-
ordnungsméafig schlecht zu erfassen und umsténdlich zu berechnen. Wir wollen sie durch handlichere
GroBlen approximieren. Aber auch theoretisches Interesse an solch einer Approximation (3.4.2).

Voriiberlegungen zu 3.4.2: Sei X () B(n,p)-verteilt, 0 < p < 1. Wegen EX®) = np und
Var(X(™) = np(1 — p) lduft die Verteilung fiir wachsendes n einerseits nach rechts, andererseits

'verlauft’ sie auch in die Breite. Wir bilden deshalb die Standardisierte von X d.h. X, =
X _np

/rp(1-p)’

Die Verteilung von X, liegt 'glockenférmig’ um 0, allerdings in ’diskreter Form’. Um die ideale
"Glockenform’ analytisch zu beschreiben, fiihren wir die Funktion ¢(z) ein:

—_
-
[N
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Wir nennen ¢ die Dichte der Standard-Normalverteilung®.

3.4.1 Hilfssatz
Es gilt:

/Oo p(z)dz = 1

— 00

(/ e_§2dt) / / e§e2dxdy—/ / e_z+y drdy =
27
/ / e2rdrd7ﬂ_2ﬂ'/ e2rdr_27r v
<

=1

Bewels:

Polarkoordinatentransformation:

x=r-cost, y=7r-sinv

y2—|—l‘2:7“2

¥ —r-sind
det (@S rosm )‘:r(sinzﬂ—l—coszﬁ):r

sin ¥ r-cost

zum Beweis: Ferner definieren wir die sogenannte Verteilungsfunktion ¢ der Standardnormalver-
teilung®:

é(x) = /_ cop(t)dt, v €R

3.4.2 Satz (DeMoivre-Laplace)

Ist X(") B(n, p)-verteilt, 0 < p < 1, so gilt mit der Standardisierten X* = X —np

Vnp(l- ):

Beweis: Der Satz ist ein Spezialfall des sogenannten zentralen Grenzwertsatzes” . v

Bemerkung:
1. Insbesondere gilt: P(X} <b) — iy é(b), P(X}: > a) — ey #(b) = ¢(—a).
2. Zur approx. Berechnung der Wahrscheinlichkeit von & < X(?) <[ geht man wie folgt vor:

Bilde ¢ = —£=2_ = =np '[aEan,bEbn],dann

Vnp(l Vnp(1-

Pk< X0 <) =Pla< X2 <)~ 6(b) - ¢la)

By FEs

mit £, E2 gleiche Ereignisse, und wenn n grofi genug ist. [Faustregel: np(1 — p) > 10]
3. Fiir kleine n ist noch eine sogenannte ’Stetigkeitskorrektur’ niitzlich:
k—np—% _l—np—l—%

np(l—p) np(1—p)

5vgl. 4.2.9 unten
6vgl. 4.2.9
7siehe 5.2 unten
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3.4.3 Beispiel

Ein Medikament heile einen Patienten mit der Wahrscheinlichkeit p = 0,8. Wie grof} ist die Wahr-
scheinlichkeit, dafl unter n = 1000 Patienten (denen das Medikament verabreicht wird) mindestens
k = 780 Patienten geheilt werden?

Man rechnet:

k—np 780 —800
np(l —p) V160
W =P(X" >780) ~ 1 — ¢(—1.581) = ¢(1.581) = 0.943

(Mit dem Stetigkeitssatz hitte man erhalten: a = —1.621, ¢(—a) = 0.947.)
Lassen wir p nicht konstant, sondern geht p = p,, bei wachsendem n gegen 0, so kann die Binomial-
verteilung durch die Poissonverteilung approximiert werden. Setze b(k;n,p) = (Z) pR(1—p)n=k.

= —1.581

3.4.4 Poissonscher Grenzwertsatz
Ist p,, n > 1, eine Folge € (0,1) mit
(%) nlingo npp=A>0
so gilt
lim b(k;n,py) = Sve™>, k€T

Beweis: Ubungsaufgabe 23 (Stetigkeitssatz anwenden!)

3.4.5 Beispiel

2% der Bevolkerung habe eine bestimmte Krankheit. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dafi unter
100 Personen (zufillig herausgegriffen) mindestens 3 diese Krankheit haben?

a) X binomialverteilt, B(100,0.02)-Verteilung
W = 0.323314, (P(X > 3))

b) X poissonverteilt, P(2)-Verteilung
W =P(X >3)=0.323324

[Letzter Grenzwertsatz dieser Art: Ubungsaufgabe 22]



Kapitel 4

Allgemeine
Wahrscheinlichkeitstheorie

4.1 Wahrscheinlichkeitsraume

Bisher beschrankten wir uns auf ein abzdhlbares @ (Vermeidung technischer Schwierigkeiten). Es
gibt jedoch Zufallsexperimente, fiir welche ein iiberabzidhlbares €2 angemessen ist.

1. Messung einer physikalischen Gréfie mit groler Genauigkeit. (@ = R)

2. Exakter Zeitpunkt des Eintretens eines Erdbebenstofies oder eines Telephonanrufs. (@ =Ry)
3. Idealisiertes Roulette. (2 = [0, 27])

4. Pseudo-Zufallszahlen. (2 = [0,1])

In Beispiel 4. verlangen wir intuitiv von einer Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf [0, 1]: P([a, b]) =
b—a,0<a<b<1,inbesondere (x) P({w})=0.

Das mathematische Problem besteht nun darin, daf§ es keine Abbildung P : ([0, 1]) — [0, 1] gibt,
die normiert und o-additiv ist und (*) erfillt.

Ausweg aus dem Dilemma: Statt auf ganz (), definiert man P nur nich aus ein Teilsystem von
Teilmengen A C €, d.h. auf einem Teilsystem 2 C P(2). A sollte so beschaffen sein, dafi die
tiblichen Mengenoperationen (U,N....) nicht aus 2 herausfiihren.

4.1.1 o-Algebra (Definition)

Ist €2 eine beliebige, nichtleere Menge, so heifit ein Mengensystem 2 C P(Q) eine o-Algebra iiber €,
wenn gilt:

a) Qe
b) Ac= A
C) Al,Az,...Eij;ﬁlAiEm

Bemerkungen:
1. BEsist 0 = Q €2 (wg. a), b))
2. Aj, Agy e U= N, A =Uis, A €U (wg. b), ©))

3. In c) bzw. 2. kénnen wir auch | J;o, bzw. (=, einsetzen. Setze A,11 = Apyo = ... =0 bzw.
An+1:An+2:...:Q.

4. PB(2) ist eine o-Algebra ("grofite’), {0, €2} ist eine o-Algebra (’kleinste’).

37
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5. Ist § C P(Q) eine vorgegebenes Mengensystem, so existiert unter den o-Algebraen, die ¥
umfassen, eine kleinste o-Algebra (!). Wir nennen sie die von § erzeugte o-Algebra o(§). §
heifit dann Erzeugendensystem von o(g).

6. Ein Paar (Q,2), 2 o-Algebra iiber Q, heifit ein meBbarer Raum.

4.1.2 Definition
Ein Triplet (2,2, P) heifit (allgemeiner) Wahrscheinlichkeitsraum, falls
a) £ nichtleere Menge
b) 2 o-Algebra iiber
c) P: 2 — [0,1] mit
i) P()=1
(1) P2y Ar) = >oi2  (A) fiir paarweise disjunkte Ay, Ay, ... € A

Bemerkungen:

1. P heifit Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (€2,2). Auch die iibrigen Bezeichnungen von 1.2.1
und die Folgerungen aus 1.2.2 sind weiterhin giiltig, wenn man PB(€2) durch die o-Algebra 2
ersetzt (A € U statt A € Q (oder A € P(Q))).

2. Der diskrete Wahrscheinlichkeitsraum 1.2.1 ergibt sich als Spezialfall von 4.1.2:

Q abzihlbar, % = P(Q) 2 o {{wlw € Q)

Der fiir das folgende wichtigste Fall eines mefibaren Raumes (€2, 21) wird wie folgt konstruiert.

4.1.3 Borelsche o-Algebra

Konstruktion der Borelschen o-Algebra iiber Q = R* &k > 1.
Das Mengensystem §* C B(R*) bestehe aus allen k-dimensionalen Intervallen. Fiir a = (ay, ..., ax),

b= (by,...,by) € RF (d.h. a; = —o00 und b; = 400 sind zugelassen) mit a < b (d.h. a; < b; fiir i =

1,..., k) definiert man das k-dimensionale Intervall (a,b] = ®f:1(ai, bl ={x € R*:a; < 2 < b;,

firi=1,...,k}.1

Man fiihrt das Mengensystem §* = {(a, ], a < b} ein (beachte R* € F*).

GemifB Bemerkung 4., 4.1.1, sei B* = ¢(*) die kleinste o-Algebra, die alle k-dimensionalen Inter-
valle auf F* enthilt. B heiBt o-Algebra der Borelschen Mengen oder kurz Borelsche o-Algebra.

4.1.4 Satz

Satz aus der Topologie / Mafitheorie:

a) Die o-Algebra B* der Borelschen Mengen enthilt alle offenen und alle abgeschlossenen Mengen
des R*.

b) B wird auch erzeugt von jedem der drei folgenden Mengensystemen:

e das System der offenen Intervalle (a,b) des R*
e das System der abgeschlossenen Intervalle [a, b] des R*

e das System der links abgeschlossenen und rechts offenen Menge [a, b) des R*
c) Es gibt nicht-Borelsche Mengen des R*, d.h. es ist B* ¢ P(R¥).

Zur Festlegung einer Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf R* braucht man (zum Gliick!) nicht alle
P(B), B € B* auf allen Intervallen. Es gilt nimlich folgender Satz.

Lag <z < oo, falls b = co)
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4.1.5 Fortsetzungssatz von Caratheodory

Sei P': 3% — [0, 1] eine Abbildung, so daB gilt:
)

i) P(RF =1
i) P(UZ, L) = > 2, P(L;) fiir paarweise disjunkte Iy, I, ... € 3% mit Us, I € 3"

Dann existiert genau eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf B8, so daff P|3* = P (d.h. P(I) = P(I)
fiir alle I € ). [P heifit Fortsetzung von P auf ganz B* ]

Bemerkung: Ofter ist nun eine Teilmenge von R* als Ergebnisraum Q von Interesse (z.B.: Q=
[0,1]%). Dann werden alle Gréfien auf Q C R* eingeschrinkt: QN F* = {Q N1, I € F*} statt F*;
QNB* = {QNB* B c B*} statt B* (‘Borelsche Mengen in Q’); P|QN B* statt P ('Restriktionen
von P auf Q NB*") (Q, QN B* P|QN B*) bildet einen Wahrscheinlichkeitsraum (!).

4.1.6 Idealisiertes Roulette (Beispiel)

Q=100,2r), QNF ={(a,b],0< a < b < 27}
Durch P(a,b] = %2 wird auf QN F* eine Abbildung in [0, 1] definiert, welche Eigenschaften (i) und
(ii) aus 4.1.5 erfiillt.

IP legt eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf Q N B! fest ("Gleichverteilung auf [0, 27)).

4.1.7 Beispiel

Zeitpunkt des Auftretens eines Ereignisses = [0, 00); durch ]fb(a, b =eMe M 0<a<b< oo
(A > 0 fest) wird eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P’ auf [0, 00) N B! = B festgelegt ("Exponen-
tialverteilung mit Parameter A’).

Bemerkung: Zunkiinftig schreiben wir statt P ebenfalls P.

4.1.8 Unabhingigkeit

Die Unabhangigkeit von Ereignissen Aj,..., A, € 2 in einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, %, P)
definiert man wie in 2.2.2 durch die Eigenschaft: P(A4;, N...NA,,) = P(4;,) - ... P(4;,); fir
alle § # {j1,...,jx} C{1,...,n}. Sind Py,... P, Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf (R,B1'), so
heiBt die Wahrscheinlichkeitsverteilung (wie in 2.3.3) P auf (R, ‘Bf) Produkt der Py, ... Py, kurz
]P):]P)l X ... X ]P)k, falls ]p(Bl X ... X Bk) :]P)l(Bl) . ]P)k(Bk), fiir alle Bl,... ,Bk c %1.

Bemerkung: Der Begriff des Produktes von (allgemeinen) Wahrscheinlichkeitsraumen (€2;, 2;, P;),
¢t =1,...,n verlangt den Begriff der Produkt-o-Algebra 2 = 20; x ... x ;. Wir beschrinken uns
auf den Spezialfall: ; = B, A = B*, fiir den wir diesen Begriff nicht benétigen.

4.1.9 (Elementare) bedinget Wahrscheinlichkeit

Der Begriff P(B|A). falls P(A) > 0, der (elementaren) bedingten Wahrscheinlichkeit, und die Formel
von der totalen Wahrscheinlichkeit, Bayessche Formel, Produkt gelten auch fiir Wahrscheinlich-
keitsraume (Q, 2, P), falls alle auftretenden Ereignisse A, B, Ay, ..., Ay aus 2 genommen werden.
Der allgemeine Begriff der bedingten Wahrscheinlichkeitsverteilung und des bedingten Erwartungs-
wertes wird hier nicht gebracht?.

2vgl. 3.1.9, Bemerkung 3.
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4.2 Verteilungsfunktion, Dichte

Zunichst Beschrinkung auf der Wahrscheinlichkeitsraum (R, B!, P). Zur Festlegung von Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen auf (R,B!) (bzw. auf (R N Q, B N Q)) reicht es aus, wegen (a,b] =
(=00, b]\ (=00, a] und P(a,b] = P(—o0, b] — P(—o0, a], alleine die Funktion F(t) = P(—o0,t], t € R,
zu betrachten.

4.2.1 (kumulative) Verteilungsfunktion (Definition)

Sei P eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (R,%B'). Dann heiit die Funktion Fp : R — [0, 1],
Fp(t) = P(—o0,t],t € R, (kumulative) Verteilungsfunktion von P.

[Im Folgenden sei F(t+) = lim,: F(s), F(t—) = lim,4: F(s), (falls existiert)]

4.2.2 Satz

Sei F'(t) = Fp(t), t € R, Verteilungfunktion von P. Dann gilt:
i) F(t) ist (nicht notw. streng) monoton wachsend, 0 < F'(¢) < 1.
i) F(t+) = F(t) (“rechtsseitig Stetig”)

i)
i) F(t—=)=F@)-P{t})
iv) limgy oo F(t) =0, limgeo F(2) =1

Bemerkung: die Limiten in b), ¢), d) existieren wegen a).

Bewels:

i) Monotonieeigenschaften von P, siehe 1.2.2, 4.

i) Seit, Lt (tn >1). Zerlege (%) (t,%,] s Ui, (ti+1,t:]. Dann ist

_ 1 _ 1 (*)
F(t+) = lim F(t,) = lim [F()+P(t,t,]] = lim [F(1) + Zp (tig1, ti]] = F(t) +0
da die Reihe 377 P(4;41,1] = P(t, 1] < oo konvergiert. v
i) Seit, 11 (tn <t). Zerlege (%) (t1,%n] disg- A (tz,tz-|—1] Dann ist
n—1
. . (%) .
F(it—)= nh_}ngo F(t,) = TLILIIOlO[F(tl) + Pty 4,]] = HILHQO[F(tl) + Z_; P(t;,tip1]] =
Pt tia]) = Fta) + P(tr, 1) = P(—00,1) = F(t) — P({t})
:1
iv) Analog zu b) (t, = —n), baw. ¢) (t, = n). v

Notation: Im Folgenden bezeichne < a,b > fiir —oo < a < b < oo eines der Intervalle [a, b], (a, b),
[a,b), (a,b]. Wobei im Fall ¢ = —oo nur (—o0, b > und im Fall b = oo nur < a, o) zugelassen wird.

4.2.3 Formeln fiir P < a,b >
Sei F' Verteilungsfunktion von IP; Alles Folgerungen aus 4.2.1, 4.2.2.
P(a,b]= F(b) — F(a), insbesondere P(—o0,b] = F(b).
P(a,b) = F(b—) — F(a), insbesondere P(a,00) =1 — F(a).
e Pla,b]= F(b) — F(a—).
Pla,b) = F(b—) — F(a—).
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Bemerkungen:
1. Falls F' bei a stetig und F auf dem Intervall [a, b] konstant ist, so ist P[a, b] = 0.

2. Zusammen mit 4.1.5 folgt, daf I’ durch Vorgabe einer Verteilungsfunktion (d.i. eine Funktion
F(t), t € R, mit den Eigenschaften a), b), d) aus 4.2.2) eindeutig festgelegt wird, wenn man
setzt P(a,b] = F(b) — F(a).?

0 <0

Im Fall der Exponetialvert. aus 4.1.7, bei der F(¢) = { L_e=Xt >0

} ist, stellt man fest, daf3
F'= fbaw. F(t) = ft f(z)de, mit f(z) = 0 z <0
’ o0 ’ e x>0 |

4.2.4 Wahrscheinlichkeitsdichte (Definition)

Sei Ip(t), t € R, Verteilungsfunktion von P. Existiert dann eine 'mefibare’ Funktion fp : R — [0, 0]
mit Fp(t) = ffooo fe(*)dx fir alle t € R, so heifit fp(z), # € R, Wahrscheinlichkeitsdichte oder kurz
Dichte von P.

Bemerkungen:

1. Das Intergral ffooo 148t sich als uneigentliches Riemann-Integral oder als Lebesgue-Integral
auffassen. Wegen des Begriffs “mefibar” siehe 4.3.1 unten.

2. Ist die stetige Verteilungsfunktion ' auf R\ D (D leer oder endlich) stetig diefferenzierbar, so
besitzt F' die Dichte f(z) = F'(2), © € R\ D, [f(x) auf D beliebig festgelegt].

3. Besitzt I eine Dichte, so ist F(t), t € R stetig [d.h. F(t) = F(t+) = F(t — 1)] und 4.2.3 liefert
fiir alle 4 Intervalltypen die Formel P < a,b >= F(b) — F(a).

4.2.5 Satz
Besitzt eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf (IR, B) eine Dichte f = fp, so gilt:

(4.1) P<ab>= /b flz)dx

Inbesondere gilt:
(4.2) / fle)de =1

Beweis: folgt direkt aus Bemerkung 3. oben.

Bemerkungen:

1. Wir konnen also eine Dichte f durch die Eigenschaft f : R — [0,00), f integrierbar mit
f_oooo f(z)dx = 1 festlegen.

2. Durch Vorgabe einer Dichte f ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf (R, B) eindeutig
festgelegt®.

3. Der Begriff der Dichte spielt im Fall Q = IR die gleiche Rolle wie der Begriff der Wahrscheinlich-
keitsfunktion im Falle eines abzdhlbaren € (nur: eine Dichte braucht nicht notwendigerweise
7u existieren!).

3Eigenschaften i), ii) aus 4.1.5 erfiillt (1)
4vermége (4.1) und Beweis 2. in 4.2.3
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4.2.6 Gleichverteilung (Beispiel)
Gleichverteilung auf dem Intervall Q@ = [A, B] CR, A < B (vgl. 4.1.6)

— _ [0 x ¢ [A B]
Dichte:  f(z) = { BiA 2 [A B
0 o< A
Verteilungsfunktion:  F(z) = g:‘j‘ A<z < B
1 &> B

4.2.7 Exponentialverteilung (Beispiel)
Exponentialverteilung mit Parametern A > 0 (vgl. 4.1.7)

Dichte:  f(z) = { oo xS0

0 ,o <0

Verteilungsfunktion:  F(z) = { L_ =X 250

Verwendung: Wartezeit (bis zum Eintreten eines Ereignisses).

4.2.8 Diskrete Verteilung (Beispiel)

42

Diskrete Verteilung auf {x1,22,...} CR (oder {z1,...,2,} C R) mit vorgegebener Wahrscheinlich-

keitsfunktion P{x;}. Setze fiir A € B
P(A)= Y P({zi})
iz, <
IP bildet ein Wahrscheinlichkeitsma$ auf (R, B1) (1), mit Verteilungsfunktion:

F(z)= ) P({x:})

ir; <z

Es existiert jedoch keine Dichte!

4.2.9 Normalverteilung (Beispiel)
Normalverteilung mit Parametern g und o2, p € R, 0 > 0:

1

2ro

(3

S5
—

8

qfl

=
~—
[N}

Dichte: ¢, o2 (x) =

xr

Verteilungsfunktion: ¢, ,2(x) :/ Ppo2(t)dt

Abkiirzung: N (p,0?)

Verwendung: Symmetrisch um einen ’wahren’ Wert p streuende MeBgrofle.

Spezialfall: N(0,1) ’Standard-Normalverteilung’ (vgl. 3.4), man schreibt ¢ = g1, ¢ = ¢01.
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Umrechnung: ¢, ,2(z) = Lo(
Aus dieser Beziehung folgt:

/_00 Puo2(x)de = ¢, ,2(00) = ¢(c0) = /_Oo o(z)dr BAl

oQ oQ

=8, ¢z (r) = ¢(5£) (Substitutionsregel).

so dafl ¢, »» eine Dichte ist.
Das Konzept der Dichte 148t sich auch im Fall Q = R* verwirklichen. Eine Dichte im IR* ist eine nicht
negative (aber mefibare) Funktion f(z) = f(zy,...,zx), € R* mit (Integrierbarkeit vorausgesetzt):

(4.3) /ﬁé’% /f(xl,...,xk)dm...dm:1

Wbei | . f:/_o;/_o;

—————

k—mal

Fiir ein B € B* definiert man

/ /fa:l,..., Ydxy .. da:k_/ /f Ydoy .. deg =
]Rk
/ /lB dl‘l dk
]Rk

Wir benétigen den folgenden Satz aus der Integrationstheorie.

4.2.10 Satz

Ist f > 0 eine integrierbare Funktion auf dem R* so wird durch B f - [ f(x)dey .. drg

(B € B*) eine o-additive Abbildung von B* in [0, 00) definiert. [d.h. fur paarweise disjunkte
Bi,..., B, € B* gilt:

/Qéi /f(x)dxl...dxk:;/ i /f(x)dxl...dxk

Beweis: iiber den Satz von der Monotonen Konvergenz aus Analysis I11.

4.2.11 Satz
Sei f(z), = € R* eine Dichte und (a, b] ein n-dimensionales Intervall (vgl. 4.1) (a,b] = ®Z 1 (ai, bs].

a) Setzt man

(4.4) P(a,b] = / i /f )z .

so wird eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf (R* 9B*) eindeutig festgelegt. (Anstelle von
(a, b] 148t sich in (4.4) auch jeder andere Intervalltyp < a,b >= ®f:1 < aj, b; > einsetzen.)

b) Fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung P aus a) gilt, allgemeiner als (4.4):

(4.5) ]P(B):/ - /f(x)dxl...dxk (B € B*)
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Bewels:

a) Durch (4.4) wird eine Abbildung P : F* — [0, 1] definiert, die wegen (4.3) normiert ist und auf-
grund von Satz 4.2.11 o-additiv auf F*. Vermoge Satz 4.1.5 hat sie eine eindeutige Fortsetzung

auf B*.
b) folgt dann aus Satz 4.2.10 und der Eindeutigkeitsaussage von a)

4.2.12 Beispiel

k-dimensionale Normaleverteilung mit Parameter g € R* und 3 (Symmetrische k& x K-Matrix,

positiv definit), kurz N (g, > )-Verteilung.
1

(46) Dichte: f(l‘) = —e—%(x—u)T.E—l (z—p)

(sm)k det(>7)
z € R* Abkiirzung: (Ng(p,>))).

Spezialfall: Ny (0, I;;) (k-dimensionale Standard-Normalverteilung).

Im Fall g =0 € R¥ und 3 = I (k-dimensionale Einheitsmatrix) reduziert sich (4.6) auf:

xr

S5

47 z) = e~ Yatroad) T 12
o e (sm)¥ 21;[1 \/(sm)

r=(x1,...,2) €ER".
Aus 3.4.1 folgt, daBf f(x) in (4.7) die Normierungseigenschaft (4.3) hat.

In 4.3.9 werden wir (4.3) auch fiir f(x) in (4.6) nachweisen kénnen.

4.3 Zufallsvariablen, Zufallsvektoren

In 1.5 hatten wir jede Abbildung: Q — Q' als ZufallsgréBe bezeichnet: (Q,2,P) 5 (9,2, Px).
Jetzt miissen wir sicherstellen, daf$ die Urbilder X ~1(A’), A’ € 2’ auch Element von £ sind.

4.3.1 Zufallsgrofle (Definition)

a) Sind (£2,2), (2,2) mefibare Raume, so heifit eine Abbildung X : Q@ — Q' Zufallsgréfie (auf

(€2, 20), mit Werten in '), falls:
(4.8) XHA)euvd e

b) Ist X : @ — Q' Zufallsgrofie und P eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (£2,2), so heifit

PxA" — [0,1] mit
(4.9) Px(A) =P(X~HA)), A e
Verteilung von X.

Bemerkungen:

1. Genau wie in 1.5.2 zeigt man, dafl P x eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (€', 2l) ist.

2. In der Mafitheorie nennt man eine Abbildung X mit der Eigenschaft (4.8) mefbar beziiglich
2,2, (Eine mefbare Funktion f : R* — IR ist also mefbar beziiglich B*, B!

3. Im Fall Q' = R* A’ = B spricht man von einem k-dimensionalen Zufallsvektor, im Fall k = 1

von einer Zufallsvariablen.

4. Es gibt nichtmefibare Funktionen f : R — R. Ist ndmlich ' C R! nicht borelsch®, so ist f = 1¢

nicht mefibar.

Zum Nachweis von (4.8) brauchen wir nur Mengen A’ € F’, F' Erzeugendensystem von 2.

Ssiehe 4.1.4, c)
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4.3.2 Satz

Seien (,2), (,2A) mefbare Rdume, F' C A’ sei Erzeugendensystem von 2 (d.h. o(F'") = A').
Die Abbildung X : Q@ — Q' ist genau dann ZufallsgroBe (i.e. meBbar), wenn

(4.10) XA eu, vA el
Beweis: Aus 1) folgt 3) (triv.). Sei nun 3) erfiillt. Setze
o ={A e . X1A)en

. . . (4.10)
man zeigt, da” ¢’ eine o-Algebra ist (). Aus F/ C ¢ C AU folgt:

o(F') Colp)Co@) = ¢ =

N—— —— N~
F=FErz.Sys. =’ =’
———

=A’

4.3.3 Korollar

Sei (£2,2) ein mefbarer Raum. X : Q — R ist Zufallsvariable genau dann, wenn:
(X <bl=X"1 (-0, b]eAVb € R

[quivalent: >, >, < statt <] Insbesondere ist jede stetige (stiickweise stetige) Abbildung X : R* — R
Zufallsvariable auf (R* 9B%).

Beweis: (Nur fiir “<”)
Setze ' = {(—00,b] : b € R}. Man zeigt, daB o(F”) = B (1), so daB Satz 4.3.2 anwendbar ist.

Fiir ein stetiges X : R* — R ist X ~!(—c0,b) offene Menge, ist in R*, also aus B*. v
4.3.4 Satz

Sei X = (Xy,...,Xg) eine Abbildung: Q — R* und (Q,2) meBbarer Raum. Dann ist X ein
Zufallsvektor genau dann, wenn jedes X; eine Zufallsvariable ist (i = 1,... k).

Beweis: Wiein 1.5.9 gilt:

X7 a, )= X" R x ... xR (a,b] xR x...xR)
N
i—te Stelle

woraus die Behauptung folgt.

4.3.5 Satz

Sind (2,20, (2,4, (Q7,A") meBbare Raiume und X : Q = Q'Y : QO — Q" ZufallsgroBen, so ist
auch Y o X : Q@ — Q” eine Zufallsgrofie (Beweis klar).

4.3.6 Sprechweise

Die in 4.2 eingefiihrten Notationen “F ist Verteilungfunktion von P” (in 4.2.1) und “f ist Dichte von
P” (in 4.2.10) wird auch die Verteilung Px von X angewandt:

Man sagt dann “F ist Verteilungsfunktion von X” (d.h. Fx(z) = P(X € z) = Px(—oc, 2] fiir eine
Zufallsvariable von X) und “f; ist Dichte von X” (aber X hat Dichte f).
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Beispiel: ist die Zufallsvariable X eine Wartezeit und Px eine Exponentialverteilung (mit A > 0,
so hat X nach 4.2.7 die

Verteilungsfunktion:  Fx(z) = { 1_2_>\x i; 8 }

. ) _ 0 x <0
bzw. Dichte:  fx(z) = { AN <> }
Hat der Zufallsvektor X = (Xi,..., Xj) die Dichte f(z) = fx(z), = € R*, so gilt gemiB 4.2.11 fiir

ein k-dimensionales Intervall (a,b] = ®f:1(ai, b;]:

b by
(4.11) Px(a,b]:/ flaey, ... ep)dey .. dag,
ap a

1

Hat X die Dichte f(z), = € R* so hat die Komponente X; die Randdichte:

(4.12) fx, (z) = / .. / fler, ... ep)dey .. de;_qdegdey
Derfolgende Satz gibt die Dichte von ¢ o X an, wenn die Dichte von X gegeben ist.

4.3.7 Transformationssatz fiir Dichten

Der k-dimensionale Zufallsvektor X besitzt die Dichte f(z), = € R* wobei fiir eine offene Menge
U C R*gilt: f(z) =0 fiir X ¢ U. Sei ¢ : U = V, V C R* eine bijektive Abbildung mit ¢, p~*
stetig differenzierbar.

Dann hat der k-dimensionale Zufallsvektor ¥ = ¢ o X eine Dichte, und es gilt:

g(y) =0 ygv

(4.13) Fle™ () - 1det(% " (y)| weV

@
=
<
=
I

wobei (dfl;l (v)) = (E);T’;(y) , i,7=1,... k) die k x k Funktionsmatrix von ¢!

1st.

Bemerkung: Zur Festlegung der Verteilung (und damit der Dichte) von Y = ¢ o X geniigt es, ¢
allein auf U festzulegen. Sind ndmlich ¢ und @ : R* — R* mit p|U = @|U, so gilt Pgox = Puox. In
der Tat, sei B € B*, dann

Poox (B) = P(X € 57 '(B)) Y P(x € g (B)ND) =

—P(X € p"'(B)NU) = B(X € ¢~ (B)) = Pyox(B)

Dabei gilt (*) wegen

PXeD)"E [ f flz)de=0
U

da f(z) =0 firz ¢ U.

Beweis: Sei A € B* offen, dann gilt wegen (*) [P(X € U) = 0]:

Poox(A) = P(X € 71(4)) Y P(X € o= (4) N 1) =
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Trans:f.satz f f f |det
(ANV)

y)|dy = f o9

wobei wir den Transformationssatz fiir Integrale angewandt haben®. Speziell gilt fiir offenes A =

Ry (ar, by):
by b1
-l o

d.h. g(y) ist Dichte von ¢ o X nach Satz 4.2.11 a) v

4.3.8 Corollar

Besitzt der k-dimensionale Zufallsvektor X die Dichte f(z), = € R*, so lautet die Dichte g(y), y € R*
von Y = A- X +b, (A invertierbare k x k-Matrix, b € R¥):

o) = T fAT =) v et

Beweis: ¢(X) = A X +bist auf U = R* bijektiv, mit ¢~ !(y) = A~!(y — b) und det(dw;;(y)

~

det(A_l) = detl(A)'
4.3.9 Beispiel
k-dimensionale Normalverteilung (vgl. 4.2.12).
Ty
1. TIst X Ny (0, Ir)-verteilt (d.h. f(x) = (\/Lﬁ)k ) e—%xTx’ r = D), s0 besitzt Y =A- X +pu
T

(A invertierbare k x k-Matrix, u € R¥) die Dichte

b e e T )
g(y) = |det(A)|(\/ﬁ) € =
N SR Y VR L St (P

(2m)k det(3)

mit 3" = A- AT, (Dann ist Z_l = (A -AT)=t = (A=Y . A7L Y symmetrisch, positiv definit,
det(55) = (det(4))?)
Y ist also Ny (p, Y )-verteilt.

2. Ist umgekehrt Y Ny (1, Y )-verteilt (5 symm. pos. def.), soist X = (Z_%)T(y—u) Ny (o, I)-
verteilt. . . . .
Dabei ist 3277 eine invertierbare k x k-Matrix mit 57" = (3.72) - (") T (7)) = 4

aus 1.].

Bemerkung: Fiir symmetrische, positiv definite B existieren verschiedene "Wurzeln’ B'Y? von B

mit (+) B = BY2.(BY2)T (oben mit B ="' B2 = A1)

1. symmetrische Wurzel, BY/? symmetrisch, positiv definit

2. Cholesky Wurzel, BY/? obere Dreiecksmatrix (Numerische Mathematik)
In jedem Fall ist det(Bl/z) Vdet B und (+).

SForster 111, S.120 (dort ¢ anstatt ¢ ~1)



KAPITEL 4. ALLGEMEINE WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE 48

4.4 Unabhingige Zufallsvariablen

Analog zu 2.3.4 definiert man

4.4.1 Definition

a) Die auf (2,2, P) definierten Zufallsvariablen Xi,..., X, heiflen unabhdngig, falls fiir alle
By,..., B, € B! gilt:

(4.14) P(X1€By,...,Xn €By)=P(X; € By)-...-P(X, € By)

b) Abzahlbar viele Zufallsvariablen X, X5, ... heiflen unabhdngig, falls je endlich viele X;,, ..., X;
unabhingig sind.

n

4.4.2 Satz
Die auf (£2,2,P) definierten Zufallsvariablen X, ..., X, sind unabhéngig genau dann, wenn:

Pix, o x) =Py x Poxgy X oo x Prxy

Bewels:

o Gelte ]P)(Xl,...,Xn) = ]p(Xl) X ...X P(Xn):
Seien By,...,B, € B! dann gilt:

]p(Xl €By,...,. X, € Bn) = ]P)(lem Xn)(Bl X ... X Bn) =

:]P)XIX...X]pxn(BlX...XBn):]P)XI(Bl)m.m]an(Bn):
=P(X;€By)-...-P(X, € B,)

o Gelte X1,..., X, unabhingig:
]p(Xl,...,Xn)(Bl X ... X Bn) = ]p(Xl C Bl) e ]p(Xn C Bn) =
=P(X;€B1)....P(Xp, € By) =Px,(B1) ... - Px, (Bn)

n

Bemerkung: Da die o-Algebra 8" von dem System der intervalle (a,b] = &) (as,b;] erzeugt
werden, geniigte es, statt (4.14) fiir alle a,b € R", a < b zu finden:

]P)(CllCXlSbl,...,anCXngbn):
(415) :]P)(CHCXl Sbl)p(anCXn Sbn)

Auch die Intervalltypen [),[], () konnen anstelle von (] verwendet werden.

4.4.3 Satz

Die Zufallsvariablen X1, ..., X,, mogen die Dichten fi,..., f, besitzen.
Dann gilt:
Xi,...,X, unabhingig

i

(X1,...,Xy,) hat Dichte f(zy,...,2,) = fl®1) ... f(zn)
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Bewels:

“=” Sind Xi,...,X, unabhingig, dann folgt:

]P)(lem Xn)((al,bl] X ... X (an,bn]) = le(al,bl] .. ~Pxn(an,bn] =

)

by
= fl xl dxl / fn xn dxn —

/bl / Si(ea) oo falen)day - day

= (X1,...,X,) hat Dichte f(z1,...,2,), (21,...,2,) ER™.
“«<” Analog.

4.4.4 Beispiel

X = (X1,...,X,) ist N(0, I)-verteilt genau dann, wenn die X3,..., X, unabhingig und M(0, 1)-
verteilt sind.

[N

x

Beweis: Sind Xi,..., X, unabhingig mit den Dichten f,, (x) = fi(z) = \/2—6 ~%  x € R, so hat
(X1,...,X,) gemif 4.4.3 die Dichte
f(xl xn) = ﬁfz(xz) = ! e —3(ei+ +el) 1 ne—%(xTw)
i Var Vaor
mit # = (21, ..., 2,). Umgekehrt folgt: X hat die Dichte
I )= et = [ et
Lly...,Lp) = —F/—x€ 2 = € 2
' Vor b}
Man stellt fest, durch Integration ffooo tiber die Komponenten @y, ..., @1, Ziy1,...,&n, dab fi(x;)

die Dichte von X; sein muf, so daf} die Unabhingigkeit und 91(0, 1)-Verteilung der X; folgt.

Faltungsformel fiir unabhingige X1, X»:

pl‘1+X2 {l‘} Z]P)Xl {xl} ]P)X2({x - 1‘1})

4.4.5 Satz

Sind X1, X» unabhingig Zufallsvariablen mit Dichten f;, f2, dann besitzt die Zufallsvariable X7 + X5
die Dichte

(4.16) flx) = /_00 filzy) fole — 21)dx

Beweis: Fiir die Verteilungsfunktion F'(y) : P(X1+ Xo < y) weisen wir F'(y) fijoo f(z)dx nach. Es
ist
P(Xy+ Xo <y) =Px, xo)({(#1,22) 21+ 22 < y}) =

= f . f Jilz1) - fo(xo)deadr, =
Uz, @)t + 22 <y}

oo Yy—r
- / / Jilz1) - folxo)deade, =
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00y
:/ / f1(901)'f2($2—$1)d902d901:
Yy 00
= / / f1($1) 'fz(l‘z — l‘)dl‘ldl‘z =

= /y /°° f1(901)'f2(l‘— $1)dl‘1 dxs =

=Dichte

4.4.6 Definition
Sind Xy, ..., X, unabhingige Zufallsvariablen, so heifit die Wahrscheinlichkeitsverteilung

]pX1+...+Xn = ]le * L. *]an

Wk

Faltung von Px 4  4x, (mit ist Faltungssysmbol).

4.4.7 TUnabhéngige Wartezeiten (Beispiel)

Sei S, die Wartezeit zwischen dem n— 1-ten und n-ten Ereignis. Die Zufallsvariable T, = S1+. .

stellt die Wartezeit des n-ten Ereignisses dar. Unter den Voraussetzungen:
1. Die Zufallsvariablen Sp, S2, ... sind unabhingig.
2. Jedes S; ist exponentialverteilt mit Parameter A (“c(A)-verteilt”).
wollen wir die Dichte der Zufallsvariable T,, berechnen. Es gilt (UA)

pY xn—l

fn(x)sz_)‘x, >0 (fo(x) =01 z<0)

50

A+5n

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung mit der Dichte f,, heifit Gammaverteilung mit Parametern n und

A, kurz T'(n, A) (I, heifit dann T'(n, A)-verteilt).

T(n,A) =e(A) *...xe(N)

n—mal

Zerlegt man einen Satz von Zufallsvariablen in disjunkte Gruppen und setzt auf die Gruppen Funk-

tionen an, so erhalten wir unabhéngig Zufallsvariablen.

4.4.8 Satz

X1, ..., X, seien unabhéngige Zufallsvariablen, fiir m < nsei {1,... ,n} = [1U...UI,, eine Zerlegung

der Indexmenge und ¢; Zufallsvariable auf (R B%) k; = ||, j = 1,...,m (3L, kj = n).

j=1
Bezeichet Y; den kj;-dimensionalen Zufallsvektor (X;, ¢ € I), dann sind

g01~Y1,...,g0m~Ym

unabhingige Zufallsvariablen.

Beweis: Ohne Einschrankung sei

11:{1,...,]{1}, Iz:{k1+1,...,k1+k2},

i) Zunichst zeigen wir, dafl die m Zufallsvektoren Y7, ..., Y;, unabhéngig sind, im Sinne von

(*) ]P)(yhm’ym)(cl X ... X Cm) = ]Pyl(Cl) E—— ]Pym(Cm)
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fiir alle C; € B, j=1,...,m.
Fiir die speziellen C; der Form C; = BE]) X ... X B,(c‘i), Bl(]) € B! gilt wegen (Y1,...,Yn) =
(X1, Vo), (Chye C) = (BY L BY)Y:

Pryy, vy (C1 X oo x O) = p(Xl,...,Xn)(Bil) X ... X B,E”TZ)) =
Unabé.d.X, ]P)XI(BEI)) o ]P)Xn(Bl(!:Z)) _
= @ex(BY x o x B) - Q@ Ex (B x L x B =
1€l iel,,

=Py, (Ch) ... Py, (Cn)
Nach Satz 4.1.5 gilt dann (*) auch fiir alle C; € B*i.

ii) Nun wird die Unabhangigkeit der ¢ 0 Y1, ..., ¢m oYy, gezeigt. Analog zu Satz 2.3.6 gilt:

siehe 2.3.6)

p(@10Y1,~~~,th0Ym)(Bl X ... X Bm) =...=...=
(%)
=Poovi(B1) - Pyov, (Bm)

4.5 Momente von Zufallsvariablen

Wir fithren den Begriff des Erwartungswert E(X) einer Zufallsvariable X ein, indem wir uns an den
entsprechenden Begriff fiir den diskreten Fall” durch eine Approximation von X (durch eine Folge
diskreter Zufallsvariablen X(,)) anhéngen.

4.5.1 Definition

Fiir eine beliebige Zufallsvariable X auf (€2, 2() definiert man fiir jedes n € N die Zufallsvariable (n-te
Approximierte):

=k
Xmyw)= > —lag. W),
k=—o00
k k41
A = {1 5 < X(w) < =)

dh. { Xn(w)% fir w € Ag

0 sonst

Esist Ay , C 2L, so dall X, eine Zufallsvariable ist, und zwar mit héchstens abzéhlbar vielen Werten
(2, kez).
Geméif 3.1.1 setzen wir fiir die diskrete Zufallsvariable X,):

oQ

(4.17) E(X(my) = Y P(Agn)

k=—o0

[mit P(Ag ) = ]P)X(n){%}], sofern

=k
> %p(Ak,n) = (| X)) < o0 .

k=—o0

Tvgl. 3.1.1
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4.5.2 Eigenschaften von X, E(X(,))
a) X(p) < X < X(»)+ L, insbesondere [X — X(,,)] < &

=p

| X(n) = Xyl < 2+ L denn [X () — X(m)| < [X(n) — X[+ [X — X(;n)] und a)

+L
¢) E|X(m) — X(m)| < = 4+ &, aus b) und Eigenschaften von E

)
)
) 0
d) Existiert [E(X(y)) fiir n € N, so existiert auch (X)) fiir alle m > n, denn

(X (1)) <EX () — Xy + E(X(m)) < 00
—_—— ———
<00

3=

+

3=

e) Existiert E(X(,)) fiir (mindestens) ein n € N, so bildet (X (,)), n > no, eine Cauchy-Folge,

denn: o
linear. onot.
IE(X(n)) = E(Xm)| = [E(X ) — X))l <
1 1
§E|X(n)—X(m)|:)——|———)0 n,m — oo
noom

4.5.3 Definition

Falls fiir (mindestens) ein n € N der Erwartungswert F(X(,)) der n-ten Approximierten fiir X
existiert, so setzt man E(X) = lim, o [E(X(,)) (Existenz nach e) gesichert) und man sagt: E(X)
existiert oder X besitzt einen Erwartungswert. Man schreibt auch: E(X) = [ X (w)P(dw

Bemerkung: Dieser “P-Integral von X” ist vom Typ “Lebesgue-Stieltjes” (Intervall-einteilung auf
der y-Achse), im Unterschied zum Riemann-Integral (Einteilung auf der x-Achse).

4.5.4 Eigenschaften von E(X)
a) FE(X) existiert genau dann, wenn E|X| existiert (d.h. F|X| < o0)
b) Ist X(Q) abzihlbar, so ist (in Ubereinstimmung mit 3.1.1) B(X) = Yeex(y ®  Px{x}, falls

diese Reihe absolut konvergiert.

Beweis:
a) Mehrfache Anwendung von 4.5.2 a) liefert [X(,,)| < | X[+ [X — Xy < |X[|+ L <Xy + 2
und |X|¢p) < ... < [X(ny|+ L, woraus a) folgt. v

b) Setze I , = (%, E+1] Wegen P(Xny = E) = erlk . P(X = x) ist:

n n

( ) Zk——oo n €Ik n ]P)(X = l‘) S
S S A (§ SR
*) = Texe (X =) <

< Zk——oo knl er[k n ( l‘) = E(X(n)) + %

Falls die Reihe Y 2P(X = ) absolut konvergiert, so wegen [E(X(,)) < 3 [¢|P(X = z)+ L <
4B i : .

Behauptung liefert. v
Im speziellen Fall, dafl X eine Dichte besitzt, berechnet sich E(X) wie folgt.

4.5.5 Satz
Besitzt die Zufallsvariable X eine Dichte f(z), # € R, so ist

F(X) :/Oo of(x)dx , sofern /_O; 2| f(2)dax < o0

— 00
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k41
Beweis: Wegen P(X(,)=£)=P(£ < X < EH) = [, f(x)d ist:

n

fle)dxe < Z /£n ef(x)de =

k=—o0 " n

oQ

> k1[5 1
o—Add.d.Int. / e f(x)dr < Z - ﬁ fle)de = E(X ) + -~
e k=—o0 n

(Ahnlich der Uberlegung zur absoluten Konvergenz E(X(n))) limy oo in (*) liefert die Behauptung.
v
Allgemeiner gilt der folgende Satz (k-dimensionaler Zufallsvektor X, Komposition ¢ o X).

4.5.6 Satz

Besitzt der k-dimensionale Zufallsvektor X die Dichte f(z), # € R, und ist ¢ eine (meBbare) Funktion
von R*¥ — R o gilt:

F(p o X) :/_ /_ o) f(x)dey ... deg
sofern [ ... [ |p|fde < co.

Beweis: GemiB 4.3.5 ist ¢ o X Zufallsvariable. Ahnlich wie oben gilt:

B o X)m =<2 [ Pa) () < . =F(p o Xy~ ¥

Wie in 3.1 haben wir die Linearitdt und Monotonie des Erwartungswertes.

4.5.7 Satz

Sind X und Y Zufallsvariablen mit Erwartungswerten E(X) und E(Y), so gilt:
a) E(aX + bY) existiert, und F(aX + bY) = aBA(X) + bE(Y) fiir alle a,b € R. (’Linearitat’)
b) E(X) <TEY), falls X < Y. ("Monotonie’)
c) E(1) = 1. (’Normiertheit’)

Beweis: folgt aus den entsprechenden Eigenschaften fiir diskrete Zufallsvariablen. v

Fir die Existenz des Erwartungswertes ist das sogenannte Majorantenkriterium niitzlich.

4.5.8 Satz

Sind X,V Zufallsvariablen mit | X| <Y und E(Y) existiert (d.h. E(Y) < 00), so existiert auch F(X)
(und es ist E(z) < E(Y) nach 4.5.7b) ).

Beweis: Fiir die approximierten (diskreten) Zufallsvariablen |.X|(,) und Y,y gilt [X|() < ¥(,,) und
deshalb:
B X (n)) < E(Y(ny) < 20

(letzteres fiir n > ng nach Voraussetzung). Also existiert auch E|X| und - nach 4.5.4 a) - auch E(X).
In Verallgemeinerung von Satz 3.1.8 gilt der folgende Satz.
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4.5.9 Satz

Existieren fiir die unabhéingigen Zufallsvariablen X und Y die Erwartungswerte E(X) und E(y), so
existiert auch der Erwartungswert fiir X - Y und es gilt:

(4.18) E(X -Y) =E(X) - EY)

Bewels:

i) Man kann die Approximation X, ¥(,) in der Form X(,) = ¢(X), Y(,,) = ¢(Y’) schreiben, mit
eine geeigneten (mefbaren) Funktion ¢ = ¢,, .2
Nach Satz 4.4.8 sind dann auch X(,), Y(,) unabhéingige Zufallsvariablen, und es gilt nach 3.1.8
X(n) - Y(n) besitzt einen Erwartungswert und es gilt:

ii) Wir haben die Ungleichung:

<X Y )y = X Y]+ [X Y] = [ Xy - Y]+ [ Xn) - Y| = Xy - Vi <

1 1 1 1 1
<o+ Y[+ X < -2+ X[+ Y])) = ~Z
n n n n n

Daraus folgt (1):
o (X -Y)n) existiert, also auch [E(X -Y)
o (X - Yiny) = E(X - y)n) "% 0 so daB limy, e in (*) die Gleichung (4.18) liefert.
Fiir das nun Folgende (’hohere Momente’) wird wiederholt folgende Ungleichung beniitzt:
(4.19) Ja ™ < Co(Jal™ + [B]™)

fiir alle a,b6 € R, m € N, mit C,,, = 2771,
Dieser Ungleichung folgt aus der Jensenschen Ungleichung in der Form (r,m € N, a; > 0):

=S| =

1 m
r—m(al—i—...—l—ar) <

(a4 ...+ a)

(in (4.19) ist ¥ = 2 gesetzt).

4.5.10 Definitionen
Sei (£2,2,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

a) Fir m € N bezeichne £,, = £,,(P) die Menge aller Zufallsvariable auf (£2,2l) mit F|X|™ < oo.
Fir X € £, heifit E|X|™ das absolute m-te Moment (I(X™) das m-te).

b) Fiir X € £,, fithrt man noch ein: das m-te zentrierte Moment E((X —EX)™) und das absolute
m-te zentrierte Moment E(].X — EX|™).°

c) Speziell fir X € £5 heifit Var(X) = E(XgX)? Varianz von X und ¢(X) = y/Var(X) Stan-
dardabweichung von X. Wie in 3.2.3 haben wir Var(aX + b) = a*Var(X) und Var(X) =
E(X? — (EX)?).

Ferner:

e Var(X) =0 genau dann, wenn P(X = const.) = 1 ['X =const., IP fast iiberall'?’]
e EX? =0 genau dann, wenn P(X =0)=1[X =0, P f.i.]]

8siehe 4.5.1 oben
®Existenz von EX durch 4.5.12, unten, gesichert; E[X — EX|™ 1% o (E|X|™ 4+ |[EX|™) < oo fiir ein X € £

10f§i. (fast {iberall) = f.s. (fast sicher) = a.s. (almost sure)
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4.5.11 Beispiel
1. X gleichverteilt auf [a,b], a < b. Dann ist X* = 2=2 gleichverteilt auf [0, 1] und

a

1
1 (X—at(boa) X 1 1
EX*4§'5/x~1~dx:§(X +(b- )X)EX:a~§(b—a):§(“+b)
0]

3
1 1 1
Var(X*) = - - - = —
X =337 1
also Var(X) = 11—2(19 —a)?.
2. X exponentialverteilt mit Parameter A > 0.
e S:(L‘l e (M‘.n.l
EX:/ 2-A-em dpt 2 —/ 5. =8 . gg Partdnt
0 A 0 A
S———
1
~ 5_1‘1 o art.Int. 2
EX2:/ LD W P _/ s2.em% . ds P £
0 A2/, 22
S—
A
N 2 1 1
Var(X):F—F:F

3. Normalverteilung N (p, o'?)
Ist X N(p,o0?)-verteilt, dann ist X* = X—U_’i N(0,1)-verteilt, gemaf 4.3.9. Es gilt:

EX™ :/ |x>e_%x2dx:0
wegen ¢(z) = ¢(—x) und wegen ffooo |z > e~ 3 dz < oco.
Ferner:

Var(x) = 5P = [ apla)de ™ [ paar 2

Es folgt fiir X = p+ o X*: EX = pu, Var(X) = o2
Die N (p, 0?)-Verteilung kann also als Normalverteilung mit Erwartungswert p und Varianz ¢
charakterisiert werden.

2

Den Anschlufl an die Lineare Algebra / Funktionalanalysis liefert folgender Satz.

4.5.12 Satz
Seien (2,2, P) und m € N vorgegeben.
a) £, ist ein linearer Raum.
b) £, C £, fiir alle n > m. D.h. aus F|X|* < oo fiir ein n € N folgt E|X|" < oo fiir m < n,
insbesondere ist | X| < co.

Bewels:

a) Majorantenkriterium 4.5.8 und Ungleichung (4.19) nach 4.5.9 liefern fiir a,b € R:
4.19
[aX +0Y " < Cn(lal™[X]™ + [6™[Y]™)

b) Sei E|X|" < co. Dann gilt fiir m < n wegen | X|" < 1-1qx)<1y+ | X[1{x>13 < 1+]X][? auch
EIX|™ < oo. v

Wichtig sind die folgenden “stochastischen Ungleichungen”.
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4.5.13 Ungleichungen
Markov-Ungleichung: Ist X € £,, fiir ein m € N, so gilt fiir jedes € < 0:

EX|™
(4.20) P(X| > ) < 20
Tschebyschoff-Ungleichung: Insbesondere fiir X € £:
X
(4.21) P(|X —EX| >¢) < V%z()

Beweis: Wiederholte Anwendung der Monotonieeigenschaften von [E:
EIX|™ > E(IX[" Lyxi>13) > " E(lyx»11) = eP(1X] > €)

setzt man in (4.20) speziell X — EX statt X ein, sowie m = 2, so erhilt man (4.21). v
Genauso wie in 3.2.6 beweist man die Cauchy-Schwarzsche-Ungleichung.

4.5.14 Satz
Fiir Zufallsvariablen X,Y € £ gilt X -Y € £; und [F(X -Y)]? < E(X)? -E(Y )% Das “="-Zeichen
gilt genau dann, wenn aX 4 bY = 0, P f.ii. fiir a, b, a® + 6% > 0
4.5.15 Bemerkungen zum £,
Im linearen Raum £, kénnen wir ein 'Fast-Skalarprodukt’ einfiithren:
Fir X,V € £5 setze < X, Y >= E(X,Y). < -,- > ist dann eine bilineare, symmetrische, positiv
semidefinite (< X, X >> 0) Form. Aus < X, X >= 0 folgt aber nur X = 0 f.ii. (und nicht X = 0).
4.5.16 Definitionen
Sind X,Y € £, dann heiflen
a) Cov(X,)Y)=FE(X —EX) - (Y —FEY)) =E(X -y) — E(X) - E(Y) die Kovarianz von X und Y.
b) X,Y unkorreliert, falls Cov(X,Y) = 0.

c) p(X,Y) = %% Korrelation (oder Korrelationskoeffizient) von X und Y, sofern o(X) -

oY) > 0.

Die Folgerungen 2. und 3. nach 3.2.6!! gelten weiterhin, sowie die Eigenschaften 3.2.7 von Var und
Covt?
Im Hinblick auf 4.5.15: X, Y unkorreliert, falls X — EX 1Y —EY (beziiglich < -, >).13

4.5.17 Beispiel

Momente der k-dimensionalen Normalverteilung!?.
#1

Ist X = (X1,..., Xk) Ni(p, X)-verteilt, pp = € R* % = (0 ;) symmetrisch, positiv definite
i

k x k-Matrix.

Behauptung: EX; = u;, Cov(X;, X;) =04 ;

UTnsbesondere: —1 < p(X,Y) = 1, |p(X,Y)| = 1 genau dann, wenn X — EX = ¢(Y — EY )P f.ii. (¢ # 0).

12Tnsbesondere: X,Y unabhingig = X,Y unkorreliert, Var(X; + ...+ Xp) = >0, Var(X,), falls X1,..., Xy
paarweise unkorreliert.

13«1 = orthogonal

Hyel. 4.2.12
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Bewels: (UA Blatt 10)

Bemerkung: Die Parameter p, ¥ der Ny (y, X)-Verteilung bilden also den Erwartungswert-Vektor
bzw. die Matrix der Kovarianzen (Cov-Matrix) des N (u, X)-verteilten Zufallsvektors X.

4.6 Charakteristische Funktion

Fiir diskrete Zufallsvariablen X mit Werten Z erwies sich die erzeugende Funktion G(s) = Es* =
> ey s*Px{k} als niitzlich, und zwar bei der Berechnung von: Momenten, Faltungen und Grenz-
verteilungen.

Eine vergleichbare Funktion hat die charakteristische Funktion in der allgememinen Wahrscheinlich-

keitstheorie, in der X einen beliebige Zufallsvariable ist. Anstelle des Erwartungswertes s* (der nicht

notwendigerweise existiert) bildet man den Erwartungswert der komplexwertigen Variablen “e?*”

4.6.1 Erinnerung: Komplexe Zahlen
Fiir eine komplexe Zahl z = a+bi, a = Re(z) € R, b = Im(z) € Rsetze man: |z| = Va? + b2 =z - Z.

Es ist z = r- €' mit r = |2|, €'Y = cosp + isin .
Es gilt |z - w| = |z] - |w].

4.6.2 Definition
Sei (£2,2,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

a) Sind z1, z2 Zufallsvariable auf (Q,2), (z; : @ — R) so bildet z = z; + iz eine komplexwertige
Zufallsgrofe auf (Q,2), (z : Q@ = C).

b) Existieren E(zy),TE(z2), so heifit die komplexe Zahl TE(z) := F(z1 ) +iE(z2 ) Erwartungswert von
z.

Hilfssatz:
a) Sind z,7 komplexe Zufallsgrofen und existieren FE(z), E(Z), so gilt:
E(z +7) =E(z) + E(Z)
Elv-z)=v -E(z), veC

b) [E(2)] <TE(]z]) < oo, (U.A. 38a)

4.6.3 Charakteristische Funktion (Definition)
Ist X eine Zufallsvariable auf (Q,2), so heifit die komplexwertige Funktion ¢x : R — C:
ox (t) = p(t) = (¢""7) = E(cos(tz)) + iE(sin (tz))

charakteristische Funktion von X.

Bemerkungen:

1. Aus €' = cos(tz)+isin(tz) folgt wegen | cos(tz)| < 1, |sin(tz)| < 1 die Existenz von [E(cos (tx))
und E(sin (tz)), also von (ef*).

2. Beispiele fiir charakteristische Funktionen:
. pxlt)=1
e wx(t) =cos(t)

_i2
[ 2

e px(t)



KAPITEL 4. ALLGEMEINE WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE 58

e ox(t) = e -1

* px(t) = 1iit

o ox(t) = 7(e" = 1), (px(0) = 1)
o px(t) =l

o ox(t) = (1= [t])1-1,1(t)

e ©(t) =sin(?)
o p(t)=1—1¢2
o p(t) =1-11(0)
ol = I

3. Wegen [ = 1 gilt | (t)] = [F(ei*")| < Bl |) = B(1) = 1, p(0) = F(1) = 1.
4. px ist gleichmaBig stetig. (ohne Beweis)

5. waxtu(t) = E(e”(aX‘H’)) = eltb (e X) = ¢ . oy (ta), a,b ER.

6. Ist X eine Zufallsvariable mit Werten in Z 4, so ist

ex(t) = (e”x) = F(cos(tz)) + iE(sin (tz)) =

k=0
(vgl. mit go(s) = E(s”) = >,y 8" - Po({k}), s € [0,1]) Also (!) lautet die charakteristische

Funktion von X:
X B(n,p)-verteilt: px(t) = (1 —p+pel’)" teR
X P(A)-verteilt: ox () = e>\e”—1’ teR

4.6.4 Beispiele

a) X exponentialverteilt mit Parameter A > 0:

A
@X(t):m, telR

b) Xsei N(0, 1)-verteilt:

ex(t) = (e”x) = F(cos(tz)) + iE(sin (tz)) =

= /_00 (cos(tx))\/z_ﬂe_édx—l—i/_oo (sin(ta:))\/;_ﬂ_e—édx
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o0 1 2
:/ t-cos(tx) e 2dr=—t-px(1)

— oo 2T
d -2 ’ 2 2
Clex() T = () T () 1T =
=e TP (t) +1-px ()] =0
(S ——
:0

— px(t)=ce73
@X(O):leZI

c) X sei N(0,1)-verteilt = px(t) =7
X =ol + pu, T N(0, 1)-verteilt.
= px (1) - €y (o) = ¢t =3
4.6.5 Eindeutigkeitssatz
Seien X, Y Zufallsvariablen. Dann gilt:

px =y <= Px =Py
Beweis: Génfiler / Stute: Wahrscheinlichkeitstheorie, S....

4.6.6 Faltungssatz
Sind X, Y unabhéngige Zufallsvariablen, so gilt: px1v = vx + ¢y

Hilfssatz: Seiein X,Y unabhingige Zufallsvariablen, f = f1 4+ f2, ¢ = g1 + g2 komplexwertige
Funktionen, so gilt, falls E(f(z)), E(g(y)) existieren:

E(f(z) -9(y)) = E(f(2)) - E(9(y))

Bewels hierzu: (UA)

Bewels: ' ' ' ' '
oy (t) = (e TH)) = (7 - ™ = (") - B(e™) = pr + 0

Beispiel: Es gilt N(uy,0%) x N(p2,03) = N(p1 + p2, 07 + 032)

Beweis: Sei X; N(uj,o?)-verteilt und Xs N (2, 02)-verteilt, mit X1, X5 unabhiingig.

it —%O‘ft2 . eitug . e—la§t2

Poi+oo (t) = Py (t) *Prs (t) =€ -e

_ pitluntna) | m Hedhod)i? 455 oy

4.6.7 Satz (Berechnung von Momenten)

Fiir die Zufallsvariable X existieren E(X™) fiir ein m € N. Dann ist die charakterisierende Funktion
v, m-mal stetig differenzierbar mit:

Pl (0) = IME(X™)

(fiir m gerade gilt auch die Umkehrung).



Kapitel 5

Grenzwertsatze

5.1 Gesetz der groflen Zahlen

Vorbemerkung: Gesetze der grofien Zahlen haben die Konvergenz von (X7 — 1) +...4 (X, —
tn)) gegen 0 zum Inhalt, wenn X1, Xo, ... eine Folge von Zufallsvariablen ist, und p; = E(X;).

Beispiel: Sind X;, Xo,... unabhingige, B(n,p)-verteilte Zufallsvariablen, so vermutet man eine

Konvergenz von 3"  X; (relative Haufigkeit’) gegen p (’Auftrittswahrscheinlichkeit’). Dabei

miissen Konvergenzbegriffe der Stochastik eingefithrt werden (In 5.1 und 5.2 werden 3 verschiedene

Konvergenzen einfiihren).

5.1.1 Definitionen

a) Wie sagen, daf} eine Folge Y1, Y5, ... von Zufallsvariablen (auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(€2, 20, P)) stochastisch gegen eine Zufallsvariable Y konvergiert, falls Ve < 0:

(5.1) P(Y, Y| >E) =0, (n— )

gilt. Man schreibt dafiir Y, Ly,

b) Wir sagen, dafl eine Folge X7, X3, ... von Zufallsvariablen (auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(2,20, P)) mit existierendem Erwartungswert p; = E(X;) das schwache Gesetz der grofien
Zahlen erfiillt, falls eine Folge

Yn:%[(Xl_ﬂ1)+~~~+(Xn_ﬂn)]n:1~2~~~

von Zufallsvariablen stochastisch gegen 0 konvergiert.
Yo 50

5.1.2 Schwaches Gesetz der grofien Zahlen (Satz)

Sind X3, X5 paarweise unkorrelierte Zufallsvariablen (auf Wahrscheinlichkeitsraum (€, 2(,P)) mit
X; € £9 und mit nl—Q St Var(X;) — 0, (n — 00), so erfiillt diese Folge X1, X»,... das schwache
Gesetz der groflen Zahlen.

Beweis: Fiir die ZufallsvariablenY,, = % S(X5, p5) gilt BY, = 0und Var(Y,) = nl—Q 2?21 Var(X;) —
0, (n — 00), Tschebyschow Ungleichung?! liefert:

B(¥, = KY,) | > o) < L)
N—— g
:0

=, (n—0o0)

lsiehe 4.5.13

60
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5.1.3 Korollar

Sind X7 und X5 unabhingige Zufallsvariablen aus £ mit gleichmafig beschrankten Varianzen (d.h.
Var(X;) < M < ocoVi=1,2,...), dann erfiillt diese Folge das schwache Gesetz der grofien Zahlen.

5.1.4 Beispiel
Ist X” = X1 +...4+ X,, B(n,p)-verteilt (X1, Xz,... unabhingig B(1, p)-verteilt), so gilt:
1

n

xt Ly
Umgangssprachlich: die relativen Haufigkeiten des Ereignisses 1’ konvergiert stochastisch gegen w.

Bemerkung: Die stochastische Konvergenz stellt einen relativ schwachen Konvergenzbegriff dar.
So braucht fiir kein w € Q gewdhnliche Konvergenz Y, (w) — Y (w), (n — o0), stattzufinden, wie das
folgende Beispiel zeigt.

5.1.5 Beispiel
Sei (9,2, P) = ([0, 1], [0, 1]N B!, Gleichverteilung). Man definiere die Folge Y, = 14,, n > 1, durch:

Ap ={w « [0,1] : es exisitiert ein m € N mit w + m « [ap—1,an]}

wobel ag = 0 und a, = 1+ % +...+ %, (w € [an—1,an]modl).
Es gilt

1. ¥, 50, denn fiir £ € (0,1) ist P(|Y, — 0| > &) = P(Y, =1) = P(A,) = £ 50
2. Die Folge Y, (w) konvergiert fiir kein w € [0, 1], wegen der Konvergenz der harmonischen Reihe.

Der Konvergenzbegriff Y, (w) = Y(w) Vw €  ist fiir die Stochastik unbrauchbar. So ist fir Y, =
%X(”), X () B(n, p)-verteilt:
Yy, (w) nicht konvergent

fiir viele w.

Wir nehmen die Sprechweise wieder auf: Eine Aussage gilt ‘P fast dberall’ oder P fast sicher’
(synonym), wenn die Menge A aller w fiir die die Aussage richtig ist, die Wahrscheinlichkeit 1 hat:
P(A) = 1.

5.1.6 Definition

a) Eine Folge Y1,Y5, ... von Zufallsvariablen (auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 2, P)) kon-
vergiert fast sicher gegen die Zufallsvariable Y, falls:
(5.2) P{w: lim YVy(w)=Y(w)} =1

n—o00
Man schreibt kiirzer: P(lim, Y, =Y) =1 bzw. Y, = Y P fast sicher.

b) Man sagt, dafl eine Folge X1, Xa,... von Zufallsvariablen auf (£2,2[,P) mit existierenden
Erwartungswerten p; = F(X;) das starke Gesetz der grofien Zahlen erfiillt, falls die Folge
Y, = %[(Xl —p) 4.+ (Xn — )], n=1,2,..., P-fis. gegen 0 konvergiert: Y,, = 0 P-fs.

Bemerkung: Aus Y, — Y P-fis. folgt Y, Ly (ohne Beweis), Beispiel 5.1.5 zeigt, dafi die
Umkehrung nicht gilt (ein vereinfachtes Beispiel dazu folgt in 5.1.8).

Das wichtigste Hilfsmittel zum Beweis eines starken Gesetzes der grofien Zahlen ist das folgende
Lemma von Borel-Cantelli, das auch sonst wichtig ist.
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5.1.7 Lemma (von Borel-Cantelli)

62

Sei (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A;, Aa, ... eine Folge von Ereignissen aus 2. Sei A*

das Ereignis, dafl unendlich viele der A’s eintreten:
A" ={weQ: we A;; fir unendlich viele { € N}

a) Gilt > ;2 P(A4;) < oo, dann ist P(A%) =0

b) Sind die Aj, Ay, ... unabhéngig und ist ) ;o P(A;) = oo, dann ist P(A*) = 1

Beweis:
a) Esist w € A* genau dann, wenn es Vn € N ein ¢ > n gibt, w € A;. D.h.:
A= U4
n=1i>n
Da A* C >, A; fiir jedes n € N ist, gilt:
()
PA") =P(| A) <D P(A) =0
1>n i>n

fiir n — oo.

b) Wir benutzen die Ungleichung 1 — z < ¢~ Vz € R, und die Unabhingigkeit der A;, A5, . ...

Es gilt fiir alle n und N > n:

=

N——

xr

K3

BV < () T 2 [0 - By < T[ "4 =

n 1=n

= exp(— ZP(AZ)) -0

fiir N — oo, wegen der Divergenz der Reihe. Also P(A;) = 0 fiir jedes n:

) =r(J N8 < BT =0

d.h. P(4%) = 1.

5.1.8 Bemerkungen zu 5.1.7

1. Teil b) rechtfertigt den populdren Ausspruch: “Ein Ereignis, das (mit positiver Wahrschein-
lichkeit) eintreten kann, tritt mit (P-) Sicherheit einmal ein (sogar beliebig oft), wenn nur

geniigend (unabhingige) Versuche durchgefiihrt werden”.

2. Mit Teil b) 148t sich ein weiteres Beispiel einer Folge V,, n > 1 angeben, die stochastisch kon-
vergiert, aber nicht fast sicher. Seien Y7, Y3, ... unabhéngige B(1, %)—Verteilte Zufallsvariablen.

Dann gilt (wie in 5.1.5) Y, i 0, denn fiir ein 0 < e < 1ist P(|Y,| > ) =P(YV, = 1)

3. Andererseits konvergiert die Folge fiir I fast alle w? nicht! Denn wegen ) P(V, =1

S a L — oo folgt

b)

P(limsupY, = 1) = mp(A*) =1

24quivalent zu fast sicher’

1
= =0,
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und wegen > mp(Y, =0) =Y (1 — 1) = oo folgt
B,

P (liminf ¥, = 0) = mp(B*) 2 1
5.1.9 Starkes Gesetz der groflen Zahlen (Satz)
Bilden Xi, X5, ... eine Folge paarweise unkorrelierter Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlich-

keitsraum (Q, 2, P), aus £2 mit beschrinkter Varianz (d.h. Var(X;) < M < oo fiir alle i), so erfiillt
die Folge das starke Gesetz der grofien Zahlen.

Beweis: Definiere Y, = 137" | X/, X! = X; — F(X;).

i) Wir zeigen zunichst, daB Y, = 25 Z:il X! — 0 P-Afs.
Gemif 3.2.7 ¢) Bienaymé ist:

1
Var(V,2) = 4ZVar S—z

so daf nach Tschebyschoft (siehe 4.5.13) fiir alle ¢ > 0 und fiir die Menge Aff) ={w : [Ya2(w)| >

£} gilt:
() 1 M

]p(Ak ) < E_QVGT(YTﬂ) < n2s2

sowie -
Z P(AL)
Borel-Cantelli-Lemma Teil a) liefert fiir A*(5) = {w : |V,,2(w)| > ¢, fiir oo viele n}:
P(A*E) =0
Es folgt:
P((J A %) <D P(AF) =0 baw. B([] A™%)
=1 k=1 k=1

denn fiir w € N, 4* & gilt [V2(w)] > £ nur fiir endlich viele n (fiir alle k) d.h. fiir [P fast

sicher (fiir alle w) gilt: Ve > 0 3 mp = mg(w, ¢), so daB:

(5.3) Vo2 (w)| < e ¥V n?>mg

ii) Fiir beliebige m € N sei n = n(m) diejenige natiirliche Zahl, fiir welche n? < m < (n +1)2.
Mit analogen Methoden wie in i) zeigt man fiir die Menge

— Y (w) = Yie(w) | > e fiir oo viele m},

n ——

N’ 2
Lerx; arri X

B*() = {w |

daB -
P B*)) =
n=1
3 Folglich gilt fiir P fast sicher: Ve > 03 mg = mo(w, ) mit

(5.4) Yim(w) = Yaz(w)| < e fiir alle m < mg

3vgl. Krengel, S.148 f.
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iii) Gleichungen (5.3) und (5.4) liefern fiir P fast sicher: ¥ ¢ > 0 3 mg = mg(w, ) mit

m ungl. m (5.3),(5.4)
V) € 2 @) € 1Y)~ Yislo)] + Y]] €2

A

>1

fiir alle m > mg. Das heifit aber Y,, — 0 P fast sicher.

Bemerkung: Entsprechend der starken Aussage bendtigt Satz 5.1.9 auch eine stérkere Vorausset-
zung, als Satz 5.1.2.

5.1.10 Beispiel

Ist X () B(n, p)-verteilt, so gilt %X(”) — p P fast sicher. Hierdurch wird die Aussage von 5.1.4
verbessert. Dieses Ergebnis bestdtigt die Brauchbarkeit unseres Wahrscheinlichkeitstheoretischen
Konzeptes. Es prazisiert die Intuition, dafl sich fiir grofle n annahert.

%(X”) beobachte relative Haufigkeit eines Ereignisses an p (axiomatisch eingefiihrte Wahrschein-
lichkeit der Ereignisse).

5.2 Zentrale Grenzwertsatze

In diesem Abschnitt Verallgemeinerung (und Beweis) des Grenzwertsatzes 3.4.2 von ’de Moivre-
Laplace’ auf Summen unabhéngiger, identisch verteilter Zufallsvariablen (anstatt nur unabhéngiger
Bernoullivariablen). Der folgende Beweis von 5.2.8 benutzt einen "Stetigkeitssatz’ fiir charakteristi-
sche Funktionen und einen dritten Konvergenzbegriff ("Verteilungskonvergenz’).

5.2.1 Definition

Seien X1, X2,... Zufallsvariablen aus £,. Man sagt, dafl diese Folge den zentralen Grenzwertsatz
erfiillt, falls fiir die Standardisierten der Partialsummen S, = X1 + ...+ X, mit

n E n ..
(5.5) Sro= 57(5) (=standardisieren)

Var(Sy)

gilt:
lim Pla< S, <b) = ¢(b) —¢(a) Va<b;, abeR

n—od

Dabei ist ¢(z), * € R, die Verteilungfunktion der N (0, 1)-Verteilung®. Es reicht, lim, ., P(S} <
z) = ¢(x) Vo € R zu zeigen.

Bemerkungen:

1. Die Giiltigkeit des zentralen Grenzwertsatzes ercffnet die Moglichkeit, unter Umsténden nicht
(oder nur schwer) berechenbare Wahrscheinlichkeiten P(a < S* < &) durch die Werte der
N(0,1)-Verteilung zu approximieren.

2. Sind X3, Xa,... unabhingig, mit identischen Erwartungswerten p = E(X;) und identischen
Varianzen o? = Var(X;), so wird aus (5.5):

s Snmnp 1~ (Ximp o Xa—p
(5.6) On = Vno _\/ﬁ;< o )_\/ﬁ o

X} standardis.

— 1
#Xm:g;n)(i

4vgl. 3.4
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3. Um einen zentralen Grenzwertsatz zu beweisen, miissen wir zeigen:
(5.7) Frz) > ¢(x), Ve ER, n >

wenn Fy¥(z) die Verteilungfunktion von S} () ist.
Diese Aussage (5.7) stellt einen dritten Konvergenzbegriff dar (Verteilungskonvergenz).

Allgemein wird folgendes definiert.

5.2.2 Verteilungskonvergenz (Definition)

Eine Folge Yy, n > 1 von Zufallsvariablen heifit Verteilungskonvergent gegen die Zufallsvariable Yy,
falls bei n — oo:

(5.8) Fo(x) = Fo(z) ¥V € C(Fy)

dabei bezeichnet F, und Fy die Verteilungsfunktion von Y,, unf Yy und €(Fy) C R die Menge alles
Stetigkeitsstellen von Fy. Man schreibt fiir (5.8) kurz:

Y, 5 Y
[oder auch Y, N Y], wobei *®’ hier ’Distribution’ bedeutet.

Bemerkungen:

1. Der Begriff der Verteilungskonvergenz verlangt nicht, daf§ alle Y,,, Yy auf demselben Wahr-
scheinlichkeitsraum definiert sind.

2. Fiir stetige Verteilungsfunktionen Fy, wie 2.B. ¢ ist €(Fp) = R (vgl. (5.7). Die Forderung:
(5.9) Fo(z) > Fo(x) V €R

erweist sich als zu restriktiv. So gilt im folgenden Beispiel (5.8), jedoch nicht (5.9):
Yy, Y, seien “entartete” Zufallsvariablen mit P(Y), = l) =1,P(Yy—0)=1. Fiir

Fa(w) = 111 oo

Fo(2) = 1jp,00)@

gilt:
C(Fp) =R\ {0} und

lian(x):{ : izg }:Fo(x)

Bei ¢ = 0 gilt: 0 = lim,, F,,(x) # Fu(0) =1

3. Der néchste Satz zeigt, daBl aus stochastischer Konvergenz die Verteilungskonvergenz folgt.
Zusammen mit 5.1.6: Y,, — Y P fast sicher =— Y}, E) Yo > Y, 2) Yo

5.2.3 Satz

Sind Y, n > 1, und Yy Zufallsvariablen (auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 2(,P)), mit Y}, RN Yo,
so gilt Y, 3) Yo.
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Beweis: Sei z € R und ¢ > 0 beliebig. Dann folgt au der Alternative “Yy — Y,,Ye” die Inklusion:
{w:Vo(w) <z} C{w:Yolw)<z+eln{w: Yo(w) —Yo(w) >}

und damit
P(Y,<2)<PYo<ae+e)+PYo-Y, >¢)

Wegen Y, — Yy konvergiert der zweite Summand gegen 0, so daf3

lim supP(V,, < 2) <PYo <z +¢) = Fo(z+¢)

n—od

Analog: lim, o iInf P(Y,, < ) > Fy(z — €).
Ist also & € €(Fy), so folgt mit F, (z) = P(V, < z):

limsup Fy(z) < Fy(z) < liminf Fy, (x) , d.i.

lim F, (x) = Fo(x)
Die Umkehrung ist nicht richtig!

5.2.4 Beispiele

Sei Yo B(1, %)—Verteilt und Y, = 1 = Y5 fiir alle n > 1. Dann ist jedes Y, wieder B(1, %)—Verteilt und

damit Y, 2, Yy (sogar Y, 2 Yo).
Y, n > 1 konvergiert aber nicht stochastisch gegen Yy, denn fiir € € (0, 1) ist

PV — Yol >e) "E T P(I- 1Y >e)=1 Vn>1

In 3.3.5 haben wir einen Stetigkeitssatz fiir diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen kennengelernt.
Es ist der Limes einer Folge von Wahrscheinlichkeitsfunktionen, d.h.

(5.10) an = lim p" k=0,1,...

n—od
genau dann, wenn der Limes der Folge der zugehorenden erzeugenden Funktion existiert. Zuné&chst
stellen wir fest, dafl die Aussage (5.10) eine Verteilungskonvergenz bedeutet.

5.2.5 Lemma von Schiffé

Sind Y, n > 1, und Yy Z -wertige Zufallsvariablen und setzt man pén) =P, = k), k € Zy,
n=1,2 ... sogilt péo) = lim,, pén) genau dann, wenn

P(Yoe) = h_}m P(Y, € )
in allen A € Z 5.

Bemerkung: Setzt man A = (—o0, 2], so hat man Y, N Yo, n — oo.
In der allgemeinen Wahrscheinlichkeitstheorie wird der Stetigkeitssatz mit Hilfe der charakteristi-
schen Funktionen ¢(n) = E(e!¥*) ¢ € R formuliert®.

5.2.6 Stetigkeitssatz

Seien Yy, n > 1, eine Folge von Zufallsvariablen und ¢,, die Folge der zugehdrenden charakteristischen
Funktionen.

Y, ist verteilungskonvergent gegen eine Zufallsvariable Y; genau dann, wenn ¢,, gegen eine Funktion
¢o konvergiert, die an der Stelle 0 stetig ist. g ist dann charakteristische Funktion von Yy: ¢(0) =
E(eitYo) t € R

5Beweis siehe Schmitz '96, $.228
6vgl. 4.6.3
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Beweis: Siehe Schmitz '96, 5.244

Kurzfassung: Y, NG VADEEN () = wo(t), ¥t € R. Die Stetigkeit von ¢y bei 0 garantiert erst,
daB oy wieder charakteristische Funktion eine Zufallsvariablen ist”.
Im folgenden Beispiel ist das nicht der Fall.

5.2.7 Beispiel
Y, sei gleichverteilt auf (—n,n). Dann gilt:

sin(nt t 0
@"(t):{ T tiO}

und 4
. 0 t#£0
hmgpn(t)_{ 1 t=0 }
mit bei 0 unstetigen Grenzfunktionen. Fiir die Verteilungfunktion F,, (#) von Yy gilt:

0 r < —n

1
lim Py, (x) = lim % z€(—n,n) » =<
n—00 1 r>n

was keine Verteilungsfunktion darstellt. Es gibt kein Yy mit Y, 2) Yo.
Statt Y, 2 Yo, Yo N(0, 1)-verteilt, schreibt man auch ’gemischt’:

v, 3 N(0,1)

Nun zeigen wir, daff die standardisierten Partialsummen S; (nehmen jetzt die Rolle von Y, ein)
verteilungskonvergent gegen die N (0, 1)-Verteilung sind.

5.2.8 Zentraler Grenzwertsatz von Lindberg-Lexy (Satz)

Gegeben sei eine Folge X1, X»,... von unabhiingigen, indentisch verteilten® Zufallsvariablen aus £-
(p = E(X), 02 = Var(X;) > 0). Dann gilt fiir die Folge

o _ (X14 ...+ Xn)np
" Vno

der standardisierten Partialsummen von X,, n > 1, die Verteilungskonvergenz

5= BN0,1) (n— )

Bewels:

i) Ist ¢(¢) die charakteristische Funktion von X; — p (fiir alle ¢ dieselbe), so lautet die charakte-
ristische Funktion:

"siche 4.6.3, 5.
8strenge Bedingung
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i) Taylorentwicklung von ¢(t) an der Stelle ¢t = 0:
1
p(1) = 1+¢'(0) -1+ 5¢"(0) 47+ 12(1)
mit%—)Obeit—)oo.
Nach 4.6.7 ist
P(0) = i E(X; — ) =0

(1) @(0) = ~E(X; - p)? = —”,
so daf3

iii) Das ¢} aus Teil i) lautet mit Formel (*):

0 =- i e = 0= St ey
Pnit) = 20 T N 2a 2n ¢
mit ( , )
7 L
a(t):i#—)O fiirt - o

2n

Es folgt mit einem e-Argument wie in 3.3.6:
eEt) 2T eT VieR

Nach 4.6.4 ist die charakteristische Funktion der N (0, 1)-Verteilung, so dafi der Stetigkeitssatz
5.2.6 zusammen mit dem Eindeutigkeitssatz 4.6.5 die Behauptung liefern.

Bemerkungen:

1. Im Spezialfall unabhingiger, N (p, o?)-verteilter X; ist gemaB Beispiel 4.6.6 jeder S% N(0,1)-
verteilt, so daB hier sogar Gleichheit Fg, = ¢ fiir jedes n gilt.

2. Im zentralen Grenzwertsatz kann die unabhéngig-Voraussetzung nicht ersatzlos gestrichen wer-
den. Als Gegenbeispiel wihle man identische X; = Xo = .. ..

3. Anwendungsbeispiel: Gewinnung von N (0, 1)-verteilten Zufallsvariablen aus U[0, 1]-verteilten
Zufallsvariablen.

Sind X1, X5,... unabhéngig und [0, 1] gleichverteilt, so ist wegen p = 3, ¢ = & (vgl. 4.5.11,
1.):
Sn— 5
Vs
approximiert N (0, 1)-verteilt (S, = X1 + ...+ X,).
Fiir n = 48 ist % angenghert N (0, 1)-verteilt.




