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Kapitel I
Abzählung, Rekursionen, erzeugende Funktionen

§1 Elementare Zahlprinzipien

    Es sei M eine endliche Menge
   M  \ Anzahl der Elemente von M

   ∈= nA !  ⇔  Es gibt eine Bijektion  n} , ... 2, 1,{A  : →α
   } {    0 =⇔= AA

Lemma 1:  a) .  :Bijektion  einegibt  Es    BABA →⇔= α

                   b) BABA +=
•

  || �

                        BA
•
� \ disjunkte Vereinigung mit }. {=∩ BA

                   c) BABA ⋅=×
                        BA× \ }  ,|),{( BbAaba ∈∈

Folgerung:  ),( == ABBAAbb Menge aller Abbildungen von BA →

                     AA BB =

Beweis: { }naaaAnA  , ... , ,                    21==

              mB =

              ( ) c).nach Bijektion  eineist   )( , ... ),( ),(  :... 21 n
A afafaffBBBB u×××→

                                 n-mal
              nA BBBBB =×××= ...

Definition: AAf →  :  heißt Permutation von A , wenn f  bijektiv ist

                   
{ } { }{ }
{ } n Grad  vomGruppe hesymmetrischeißt   , ... ,2 ,1      

bijektiv |, ... ,2 ,1, ... ,2 ,1 :
nSym

nnSn

=
→= σσ

Lemma 2: nnSn ⋅⋅⋅== ...21!

                   (Anzahl der Möglichkeiten eine n-Menge A  mit nA =  anzuordnen)

Satz 1: Die Anzahl der Teilmengen einer n-Menge ist n2 .

            
{ } A. von ePotenzmeng die  |)(ist  dabei

,2)(  
ABBAP

APnA n

⊆=
=⇒=

Beispiel: { } { }{}},2{},1{},2 ,1{)(  ;2 ,1 == APA
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Beweis:  { } BB  :1 ,0)( χ�
AAP →

                Hierin heißt Bχ  die charakteristische Funktion von B ,

                definiert durch: =)x(Bχ   
sonst  0
für x  1

 
B∈

                                         B \{ }1)x(|x =∈ BA χ
                                          { } AAAP 21 ,0)( ==

       

Definition: A von Teilmengen-kaller  Menge )( =
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=     , falls nA = .

Beweis: { } ik bkbbB   ;B  ; , ... ,1 == ? ifür  jb ? Abj i ∈mit  

                                            { } )1(...)1( jifür  mit  |) , ... ,( 1 +−⋅⋅−⋅=≠≠∈ knnnbbAbbb jiik

                                            Es gibt !k  Anordnungen von { }kbb  , ... ,1 .

2. Beweis von Satz 1: nA =
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Satz 2:  i) Pascalsches Dreieck
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             ii) Vandermondsche Identität

                   








−
⋅








=







 +
∑

= lk
m

l
n

k
mn k

l 0

Beweis: zu i)  nn =≥ A  und  1
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3

                         { } { } M
k

bA
XbkXAXXbAX

k
A ••









=∈=⊆∉⊆=








  

}{\
 ,  |  | UU

                                                                                   M

                         Bijektion. eine jeweilsist   \  und  
1
}{\

{b}XX
k

bA
M →









−
→

                          








−
−

+






 −
=









1
11

  
k
n

k
n

k
A

            zu ii)    nmCBAnmA ===+=
•

C           B                    �

                       

{ }

∑
=

=









=








=







 +








•=








==∩=⊆=








k

l l

l

k

l

l

k
A

k
A

k
nm

k
A

llkXAX
k
A

0

0

   

   
k
A

k ..., 1, 0,     BX , |

U

                                                        








−
⋅









lk
n

l
m

                                                                               

Lemma 4:  a)  [Doppeltes Abzählen]
                         Ist NMR ×⊆ , so ist { }∑

∈

∈∈=
Ma

RbaNbR  ) ,(|  

      { }∑
∈

∈∈=
Nb

RbaMa  ) ,(|  

                         Visualisierung der doppelten Abzählung:

                           N                                         - Entweder wählt man für
                                                                          jeden Summanden  eine
                                                                          Abszisse und  zählt  die

   zugehörigen  Ordinaten
                                                                          oder umgekehrt.

                                                          M

                   b)  [Schubfachprinzip]
                         Ist NMf → : und NM > , so ist f nicht injektiv.

                         d.h.: { } 1 )(|  )(  :
1

>=∈=∈∃
−

bafMabfNb
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c) [Inklusion-Exklusionsprinzip]
      MAA n ⊆ , ... ,1

       ∑∑∑
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Beweis: zu c)  MA ⊆

                        { } �  x:1,0 : →MAχ   
sonst  0
für x  1 A∈
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             Daraus folgt die Beh. durch Summation über M .
             Ist i) nAA ∪∪∉ ...x 1 , so ist die Linke Seite von *  = 0.
                                                                Rechte Seite von *  = 0.

                                   ii) nAA ∪∪∈ ...x 1 , so ist die Linke Seite von *  = 1.
                                 n1 A , ... ,A Teilmengen 1)k(genau in  liegex ≥
                                 kjj jjAA

k
<<∩∩∈ ...für   ...x 11

                                 Dann ist { } { }kjAA jjii
jii

, ... , , ... , 1)x( 11...1
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§2 Partition

Definition: Eine Partition P  von einer Menge M ist eine Zerlegung von M in eine
Vereinigung von disjunkten nichtleeren Teilmengen (“Blöcke“ genannt).

genauer: � P  \{ }kAA  , ... ,1  heißt Partition ⇔ 1.) kAAM
••

= ��...1

                                                                        2.) k ..., 1,ifür   } { =≠iA
               � )(MPartk \{ }kMPP =P ,von Partition ist  |  heißt eine k-Partition

               � knS , \ nMPartk =M falls  )(  und beschreibt die Stirling Zahlen 2. Art
                 mit 0, ≥kn , wobei 10,0 =S  ist.

Beispiel:    1nfür   1      ; 1nfür    0 1 0 ,      S S n,n ≥=≥=
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Satz 1: Es gilt für nk ≤≤1 : knnkn SkSS  ,11-k ,1 , −− ⋅+=

             Stirling Dreieck 2.Art  knS  ,

  n\k 0 1 2 3 4 5
0 1

1 0 1

2 0 1 1

3 0 1 3 1
        2⋅

4 0 1 7 6 1

5 0 1 5 25 10 1


