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Kapitel 1

Abzihlungen, Rekursionen,
erzeugende Funktionen

1.1 Elementare Zihlprinzipien

Sei M eine endliche Menge

| M |=Anzahl der Elemente von M
|[Al=neN=1{1,2,3,...}

&< es gibt eine Bijektion o : A — {1,...,n}
[Al=0&A4=10

1.1.1 Lemma 1:

a) |A| = |B| ©Es gibt eine Bijektion o : A — B

b) |[AUB| = |A| + |B|
AUB disjunkte Vereinigung, d.h. es gilt AN B =0

c) |[Ax B|=|A]-|B]|
A x B={(a,b)la € A,be B}

1.1.2 Folgerung:

Abb.(A, B) = B4 =Menge aller Abbildungen von A nach B
|B4| = B

Beweis:|A| =n

|Bl|=m,A={ai1,...,an}B* = BxBx---xB

fr(f(a1), f(a2), f(ay)) ist eine Bijektion.
|BA = |B x B X+ %X B|[omma 1c|BI"
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1.1.3 Definition:

f: A — A heisst Permutation von A, wenn f bijektiv.
Sp={c:{1,...,n} — {1,...,n}|o bijektiv}
Heisst auch Symmetrische Gruppe von Grad n.

1.1.4 Lemma 2:

|Spl=nl=1-2---n
(=Anzahl der Moglichkeiten, eine n-Menge A anzuordnen). Siehe LAIL

1.1.5 Satz 1:

Die Anzahl der Teilmengen einer n-Menge A ist 2".

Al =n=|P(A)|=2"

dabei ist |P(A) = {B|B C A}Potenzmenge von A.

P(A) = {{1,2},{1},{2},0}. Beispiel: A = {1,2}.

Beweis: P(A) — {0,1}4

1 firzre B

B — x; characteristische Funktion von B, definiert durch xp(x) = { 0 sonst

ist Bijektion.
B = {z € Alxp(z) = 1}|P(4)| = [[{0, 1} = 2.

1.1.6 Definition:
Pi(A) = (’2) =Menge aller k-Teilmengen von A. = {B C A||B| = k}
Bem: P(A) = U;_,Pi(A)

Al =n
Also nach Lemma 1 ist [P(A)| = > 5_, |Px(A)]

1.1.7 Lemma 3

Pe(A) = | (1)1 = (3) = 2=k falig 4] = .
Beweis: B = {bl, . ,bk}, |b| =k,b; 75 bjfﬁri 75 7,b; € A
H(b1,...,bp)|b;i € A b; # bjfuri # j} =n(n—1)---(n —k+1).
Es gibt k! Anordnungen von {b1, ..., by}.

2.Beweis von Satz 1(Binomialsatz): |A| = n

PO = S (1) = Sio (1) 15177 = (1 1),

1.1.8 Satz 2:

a) Pascaldreieck
W=+ () k=10 =k
. Beweis: n > 1,|A| = n, (Z) =Anzahl der k-Teilmengen von A.

be A
(g) — (X CApgX}U{X CA|X|=Fkbe X}

M
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= AYOMM - (A )X - X\{b} sind bijektiv.
A n—1 n—1
|<k)‘:( k )+<k71>
b) Vandermondsche Identitét:
n+m k n m
( Z ) =310 (1) (kfl)'
Beweis:|A| = m +n,|B| =m,|C| =n,A = BUC
[(#), =X cAIX| =k |anB| =1}
[=0,1,... .k

() = Ul (1),
) =1 ()1 =Skl () |

l
———

(7))

1.1.9 Lemma 4 :

a) Doppeltes Abzihlen
Ist RC M x N,soist |[R| =) |{b€ N|(a,b) € R}|,ae M
= pen {a € M|(a,b) € R}

b) Schubfachprinzip [M| > |N|
Ist f : M — N, so ist f nicht injektiv, d.h. 3b € N|f~1(b) = |{a €
M, f(a) = b > v

¢) Inklusion-Exklusionsprinzip 4y,...A4, C M
|U?:1 AZ| = Z?:l ‘A’L‘ - Zi1<i2 ’Azl N AQ‘ + Z ‘Azl N Ai2 N AZ3‘ =
]%:?:1‘(_1)]'_1 Dir<.ciy<n A N N Ay,
eweis:
ACM
xa:m —{0,1}
1 wennz € A

€T 0 sonst |A| = erM xA(2) (*)x4;0-Ua, () = Z?:l Zl§i1<...<i]-§n X A1U--Uay, (T)
Daraus folgt die Beh. durch Summation {iber M
ZzeM :
.. LS(x)=0
(a) Ist x € AjU...UA, soist R.S(%) =0

(b) z€ Ay U...UApso istL.S(x) =1
x liege in genau k(> 1) Teilmengen Ay, ..., Ay,
reA; N NA; 1 <...<Jk
dann ist x4,u-va, () =1 S {i1,...,15} S {j1,...,Jk}

RS(x) = S (-1 (B) =1 - zk:(—l)j <k) —1.

j=0 J

(1-1)k
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1.2 Partitionen

1.2.1 Definition:

Eine Partition P von M (Menge) ist eine Zerlegung von M in eine Vereini-
gung von disjunkten, nichtleeren Teilmengen(Blocke genannt), genauer P =
{Aq,..., Ag} Partition von M, wenn M = AjU...UA; und A; # 0 fiir i =
1,...,k

Partg (M) := {P|P ist Partition vom M |P| = k}

Sp.k = |Partg (M)l|falls |[M| =n

Stirling Zahlen 2.Art n,k >0

S(),o =1

Beispiele:

Sno0=0,n>1S,1=1,n> 18y, =15, -1 = (})

1.2.2 Satz 1:

Es gilt fir 1 <k < ’I?,Smk = Sn717k71 + k- Snfl,k

Beweis: a € M, |[M|=n>1
PartyM = X1 W X5, wobei
X1 ={P € PartyM|{a} EP}
Xy ={P € PartyM|{a} € P}
Xy = {P = {{a}, By,..., Bk—l}‘{B:h R Bk—l} S Partk_lM\{a}}
| Xo| = Sp-1k-1
Ist P € X; dann erhélt man durch l6schen von a eine Partition {Bi,..., B}
von M\{a}
Umgekehrt erhalten wir zu jedem {Bji,...By} € PartpM\{a} genau k ver-
schiedene Partitionen aus X7, ndmlich {{a}UBy, Ba, ... B}, ..., {B1, B, ... ByU
{a}}
1 X1 =k - Sn-1k-

Bemerkung:

1. { Partitionen von M } « { Aquivalenzrelationen auf M }

2. Ist f: M — N eine surjektive Abb f~1(b) = {a € M|f(a) =b} # 0,b
M

M =Upey £ (b)
Pf = {fﬁla))‘b S N} S Pa'rt|N‘M

1.2.3 Satz 2:
Ist |M|=m,|N|=n

1. |Abb(M,N) = |[NM| = pm
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2. | Inj(M,N) |=n"=n(n—1)---(n—m+ 1) nnach m fallend
————
Injektive Abb.

3. | Surj(M,N) |=nlSnn
—_————
Surjektive Abb.

Beweis:
1. siehe 1

2. M ={ai,...,an} Jede Abb. f: M — N ist gegeben durch f(a;) =
by € N...f(am) =by €N
f injektiv < b; # bj fir ¢ #£j
fir b; gibt es n Moglichkeiten b; € N
fiir bo gibt es n-1 Moglichkeiten by € N\{b1}

fiir b, gibt es n-m+1 Moglichkeiten b, € N\{b1,...bp-1}

3. f: M — N surjektiv
P_{f7L(b)}b € N} € Part,M = {A;,... A}
P =P, g=o0of mit o€ Sym N
|Surj(M,N)| = Sy - n!

1.2.4 Satz 3:
n™=>37_nkS,rmneN
Beweis:
Abb(Mv N) = UAQN SUT](M, A)
f kann man auffasen als surj. Abb. f: M — Bild(f) = {f(a) € Nljae M} C N

n™ = |Abb(M,N)| = 3 sc y |surj(M, A)]
= 2rm0 2oag( ) [Suri(M, A)f = 3oh_o K- S

_\"n nk
= k:OHSm,k

1.3 Permutationen

Sy = Sym(n) ={c:{1,...,n} — {1,...,n}|o bijektiv}
|Sn| = n!
jedes o € S, kann durch eine Wertetabelle angegeben werden:

(123456789
437209163875

1.3.1 Bemerkung:

(Sp,-) ist eine Gruppe. 1009 : {1,...,n} = {1,...,n}, x — o1(oz(z))
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1.3.2 Definition:

Ein k-Zyklus (i1,...,ix) = 0 € Sp,{i1,..., ik} € {1,...,n} ist eine Permutati-
on mit

o(i1) = ig0(i2) =iz 0(ik—1) = ixo(ix) =0

und o(i) =3 fiir i £{i1,..., ik}

1.3.3 Beispiel:

o wie oben

c=(142376)0(59)0(8)

1.3.4 Bemerkung:

Jedes o € 5, lésst sich als Produkt von Zyklen schreiben.

Beispiel: S5 = {(1)(2)(3), (1)(2 3),(2), (1 3),(3)(1 2),(123),(1 3 2)}
1.3.5 Definition:

Die Stirlingzahlen s, j, 1.Art geben die Anzahl der Permutationen von {1,...,n}
an, die genau k (disjunkte) Zyklen haben.

1.3.6 Definition:
Ein (r) Zyklus ¢ = (41,...,4,) ist eine Permutation ¢ € S,, mit Ziffernmenge
Peri(n) ={oc € Splo =(1o...0¢ mit Z(G1)W...wZ () ={1,...,n} =n}.
1.3.7 Bemerkung:

a) (zlzr) = (ig...’ir il) = (ir il...ir_l)

b) (1,¢ disjunkt, d.h. Z(G)NZ(GL)=0= (10l =Co(.
2.B. (12)0(34)=(34)0(12)
(12)(23) 7 (23)(12)
S—_——
(123) (132)

1.3.8 Definition:

Spk = |Permg(n)| n,k >1
807021807]6:0, k>0
Stirling-Zahlen 1. Art.

1.3.9 Lemma 1:

a) spr=0 fir k>n

b) spn =1 fir n € NoPerm,n={(1)o(2)o---0(n)=1id}
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c) spa1=(n—1)!
Permi(n) = {(n i2...10,)| {i2,. ., 1n}| =n—1}
[[=(n—1)!

1.3.10 Satz 1

fir n,k e N gilt spp=sp_14-1+ = 1)sp_14

Beweis:

X = Permg(n) = X W Xo

X, ={0 € X|o(n) =n} ={o = m)olio...0¢_1|/¢1o...0C_1 €
Permy_1(n —1)}

| X1] = sp—1,6—1

Xo ={o € X|o(n) #n}

Jedes o € X5 liefert durch Streichen von n eine Permutation

T (i) (G t1 ey ry) 0 (b 1 Tn—1)

k Zyklen der Lange ri,rs,...,rr€Permy(n—1)
Umgekehrt liefert jedes solches 7 € Permy(n — 1) genau n-1 Elemente aus Xy
indem wir
vor i1,%2,1,—1 1 einfiigen:
(ndy o ie) (g1 - - Bryry) o Qg 41 Tn1)
(it 78 i1 mtrs) -+ Oy g1 inct) o [ Xa] = (0 = 1) [Permy(n=1)] = (n— 1)s,_1

1.4 Formale Potenzreihen(erzeugende Funktionen)

Bei der Komplexitéitsanalyse von Algorhytmen entstehen oft Rekursionsglei-
chungen, z.B. a, = ap_1 + ap_o

Um solche Rekursionen explizit zu 16sen, brauchen wir erzeugende Funktionen.
(an)nGNo = (a07 ai, az, .. )

Yoo anx™ formaler Ausdruck, x unbestimmte

1.4.1 Definition:
Sei K ein Korper, z.B. K = Q,R,C,Fq

K[z]] == {3, panz"|an € K} und Y772 an2" = (an)neNo®" = (a5)jeN,
mit 4 — 1 firj=n
%= 0 sonst

. a; firj>n
2 nem ant" = (bj)jeN, mit bj = { 0 sonst

0 wenn j # kn
a, wenn j=kn

S akzt™ = (bj)jen, mit bj = {

1.4.2 Satz 1:
Definiert man

LY ganaz™ + > 00 bpx™ =3 > ((ay) + by)z"
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2. fir ae Ka-Y 2 janx™ =% " (a-a,)z"
So wird K][z]] ein K-Vektorraum.
Beweis: Siehe LAT :-).
1.4.3 Satz 2:

Definert man, (zusétzlich zu +, siehe Satz 1)

(>0 aiﬂfi)'(Z}ﬁo aja’) =30, (Zm:k az‘bj) b =300 (Zf:o aibkfz‘) a*

soist (K[[z]],+,-) ein kommutatiover Ring mit Eins, d.h.

(Al) (A+B)+C=A+(B+CO)x
(A2) A+ B =B+ Ax
(A3) Esgibt 0= (0-2 mit 0+ A= AVA € K[[]]
(Ad) zu A€ K|z]]3 —A€ K[[z]] mit A+—-A=0
(M) (A-B)-C=A-(B-C)x
(Komm) A-B=B-Ax
(Eins) Esgilt 1€ K[[z]] mit 1-A=AVA e K|[z]]

(D) Esgilt A-(B+C)=A-B+A-Cx
x: VA, B,C € K[[z]]
Einselement ist 1-2° =1

1.4.4 Lemma 1:

P " = T "

In der Folgesprache bedeutet dies 2™ - (ag,a1,...) = (0,0,0,...,0,a1,aq9,...)
Multiplikation mit z™ bewirkt Verschieben der Folge (an)ne, um m Stellen
nach rechts.

1.4.5 Folgerung:

1.4.6 Beispiel:

(1—cx) >, cal fir c€e K
=32 diat —cx Y 0 dat
_Zézo i zc>:<>l_0z'—1 i
= Zz'zoc,x, - ¢ Zi:;‘? z
— Z;‘io szz _ Z;.il szz

=20 + 3% ot =32 cdat =1

1.4.7 Bem. und Definition:

Ist in einem komm Ring mit eins A-B =1 so ist B durch A eindeutig bestimmt
und wird mit B = A1 = % bezeichnet.

[also A= B"1= % Jund A (und auch B) heisst invertierbar.

Beweis: Ist A-B=1und A-C =1,s0folgt C =C-1=C(A-B) =
A-C)-B=B

R

Beispiele: In Z sind nur 1 und -1 invertierbar.
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1.4.8 Folgerung:

In K[[z]] ist Y 5o c'a’ fiir ¢ € K invertierbar und

0 gt 1
Zi:ocx — 1—czx

[Ist - eine Formale Potenzreihe?

Gegenfrage: ist 0—15 €Z7]

1.4.9 Beispiel:

Code mit variabler Wortlénge (Komprimieren von Daten)

Bu = {a,b,c}

Zi=1{0,1}

Wy, = {Folgen aus 0 < i < k Buchstaben gefolgt von k —1i Ziffern }Co, =
UZ:Q Wi

z.B.aal|bc0001|acl|

Ck
Beh: k= 3k+1 2k+1

¢ Y he Ockxk = (12032 (332 2ad)
1 1
Folg 11= 3m 1—2z — (1—3x)(1—2x)

Ansatz:

—_a 4 B _ o(l-2x)+5(1-3x)
1-3x) (1—2x) (1-3z)(1—2x)

a(l =2z)+p(1—-3z)=1

B8=-2,a=3

_ "0 k_ 3 2
=) 0 kT = [T=32) ~ (1-22)

c=Y ekt =3- Zl 03zt — 2.5 20t
_Zz 0(32+1 2@+1)

Cq

1.4.10 Satz 3:

Genau dann ist A = me W ana™ € K[[z]] invertierbar, wenn ag # 0 ist.
Beweis: A ist invertierbar< 3 B =Y bz’ mit A-B =1
2 k=0 <Zz 0 @ik~ ) o =16 Y aiby-; = { (1) fusrfn; ’
= aobg =1 k=0
arbg+aghy =0 k=1
asbg + a1by +apbs =0 k=2

Ist B invertierbar, so muss ag # 0 sein sonst ist die Gleichung fiir k£ = 0 nicht
erfiillbar.
Umgekehrt ist ag # 0, so definiere by = ay e K und b, = % (—aibp—1 —
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- —apby) rekursiv.

K([z]] = {372 anz™|a, € K} Formale Potenzreihen
Klz] = {372 yanz"|ay, € K und a, # 0 nur fiir endl.viele n }
= {Z;:o anz™|a, € K,r € No} Polynomring

e zu KJz| gibt es einen Einsetzungshomomorphismus, ist A € K|[[z]], so
kann man in A im Allgemeinen nichts einsetzen.

e In K|[z] sind nur die Polynome vom Grad=0 invertierbar.

1.4.11 Satz 3:

A=3%"" ja,a™ € K|[[z]] ist invertierbar genau dann, wenn ag # 0 ist.
n

(Xnzoana™) - (3onob—mna”) =327, (Z aibn—l’)
i=0

=1=129<46, 0z

Dann ist (b, b1, b2,...) Losung des folgendes Gleichungssystems:

apxo
arxg+apgr; = 0
axo +a1z1 +apre = 0
Losbar < ag # 0
1.4.12 Beispiel:
aqp=1lar=-ceKay=a3=...=0
A = 1—cx
rog = 1
—cxog+x1 = 1
—cx1+x0 = 0
ry = C
_ _ 2
Trg = CIr1 =0~¢C

T, = C
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1jcx = ZSLOZO cra”
geometrische Reihe
(20 ™)t = (1 — cx)

1.4.13 Beispiel:

n=0 n=0 \i=0
(o9}
= Z(n + 1) - a"
n=0

1.4.14 Folgerung:

1 o0
Aoy = L+
n=0
1 . /n+m—1
1l iner ————— = § o
agemelner (1—cx)m n:0< m—l >C."L‘

1.4.15 Definition:
Die Abbildung

D:K[[z]] — K[]]

x oo
E anz” — Z(n + Dapy12"
n=0 n=0

heisst formale Ableitung

1.4.16 Lemma 1:

D : K[z]] — K][[z]] ist k-linear und es gilt:

a) D(z") = na" !

b) D(A) = A-D(B) + B - D(A)
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1.4.17 Folgerung:

Ist A € K[[z]] invertierbar, so ist D(A™!) = — E
Beweis:

A-A7Y =1 D(1)=0
0=D(A-A' = A.-D(A™Y) 4+ D(A)- A~ nach Lemma 1.b
—D(A)-A™' = DA A
1.4.18 Beispiel:

A = 1-cx € K[z]]

Afl — Z ™

(1—cx)?

neuer Beweis der Folgerung

1.5 Lo6sen von Rekursionsgleichungen

1.5.1 Beispiel:
Die Fibonacci-Zahlen Fj, sind (fiir n €g) so definert:
Fp=0 =1
(*) Fp=F, 1+ F, 2 Vn > 2
z.B F2:1F3:2F4:3F5:5
Sei

[o.¢]
F = Fz)=)» Fa"
n=0

o0
= Fox’ + Fiz + Z F,z" benutze (*)

n=2

00
= Fo.ilfo + Fix + Z(Fn—l + F,_ox™

n=2
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[ee] o0
= Fyz' + fiz + Z Fo_12™ + Z F_ox™

n=2 n=2

o0 o0
= Fox0+F1x+a:-Zan”+x2-ZFna:"
n=1 n=0
—_———
F
= Foxo —|—F1x+:nF+3:2F—wF0:UO
F = z+zF+2°F
Fl-z—-ab)=x
_r
1—a— 22

suche «a,0 € K und a,b € K so dass

x _ _a b
l—z—22 = l—az + 1-Bz

1.5.2 Satz 1: Partialbruchzerlegung
K seie ein Kérper
g = (1—aqzx)™ ----- (1 —apx)™ € Klz] o # 0Vi

f € K[z]Grad f < Grad g
Dann gibt es f; € K[z] Grad f; <m;

¢l = v eI
i g (1 —ax) Mt (1-— arm)mr
fi o Agq A, ami
(1 —agz)™ 1 —oux) * (1 — a;x)? L (1 — ax)m

1.5.3 Bemerkung:

Ist g wie in Satz 1, so sind die a;l Nullstellen von g.

1.5.4 Definition:

n n
Ist g = Z a;x'mit a, # 0,s0 sei gR = Z Ap—iT"
i=0 =0

das reflektierte Polynom

Beispiel: 1 + 2z + 322 g =22 +22 43

1.5.5 Lemma 1:

es gilt g(a) =0 mit a#0< gfla™) =0
Beweis: Sei o # 0 in K

0=ygla) = Zai ol = 0=a""g(a)
i=0
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n
= E a;-a'™"
i=0

n

0 = Y anjo’  j=n—ii=n—j
=0

& g =0

1.5.6 Bemerkung:

1.5.7 Satz 2: Fundamentalsatz der Algebra
Istg:ZaixieC[x] an #0
i=0

so gibt es aq,...a, € C mit
g=an(x—aj) - (r—ay)

1.5.8 Folgerung:

n
Ist f:Zaixi € Cund a, # 0,a9 #0
i=0

so gibt es ay, ..., q, mit
f=ao(l—a1z) - (1 — aux)
denn nach Satz 2 gilt

M= ale—a) - (z—ap)
F=HF = a"(Vz—ar)- Lz — an)
= (1-—aqx) (1 —ayx)

Fortsetzung des Fibonacci-Beispiels

1
[ S |
1—2— 22 g
i=a?—z-1 = (z—oa1)(z— )
1++5 1-+5
Oq == a2:
2 2
g = (1—aox)(1l—ax)
f T
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1.5.9 Verfahren zum L6sen von linearen Rekursionen

(mit konstanten Koeffizienten)
Gegeben: a, = c1a,—1 4+ -+ + Crpp_k n>k
mit gegebenen ¢; € C
und Anfangsbed. a; = b; firi=0,1,..., k-1 b; € C gegeben.

o
A = Z anx"”
n=0
k—1 00
_ % k
= Z a;x" + 2(61%4 + o+ cpan—i)T
=0 n=k

k—1 k—1 k—2
= Z bt + 1z (A — Z bixi) + cox? <A - Z bixi>
i=0 i=0 ;

Fe A

Auflosen nach A

f

A=
cax+- ek -1

mit
f=bo + (by — c1bo)x + -+ + (bp—1 — c1bp—1 — Cp_1bg)x”

Es wird jetzt eine Partialbruchzerlequng durchgefiihrt:

m;—1

. T fz ) o i
A—Zz—lmml fz—;fmx

=y i=1 Z;n:io_l i ooy (M) e

Die «; im Verfahren erhilt man als Nullstellen des reflektierten Polynoms

R

g = —aF 4 caF !

1T+ Ck

Die f;; kann man durch die Anfangsbedingungen bestimmen.

1.5.10 Beispiel:Catalanzahlen

C,, ={zuléssige Klammerungen mit 2n Klammern }
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Cy =
Cq
Cs
Cs
C, = n-te Catalanzahl

1
1
2 00,(0)
5

c{¥) =Zeichenketten (aus C,,),bei denen die 1.Klammer an der Position 2k ge-
schlossen wird.

Cn = [HcP
k=1
|Cn| =Cp = ch—lcn—k n=>1
k=1

C = i()’nx"
n=0

= Cy+ i Cpa™
n=1

= 1+ Z (Z Ck_lcn_k> z"

n=1 \k=1
= 14+(x-C)-C
C = ltz-c -
22C? —2C 42 =0
22C% —2C+1/4= -z +1/4
(Cx—1/2) = —z+1/4
eC—1/2 = +/—z+1/4
zC = 1/2- (141 —4x)

1.5.11 Satz 3:
0#£A= Zanm” € K|[[z]lein B = an:r” € K[[z]] mit B> = A
n=0

n=0

genau dann, wenn es ein b # Ogibt mit B2 = ag (# 0)



1.6. DIE POLYNOMMETHODE

1.6 Die Polynommethode

1.6.1 Satz 1
Ist K ein Korper und 0 # f € K|[x]

so hat f hochstens n Nullstellen.

1.6.2 Folgerung:

n n
Ist f:Zaizvi g:Zbixi € K|z]
i=0 i=0

und ist f(o;) = g(oy) fiir alle oy € M C K mit |[M|>n+1

sogilt f=g¢,dh.a;=bvVi=0,...,n.

19

Beweis: folgt aus Satzl; betrachte f — g Grad(f —g) < n also f —g=0.

Im folgenden sei K ein Korper mit

QCK

1.6.3 Definition:

no_ _ _ aN_ 1 a
at=z(x—1)---(r—n+1) € Kl[z] (n) =t
Beispiel:
In 1.2.4 Satz 3:
m
m" = Z Smkmﬁ
k=0
n
= Smkm*
k=0

fir n >k >m gilt mE =m(m —1)---0
firn <k <mgilt S, =0

—

L) =0

Setze f = a"

n
g = an,kxﬁ
k=0

f(m) = me) Vm € N wegen (1.1)



20KAPITEL 1. ABZAHLUNGEN, REKURSIONEN, ERZEUGENDE FUNKTIONEN

1.6.4 Satz 2:
Ist Q C K Korper, so gilt

1.

1.6.5 Bemerkung:

(5" neny und (e
sind K-Basen des K-Vektorraums K[x] und

[Sn,k]n,keNo

[(_1)n_k5n,k}

sind Basiswechselmatrizen, also invers zu einander.

n,k€ENg



