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Vorwort

Liebe Freunde der Diskreten Mathematik!

Das vorliegende Skript stellt eine Vorlesungsmitschrift zu
"
Diskrete Strukturen\, gelesen

von Prof.Dr.E.Triesch im Sommersemester 1998 an der Rheinisch-Westf�alischen Technischen
Hochschule zu Aachen, dar. Diese ist Produkt unserer handschriftlichen Aufzeichnungen und
daher sei zum Umgang mit dem SKript folgendes angemerkt:

Unsere Intention war es, den Vorlesungsinhalt noch einmal in einer strukturierten Form auf-
zuarbeiten, ihn mit einer entsprechenden Gliederung zu versehen und diese in LATEXumzusetzen.
Dies soll den Sto� grob umrei�en und eine gezielte Vorbereitung auf die Vordiplomsklausur
erm�oglichen. Wir m�ochten an dieser Stelle jedoch darauf hinweisen, da� das Skript nur
eine Anregung zum Selbststudium sein kann und nicht als Lehrbuch verstanden werden
will. Hierzu sei auf das Werk von Martin Aigner:

"
Diskrete Mathematik\, erschienen bei

Vieweg Studium verwiesen. Desweiteren k�onnen wir keine Garantie f�ur Vollst�andigkeit und
Richtigkeit geben. Wir m�ochten daher anregen, uns �uber eventuelle Fehler mit einer E-Mail
an DiskreteMathematik@gmx.net zu benachrichtigen.

Es bleibt zu w�unschen, da� dieses Werk dem Leser den Sto� der Vorlesung etwas n�aher
bringt.

Aachen, im August 1998

Matthias Egerland
Florian Hasibether
Simon Kirstein
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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Elementare Z�ahlprinzipien

Gleichheitsregel:
jSj = jT j , es ex. eine Bijektion zwischen S und T

Summenregel:

Falls S =
�St

i=1 Si disjunkte Vereinigung endlicher Mengen, so ist jSj =
tP

i=1

jSij

Produktregel:

Ist S = S1 � : : :� St ein kartesisches Produkt, so ist jSj =
tQ

i=1

jSij
������� ?
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n� 2...
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n!

Beispiel:�
n

k

�
sei die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge S.�

S

K

�
:= fA � S : jAj = kg; �n

k

�
= j�S

K

�j
Gesucht: Rekursion f�ur

�
n

k

�
w�ahle x 2 S beliebig.
M := fA 2 �S

K

�
: x 2 Ag

N := fA 2 �S
K

�
: x =2 Ag

M
:[ N =

�
S

K

�
zu jM j : jM j =

����Snfxgk�1

���� = �n�1
k�1

�
zu jN j : jN j =

����Snfxgk

���� = �n�1
k

�
Summenregel:

�
n

k

�
=
�
n�1
k�1

�
+
�
n�1
k

�

1



Beispiel:

Es seien R, N endliche Mengen, RN := ff : N ! Rg. Was ist jRN j?
Antwort: jRN j = jRjjN j
N = fx1; : : : ; xng6=1

RN ' 2f(f (x1) ; : : : ; f (xn)) : f 2 RNg = R� R� : : :� R| {z }
n�mal

2N := fA : A � Ng; j2N j = 2jN j

2N|{z}
2A
' ff : N ! f0; 1gg

A! fA; fA (x) =

�
1, x 2 A
0, sonst

Folgerung: Was ist die Anzahl der Ketten A1 � A2 � : : : � Ar � N in 2N der L�ange r?

Antwort: (r + 1)jN j = (r + 1)n

Bijektion:(A1; A2; : : : ; Ar)! f , wobei
f(x) = i, falls x 2 AinAi�1 ; i = 1; : : : ; r + 1 ; A0 := ; ; Ar+1 := N

'

&

$

%
'
&

$
%

�
�
�
�

�� �� NA3 � � �A2A1

Ai = fx 2 N : f (x) � ig

1.1.1 Regel vom zweifachen Abz�ahlen

Es sei M = (mij) eine Matrix mit mij 2 R f�ur alle i; j.
Dann gilt:

X
i

 X
j

mij

!
=
X
j

 X
i

mij

!

Beispiel: i j j
n : t(n) = Anzahl der Teiler von n

t(n)3:= 1
n

nP
i=1

t(i)

F�ur n 2 N sei M = (mij) die folgende n� n-Matrix:

mij =

�
1, falls i j j
0, sonst

Bezeichnung: Es sei A eine Aussage.

[A] :=

�
1, falls A wahr
0, falls A falsch

1Damit soll symbolisiert werden, da� die Menge keine gleichen Elemente enth�alt
2bijektiv
3arithmetisches Mittel



mij = [i j j]
O�enbar ist t(j) =

P
i

mij

nE(n) =
nP
j=1

t(j) =
P
j

P
i

mij =
P
i

P
j

mij

Es ist
P
j

mij =
�
n
i

�
4

)P
i

P
j

mij =
nP
i=1

�
n
i

�

E(n) =
1

n

nX
i=1

jn
i

k8>><
>>:
�

nP
i=1

1
i
=: Hn

�
�

nP
i=1

1
i

�
� 1

Hn hei�t n-te harmonische Zahl

t(n) �5logn

1.1.2 Schubfachprinzip

Verteilt man n Gegenst�ande auf r F�acher und ist n > r, so enth�alt ein Fach (mind.) 2
Gegenst�ande.

Verallgemeinerung:
Ist f : N ! R mit jN j = n > r = jRj, so ex. mindestens ein a 2 R mit jf�1(a)j � �n�1

r

�
+1

(Angenommen dies w�are nicht der Fall:

n = jN j =
���� �S
a2R

f�1(a)

���� = P
a2R
jf�1(a)j| {z }
�bn�1

r c
� n�1

r
= n� 1 ! Widerspruch!)

Beispiel: Es seien a1; a2; : : : ; an2; an2+1 n
2 + 1 verschiedene Zahlen.

Behauptung: Es gibt Indizes i1 < i2 < : : : < in+1 mit:
ai1 < ai2 < : : : < ain+1 oder ai1 > ai2 > : : : > ain+1

Beweis: F�ur jedes i, 1 � ti � n2 + 1, sei ti die maximale L�ange einer mit ai beginnenden,
monoton steigenden Folge (a1; a2; a3; : : : ; ai; : : : ; an2; an2+1)
Falls ein i ex. mit ti � n + 1, so sind wir fertig, also: F�ur alle i gilt: 1 � ti � n.
Schubfachprinzip: Es gibt ein t 2 f1; : : : ; ng, so da� die Anzahl der i in f1; : : : ; n2+1g mit

ti = t mindestens

�
(n2 + 1)� 1

n

�
+ 1| {z }

n+1

betr�agt, also etwa

ti1 = ti2 = : : : = tin+1 = t ; 1 � i1 < i2 < : : : < in+1 � n2 + 1
Angenommen, air < air+1 , 1 � r � n.

4nach unten gerundet
5asymptotisch



Wir w�ahlen eine aufsteigende, mit air+1 beginnende Folge der L�ange t = tir+1 und verl�angern
diese zu einer (t + 1)-elementigen, aufsteigenden Folge, die mit air beginnt.
) tir � t + 1, Widerspruch zu tir = t
) ai1 > ai2 > : : : > ain > ain+1

Beispiele: Wir betrachten n� n-Matrizen M = (mij) mit

1. mij 2 N

2. Falls mij = m, so ex. genau ein Paar (k; l) mit (k; l) 6= (i; j) und mkl = m
() n2 gerade ) n gerade)

Es sei � 2 Sn := f� : f1; : : : ; ng ! f1; : : : ; ng� Bijektiong
Eine Transversale in M ist gegeben durch die Paare f(i; � (i)); 1 � i � ng (� 2 Sn)
Die Transversale hei�t zul�assig, falls alle mi;�(i); 1 � i � n, verschieden sind!
Frage: Gibt es immer eine zul�assige Transversale?

� Nein, bei z.B.

�
1 2
2 1

�

� Ja, f�ur n � 4

Beispiel: (n� n)-Matrizen M = (mij)

1. mij 2 N

2. Falls m[ij] = m, so existiert genau ein Paar (k; l) 6= (i; j) mit: mkl = m, n gerade

Transversale: � 2 Sn
f(i; �(i)) : 1 � i � ng Transversale

zul�assige Transversale: � 2 Sn mit jfmi;�(i) : 1 � i � ngj = n

F�ur n = 2 :

�
1 2
2 1

�
n � 4 (gerade) : Es gibt immer eine zul�assige Transversale

Beweis: Die Matrix M sei gegeben.
Ein Paar f(i; j); (k; l)g mit i + k und j + l und mij = mkl nennen wir singul�ar .

� zul�assig , � enth�alt kein singul�ares Paar
Es sei T die Menge der singul�aren Paare 0 � jT j � n2

2

N := (n�;t)�2Sn;t2T sei die folgende Matrix:

n�;t :=

�
1, � enth�alt das Paar t
0, sonst

�
= [� enth�alt t]

X
�

 X
t

n�;t

!
| {z }
n! Summanden

=
X
t

 X
�

n�;t

!
| {z }

(n�2)!

= jT j(n� 2)!
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BB@ �

�

1
CCA

M

Schubfachprinzip: Es ex. mind. ein Summand �0 mit
P
t

n�0;t

jT j�n2

2
#�

j
n

2(n�1)

k
= 0 f�ur n � 4

�0 ist also zul�assig!

1.1.3 Die fundamentalen Z�ahlkoe�zienten�
n

k

�
z�ahlt die k-Untermenge einer n-elementigen Menge N Binomialkoe�zienten

Sn;k Anzahl der Mengenpartitionen von N in k nichtleere Bl�ocke hei�en Stirlingzahlen 2.Art

f1; 2; 3; 4g = f1; 2g �[ f3g �[ f4g
Pn;k : Anzahl der Zahlpartitionen von n in k Summanden

n = n1|{z}
>0

+ n2|{z}
>0

+ : : :+ nk|{z}
>0

, �n1 � n2 � : : : � nk > 0

p(n) =
nP

k=1

Pn;k

Darstellung der Zahlpartitionen durch Ferrersgraphen
Beispiel: 10 = 5 + 3 + 2

� � � � �
� � �
� �
1

�(1)
2

�(2)
3

�(3)
:::

:::

n

�(n)

k-Partitionen von N

Alle a1; : : : ; ak mit ai 2 N , 1 � i � k und a1 6= aj, 1 � i < j � n
Anzahl: n(n� 1) : : : (n� k + 1) =: nk

"
fallende Faktorielle\

n(n+ 1) : : : (n+ k � 1) =: nk�
n

k

�
k! = nk�

n

k

�
= nk

k!
= n(n�1):::(n�k+1)

k!

Stirlingzahlen 2. Art z�ahlen ungeordnete k-Mengenpartitionen ab
ff1; 2g; f3g; f4gg = ff1; 2g; f4g; f3gg

Die geordneten k-Mengenpartitionen von N werden durch Sn;k � k! abgez�ahlt.
Geordnete k-Zahlpartitionen werden nicht durch k! Pn;k abgez�ahlt, da die Summanden nicht
alle verschieden sein m�ussen.
Es gilt: Die Anzahl der geordneten k-Zahlpartitionen von n ist

�
n�1
k�1

�
.

Zum Beweis konstruieren wir eine Bijektion nach
�f1;::: ;n�1g

k�1

�
f : (n1; : : : ; nk)! fn1; n1 + n2; : : : ; n1 + n2 + : : :+ nk�1g

Wegen ni � 1 f�ur alle i: Bild f � �f1;::: ;n�1g
k�1

�
Die Inverse g ist gegeben durch:



g(fa1 < a2 < : : : < ak�1g) = (a1; a2 � a1; : : : ; ak�1 � ak�2; n� ak�1)

Zusammenfassung:�
n

k

�
k-Untermengen einer n-elementigen Menge�
n

k

�
= nk

k!
= n(n�1):::(n�k+1)

k!

Sn;k Anzahl der Mengenpartitionen von N (jN j = n) in k nichtleere Bl�ocke
Stirlingszahlen 2. Art

Pn;k Anzahl der Zahlpartitionen von n in k Summanden
(n = n1 + : : :+ nk = nk + : : :+ n1)

P (n) =
nP

k=1

Pn;k (Anzahl der Partitionen)

Gezeigt: Die Anzahl der geordneten k-Partitionen von n ist
�
n�1
k�1

�
1.1.4 Multimengen

Bei Mengen gilt: f1; 2; 3g = f1; 2; 2; 3g = f1; 3; 2g,
bei Multimengen gilt: f1; 2; 3g = f1; 3; 2g 6= f1; 2; 2; 3g
Formal: Eine Multimenge ist ein Paar (M;V ); v : M  N

Problem: Bestimme die Anzahl der k-elementigen Multimengen mit Elementen aus N .

L�osung:
�
n+k�1

k

�
= nk

k!

Bijektion f auf
�f1;::: ;n+k�1g

k

�
�N := f1; : : : ; ng
Schreiben k-Multimengen mit Elementen aus N als Folgen
a1 � a2 � a3 � : : : � ak

+1 +2 +k � 1

f(fa1 � a2 : : : � akg) = fa1 + a2 + 1; a3 + 2; : : : ; ak + (k � 1)g
Bild f � �f1;::: ;n+k�1g

k

�
g = f�1 ist de�niert wie folgt:
fb1 < b2 < : : : < bkg � f1; : : : ; n+ k � 1g
g(fb1; : : : ; bkg) := fb1; b2 � 1; b3 � 2; : : : ; bk � (k � 1)g
Klar, da� f eine Bijektion ist.

1.1.5 Abz�ahlung von Abbildungen mit
"
gewissen\ Eigenschaften

Bekannt: jRN j = rn mit r := jRj, n := jN j

Inj(N;R) = ff 2 RN : f injektivg

jInj(N;R)j = r(r � 1)(r � 2) : : : (r � n + 1) = rn

Surj(N;R) = ff 2 RN : f surjektivg
f de�niert eine Partition von N in r nichtleere Klassen.

jSurj(N;R)j = Sn;r � r! jSnj = n!



Beispiel: RN =
�S

A�R

A6=;

Surj(N;A)

rn = jRN j =
P
A�R

A6=;

jSurj(N;A)j

=
nP

k=1

P
A�R

jAj=k

Sn;kk!

=
nP

k=1

�
r

k

�
k!Sn;k

=
nP

k=1

Sn;k � rk

Aufgabe: Verteilung von B�allen auf F�acher

bel. inj. surj. bij.

N

R
rn rn Sn;r � r! r! = n!

N�
R

rn

n!

�
r

n

� �
n�1
r�1

�
1(n = r)

N

R�
rP

k=1

Sn;k 0 oder 1 Sn;r 1

N�
R�

rP
k=1

Pn;k 0 oder 1 Pn;r 1

N:B�alle, R:F�acher, * hei�t nicht unterscheidbar

1.1.6 Permutationen

Permutationen � 2 Sn, � : f1; : : : ; ng ! f1; : : : ; ng
Darstellung:�

1 2 � � � n
�(1) �(2) �(n)

�
=

�
2 1 � � � n

�(2) �(1) �(n)

�
Zyklendarstellung:

� =

�
1 2 3 4 5 6 7 8
5 3 1 8 2 4 7 6

�
(1 5 2 3)(4 8 6)(7)
(i �(i) �2(i) � � �)

HHHj����HH
HY�
��*
�1

�5
�
2

�3 @
@
@R��

�
��
�4

�8�6 ��
���7-

(1 5 2 3) = (5 2 3 1)

Betrachte die Permutaion �
(1 5 2 3)(4 8 6)(7) = (1 5 2 3)(4 8 6)



% := (1 5 2 3) 2 S8

� := (4 8 6) 2 S8

Dann gilt: � = % � � = � � %
Bezeichung: bi(�) sei die Anzahl der i-Zyklen der Permutation �

b(�) =
nX
i=1

bi(�)

Der formale Ausdruck t(�) := 1b1(�)2b2(�)nbn(�) hei�t (Zykel-)Typ von �

Beispiel: 1120314150607080 = 113141

Bemerkung:

1. Es gibt genausoviele Typen von Permutationen wie es Partitionen der Zahlen gibt,
d.h. es ex. eine Bijektion:

(b1(�); b2(�); : : : ; bn(�)) 7! 1 + : : :+ 1| {z }
b1(�)

+2 + : : :+ 2| {z }
b2(�)

+ : : :+ i+ : : :+ i| {z }
bi(�)

+ : : :+ n|{z}
bn(�)

2. Die Permutationen eines gegebenen Typs bilden in der sn eine Konjugiertenklasse.
Wieviele Permutationen enth�alt sie?

� � � ,Es ex. % 2 sn mit %�%�1 = �
(% : : : (: : : (ij : : : ) : : : )%�1 = (: : : (%(i)%(j) : : : ) : : : )

(:) � � � (:)| {z }
b1

(::) � � � (::)| {z }
b2

� � �
iz }| {

(:::::) � � �
iz }| {

(:::::)| {z }
bi

� � �

Wir f�ullen die n Pl�atze mit den n! verschiedenen Reihenfolgen von 1; 2; : : : ; n
Wie oft wird die gegebene Permutation so produziert?
nQ
i=1

bi! M�oglichkeiten, die Zyklen gegebener L�ange miteinander zu permutieren.

nQ
i=1

bi! mu� noch mit
Q
i=1

ibi! multipliziert werden.

Gesuchte Anzahl:

n!

(
Q
i

bi!) � (
Q
i

ibi)

� 2 sn : t(�) = 1b12b2 : : : nbnP
i

ibi = n

Auf n! Weisen: Zahlen von 1; : : : ; n einf�ullen. b1!b2! : : : bn!1
b12b2 : : : ibi : : : nbn

(i1 : : : ik) = (i2 : : : iki1) = (i3 : : : iki1i2) = : : :
(j1 : : : jk) = (j2 : : : jkj1) = : : :
) Die Anzahl der Permuationen � 2 sn mit t(�) = 1b12b2 : : : nbn ist

n!

b1!b2! : : : bn!1b12b2 : : : ibi : : : nbn



1.1.7 Stirlingzahlen 1.Art

sn;k := jf� 2 sn� hat genau k Zyklengj
Die sn;k hei�en Stirlingzahlen 1. Art.

� s0;0 = 0

� s0;k = sn;0 = 0

� sn;1 = (n� 1)!

� sn;n�1 =
�
n

2

�
�

nP
k=1

sn;k = n! (n � 1)

Es gilt:

1. sn;k = sn�1;k�1 + (n� 1)sn�1;k

2. xn|{z}
x(x�1):::(x�n+1)

=
nP

k=0

(�1)n�ksn;kxk

1.2 Inversion:

Zu zeigen:

xn =
nX

k=0

Sn;kx
k

(Sn;k = 0 f�ur k > n; S0;0 = 1; S0;k = 0 f�ur k > 0; Sn;0 = 0 f�ur n > 0)

Es gilt die folgende Rekursion:

Sn;k = Sn�1;k�1 + k � Sn�1;k (n; k > 0)

Beweis: Es sei N = f1; : : : ; ng; a 2 N . Klassi�zieren k-Partitionen von N wie folgt:

1. fag ist ein Block

2. a ist in einem Block der Kardinalit�at � 2 enthalten

zu 1.: Anzahl der k-Partitionen vom Typ 1 = Anzahl der (k-1)-Partitionen von Nnfag =
Sn�1;k�1

zu 2.: Zerst�orung von a hei�t eine k-Partition von Nnfag. Umgekehrt entsteht jede k-
Partition von Nnfag bei diesem Proze� auf genau k Weisen.



Der zweite Summand ist also Sn�1;k � k
Stirling Dreieck 2.Art

1
0 1
0 1 1
0 1 3 1
0 1 7 6 1

...
...

Sn;1 = 1; Sn;2 = 2n�1 � 1; Sn;n�1 =
�
n

2

�
1.2.1 Basisfolgen

De�nition: Eine Basisfolge (p0(x); p1(x); : : : ) ist eine Folge von Polynomen mit Grad (pn) =
n (f�ur alle n)
Beispiele: pn(x) := xn; xn; xn

Die Polynome p0(x); p1(x); : : : pn(x) bilden eine Basis im Vektorraum aller Polynome vom
Grad � n

Sind (p0(x); p1(x); : : : ) und (q0(x); q1(x); : : : ) Basisfolgen, so ex. Zahlen (an;k) und (bn;k) mit

qn(x) =
nX

k=0

an;kpk(x)

bzw.

pn(x) =
nX

k=0

bn;kqk(x)

Wir nennen (an;k) und (bn;k) die Zusammenhangskoe�zienten der Basisfolgen.
Sie bilden zwei (unendliche) untere Dreiecksmatrizen. (an;k = bn;k = 0 f�ur k > n)

0
BBBBB@

p0
p1
...
pn
...

1
CCCCCA =

0
B@� 0 0
...

. . . 0
� � � � �

1
CA
0
BBBBB@

a0
a1
...
an
...

1
CCCCCA

A := (ai;j)1�i;j�n, B := (bi;j)1�i;j�n

Dann gilt: AB = BA = In  Einheitsmatrix

Beispiel:

xn =
nP

k=0

(�1)n�ksn;kxk

xn =
nP

k=0

Sn;kx
k



P
j

(
P
k

bi;kak;j)pj(x) =
P
k

bi;k
X
j

ak;jpj(x)| {z }
qk(x)

=
P
k

bi;kqk(x) = pi(x)

Also:
P
k

bikakj = [i = j] = �ij
6

Satz: Es seien (pn) und (qn) zwei Basisfolgen mit Zusammenhangskoe�zienten (an;k) bzw.
(bn;k). Dann gilt f�ur 2 beliebige Folgen (n0; n1; : : : ; ), (v0; v1; : : : ; ) von Elementen aus K
die folgende Aussage:(Inversionsformel)

F�ur alle n : vn =
nP

k=0

an;kuk , F�ur alle un =
nP

k=0

bn;kvk

Beweis: Da A und B (wie oben) invers zueinander sind, ist mit u = (u0; u1; : : : ; un), v =
(v0; v1; : : : ; vn) die Aussage v = Au �aquivalent zu u = Bv

Beispiel: Binomial-Inversion:

Binomischer Lehrsatz:

(a+ b)n =
nX

k=0

�
n

k

�
akbn�k

Seien a = x� 1; b = 1 und Basisfolgen (1; x; x2; : : : ), (1; x� 1; (x� 1)2; : : : )

xn =
nP

k=0

�
n

k

�
(x� 1)k

Seien a = x; b = �1
(x� 1)n =

nP
k=0

�
n

k

�
(�1)n�kxk

Folgerung:

F�ur alle n gilt: vn =
nP

k=0

�
n

k

�
uk , F�ur alle n gilt: un =

nP
k=0

�
n

k

�
(�1)n�kvk

Symmetrische Form: (Ersetze (un) durch (�1)nun)

vn =
nP

k=0

�
n

k

�
(�1)kuk 8n
m

un(�1)n =
nP

k=0

�
n

k

�
(�1)n�kvk 8n

+
un =

nP
k=0

�
n

k

�
(�1)kvk 8n

Anwendung: Derangementzahlen

6Kronecker-Delta



Dn := Anzahl der Permutationen in der symmetrischen Gruppe Sn ohne Fixpunkte
d(n; k) := Anzahl der Permutationen in Sn mit genau k Fixpunkten
) Dn = d(n; 0)
Klar: d(n; k) =

�
n

k

� �Dn�k

) jSnj = n! =
nP

k=0

d(n; k) =
nP

k=0

�
n

k

�
Dn�k

(nk)=( n
n�k)
#
=

nP
k=0

�
n

n�k
�
Dn�k =

nP
k=0

�
n

k

�
Dk

Binomialinversion: un = Dn ; vn = n!

Dn =
nP

k=0

(�1)n�k�n
k

�
k! = n!

nP
k=0

(�1)n�k 1
(n�k)! = n!

nP
k=0

(�1)k

k!

Dn

n!
=

nP
k=0

(�1)k

k!
� e�1

1.3 Erzeugende Funktionen

Idee: Wir fassen die gesuchten Zahlen a0; a1; a2; : : : auf als Koe�zienten einer Potenzreihe,
etwa

P
n�0

anz
n. Aus uns bekannten Eigenschaften der Folge (an) leiten wir Eigenschaften

von F (z) :=
P
n�0

anz
n her. Damit versuchen wir, F (z) zu

"
bestimmen\. Dann entwickeln

wir die Funktion in eine Reihe und erhalten die Folge (an).

Beispiel 1:
Die Fibonacci-Zahlen sind de�niert durch:

� Fn = 0 f�ur n � 0; n 2 Z

� F1 = 1

� Fn = Fn�1 + Fn�2 f�ur n � 2

0 1 1 2 3 5 8 13 21...

L�osung dieser Rekursion mittels erzeugender Funktion:

1. Dr�ucke die Rekursion in einer einzigen Formel aus (einschlie�lich Anfangsbedingung)
Fn = Fn�1 + Fn�2 gilt f�ur alle n 2 Znf1g
Bei n = 1 rechts eine 1 addieren:
Fn = Fn�1 + Fn�2 + [n = 1] f�ur alle n 2 Z

2. Was sagt uns diese Rekursion �uber F (z) =
P
n

Fnz
n?

F (z) =
P
n

Fn|{z}
Fn�1+Fn�2+[n=1]

zn =
P
n

Fn�1z
n +

P
n

Fn�2z
n +

P
n

[n = 1]zn

= z �P
n

Fnz
n + z2

P
n

Fnz
n + z = zF (z) + z2F (z) + z

3. L�ose nach F (z) auf:
F (z) = z

1�z�z2



4. Entwickle diese rationale Funktion in eine Potenzreihe:
1� z � z2 = (1� �z)(1� �z) mit �; � 2 C
Partialbruchzerlegung: bestimme a; b 2 C mit:

1
(1��z)(1��z) =

a
(1��z) +

b
(1��z)

) F (z) = z
�

a
(1��z) +

b
(1��z)

�
= z

�
a
P
n�0

�nzn + b
P
n�0

�nzn
�
=
P
n�1

a � �n�1 + b � �n�1| {z }
Fn

zn

Also: Wir ermitteln �; �; a; b:
q(z) = 1� z � z2 , qR(z) := z2 � q �1

z

�
= z2 � z � 1 sei das re
ektierte Polynom

Behauptung: � und � sind die Nullstellen des re
ektierten Polynoms qR(z)

Allgemeiner: Sei q(z)) = 1 + q1z + : : :+ qdz
d , qR(z) := zd + q1z

d�1 + : : :+ qd = q
�
1
2

� � zd
Seien �1; : : : ; �d Nullstellen von qR(z)
qR(z) = (z � �1) � : : : � (z � �d) ) q(z) = zdqR

�
1
z

�
= 2d

�
1
2
� �1

� � : : : � �1
2
� �d

�
=

(1� �1z) � : : : � (1� �dz)

Hier: qR(z) = z2 � z � 1 =

0
BB@z � 1 +

p
5

2| {z }
�

1
CCA
0
BB@z � 1�p5

2| {z }
�̂

1
CCA

q(z) = 1� z � z2 = (1� �z)(1� �̂z)
1

(1��z)(1��̂z) =
a

1��z +
b

1��̂z ) a = �p
5
; b = ��̂p

5

) Fn =
1p
5

��
1+
p
5

2

�n
�
�

1�p5
2

�n�
Beispiel 2: Es sei Cn die Anzahl der m�oglichen Klammerungen eines Produktes aus n Fak-
toren.

n 0 1 2 3 4 5
Cn 0 1 1 2 5 15

Rekursion: p1 � p2 � : : : � pn sei das zugrundeliegende nicht assoziative Produkt. Sind in
zul�assiger Weise Klammern gesetzt, so werden bei der Berechnung sukzessive Multiplikatio-
nen ausgef�uhrt, bis schlie�lich eine letzte Multiplikation das Produkt aller Faktoren ergibt.
Dabei wird ein Produkt p1 � : : :� pk multipliziert mit pk+1 � : : :� pn , 1 � k � n� 1

) Cn =
n�1P
k=1

CkCn�k (f�ur n � 2)

C0 = 0

n = 1 : 1 = C1
?
=

1P
k=0

CkC1�k = C0C1 + C1C0 = 0 Widerspruch!

Vollst�andige Rekursion:

F�ur n � 0: Cn =
nP

k=0

CkCn�k + [n = 1]

F (z) =
P
n�0

Cnz
n =

P
n�0

�
nP

k=0

CkCn�k

�
zn +

P
n�0

[n = 1]zn = (F (z))2 + z



Au
�osen nach F (z):

F (z)2 � F (z) + z = 0

F (z) = 1
2
�
q

1
4
� z = 1

2
� 1

2

p
1� 4z

F (0) = 0) F (z) = 1
2
� 1

2

p
1� 4z

(1� 4z)
1
2 =

1P
n=0

� 1
2
n

�
(�4z)n =

1P
n=0

�1
2
n

�
(�1)n4nzn ,

�jzj < 1
4

�
� 1
2
n

�
(�1)n4n =

1
2(

1
2
�1):::( 12�n+1)

n!
(�1)n4n = (� 1

2)(
1
2)(

3
2):::(n� 1

2)
n!

4n = (�1)�1�3�5:::(2n�3)
n!

2n

Erweitern mit (n�1)!
(n�1)!

f�uhrt zu: (�2) (2n�2)!
n!(n�1)!

= � 2
n

�
2n�2
n�1

�
) F (z) = 1

2
� 1

2

P
n�0

� 1
2
n

�
(�4)nzn = P

n�1

1

n

�
2n� 1

n� 1

�
| {z }

Cn

zn

1.3.1 Rekursion

f(n)+Rekursion �! F (z) =
1P
k=0

f(k)zk

Haben wir F (z) bestimmt, so entwickeln wir daraus die Potenzreihe und erhalten daraus
eine explizite Darstellung der Funktion f(n).

Ziel: Verallgemeinerung dieses Prinzips auf
"
lineare Rekursion mit konstanten Koe�zienten\

Satz: Seien q1; : : : ; qd 2 C ; d � 1 ; qd 6= 0
sei desweiteren q(z) = 1 + q1z + q2z

2 + : : :+ qdz
d = (1� �1z)

d1(1� �2z)
d2 : : : (1� �kz)

dk ,
dabei sind die Zahlen �1; : : : ; �k die Nullstellen von qR(z)
F�ur eine Zahl f : N0 ! C sind folgende Bedingungen �aquivalent:

� (A1)(Rekursion) 8n � 0 : f(n+ d) + qf(n+ d� 1) + : : :+ qdf(n) = 0

� (A2)(Erzeugende Funktion) F (z) =
P
n�0

f(n) � zn = p(z)
q(z)

, wobei p(z) einen Grad < d

hat.

� (A3)(Partialbruchzerlegung) F (z) =
1P
i=1

gi(z)

(1��iz)di

� (A4)(Explizite Darstellung) f(n) =
kP
i=1

pi(n) � �ni

Beweis: Def: Vi = ff : N0 ! C j f hat die Eigenschaft Aig ; i = 1; : : : ; 4
) Vi sind lineare Vektorr�aume

) dimVi =

8>><
>>:

d ; i = 1
d ; i = 2
d ; i = 3
d ; i = 4



Sei f 2 Vi : p(z) =
P
n�0

f(n) � znf1 + qz + : : :+ qdz
dg

) (Koe�zientenvergleich von zl ; l � d) 0 = f(n+ d)+ q1f(n+ d� 1)+ : : :+ qdf(n)
�
zn+d

�
) f 2 V1 ) V2 � V1 ) V1 = V2

7

f 2 V3 : F (z) =

kP
i=1

gi(z)�
kQ
j=1
j 6=i

(1��jz)�j

kQ
i=1

(1� �i)| {z }
q(z)

�z�i

) der Z�ahler hat den Grad: � max
1�i�k

fgradgi(z) +
kP
i=1
i6=j

dj <
qP
i=1

�i = d

) f 2 V2 ) V3 � V2 ) V3 = V2

Zeige: V3 � V4 ; f 2 V3 ) F (z) =
kP
i=1

gi(z)
(1��iz)�i

Betrachte: 1
(1��iz)�i =

P
n�0

�
�i+n�1

n

�
�ni z

n =
P
n�0

�
�i+n�1
�i�1

�
�ni z

n

) gi(z) = g0 + g1z + : : :+ gdi�1z
di�1

gi(z) � 1
(1��iz)di

=
P
n�0

(
di�1P
j=0

gj
�
di+n�j�1

di�1

�
�n�ji

)
zn =

P
n�0

(
di�1P
j=0

gj
�
di+n�j�1

di�1

�
��ji �ni

)
zn

setze: pi(n) =
di�1P
j=0

��ji �ni
�
di+n�j�1

di�1

� ) f 2 V4 ) V3 � V4 ) V3 = V4 = V2 = V1

2

Beispiel 1:
f(n+ 3)� 6f(n+ 2) + 12f(n+ 1)� 8f(n) = 0

) q(z) = 1� 6z + 12z2 � 8z3 = (1� 2|{z}
=�1

z)

=d1z}|{
3

) (A4) f(n) = pi(n)�
n
1 = (a + bz + cz2)�ni = (a+ bz + cz2)2n

f(0) = a
f(1) = (a + b+ c) � 2
f(2) = (a + 2b+ 4c) � 22

9=
;LGS

Beispiel 2:
Falls alle Nullstellen von q(z) einfach sind, also di = 1 8i = 1 : : : k , k = d, wie sehen dann
gi(z)|{z}
:=ai

und pi(n)| {z }
:=ai

aus?

p(z)
q(z)

=

dP
i=1

ai�
Q
j 6=1

(1��iz)
Q
j=1

d(1��jz)

) p(z) =
dP
i=1

ai �
Q
j 6=i

(1� �jz) ; p(
1
�i
) = ai �

Q
j 6=i

(1� �j
�i
)

) ai =
p( 1
�i

)
Q
j 6=i

(1�aj
�i

)

7, da die Dimensionen gleich sind



q(z) =
dQ

j=1

(1� �jz)) q0(z) =
dP

j=1

(1� �jz)) q0(z) =
dP

j=1

(�aj)
Q
l 6=j
(1� �jz)

) q0( 1
�i
) = (��i) �

Q
j 6=i

(1� �j
�i
)

) ai =
p( 1
�i

)

�q0( 1
�i

)
�i

Beispiel 3:
(Fn)n�0 F (z) = z

1�z�z2 ; �1 = � ; �2 = �̂

p( 1
�
) a0(z) = �1� 2z

q0( 1
�
) � � � 8

) a1 =
1p
5
; a2 = � 1p

5

) f(n) =
P
i

ai�
n
i =

1p
5
� �n � 1p

5
� �̂n

1. Ansatz: (fn)n�0 ; F (z) =
P
n�0

fnz
n

weiterer Ansatz: ; F̂ (z) =
P
n�0

fn
n!
zn,

genannt
"
Erzeugende Funktion vom Exponentialtyp\

�
ez =

P
n�0

1
n!
zn
�

Falls:

Â(z) =
P
n�0

an
n!
zn

B̂(z) =
P
n�0

bn
n!
zn

9>=
>; Ĉ(z) = Â(z) � B̂(z) = P

n�0

cn
n!
zn9

) cn
n!
=

nP
k=0

ak
k!

bn�k
(n�k)! , cn =

nP
k=0

�
n

k

�
ak � bn�k10

Beispiel 1 [Binomial-Satz]:

eaz � ebz = e(a+b)z ) (a + b)n =
nP

k=0

�
n

k

�
ak � bn�k

Beispiel 2 [Vandermonde Identit�at]:
(1 + z)a(1 + z)b = (1 + z)a+b

(1 + z)a =
P
n�0

�
a

n

�
zn =

P
n�0

an

n!
zn

) (a + b)n =
nP

k=0

�
n

k

�
ak � bn�k ) �

a+b
n

�
=

nP
k=0

�
a

k

��
b

n�k
�

Beispiel 3 [Binomial Inversion]:
v̂ (z)|{z}

vn

= û (z)|{z}
un

�ez , û(z) = v̂(z) � e�z

) vn =
nP

k=0

�
n

k

� � uk , un =
nP

k=0

(�1)k�n
k

�
vk

9zu berechnen als Cauchy-Produkt
10

"
Binomial-Konvolution\



1.4 L�osen von Reihen mit Hilfe von Matrizen

f(n+ d) =
dP
i=1

aif(n+ d� i) 8n � 0

Betrachte die Vektoren f̂(n) = (f(n+ d� 1); : : : ; f(n))T (8n � 0)

f̂(n + 1)
?� f̂(n) 11

) f̂(n+ 1) = A � f̂(n) mit

A =

0
BBBBB@
a1 a2 : : : ad
1 0 : : : 0
0 1 : : : 0
...

...
...

0 : : : 1 0

1
CCCCCA

) f̂(n+ d) = Adf̂(n)

L�osen der Rekursion durch die Bestimmung der Potenzen von A

Beispiel [anhand der Fibonacci-Zahlen]:
(Fn)n�0 : F0 = 0; F1 = 1; Fn+2 = Fn+1 + Fn

(Fn+2; Fn+1| {z }
=f̂n+1

)T =

�
1 1
1 0

�
| {z }

A

(Fn+1; Fn| {z }
=f̂n

)T

(Transformiere nun A in Diagonalgestalt)

Sei B =

0
@ �1p

1+�2
�1p
1+�̂2

�p
1+�2

�̂p
1+�̂2

1
A

Es gilt: B�1 = BT

) B�1AB =

�
�̂ 0
0 �

�
) A = B

�
�̂ 0
0 �

�
B�1

) An =

n-malz }| {
B

�
�̂ 0
0 �

�
B�1B| {z }

E

�
�̂ 0
0 �

�
B�1B| {z }

E

: : :

�
�̂ 0
0 �

�
B�1 = B

�
�̂n 0
0 �n

�
B�1

) (Fn; Fn�1)T = An�1(1; 0)T ) FN = 1p
5
(�n � �̂n)

11welche Relation besteht dazwischen?



Kapitel 2

Graphentheorie

2.1 Grundlagen der Graphentheorie

2.1.1 De�nitionen

De�nition: Ein Graph ist ein Paar G = (V;E) wobei V eine endliche Menge ist und E ��
V

2

�
. Die Elemente von V nennt man Ecken (engl.

"
vertices\). Die Elemente von V nennt

man Kanten (engl.
"
edges\).

Beispiel: G = (f1; 2; 3g; ff1; 2g; f1; 3gg)

�
�
�@

@
@`
`
`

2 3

1

Andere Autoren lassen auch Mehrfachkanten und Schlingen zu.

Beispiel:

Hier werden jedoch nur schlichte Graphen verwendet.
Literaturverweis: Volkmann: Fundamente der Graphentheorie

Bollorb�as: Graph Theory

De�nition: Zwei Graphen G;G0 sind isomorph: 9 eine Bijektion � : V ! V 0

fu; vg 2 E , f�(u); �(v)g 2 E 0

Beispiel: �(1) = 3; �(2) = 1; �(3) = 2 erf�ullt diese Bedingung.

Lemma: Es gibt 2
1
2
n(n�1) verschiedene Graphen mit V = f1; : : : ; ng

18



Beweis: j�V
2

�j = �n
2

�
= 1

2
n(n� 1)

F�ur jede m�ogliche Kante gibt es zwei M�oglichkeiten: e 2 E oder e =2 E ) 2j(
V
2)j

2

Schwierig: Anzahl der nicht-isomorphen Graphen mit jV j = n

De�nition: G = (V;E).
Zwei Ecken u; v 2 V sind adjazent (benachbart) , fu; vg 2 E.
Die Kante fu,vg hei�t inzident mit u,v.

Der Grad d(u) einer Ecke u:

d(u) = jfujfu; vg 2 Egj
Schreibweisen: d(u) = da(u)
Die Nachbarschaft von u in G:

fujfu; vg 2 Eg
Schreibweisen: N(u;G) = �(u;G) = N(u) = �N(u)
Lemma: G = (V;E). Es gilt

P
u2V

d(u) = 2jEj (
"
Handschlaglemma\)

Beweis: In
P

d(u) werden alle Kanten genau 2 mal gez�ahlt ) Behauptung
2

Folgerung: G = (V;E). Die Anzahl der Ecken ungeraden Grades ist gerade.

Beweis:
P
u2V

d(u) =
P
u2V
2jd(u)

d(u) +
P
u2V
2-d(u)

d(u) = 2jEj
2

De�nition: Ein Graph G0 = (V 0; E 0) ist Teilgraph von G = (V;E), V 0 � V und E 0 � E.
G0 hei�t induzierter Teilgraph von G, G0 � G und E 0 = E \ �V 0

2

�
.

De�nition: Eine Kantenfolge in G = (V;E) ist eine Folge von Kanten e1; e2; : : : ; er 2 E mit
jei \ ei+1j � 1 f�ur i = 1; : : : ; r � 1. Dabei hei�t r die L�ange der Kantenfolge.
Andere Schreibweise: ei = fvi�1; vig; i = 1; : : : ; r
v0e1v1e2v2 : : : ervr
Die Kantenfolge verbindet v0 und vr. Die L�ange der k�urzesten Kantenfolge, die v0 und vr
verbindet nennt man den Abstand (distG(v0; vr)) von v0 und vr.
De�nition: Eine Kantenfolge K : v0e1 : : : ervr hei�t
i.)

"
geschlossen\ , v0 = vr

ii.)
"
Kantenzug\ , ei 6= ej 8 i 6= j

iii.)
"
Weg\(Pn) , vi 6= vj 8 i 6= j

iv.)
"
Kreis\(Cn) , geschlossen und vi 6= vj 8 1 6= i; j; i 6= j

De�nition: G = (V;E) hei�t zusammenh�angend , u; v 2 V 9 Kantenfolge, die u und v
verbindet. Falls G = (V;E) nicht zusammenh�angend ist, dann heissen die maximalen zu-
sammenh�angenden Teilgraphen von G Komponenten.

Lemma: G = (V;E) u; v 2 V ; K sei eine Kantenfolge in G, die u und v verbindet.
) Es ex. ein Weg in G der u und v verbindet.



Beweis: Unter allen Kantenfolgen w�ahle die mit minimaler L�ange ) Diese ist ein Weg.
2

Beispiel:

2.1.2 Vollst�andige Graphen

Pn = (f1; : : : ; ngjfi; i+ 1gjfi = 1; n� 1g)
Cn=Kreis mit n Ecken

Kn=vollst�andiger Graph

Kn = (v;
�
V

2

�
), jV j = n

2.1.3 Bipartite Graphen

De�nition: Sei G = (V;E) Graph. G hei�t bipartit, falls V = U
�[ W und f�ur alle e =

fx; yg 2 E gilt, da� je \ U j = je \W j = 1

Beispiel:

Satz: Sei G = (V;E) Graph. G ist genau dann bipartit, wenn G keinen Kreis ungerader
L�ange enth�alt.

Beweis:
"
) \

Sei V = U
�[ W die Bipartition. Sei e : x1x2 : : : xex1 bel. Kreis und � x1 2 U



) x2 2 W
) x3 2 U
...
) xe 2 U falls e ungerade (! Widerspruch)
) xe 2 W falls e gerade
) e ist gerade.

"
( \

Sei G = (V;E); a; b 2 V
Sei �G zusammenh�angend und a 2 V bel. De�nition zwei Mengen.
U = fb j 2jdistG(a; b)g
W = fb j 2-distG(a; b)g
) V = U

�[ W
Annahme: e = fx; yg 2 E mit x; y 2 U (analog f�ur W )
Seinen Wax und ~Way zwei k�urzeste Wege von a nach x und a nach y. Sei b die letzte Ecke,
die Wax und ~Way gemeinsam haben.

Das St�uck von Wax bis b nenne Wab, das St�uck von Way bis b nenne ~Wab.
l(Wab) = l( ~Wab)
)Wbx; ~Wby

) l(Wbx) und l( ~Wby) haben die gleiche Parit�at. Dann ist c : Wbx [ ~Wby [ fx; yg ungerader
Kreis ) Widerspruch, da G bipartit.

2.1.4 B�aume und W�alder

De�nition: G = (V;B). G hei�t ein Wald, falls er keine Kreise besitzt. G hei�t Baum, falls
er ein zusammenh�angener Wald ist.



Lemma: Jeder Baum hat (mind.) zwei Ecken vom Grad 1.

Beweis: Es sei w : x1 : : : xe ein l�angster Weg in G.

) x1; xe haben Grad 1.
2

Satz: Sei G = (V;E) Graph. Dann sind die folgenden Aussagen �aquivalent:

1. G ist ein Baum.

2. G ist zusammenh�angend und jV j � 1 = jEj.

3. Zwischen je zwei Ecken in G existiert ein eindeutiger Weg.

Beweis: 1) 2 (per Induktion)

n = 1:
p

(n� 1)! n: Es sei a 2 V mit d(a) = 1, b sei der Nachbar von a.

) T 0 = (V nfagjEnfa; bg)

) jV j � 1 = jV (T 0)j =|{z}
(Ind:)

jE(T 0)j+ 1 = jEj

2) 1: Annahme: G ist kein Baum ) Es gibt keinen Kreis C.

G0 entstehe, indem aus G solange Kanten entfernt werden, ohne da� der Zusammenhang
zerst�ort wird.

) G0 ist ein Baum

) jV j � 1 = jV (G0)j � 1 = jE(G0)j < jEj ) Widerspruch!

1, 3: Gesehen: Es gibt 2
1
2
n(n�1) verschiedene Graphen auf V mit jV j = n

! Gleiche Frage f�ur B�aume?!

Satz:(Cayley): Es gibt nn � 2 verschiedene B�aume auf n Ecken.

Beweis: fT jV (T ) = f1; : : : ; ngg bij�! f(a1; : : : an�2)j1 � ai � n 8 1 � i � n� 2g
"
Pr�ufer-Code des Baumes \. Sei T gegeben f�ur i = 1; : : : ; n� 2 f�uhre folgende Schritte aus:



Streiche die Ecke bi mit a(bi) = 1 mit dem kleinsten Index und setze ai gleich dem Index
des Nachbarn.

! (7; 4; 4; 4; 2)

2.2 Matchings

2.2.1 De�nitionen

De�nition: G = (V;E). Eine Menge E 0 � E hei�t Matching, falls keine zwei Kanten aus
E 0 mit der gleichen Ecke inzidieren. V (E 0) f�ur Matching E 0 sind die Ecken, die mit Kanten
aus E 0 inzidieren.
E 0 hei�t perfekt, falls V (E 0) = V:
Die Kardinalit�at eines maximalen 1 Matching E 0 nennt man die Matchingzahl �(G).

De�nition: G = (V;E). Eine Menge V 0 � V hei�t Ecken�uberdeckung, falls f�ur alle Kanten
e = fx; yg 2 E jV 0 \ fx; ygj � 1 gilt.

Die Kardinalit�at einer minimalen Ecken�uberdeckung V 0 nennt man die Ecken�uberdeckungs-
zahl �(G)
Klar: �(G) � �(G) M max.

1d.h. 63 E00 mit jE00j > jE0j



) Falls M ein Matching und T eine Ecken�uberdeckung ist und es gilt jM j = jT j
) M max, T min., d.h. jM j = � = � = jT j

Satz: Sei G = (V;E) ein bipartiter Graph (V = U
�[ W ) und M sei ein Matching in G.

U1 = U n V (M)
W1 = WnV (M)
Ferner sei F � G ein maximaler Wald mit folgenden Eigenschaften:

(*) Jede Ecke w von F in W hat den Grad 2 in F und eine der beiden Kanten, mit denen
w inzidiert, ist in M .

(**) Jede Komponente von F enth�alt eine Ecke aus U1.

)Mmax , keine Ecke in W1 ist zu einer Ecke in F adjazent.

Beweis:
"
) \

Annahme: w 2 W1 ist adjazent zu v 2 V (F )
) v 2 U
Falls v 2 U1 )M [ ffv; wgg ist Matching. ! Widerspruch!
Falls c 62 U1 )
Sei a 2 U1, die zu der Komponente geh�ort, in der die Ecke liegt, zu der W adjazent ist.
Sei (a = a1)a2a3 : : : (ai�1 = V )(ai = w) der eindeutige Weg von a nach W in F .
d :) Es gilt: ajaj+1 2M f�ur j = 2; 4; 6

ajaj+1 62M f�ur j = 1; 3; 5
, i ist gerade
)M 0 = Mnffaj; aj+1gjj = 2; 4; : : : ; i� 2g [ ffaj; aj+1gji = 1; 3; : : : ; i� 1g ist ein
Matching und jM 0j = jM j � i�3

2
+ i�1

2
= jM j+ 1

2

"
( \

De�niere folgende Mengen: x = UnV (F ) ; y = W \ V (F )
Zeige: i) jX [ yj = jM j

ii) X [ y ist eine Ecken�uberdeckung
zu i) ! x [ y � V (M)

Annahme: 9y 2 Y nV (M)) y 2 V (F ) \W
(�)) y inzidiert mit einer Kante aus M ! Widerspruch!



Annahme: 9x 2 XnV (M) ) x 2 U1

) F 0 = (V (F ) [ fxg; E(F ))
) (*) und (**) gelten f�ur F 0. Dies ist ein Widerspruch zur Maximalit�at von F .

x [ y � V (M)
! Sei e = fu; wg 2M ) nicht beide Ecken u; w liegen in x [ y.

Annahme: u 2 X ; w 2 Y = V (F ) \W
(�)) w inzidiert mit einer Kante e0 = fw; u0g 2M in F
) e0 6= e ) w inzidiert mit zwei Kanten aus M ! Widerspruch!

! Sei e = fu; wg 2M ) jfu; wg \ (x [ y)j � 1

Annahme: u 2 V (F ) \ U ; w 2 WnV (F )
) u 62 U1

) e0 = fu; w0g 2 M ; w0 2 y
) jx [ yj = jM j

zu ii) x [ y ist Ecken�uberdeckung

Annahme: 9 e = fu; wg u 2 U \ V (F ) w 2 WnV (F )



) w 2 W1 ) 9 e0 = fw; u0g 2M u0 2 x

) F 0 = (V (F ) [ fw; u0g; E(F ) [ fe; e0g)

) (�); (��) gelten f�ur F 0

) Widerspruch zur Maximalit�at von F

) 9 Ecken�uberdeckung x [ y mit der gleichen Kardinalit�at wie M

)M ist maximal

Obiger Satz f�uhrt zur polynomialen Algebra f�ur maximale Matchings in bipartiten Graphen

1. Starte mit beliebigem Matching M

2. U1 ; konstruiere F

3. Fmax
%
&

w2w1 adjazent zu v 2 V (F )| {z }
M!M0

nicht adjazent zu Mmax

2

2.2.2 Satz von K�onig

Folgerung:
F�ur einen bipartiten Graphen G gilt: v(G) = �(G)

2

"
Ungarische Methode\



Beweis: G = (U _[W;E) Sei M ein maximales Matching
1.Fall: U � V (M)

) U ist Ecken�uberdeckung jU j = jM j
) v(G) = �(G)

2. Fall: U 6� V (M)) U1 6= ;

Sei F maximaler Wald mit (*),(**)
) (wie oben) X [Y = (UnV (F ))[ (W \V (F )) ist Ecken�uberdeckung gleicher Kardinalit�at
wie M
v(G) = �(G)

Folgerung: (Satz von K�onig)
Sei G = (U [ W;E) bipartit. Es existiert genau dann ein Matching M mit U � V (M),
wenn f�ur alle S � U folgende Bedingung gilt:

jN(S)j3 � jSjh
N(S) = N(S;G) = fvj9u 2 S mit fu; vg 2 Eg = S

v2S
N(v;G)

i
Beweis:

"
) \

Sei U = fu1; : : : ; urg ; W = fw1; : : : ; wsg
Sei S = fu1; : : : ; ukg � U
N(S) : fw1; : : : ; wkg � N(S)

3Menger der Ecken, die Nachbarn in S haben



jSj = k � jN(S)j

"
( \

Annahme: M ist nicht maximal) (Bez. wie oben) U1 6= ;
; F ; X [ Y ist Ecken�uberdeckung

N(U \ V (F )) � W \ V (F )
W \ V (F ) = fw1; : : : ; wag

) fu1; : : : ; uag � U \ V (F )
) jN(U \ V (F ))j � jw \ V (F )) = a
jU \ V (F )j � a+ jU1j � a+ 1
S = U \ V (F ) : jN(S) < jSj ! Widerspruch!

Folgerung: Eine Matrix A = (aij)
n
i;j=1 hei�t doppelt-stochastisch

, ! aij � 0 8 i; j
! P

j

aij = 1 8 i [Summe der Zeileneintr�age]

! P
i

aij = 1 8 j [Summe der Spalteneintr�age]

per A =
P
�2Sn

a1; �(1)a2; �(2) : : : an; �(n) > 0

Beweis:

U = fu1; : : : ; ung
! bip. G

W = fw1; : : : ; wng
E : uiwj 2 E , aij > 0



)(K�onig) jSj � jN(S)j8S � U

) G hat ein perfektes Matching

) per A > 0
2

2.2.3 Satz von Hall

Sei G = (U [W;E) bipartit. Es ex. ein perfektes Matching in G, falls jU j = jW j und f�ur
alle x � U : j�(x)j � jxj

Ziel: Analoger Satz f�ur allgemeine Graphen

2.2.4 1-Faktorsatz von Tutte(1946)

Es sei G ein Graph, S � V (G)

G� S4= (V nS;E(G) \ �V nS
2

�
)5

q(GS) := Anzahl der ungeraden6 Zusammenhangskomponenten von G� S

Es sei G ein Graph. G besitzt ein perfektes Matching7 , F�ur alle S � V (G) gilt:

q(GS) � jSj| {z }
Tutte-Bedingung

Beweis:

"
) \

4sprich:
"
G ohne S\

5streiche alle Kanten aus G, dir mit einer Kante aus S inzidieren
6Anzahl der Ecken ungerade
7also ein Matching, das alle Ecken von G �uberdeckt



G besitze ein perfektes Matching

Zu jeder ungeraden Komponente H von G�S existiert mindestens eine Matchingkante, die
H mit S verbindet.
F�ur verschiedene ungerade Komponenten H;H 0 sind die entsprechenden Punkte in S ver-
schieden.
) q(G� S) � jSj

"
( \ Es gelte die Tutte-Bedingung.

(i) Ist H ein Graph, dessen Grade alle � 2 sind, so bestehen seine Komponenten aus
isolierten Punkten oder Wegen oder Kreisen.

(ii) Es seien M und N Matchings in einem Graphen G. Dann bestehen die Komponenten
von H := (V (G);M � N) aus isolierten Punkten oder

"
alternierenden\ Kreisen oder

"
alternierenden\ Wegen.
M �N := (MnN) [ (NnM)

(iii) Die Tutte-Bedingung bleibt erhalten, wenn wir zu G eine beliebige Kante hinzuf�ugen.
G0 = G [ e q(G0nS) � q(GnS) f�ur alle S � V (G)

Der eigentliche Beweis:
Falls G kein perfektes Matching enth�alt, so f�ugen wir zu G so lange Kanten hinzu, bis jede
neu hinzugef�ugte Kante einen Graphen mit perfektem Matching liefern w�urde.
(Beachte (iii) und Tutte-Bed. f�ur S = ;)
�G [ e besitzt perfektes Matching f�ur jedes e 2 �v2�nE(G)



Es sei S := fv 2 V j v ist in G mit allen anderen Punkten adjazentg

Behauptung: Alle Komponenten von G� S sind vollst�andige Graphen.
(Wenn wir dies gezeigt haben, so sind wir fertig!)

Wir w�ahlen perfekte Matchings in den geraden Komponenten von G�S und fast perfekte8

Matchings in den ungeraden.
Wir erg�anzen dies durch jeweils eine Kante zwischen den ungeraden Komponenten und S
und ggfs. durch Kanten zwischen Punkten aus S.

Behauptung: In den Komponenten von G� S ist die Adjazenz eine �Aquivalenzrelation.

zu zeigen: u; v; w 2 H; H Komponente von G� S
uv 2 E(G) , vw 2 E(G)) uw 2 E(G)

Angenommen nicht:

G [ uw besitzt ein perfektes Matching M
Da v 62 S, ex. x 2 V nS : vx 62 E(G)
N sei ein perfektes Matching von G [ vx

K := (V (G);M �N)

8d.h. alle Punkte bis auf einen �uberdeckend



1. Fall: vx und uw in der gleichen Komponente von K:

Wir k�onnen also ein perfektes Matching konstruieren, ohne die Kanten uw bzw. vx zu
benutzen.

2.Fall:

uv und jede 2. Kante auf dem Bogen uvxu l�a�t sich erg�anzen zu einem perfekten Matching.

Es folgt wiederum: G mu� bereits ein perfektes Matching enthalten. ! Widerspruch!
2

S � V;G� S

q(GS) = q(G� S) := Anzahl der ungeraden Zusammenhangskomponenten von G� S.

G hat perf. Matching , 8 S � V gilt: q(G� S) � jSj



Beweis: (Indirekt durch Gegenbeispiel)

G+ e hat perf. Matching f�ur alle e 62 E(G)
S := Menge der Punkte, die mit allen anderen verbunden sind.

Behauptung: Die Komponenten von G� S sind alle vollst. Graphen.

M perfektes Matching in G+ uw

N perfektes Matching in G+ vx

M �N = (MnN) [ (NnM)

H = (V;M �N)

Matchingzahl =�(G) Kantenzahl eines maximum- bzw. maximalen Matchings



2.2.5 Berse-Formel

Satz:

jV j � 2�(G) = max
S�V

(q(G� S)� jSj)

Beweis: Klar: jV j � 2�(G) =minimale Anzahl von Punkten, die von einem Matching nicht
�uberdeckt werden � max

S�V
(q(G� S)� jSj)

q(G� S)� jSj

Es sei nun umgekehrt

d := max
S�V

(q(G� S)� jSj)
d � q(G0

S)� jS 0j
Erweitern G zu einem Graphen
G0 := (V (G) [D;E(G) [ fvxjv 2 V; x 2 Dg [ �D

2

�
), jDj = d

Behauptung: G0 erf�ullt die Tutte-Bedingung

S � V (G0) = V (G) [D
q(G0 � S) ?

jV [Dj ist gerade !

1. Falls S � (V [D) nicht ganzD enth�alt, so besteht G0�S aus genau einer Komponente.



� S = ;: G0 � S = G0 von gerader Ordnung, also q(G0 � S) = 0

� S 6= ;: jSj � 1: Tuttebedingung klar, da nur eine Komponente existiert.

2. Also enthalte S ganz D ) G0 � S = G� (SnD)| {z }
S0

) q(G0 � S) = q(G� S 0) �|{z}
De�nition von d

jS 0j+ d = jSj

Aus dem Satz von Tutte folgt: G0 besitzt ein perfektes Matching, etwa M . Die Kanten aus
M , die zu G geh�oren, lassen dann h�ochstens d Punkte in G un�uberdeckt.

Die zeigt die andere Richtung der Ungleichung!
2

2.2.6 Satz von Petersen

De�nition: e hei�t Br�ucke, falls G� e mehr Komponenten besitzt als G.

Ein 3-regul�arer9, br�uckenloser Graph besitzt ein perfektes Matching.

Beweis: � sei G zusammenh�angend.

9d.h. Grad der Ecken=3 8x 2 V (G) (Kanten haben den Grad 3)



Wir �uberpr�ufen die Tutte-Bedingung:X
x2V

d(x)

| {z }
jV j�3

= 2 � jEj ) jV j gerade

Zu zeigen: q(G� S) � jSj (S � V )

Es sei H eine ungerade Komponente von G� S

Es gibt eine H � S-Kante, da G zusammenh�angend ist.

Es gibt zwei H � S-Kanten, da G keine Br�ucke enth�alt.

P
x�V (H)

dG(x) = 3 � jV (H)j| {z }
ungerade| {z }

ungeradeP
x�V (H)

dH(x) gerade

W�urden genau 2 Kanten von H nach S f�uhren, so w�areP
x�V (H)

dG(x) = 2 +
X

x�V (H)

dH(x)

| {z }
gerade

Es gibt also deshalb mindestens 3 H � S-Kanten.

Jeder Punkt in S mit h�ochstens drei Kanten indizieren, also

3jSj � 3 � q(G� S), daher gilt die Tutte-Bedingung.



2.3 Fl�usse in Netzwerken

Graphen: G = (V;E); E � �V
2

�
; fu; vg; uv

Gerichteter Graph:

G = (V;B); B � V � V

Elemente von B (gerichtete Kanten) hei�en B�ogen

Bezeichung:
�!
uv (u; v)

De�nition:

Ein Netzwerk N ist ein Quadrupel (G;C; q; s) mit

1. G ist ein gerichteter, schlingenloser10 Graph

2. C : B = B(G) ! R+ , i.e. C ordnet jedem Bogen von G eine nicht negative Zahl als
seine Kapazit�at zu. jC(u; v)j := C(u; v)

3. q; s 2 V (G); q 6= s q hei�t Quelle, s hei�t Senke von N.

Ein Flu� in N ist eine Funktion f; B(G)! R+ mit folgenden Eigenschaften:

1. 8e 2 B(G) : f(e) � C(e)

2. 8x 2 V (G)nfq; sg :
P

W :(W;X)2B(G)

f(W;X) =
P

Y :(X;Y )2B(G)

f(X; Y ) (1.Kirchho�sches

Gesetz)

Beispiel:

10d.h. (U;U) 62 B f�ur U 2 V



De�nition:

1. Der Wert val(f) eines Flusses f ist de�niert durch:

val(f) :=
X

x:(q;x)2B
f(q; x)�

X
y:(y;q)2B

f(y; q)

2. Ein Schnitt in N ist eine Teilmenge W � V (G) mit q 2 W; s 62 W . Die Kapazit�at
eines Schnittes, cap(W ), ist de�niert durch

cap(W ) :=
X

(x;y)2B
x2W;y 62W

C(x; y)

Lemma: Es sei N ein Netzwerk, f ein Flu� in N , W ein Schnitt. Dann gilt:

(i) val(f) :=
P

(x;y)2B
x2W;y 62W

f(x; y)� P
(u;v)2B
u62W;v2W

f(u; v)

(ii) val(f) � cap(W )

Beweis:
O�enbar impliziert (i) (ii).

Zu (i):
P
x2W

0
@ X

(x;y)2E
f(x; y)�

X
(w;x)2B

f(w; x)

1
A

| {z }8<
:
val(f) ; falls x = q
0 , sonst (nach Flu�bed.)

Halten wir nun einen einzelnen Bogen (u; v) fest und fragen, wie oft die Werte �f(u; v) in
der obigen Summe vorkommen:

u 2 W , v 2 W : 2-mal ( f(u; v) und �f(u; v) )
u 2 W , v 62 W : 1-mal ( f(u; v) )
u 62 W , v 2 W : 1-mal ( �f(u; v) )
u 62 W , v 62 W : �uberhaupt nicht



) Die Summe ist:

P
(x;y)2B
x2W;y2W

f(x; y)� P
(u;v)2B
u62W;v2W

f(u; v)

) Behauptung

Zu (ii): val(f) � cap(w)

Dann folgt aus (i) unter Beachtung von 0 � f(e) � c(e) 8 e 2 B

De�nition: Es sei N ein Netzwerk und f ein Flu� in N . Eine Folge x0; x1; x2; � � �xr�1; xr
hei�t vergr�o�ernder (x0 � xr)-Weg f�ur f , falls:

(i) die xi paarweise verschiedene Punkte aus V (G) sind.
(ii) die ej B�ogen aus B(G) sind mit ej = (xj�1; xj) (Vorw�artskante) oder

ej = (xj; xj�1) (R�uckw�artskante)
(iii) f�ur jede Vorw�artskante ej = (xj�1; xj) ist f(xj�1; xj) < c(xj�1; xj)
(iv) f�ur jede R�uckw�artskante ej = (xj; xj�1) ist f(xj; xj�1) > 0

2.3.1 Das Schnitt-Flu�-Theorem

Satz: Ein Flu� f ist maximal (val(f) ist maximal), es existiert kein verg�o�ernder (q� s)-
Weg.
Beweis:
(i)
Es sei q = x0; e1; x1 : : : xr � 1; er; xr ein verg�o�ernder Weg. Wir de�nieren:
"1 := minff(ej) : ej R�uckw�artskanteg
"2 := minfej � f(ej) : ej Vorw�artsskanteg

) " := minf"1; "2g > 0

f 0 sei nun der folgende Flu�:



f 0(e) :=

8<
:

f(e) ; e 62 fe1; : : : ; erg
f(e) + " ; e Vorw�artskante
f(e)� " ; e R�uckw�artskante

Dann ist f 0 ein Flu�

und es gilt: val(f 0) = val(f) + "

(ii)
Wir setzen W:= fqg [ fx 2 V (G)nfqg: Es ex. ein vergr�o�ernder (q � x)-Wegg.
Nach Voraussetzung ist s 62 W . W ist ein Schnitt.

Wir wollen zeigen: val(f) = cap(w)

Es sei x 2 W; y 62 W; (x; y) 2 B. Dann mu� f(x; y) = c(x; y) sein, denn anderenfalls k�onnten
wir den nach De�nition von W existierenden (q � x)-Weg zu einem verg�o�erenden (q � y)-
Weg verl�angern.

Analog: Falls (x; y) 2 B f�ur y 62 W;x 2 B, so mu� f(x; y) = 0 sein!

Insgesamt:

val(f) =
P

(x;y)2B
x2W;y2W

f(x; y)� P
(u;v)2B
u62W;v2W

f(u; v) = cap(W )) Behauptung

Folgerung: (Schnitt-Flu� Theorem, Ford & Fuklerson bzw. Elias, Feinstein & Shannon, 1956)

Sei f ein Flu�, W ein Schnitt ) max val(f) = min cap(W )



Algorithmus (f�ur den Fall ganzzahliger Kapazit�aten):

1. Es sei f0 ein Flu� in N , z.B. f0 = 0

2. i := U

3. Suche einen vergr�o�ernden Weg f�ur fi. Falls kein solcher existiert, so ist fi maximal
und wird ausgegeben. Andernfalls vergr�o�ern wir fi wie im Beweis des vorigen Satzes
und nennen den neuen Flu� fi+1.

4. i := i + 1, Weiter mit 3.

Fragen:

1. Wie �nde ich einen vergr�o�ernden Weg ?

2. Wie oft mu� man vergr�o�ern ?

3. Wie �nde ich einen minimalen Schnitt ?

4. Was ist, wenn die Kapazit�aten nicht ganzzahlig sind ?

Zu 4.:
Vorsicht bei irrationalen Kapazit�aten!
Aber: Edmonds und Karp haben gezeigt:
Falls immer ein vergr�o�ernder Weg mit minimaler Kantenzahl gew�ahlt wird, so stoppt der
Algorithmus nach O(mn), m = jB(G)j; n = jV (G)j Vergr�o�erungen mit einem maximalen
Flu�.

Zu 1.:
Sind G und f gegeben, so konstruieren wir einen Residualgraphen G0(V (G); B0):
~xy 2 B0, falls ~xy 2 B und f( ~xy) < c( ~xy) oder falls ~yx 2 B und f( ~yx) > 0.

Ist f maximal, so ist W = fqg [ U1 [ U2 [ : : : ein minimaler Schnitt.

2.3.2 Anwendungen des Schnitt-Flu�-Theorems

1. Satz von K�onig



Beweis (mittels Schnitt-Flu�-Theorem):
Wir konstruieren ein Netzwerk wie folgt:

(q; a); a 2 A (b; s); b 2 B
c(q; a) = 1 c(b; s) = 1

fa; bg 2 E : (a; b) 2 B mit c(a; b) = jAj+ jBj+ 1.
Ein minimaler Schnitt sei fqg [ A1 [B1 mit A1 � A;B1 � B

Dann ist (AnA1) [ B1 ein Vertex-Cover. (Da cap(fqg [ A1 [ B1) 2 jAj (vergleiche mit
fqg) kann es keine Kante (a; b) mit a 2 A1 und b 2 B1 geben). Ein ganzzahliger Flu�
(von q nach s) de�niert zwischen A und B ein Matching. Die Anzahl der Kanten des
Matchings ist der Wert des Flusses. D.h. es gibt in dem bipartiten Graphen ein Matching
mit cap(fqg [ A1 [B1) Kanten. Aber cap(fqg [ A1 [ B1) = jAnA1j+ jB1j.

2.3.3 Satz von Dilworth

Vorbemerkung:

P = (X;�) hei�t Halbordnung (partielle Ordnung), falls X eine Menge ist und � eine 2-
stellige Relation auf X mit:



(i) 8x 2 X : x � x (Re
exivit�at)
(ii) x � y und y � x) x = y (Antisymmetrie)
(iii) x � y und y � z ) x � z (Transitivit�at)

Hasse-Diagramm

A � X hei�t Antikette, falls keine zwei Elemente in A vergleichbar sind.
K � X hei�t Kette, falls je zwei Elemente in K vergleichbar sin.

C = fC1; : : : ; Crg hei�t Kettenzerlegung von P , fallsX = C1

�[; : : : ; �[ Cr und alle Ci Ketten
sind.
O�enbar ist:

maxjAj � minjCj
Bemerkung:
Ist P = (X;�) Halbordnung, so schreiben wir x � y , x � y und x 6= y
Es gilt stets:

x 6< x
x < y; y < z ) x < z

Satz (von Dilworth):

F�ur jede unendliche Halbordnung gilt:
maxjAj = minjCj

Beweis: (mit dem Satz von K�onig)
P = (X;�) sei die Halbordnung, X = fx1; : : : ; xng
G sei ein bipartiter Graph mit Farbklassen A = fa1; : : : ; ang; B = fb1; : : : ; bng
aibi 2 E(G) :, xi < xj (in P)

Lemma:
Es sei M ein Matching in G. Dann existiert eine Kettenzerlegung C = fC1; : : : ; Crg von P
mit:

jM j+ jCj = jM j + r = n
Beweis:
Wir schreibenM = fai1 ; bi2 ; ai3bi3 ; : : : ; ai2n�1bi2ng, also xi1 < xi2 ; xi3 < xi4 ; : : : ; xi2k�1

< xi2k .
Auf der Menge fxi1 ; xi2 ; : : : ; xi2kg der verschiedenen xij erhalten wir eine Zerlegung in dis-
junkte Ketten der L�ange � 2 (C0)



Formal:
Wir bilden einen gerichteten Graphen ~xi2j�1

xi2j .
Dieser gerichtete Graph enth�alt keine Kreise. Jedes cij inzidiert mit einer Kante.
Die folgenden sind als Teilgraphen ausgeschlossen!

Es gibt demnach nur Graphen wie:

Die Komponenten dieses gerichteten Graphen entsprechen der Kettenzerlegung C 0 = fC1; : : : ; Csg.
Sie wird durch einelementige Ketten zu einer Kettenzerlegung C = fC1; : : : ; Csg von P er-
weitert.

) n =
rP

j=1

jCjj =
rP

j=1

(nj�1)+r = jM j+r, wobei nj = jCjj; nj�1 die Anzahl der gerichteten
Kanten in dem obigen Graphen ist, die zur Kette Cj geh�oren. Diese Kanten entsprechen
bijektiv den Kanten aus jM j.

Lemma:
Ist W � A [ B min. Vertex Cover von Cj, so existiert eine Antikette K � P mit
jKj+ jW j � n

Beweis:
Wir setzen W = fai1 ; : : : ; aik ; bj1 ; : : : ; bjmg ) X0 := fxi1 ; : : : ; xin ; xj1; : : : ; xjm � X
jX0j � jW j
U := XnX0 ist Antikette und jU j+ jW j � jU j+ jX0j = jXj = n
Beweisschlu�:
Wir w�ahlen nach K�onig ein Matching M und ein Vertex-Cover W mit jM j = jW j.
Zu M : Kettenzerlegung C mit jM j+ jCj = n
Zu W : Antikette U mit jU j+ jW j � n
) jU j � jCj

2

Beweis: Wir zeigen: Falls jede Antikette in P h�ochstens n Elemente besitzt, so ist P Verei-
nigung von m Ketten.

Induktion nach jXj
X = ;: klar.
jXj > 0 : Wir w�ahlen in P eine maximale Kette C. Falls keine Antikette in (XnC;�) m
Elemente enth�alt, so folgt die Behauptung aus der Induktionsannahme. (�Uberdecken XnC
mit m� 1 Ketten und f�ugen C hinzu!)

Annahme: (XnC;�) enth�alt eine Antikette A = fa1; : : : ; ang mit m Elementen.

S� := fx 2 X : x � ai f�ur ein ig (unterer Schatten)
S+ := fx 2 X : x � ai f�ur ein ig (oberer Schatten)
Es ist X = S� [ S+



(Angenommen y 2 XnfS� [S+g, dann w�are y zu allen ai unvergleichbar, also A[fyg eine
Antikette mit m+ 1 Elementen ! Widerspruch)

Keine der Mengen S�; S+ kann bereits gleich X sein, denn das maximale Element von C
geh�ort nicht zu S� und das minimale Element von C geh�ort nicht zu S+.

(Angenommen: CmaxCjtS� ) es existiert i mit y � ai f�ur alle y 2 C ) C [ faig gr�o�ere
Zahl ! Widerspruch zur Wahl von C)

P+ := (S+;�) und P� := fS�;�g sind also Halbordnungen, f�ur die wir die indirekte
Annahme verwenden k�onnen.

) S+ =
mS
i=1

C+
i|{z}

Kette in P+

; S� =
mS
i=1

C+
i|{z}

Kette in P�

weil veschiedene ai zu verschiedenen Ketten

geh�oren, k�onnen wir � annehmen, da� ai 2 C+
i \ C�

i ; 1 � i � m:

Wir sind fertig, falls ai = maxC�
i = minC+

i , denn dann ist Ci := C+
i [ C�

i eine Kette und
mS
i=1

Ci =
mS
i=1

C+
i [

mS
i=1

C�
i = S+ [ S� = X

Angenommen, ai w�are nicht das gr�o�te Element in C�
i ) es gibt x 2 C�

i mit ai 2 X
Nach De�ntion von S� existiertein aj 2 A mit x � aj

) ai < aj ! Widerspruch zur Antiketteneigenschaft. Rest analog.

2.4 Ramsey-Theorie

Beispiel:

Betrachten einen Graphen mit unendlichen vielen Punkten. G(V; e), E � �V
2

�
; V unendlich.

Behauptung:

Es gibt immer eine unendliche Teilmenge W � v, so da�
�
W

2

� � E oder
�
W

2

� \ E = ;
Beweis:

Angenommen, es existiert keine unendliche unabh�angige Menge W � V .

Es sei A eine maximal unabh�angige Teilmenge von G.

Da jeder Punkt von V nA eine Verbindung nach A besitzt, existiert ein a1 2 A mit unendlich
vielen Nachbarn. Diese Menge der Nachbarn sei A1



Wie oben �nden wir in A1 einen Punkt a2, der unendlich viele Nachbarn besitzt (A2). Analog
konstruieren wir a3; a4; a5 usw. Insgesamt erhalten wir eine Folge (an)

1
n=1 von verschiedenen

Elementen von V , in der jedes Element mit jedem anderen verbunden ist.

Satz: Jeder Graph mit
�
k+l
k

�
Punkten enth�alt einen vollst�andigen Graphen mit k+1 Punkten

oder eine unabh�angige Menge mit l + 1 Punkten.

Beweis: Induktion nach k + l: F�ur k = 1 bzw. l = 1 ist die Aussage trivial. Es sei nun
k > 1; <� V (G)

) aG(X) + aG(X)11 = jV (G)j � 1 =
�
k+l
k

�� 1 =
�
k+l�1
k�1

�
+
�
k+l�1
k

�� 1

) dg(x) �
�
k+k�1
k:1

�
oder dG(X) � �k+l�1

k

�
(inG)

Falls die erste Ungleichung gilt, so seiG1 der von den Nachbarn von x induzierte Untergraph.

�
k+l�1
k�1

�
=
�
(k�1)+l
k+1

� � jV (G1)j
Nach Induktionannahme existiert in G1 ein vollst�andiger Graph der Gr�o�e (k � 1) + 1 = k
oder eine unabh�angige Maenge der Gr�o�e l+1. Im letzteren Fall sind wir fertig. Im ersterem
Fall ist der vollst�andige Grapg G1 zusammen mit x ein vollst�andiger Graph der Gr�o�e k+1
in G. Falls die zweite Ungleichung gilt, also dG(X) � �k+l�1

k

�
=
�

k+l�1
(k+l�1)�k

�
=
�
k+(l�1)
l�1

�
Weiteres Vorgehen analog. Betrachten den GraphenG2, der von den zu x nicht benachbarten
Punkten induziert wird.

Satz: Ist k 2 N ; a1 ; a2; : : : ; ak 2 N , so existiert eine nat�urliche Zahl RK(a1; : : : ; ak) mit
folgender Eigenschaft:

F�arben wir die Kanten eines vollst�andigen Graphen Kn; n � RK(a1; : : : ; ak) mit den Fraben
1; : : : ; k, so existiert ein i 2 f1; : : : ; kg, so da� Kn einen vollst�andigen Graphen Kai enth�alt,
dessen Kanten alle mit der Farbe i gef�arbt sind.

Beweis: Induktion nach k:

11G = (V;E)) G := (V;
�
V

2

�
nE)



k = 1: trivial
k = 2: Wir wissen R2(A1; a2) �

�
a1+a2
a1

�
=
�
a1+a2
a2

�
k � 3: Es sei n � RK�1(a1; a2; : : : ; R2(aK�1; aK)). Angenommen die Kanten von Kn sind
mit den Farben 1; : : : ; k gef�arbt. (Identi�zieren vorbergehend Farben k � 1 mit k). Falls
ein i 2 f1; : : : ; k � 2g existiert, so da� ein Kai mit Farbe i vollstndig gefrbt ist, so sind wir
fertig.

Anderenfalls existiert ein vollst�andiger Graph der Gre R2(ak�1; ak), dessen Kante alle mit
den Farben k � 1 oder k gef�arbt sind. Nach De�nition von R2(ak�1; ak) existiert ein mono-
chromatischer Teilgraph mit ak�1 Punkten zur Farbe k� 1 oder ein ein monochromatischer
Teilgraph mit ak Punkten zur Farbe k.

R2(a1; : : : ; ak) existiert und ist � R2(a1; : : : ; k � 2; R2(ak�1; ak)

2.4.1 Satz von Ramsey

Es seien r; k; a1; : : : ; ak 2 N .

Dann existiert ein Rr
k(a1; : : : ; ak) 2 N mit:

F�arbt man
�
V

r

�
mit jV j � Rr

k(a1; : : : ; ak) mit den Farben 1; : : : ; k, so existiert ein i 2
f1; : : : ; kg und Vi � V , so da� jV j � ai und jedes X 2 �vi

r

�
mit der Farbe i gef�arbt ist.

12

Beweis:
Induktion nach r
r = 1 : Schubfachprinzip
r = 2 : siehe vorheriger Satz

Es sei r � 3 (r � 1! r)

Ind.Annahme: Rr
k(a1; : : : ; ak) existiert f�ur alle b1; : : : ; bn.

Wir zeigen den Induktiosnschritt durch Induktion nach a1 + a2 + : : :+ ak.

Da die Existenz von Rr
k(a1; : : : ; ak) trivial ist, falls ein ai � r ist, k�onnen wir ai > r f�ur alle

i annehmen. Der Induktionsanfang ist damit klar.

Es sei nun jV j = n; x 2 V beliebig aber fest.

Wir f�arben die (r� 1)-elementigen Teilmengen von V nfxg wie folgt. Farbe von S 2 �V nfxg
r�1

�
wird de�niert als die Farbe von S [ fxg.
Falls n�1 � Rr�1

k (b1; : : : ; bk) ist, so existiert f�ur ein i 2 f1; : : : ; kg ein Vi � V nfxg; jVij = bi,
so da� alle (r � 1)-elementigen Teilmengen von Vi die Farbe i bekommen.

12

"
F�arbung\ hei�t: Abbildung: c :

�
v

r

�
! f1; : : : ; kg



Wir w�ahlen f�ur bi = Rr
k(a1; : : : ; ai�1; ai � 1; ai+1; : : : ; ak); 1 � i � k (die bi existieren nach

Ind.Annahme).
Dann besitzt Vi entweder eine aj-elementige Teilmenge W , deren r-elementige Teilmengen
alle gleich gef�arbt sind mit Farbe j (j 6= i) oder Vi besitzt eine (ai� 1)-elementige Teilmen-
ge W , deren r-elementige Teilmengen alle die gleiche Farbe i haben.

Im ersten Fall (j 6= i) sind wir fertig, im zweiten Fall betrachten wir W 0 :=W [ fxg.

Was ist die Farbe der r-elementigen Teilmengen von W 0?

Es sei S 2 �W 0

r

�
. Falls x 62 S, dann ist S 2 �W

r

�
, ist also i-gef�arbt. Falls x 2 S :

(Snfxg 2 � Vi
r�1

�
und ist damit i-gef�arbt.

Nach Konstruktion der F�arbung auf
�
V nfxg
r�1

�
mu� auch S i-gef�arbt sein!

Beispiel 1: (Erd�os-Szekeresz)
Gibt es f�ur alle n 2 N eine Zahl K(n) mit:
Unter je K(n) Punkten der Ebene in allgemeiner Lage13 gibt es n Punkte, die ein konvexes14

n-Eck bilden?
Die Antwort lautet,

"
Ja!\

Es seien 6 Punkte in allgemeiner Lage gegeben. Wir betrachten die konvexe H�ulle:

Falls diese in ihrem Inneren 0 oder 1 Punkt enth�alt, sind wir fertig. K(4) = 5.
n Punkte bilden genau dann die Ecken eines konvexen n-Ecks, wenn je 4 der Punkte ein
konvexes 4-Eck bilden.
G�abe es einen inneren Punkt, so k�onnten wir folgende Aufteilung vornehmen:

13d.h., keine 3 Punkte liegen auf einer Geraden
14F�ur je 2 Punkte mu� gelten: Ihre Verbindungslinie ist ganz in der Menge enthalten.

M � R
2 ist konvex, wenn f�ur alle x; y 2M gilt: f�x+ (1� �)y : 0 � � � 1g �M



Wir w�ahlen nun K : R4
2(n; 5) und K Punkte in allgemeiner Lage seien gegeben. Diese

Menge sei V . Eine 4-elementige Teilmenge der Punkte erh�alt die Farbe 1, falls dies Punkte
ein konvexes 4-Eck bilden, andernfalls 2.

Dann gibt es:

(i) W � V mit jW j = n, so da� alle 4-elementigen Teilmengen ein konvexes 4-Eck bilden.

(ii) 5 Punkte, so da� keine 4 davon ein konvexes 4-Eck bilden.

(ii) kann nicht gelten, wegen K(4) = 5. Im Fall (i) bilden die Punkte aus W die Ecken eines
konvexen n-Ecks.

Beispiel 2:
F�ur alle k 2 N existiert ein N 2 N .
F�arbt man f1,2, : : : ,Ng mit k Farben, so existiert ein i 2 f1; : : : kg und x; y; z mit Farbe i
und x+ y = z.

Beweis:
Wir w�ahlen N := R2

k(3; : : : ; 3). Es sei c : f1; : : : ; Ng ! f1; : : : ; kg eine F�arbung. Wir
konstruieren c0 :

�f1;::: ;Ng
2

�! f1; : : : ; kg wie folgt:
c0(fi; jg) := c(ji� jj)

Satz von Ramsey: Es gibt fi < j < kg � f1; : : : ; Ng mit c0(fi; jg) = c0(fi; kg) = c0(fj; kg),
also c(j � i)| {z }

x

= c(k � i)| {z }
z

= c(k � j)| {z }
y

und es gilt x+ y = z.

De�nition:
F�ur a; d 2 N ist a; a+ d; a+2d; : : : ; a+(l� 1)d eine arithmetische Progression der L�ange l.

Satz: (Van der Waerden, 1927)
F�arbt man N mit k-Farben, so gibt es monochromatische arithmetische Progressionen be-
liebiger endlicher L�ange.



Beweis: zu �nden z.B. bei
"
Chintchin: 3 Perlen der Zahlentheorie\

�Aquivalent: Zu k; l 2 N gibt es N := N(k; l) 2 N mit:
F�arbt man f1; : : : ; Ng mit k Farben, so gibt es eine monochromatische arithmetische Pro-
gression der L�ange l.
De�nition:
Wir betrachten eine Folge a1 < a2 < a3 < : : : nat�urlicher Zahlen. ihre Dichte ist de�niert

als: inf
n
Anzahl der ai�n

n

o
: n 2 N .

Satz: (Szemeredi)
Hat man eine Folge nat�urlicher Zahlen positiver Dichte, so enth�alt sie arithmetische Pro-
gressionen beliebiger L�ange.
Vermutung: (Erd�os, $3000)

Falls a1 < a2 < a3 < : : : eine Folge nat�urlicher Zahlen ist mit
nP
i=1

1
ai

= 1, so enth�alt sie

arithmetische Progressionen beliebiger L�ange.

2.4.2 Perfekte Graphen

Es sei G = (V;E) ein Graph.
cl(G) := maxfjW j : E � V : G(W ) vollst�andig g nennt man Cliquenzahl.
Jede Funktion c : V ! f1; : : : ; kg hei�t eine k-F�arbung von G. c hei�t zul�assig, falls
xy 2 E(G)) c(x) 6= c(y).
G hei�t k-f�arbbar, falls G eine zul�assige k-F�arbung besitzt.
�(G) := minfk : es ex. eine zul�assige k-F�arbungg = minfk : c k-f�arbbarg hei�t die chro-
matische Zahl

Trivial: !(G) � �(G)
g(G) := minfjV (C)j : C Kreis in Gg gibt die L�ange des k�urzesten Kreises an. (g(G) =1,
falls C ein Wald).
Falls g(G) � 4; so ist !(G) � 2.
Man kann zeigen: Zu beliebigen nat�urlichen Zahlen k und l gibt es einen Graphen G mit
g(G) � k und �(G) � l.

De�nition: G hei�t perfekt, falls jeder induzierte Untergraph H von G die Gleichung !(H) =
�(H) erf�ullt.

Beispiele

1. Intervallgraphen
Es seien I1; : : : ; In abgeschlossene Intervalle in R. Wir de�nieren einen Graphen G =
(V;E); V := fx1; : : : ; xng; xixj 2 E , Ii \ Ij 6=6 0.
Graphen, die auf diese Weise entstehen, hei�en Intervallgraphen. Induzierte Graphen von
Intervallgraphen sind wieder Intervallgraphen.



Wir wollen zeigen: Intervallgraphen sind perfekt.
Es gen�ugt zu zeigen: G Intervallgraph ) �(G) = !(G)
� sei I1 = [b; a] ein Intervall mit kleinstem rechten Endpunkt. Nach einer Induktionsan-
nahme ist �(G� x1) = !(G� x1). Ist xix1 2 E(G), so ist a 2 Ii.
Insgesamt enthalten h�ochstens !(G) Intervalle (einschlie�lich I1) den Punkt a, also ist
(*) dG(x1) � !(G)� 1
Eine zul�assige F�arbung von G� x1 mit !(G) Farben kann zu einer zul�assigen F�arbung von
G mit !(G) Farben fortgesetzt werden (In der Nachbarschaft von x1 k�onnen wegen (*)
h�ochstens !(G)� 1 Farben vorkommen. F�arben x1 mit einer anderen Farbe).
�Ubung: Zeige: G Intervallgraph ) �G := (V (G);

�
V

2

�nE(G)) ist perfekt.
2. Vergleichbarkeitsgraphen:
Halbordnung P = (V;�), Graph G := (V;E)
xy � E :, x � y oder y � x.
Dann ist G perfekt. Genauso zu zeigen: �(G) = !(G)
!(G) ist die L�ange der l�angsten Kette in G.
Wir de�nieren eine F�arbung c wie folgt:
c(x) sei die maximale L�ange einer Kette x = x1 < x2 < : : : < xc
Dann ist f�ur alle y : 1 � c(x) � !(G)
Angenommen: xy 2 E(G);� x < y) c(x) � c(y) + 1
Auch �G ist perfekt.
!( �G) := maxfjW j :W � V;W Antikette in Pg
�( �G) := minfk : Es ex. Zerlegung von P in k Ketteng

Satz �uber perfekte Graphen

Ziel: G perfekt , G perfekt (L. Lov�asz)
bekannt: G perfekt , �(H) = !(H) f�ur alle induzierten Untergraphen H von G

Beispiel:

1. Intervallgraphen und Komplemente

2. Vergleichbarkeitsgraphenund Komplemente

Lemma:
G ist perfekt, jeder induzierte Untergraph H mu� eine unabh�angige Menge enthalten, die
alle Cliquen C � H mit jV (C)j = !(H) schneidet.



Beweis:

"
)\ W�ahle eine zul�assige F�arbung von H mit !(H) Farben. Dann ist jede Farbklasse

eine unabh�angige Menge, wie wir sie suchen.

"
(\ Es bleibt zu zeigen: G ist perfekt.Es sei H ein beliebiger induzierter Untergraph

von G, H = H1. Wir w�ahlen eine unabh�angige Menge V1 � V (H1), die alle Cliquen
max. Kardinalit�at von H schneidet, und f�arben die Punkte von V1 mit Farbe 1.
Es ist !(H � V1) = !(H)� 1. Dann setzen wir H2 := H � V1 und w�ahlen analog
V2, die Menge der Punkte mit Farbe 2, u.s.w.
Es entsteht eine zul�assige F�arbung von H mit !(H) Farben.

2

Satz: (Substitutionssatz)
Es seien G = (V;E) und Gx(x 2 V ) perfekte Graphen mit paarweise disjunkten Knoten-
mengen. Wir erzeugen einen Graphen G0 wie folgt:

V (G0 =
�S

x2V
V (Gx)

uv 2 E(G0) , entweder fu; vg � V (Gx) f�ur ein geeignetes x und uv 2 E(Gx) oder
u 2 V (Gx), v 2 V (Gy) (x 6= y) und xy 2 E(G).

[substituiere einen Punkt durch einen Graphen Gx]

noch zu zeigen: Dann ist auch G0 perfekt.



Beweis:
Wir k�onnen die Graphen Gx einen nach dem anderen substituieren und zeigen nun, da�
die Perfektheit bei jedem solchen Schritt erhalten bleibt. Es werde also etwa Gx0 f�ur einen
Punkt x0 des perfekten Graphen G substituiert.
Wir benutzen nun das vorherige Lemma, d.h. wir zeigen, da� G0 eine unabh�angige Menge
enth�alt, die alle Cliquen max. Kardinalit�at von G0 schneidet. (Induzierte Untergraphen von
G0 entstehen wie G0 durch Substitution eines perfekten Graphen in einen perfekten Gra-
phen.)
Nun f�arben wir G mit �(G) = !(G) Farben und es sei W die Farbklasse, die x0 enth�alt.
Au�erdem sei U � V (Gx0) eine unabh�angige Menge, die alle gr�o�ten Cliquen von Gx0

schneidet.

O�enbar ist (Wnfx0g) [ U unabh�angig in G0.

Es sei nun C eine Clique maximaler Kardinalit�at in G0.
V (C) \ V (Gx0 = ; ) C ist Clique max. Gr�o�e in G, also V (C) \ V (Gx0) 6= ;.
Ist V (C) \ V (Gx0 6= ;, so enth�alt C eine Clique max. Gr�o�e in Gx0 ,

denn in diesem Fall ist C�(V (C)\V (Gx0))+C 0 eine Clique in G0 f�ur jede Clique C 0 in Gx0 .
Es mu� also bereits U\V (G) 6= ; sein!

De�nitionen:



Hypergraqph H : Paar (V;E), V endliche Menge, E eine Multimenge von
Teilmengen von V , alle 6= ;

Teilhypergraph H 0 von H : Paar (V;E 0) mit E 0 � E

Matchingzahl �(H) : Maximalzahl paarweise disjunkter Kanten in E

Vertex-Coverzahl �(H) : Minimale Kardinalit�at einer Menge W|{z}
Vertex-
Cover

� V , so da�

e \W 6= ; f�ur alle e 2 E
Grad von x 2 V : d(x) = dH(x) := jfe 2 E : x 2 egj;�(H) = max

x2U
dH(x)

Chromatische Zahl �(H) : Minimalzahl von Farben, die man braucht, um V zu
f�arben, so da� jedes e 2 E mit jej � 2 mindestens 2
verschiedene Farben enth�alt.

Chromatischer Index �0(H) : Minimalzahl von Farben, die man braucht, um E zu
f�arben, so da� je 2 inzidente Kanten (e; e0 2 E mit e\e0 6=
;) verschiedene Farben bekommen. �0(H) � �(H)

Der Kantengraph L(H) von H ist folgenderma�en de�niert:

V (L(H)) := E(H) e; e0 2 E(L(H)), e \ e0 = ;
Es ist �0(H) = �(L(H)).

Zu jedem Graphen G sei der Cliquengraph Cl(G) wie folgt de�niert:

V (Cl(G)) = Menge der inklusionsmaximalen15 Cliquen von G.

Zu jedem Punkt x 2 V (G) sei Cx die Menge der C 2 V (Cl(G)) mit x 2 V (C).
[E(Cl(G)) = fexjx 2 V (G)g]

Bemerkung: F�ur jeden Graphen G ist L(Cl(G)) ' G

Beweis:

Es ist V (L(Cl(G))) = E(Cl(G)) = fexjx 2 V (G)g x$ex' V (G) exey 2 E(L(Cl(G))) ,
ex \ ey 6= ; , es existiert eine maximale Clique, die x und y enth�alt , xy 2 E(G).

15

"
inklusionsmaximal\bedeutet: die Clique kann nicht durch weitere Hinzunahme von Punkten erweitert

werden



De�nitionen:
Ein Hypergraph H hei�t normal , �0(H 0) = �(H 0) f�ur alle Teilhypergraphen H 0 von H.
Er hei�t � -normal , falls �(H 0) = �(H)0

H hat die Helly-Eigenschaft , falls gilt: E � E;\E 0 = ; ) es existieren e; e0 2 E 0 mit
e \ e0 = ;.

Satz:
Normale, � -normale und Cliquenhypergraphen haben die Helly-Eigenschaft.

Beweis:

(i) Es sei H � -normal und E 0 � E mit \E 0 = ;
) �(H 0) � 2 (H 0 = (V;E 0)) ) �(H 0) � 2 ) 9 E 0 mit e \ e0 = ;.

(ii) Es sei H normal und E 0 � E mit e \ e0 = ; 8 e; e0 2 E 0 e 6= e0.

Wir f�arben die Kanten E 0 von H 0 := (V (M); E 0) mit �(H 0) Farben.

Wegen e \ e0 = ; 8 e; e0 bekommen die Kanten aus E 0 verschiedene Farben.

) �(H 0) = jE 0j ) \E 0 = ;.
(iii) Es sei G ein Graph und x1; : : : ; xr 2 V (G) mit exi \ exj 6= ; f�ur 1 � i; j � r.

xi; xj 2 E(G) 8 i 6= j

) fx1; : : : ; xrg induziert eine Clique in G. Diese ist ebenfalls enthalten in einer
maximalen Clique C.

) C 2
rT
i=1

exi

Satz:

(1) �(L(H)) = �0(H)

(2) !(L(H) = �(H)

Besitzt H die Helly-Eigenschaft, so gilt ferner:

(3) �(L(H)) = �(H)

(4) !(L(H)) = �(H)

Beweis:

(1) und (2) sind trivial.



(3) �(L(H)) ist die minimale Anzahl von Cliquen, die man braucht, um alle Punkte
von L(H) zu �uberdecken.
Die Punkte von L(H) sind die Kanten von H.

E 0 � R(H) ist eine Clique in L(H) , e \ e0 6= ; 8 e; e0 2 E 0 Helly, \E 0 6= ;
) �(L(H)) ist die minimale Anzahl von Punkten (aus V (H)), die man braucht,
um alle Kanten von H zu schneiden.

(4) !(L(H)) ist die max. Anzahl von Kanten in einer Menge E 0 � E(H) mit e [ e0 6=
; 8 e; e0 2 E 0

Da jedes solche E 0 (wegen Helly) \E 0 6= ; erf�ullt, gilt: jE 0j � �(H), also !(L(H)) =
�(H).

Satz:
Es sei G ein Graph, H ein Hypergraph mit der Helly-Eigenschaft. Dann gilt:

(i) H ist normal , L(H) ist perfekt

(ii) G perfekt , CL(G) ist normal

(iii) H ist � -normal , L(H) ist perfekt

(iv) G ist perfekt , Cl(G) ist � -normal

Beweis:

(i) Ein Teilhypergraph H 0 von H erf�ullt �0(H 0) = �(H 0) , der induizierte Untergraph
L(H 0) von L(H) erf�ullt die Gleichung �(L(H 0)) = !(L(H 0)). [vgl.(1),(4)]

(ii) G perfekt , L(Cl(G)) perfekt , Cl(G) normal

(iii) H � -normal, jeder TeilhypergraphH 0 erf�ullt �(H 0) = �(H 0) , jeder entprechende
induzierte Untergraph L(H 0) von L(H) erf�ullt:

�(H 0)
(2)
= !(L(H 0)) = �(L(H 0)

(3)
= �(H 0)

(iv) G perfekt , L(Cl(G)) perfekt
(i),(ii), Cl(G) � -normal

Lemma:
Vervielfacht man Kanten eines normalen Hypergraphen, so ist der so konstruierte Hyper-
graph ebenfalls normal.

Beweis:
�
H entstehe aus H durch Vervielfachung von Kanten (e 2 E wird ersetzt durch e1; : : : ; e�(e)).

Dann entsteht L(H) aus L(H) durch Substitution des vollst�andigen Graphen auf fe1; : : : ; e�(e)g
f�ur e.
Die Behauptung folgt aus dem Substitutionssatz.

2

Beweis des Satzes von Lov�asz (Perfect Graph Theorem)

[G perfekt , G perfekt]

Wir zeigen:



(�) Ist ein Hypergraph normal, so ist er � -normal.
Dann folgt aus dem vorherigen Satz:

G perfekt ) Cl(G) normal
(�)) Cl(G)� -normal ) G perfekt16.

Also gen�ugt uns zu zeigen: H normal ) �(H) = �(H) (entspr. Behauptung f�ur H 0 � H
analog)

Beweis: Durch Induktion �uber k := �(H)

Induktionsanfang:
k = 0 : �(H) = �(H) = 0

p

Induktionsschlu�:

(i) angenommen, es existiert ein x 2 V = V (H) mit � (H � x)| {z }
=(V nfxg;

fe2E(H):x62eg

< �(H) = k

Dann w�ahlen wir ein Vertex-Cover W � V nfxg mit jW j = k � 1, so da�
e \W 6= ; 8 e 2 E(H � x) (Ind.Ann).
W [ fxg ist dann ein Vertex-Cover f�ur H mit k Elementen.

2

(ii) �(H � x) = k 8 x 2 V
Zu jedem x w�ahlen wir ein k-elementiges Matching Ex in H � x.
�
E:=

S
x2V

Ex (Vereinigung von Multimengen)

�
H:= (V;

�
E) entsteht aus einem Teilhypergraphen von H durch Vervielfachung von

Kanten, ist also normal (Lemma!), d.h. �0(
�
H= �(

�
H)

�
H hat k � jV j Kanten und �(

�
H) = k

) �0(
�
H) � j�Ej

k
= k�jV j

k
= jV j ) �(

�
H) � jV j

Andererseits ist ein x 2 V in h�ochstens einer Kante von Ey (y 6= x) enthalten, aber
nicht in Ex.
) der Grad d�

H
(x) � jV j � 1 8 x 2 V

) Widerspruch zu �(
�
H) � jV j

2

16Es reicht, eine Implikation zu zeigen, da G = G



Kapitel 3

Promotionsaufgabe

Wer den folgenden Satz zu beweisen vermag, m�oge sich bitte umgehend mit Prof.Dr. Triesch
in Verbindung setzen. Er braucht die Vordiplomsklausur dann nicht mehr mitzuschreiben,
sondern kann sich bei ihm direkt zur Promotion anmelden. ;-)

3.1 Starke perfekte Graphen Vermutung (Berge 1961)

G ist perfekt , G enth�alt keine induzierten ungeraden Kreise oder deren Komplement.

THE

END
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