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Vorwort

Liebe Freunde der Diskreten Mathematik!

Das vorliegende Skript stellt eine Vorlesungsmitschrift zu , Diskrete Strukturen®, gelesen
von Prof.Dr.E.Triesch im Sommersemester 1998 an der Rheinisch-Westfilischen Technischen
Hochschule zu Aachen, dar. Diese ist Produkt unserer handschriftlichen Aufzeichnungen und
daher sei zum Umgang mit dem SKript folgendes angemerkt:

Unsere Intention war es, den Vorlesungsinhalt noch einmal in einer strukturierten Form auf-
zuarbeiten, ihn mit einer entsprechenden Gliederung zu versehen und diese in KTEXumzusetzen.
Dies soll den Stoff grob umreiflen und eine gezielte Vorbereitung auf die Vordiplomsklausur
ermoglichen.  Wir mochten an dieser Stelle jedoch darauf hinweisen, dal das Skript nur
eine Anregung zum Selbststudium sein kann und nicht als Lehrbuch verstanden werden
will. Hierzu sei auf das Werk von Martin Aigner: , Diskrete Mathematik®, erschienen bei
Vieweg Studium verwiesen. Desweiteren kénnen wir keine Garantie fiir Vollstédndigkeit und
Richtigkeit geben. Wir mochten daher anregen, uns iiber eventuelle Fehler mit einer E-Mail
an DiskreteMathematik@gmx.net zu benachrichtigen.

Es bleibt zu wiinschen, dal dieses Werk dem Leser den Stoff der Vorlesung etwas néher
bringt.

Aachen, im August 1998
Matthias Egerland

Florian Hasibether
Simon Kirstein
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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Elementare Ziahlprinzipien

Gleichheitsregel:

|S| = |T'| < es ex. eine Bijektion zwischen S und T

Summenregel:

. t
Falls S =J,_, S; disjunkte Vereinigung endlicher Mengen, so ist |S| = 3 | S|

i=1
Produktregel:
t
Ist S =5; x...xS; ein kartesisches Produkt, so ist |S| =[] |Si]
i=1

Beispiel:
(Z) sei die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge S.

(R)={AC S A=k} () = ()]

Gesucht: Rekursion fiir (Z)
wihle z € S beliebig.

M:={A€(}):xeA}
N::{AG() x ¢ A}
MUN = (})

su |M|: M| = ‘ (S ‘_
m IN| : [ N] = \(S\{” = k)

Summenregel: (Z) = (Z_i) + (”;1)



Beispiel:

Es seien R, N endliche Mengen, RY := {f: N — R}. Was ist |[RYN|?
Antwort: |RN| = |R|N!

N ={z1,...,xn},"

RN ~2{(f(x1),...,f(zn)): fER"}=RXRXx...xXR

n—mal

2N .= {A: AC N};|2V| =2V
2V ~{f:N —{0,1}}
€A

A—>fA;fA(3U):{

Folgerung: Was ist die Anzahl der Ketten A; C A, C ... C A, C N in 2" der Liinge r?
Antwort: (r + 1)V = (r + 1)"

Bijektion: (A, Ay, ..., A,) = f, wobei

flx)y=u,fallsz € AN\NA; 1;i=1,...,r+1;4:=0; A, :=N

e

Ai={x e N: f(x) <i}

L,z e A
0, sonst

1.1.1 Regel vom zweifachen Abzihlen

Es sei M = (m;;) eine Matrix mit m;; € R fiir alle 4, j.
Dann gilt:

= (5n) ()

Beispiel: i | j
n : t(n) = Anzahl der Teiler von n

)= 4 3100

Fiir n € N sei M = (mj) die folgende n x n-Matrix:

_J Lfallsi|j
Mij = 0, sonst

Bezeichnung: Es sei A eine Aussage.

Al 1, falls A wahr
4] := 0, falls A falsch

!Damit soll symbolisiert werden, daf8 die Menge keine gleichen Elemente enthélt
Zbijektiv
3arithmetisches Mittel



Es ist zmi]’ = L%J4
J
n

> S Emy =3 2]

=1

H,, heit n-te harmonische Zahl

t(n) ~*logn

1.1.2 Schubfachprinzip

Verteilt man n Gegensténde auf r Fécher und ist n > r, so enthélt ein Fach (mind.) 2
Gegensténde.

Verallgemeinerung:
Ist f: N — Rmit [N| =n >r =|R|, so ex. mindestens ein a € R mit |f~!(a)] > [2] +1

- r

(Angenommen dies wére nicht der Fall:

n=IN|=|U fHa)| =X |f(a)] <= =n—1 — Widerspruch!)
a€R a€R ="
<[]
Beispiel: Es seien ay, as, . .. , G2, a2 n? + 1 verschiedene Zahlen.

Behauptung: Es gibt Indizes iy <5 < ... < 141 mit:

a;, < i, < ...<a,., odera; > ay,>...>a;,,
Beweis: Fiir jedes i, 1 < t; < n?+ 1, sei t; die maximale Linge einer mit a; beginnenden,
monoton steigenden Folge (a1, az,as,... , G- . ,0p2, 0524 1)
Falls ein 7 ex. mit ¢; > n + 1, so sind wir fertig, also: Fiir alle ¢ gilt: 1 <t; < n.
Schubfachprinzip: Es gibt ein ¢ € {1,...,n}, so daf} die Anzahl der 7 in {1,... ,n*+ 1} mit

2
. n+1)—1 .
t; = t mindestens {%J + 1 betrégt, also etwa
n
nil
by =ty =...=t,,, =t;1 <01 <ip<...<ipy1 <n?+1

Angenommen, a;, < a;, ,1<r <n.

“nach unten gerundet
5asymptotisch



Wir wihlen eine aufsteigende, mit a;,,, beginnende Folge der Linge ¢t = ¢; .,
diese zu einer (t + 1)-elementigen, aufsteigenden Folge, die mit a; beginnt.
=t;, >t+ 1, Widerspruch zu ¢;, =t

= Qi > Qjy > .. > g, > GGy

und verldngern

Beispiele: Wir betrachten n x n-Matrizen M = (m;;) mit
1. mi; € N

2. Falls m;; = m, so ex. genau ein Paar (k,[) mit (k,[) # (7,j) und mg =m
(= n? gerade = n gerade)

Esseime S, :={r:{1,...,n} = {1,... ,n}r Bijektion}

Eine Transversale in M ist gegeben durch die Paare {(i,7 (i)); 1 <i < n} (v € S,)
Die Transversale heifit zulédssig, falls alle m; »(;), 1 <@ < n, verschieden sind!

Frage: Gibt es immer eine zuléssige Transversale?

e Nein, bei z.B. ( ; ? )

e Ja, fiirn >4
Beispiel: (n x n)-Matrizen M = (m;;)

1. mg; € N

2. Falls myij] = m, so existiert genau ein Paar (k,[) # (i, j) mit: my = m, n gerade
Transversale: © € S,

{(i,7(7)) : 1 < i< n} Transversale
zuldssige Transversale: 7 € S, mit [{m;.u : 1 <i<n}|=n
1 2

2 1
n > 4 (gerade) : Es gibt immer eine zuliissige Transversale

Firn=2:

Beweis: Die Matrix M sei gegeben.

Ein Paar {(4, ), (k,l)} mit i + k und j + [ und m;; = my, nennen wir singuldr.
7 zuldssig < 7 enthélt kein singulédres Paar

Es sei T die Menge der singulidren Paare 0 < |T'| < ”—22

N := (ng4)res, et sei die folgende Matrix:

{ 1, m enthélt das Paar ¢

Npt =
i 0, sonst

)

} = [r enthlt ¢]

> (zt: nm> = Xt: (; nm> = |T|(n — 2)!

™
[\ S/

n! Sumaanden (n—2)!



2

n
ITI< P

1
Schubfachprinzip: Es ex. mind. ein Summand my mit Y ng; < {Q(n"_l)J =0flirn>4
t

T ist also zuldssig!

1.1.3 Die fundamentalen Zihlkoeffizienten

(Z) zahlt die k-Untermenge einer n-elementigen Menge N Binomialkoeffizienten

Sh.r Anzahl der Mengenpartitionen von N in k nichtleere Blocke heiflen Stirlingzahlen 2. Art

{1,2,3,4} = {1,2} U {3} U {4}
P, ;. : Anzahl der Zahlpartitionen von n in & Summanden
n= ny + ng +...+ np,Eny>ny>...>n; >0
~— =~ ~—

>0 >0 >0

p(n) = > Pu
k=1

Darstellung der Zahlpartitionen durch Ferrersgraphen
Beispiel: 10 =543+ 2

X
X

X X X

—_

k-Partitionen von N

Alle ay, ...,y mit a; €N, 1 <i<kund a; #a;,1<i<j<n
Anzahl: n(n —1)...(n —k +1) =: n* fallende Faktorielle
nn+1)...(n+k—1) = n*

(i = it
(n) _ nt _ n(n-1)..(n—k+1)
k k! k!

Stirlingzahlen 2. Art zihlen ungeordnete k-Mengenpartitionen ab
{{1, 2}, {3}, {41} = {{1,2}, {4}, {3}}
Die geordneten k-Mengenpartitionen von N werden durch S, ; - k! abgezihlt.
Geordnete k-Zahlpartitionen werden nicht durch k! P, ;, abgezéhlt, da die Summanden nicht
alle verschieden sein miissen.
Es gilt: Die Anzahl der geordneten k-Zahlpartitionen von n ist (Zj)

Zum Beweis konstruieren wir eine Bijektion nach ({l’ﬁﬁ_l})

fi (nl,... ,nk) —>{n1,n1+n2,... ,n1+n2+...+nk_1}
Wegen n; > 1 fiir alle it Bild f < ({"n 1)
Die Inverse g ist gegeben durch:



g{ay < ay < ... <ap1})=(a1,a0 —ay,... a5 1 — G2, — aj_1)

Zusammenfassung:
(Z) k-Untermengen einer n-elementigen Menge
(”) = "k_f = w
k ! !

Snk  Anzahl der Mengenpartitionen von N (|N| =n) in & nichtleere Blocke
Stirlingszahlen 2. Art

P,  Anzahl der Zahlpartitionen von n in & Summanden
mn=ny+...+n=nk+...+nq)

P(n) =) P, (Anzahl der Partitionen)
k=1

Gezeigt: Die Anzahl der geordneten k-Partitionen von n ist (Zj)

1.1.4 Multimengen

Bei Mengen gilt: {1,2,3} ={1,2,2,3} = {1, 3,2},

bei Multimengen gilt: {1,2,3} ={1,3,2} # {1,2,2,3}
Formal: Eine Multimenge ist ein Paar (M,V),v: M < N
Problem: Bestimme die Anzahl der k-elementigen Multimengen mit Elementen aus N.
Losung: ("77) =%
Bijektion f auf ({'-m 1)
EN :={1,...,n}
Schreiben k-Multimengen mit Elementen aus N als Folgen

a < ay < a3 < ... < ay

+1 +2 +k—1

f{ar <ag...<ap})={a1 +ax+1la3+2,... ,a,+(k—1)}
Bild f C ({1,...,7;6+k71})
g = f!ist definiert wie folgt:
{by<by<...<b}C{L,...,n+k—1}
g({br, ... be}) :={b1,bo — 1,05 —2,... ;b — (k—1)}
Klar, daf§ f eine Bijektion ist.

1.1.5 Abzihlung von Abbildungen mit ,,gewissen“ Eigenschaften
Bekannt: |[RN| = 7" mit r := |R|, n := |N|
Inj(N,R) = {f € R" : f injektiv}

[Inj(N,R)|=r(r—1)(r—2)...(r—n+1)=7r"

Surj(N,R) = {f € R" : f surjektiv}
f definiert eine Partition von N in r nichtleere Klassen.

|Surj(N,R)| = Sy, -1l |Su] =n!



Beispiel: RY = U Surj(N, A)
- ACR

AF0
" =|RN| =37 |Surj(N, A)

Aufgabe: Verteilung von Béllen auf Fiacher

‘ bel. inj. surj. bij.
% r’ re Spperl rl=nl
Tlom G () =)
N r
re | 2 Snk Ooderl S, 1
k=1
N T
re | 2 Pux Ooderl P, 1
k=1

N:Bille, R:Fécher, * heifit nicht unterscheidbar

1.1.6 Permutationen

Permutationen 7 € S, 7 : {1,... ,n} = {1,... ,n}
Darstellung:

(rw =t " ) = w0 )

Zyklendarstellung:
12345678

:<5 318247 6>

(15 2 38 6)(7

(@ w(@) =() --)

<>A ®

(1 52 3)=(B 2 3 1)

Betrachte die Permutaion 7
(1 52 3)(4 8 6)()=(L 5 2 3)4 8 6)



(1 5 2 3)€Ss
o:=(4 8 6)¢€ S
Dann gilt: T =poo =009

0:

Bezeichung: b;(7) sei die Anzahl der i-Zyklen der Permutation 7

= Zbi(w)

Der formale Ausdruck #(7) := 101(M252(Mpba(™) heiBlt, (Zykel-) Typ von
Beispiel: 112°31415%607989 = 113141
Bemerkung:

1. Es gibt genausoviele Typen von Permutationen wie es Partitionen der Zahlen gibt,
d.h. es ex. eine Bijektion:

(by (), ba(m), ..., by(m)) H‘l+';'+1‘+‘2+'Qr'+2‘+"'+i+"'+i+"'+ n
bi(m) ba () bi () by ()

2. Die Permutationen eines gegebenen Typs bilden in der s, eine Konjugiertenklasse.
Wieviele Permutationen enthélt sie?

T~ 0o &Esex. p€s, mit orp ! =

(0o (cen(ife) e )o b= (o elDols) .. ) )

=
[l
=l
(M
&9

Wir fiillen die n Plidtze mit den n! verschiedenen Reihenfolgen von 1,2,... . n
Wie oft wird die gegebene Permutation so produziert?
n

[] b:! Moglichkeiten, die Zyklen gegebener Lénge miteinander zu permutieren.
z:l

H b;! mufl noch mit H ib;! multipliziert werden.
Gesuchte Anzahl:

n!

(L1o:1) - (11#)

T E sy t(m) = 101202 pbr

Auf n! Weisen: Zahlen von 1, ... ,n einfiillen. b;!by!. .. b,1101202 0 pbn
(il ce e Zk) = (22 ce e ikil) = (23 ce e ikilig) -

U1---Jk) = (G2 Jksn) =

= Die Anzahl der Permuationen 7 € s, mit ¢(r) = 1%12%2 .. . nb" ist

n!
bl!bz! .. .bn!1b12b2 e ibi .. .nbn




1.1.7 Stirlingzahlen 1.Art

Sk i= |{m € s,m hat genau k Zyklen}|
Die s, heiflen Stirlingzahlen 1. Art.

® S0,0 = 0
® S0,k = Sn,o = 0
° Sn,l = (TL — ].)'

_(n
L Sn,n—l - (2)

e > spr=nl(n>1)
k=1

Es gilt:

L. Spg=5Sn14-1+(n—1)Sp_14

n _ < _1\n—k k
2. x = kz::[]( D" sy px
z(z—1)...(z—n+1)

1.2 Inversion:

Zu zeigen:

3

n
" = E Sn,kxﬁ
k=0

(Sp =0 fiir k > n, Sop = 1,50, = 0 fiir k > 0,5, =0 fiir n > 0)
Es gilt die folgende Rekursion:

Sn,k = Sn—l,k—l + k- Sn—l,]g (TL, k > 0)
Beweis: Es sei N = {1,... ,n},a € N. Klassifizieren k-Partitionen von N wie folgt:

1. {a} ist ein Block

2. a ist in einem Block der Kardinalitidt > 2 enthalten

zu 1.: Anzahl der k-Partitionen vom Typ 1 = Anzahl der (k-1)-Partitionen von N\{a} =
Sn—1,k-1

zu 2.: Zerstorung von a heifit eine k-Partition von N\{a}. Umgekehrt entsteht jede k-
Partition von N\{a} bei diesem Prozefl auf genau & Weisen.

N



Der zweite Summand ist also S,,_1 - k

Stirling Dreieck 2.Art

S OO O -

1
3
7

[E S G G G W

1
6 1

Sn,l =1, STL,Q =21 — 1, Sna”*I - (g)

1.2.1 Basisfolgen

Definition: Eine Basisfolge (po(x), p1(x),...) ist eine Folge von Polynomen mit Grad (p,) =
n (fiir alle n)

Beispiele: p,(z) := z", 2%, 2"

Die Polynome py(z),p1(x),...pn(x) bilden eine Basis im Vektorraum aller Polynome vom
Grad <n

Sind (po(x), p1(x),...) und (go(x), q1(x), ... ) Basisfolgen, so ex. Zahlen (a, ) und (b, ) mit
n(z) =Y anupi(x)
k=0
bzw.

pn(x) = Z bn,k‘]k (IL‘)

Wir nennen (a, ) und (b, ) die Zusammenhangskoeffizienten der Basisfolgen.
Sie bilden zwei (unendliche) untere Dreiecksmatrizen. (a,j = b, = 0 fiir £ > n)

Po Qo
h * 0 0 ai

pn % o e k a/n

A= (aij)hi<ij<n, B = (biji<ij<n

Dann gilt: AB = BA = I,, < Einheitsmatrix

Beispiel:
n
= Y (=1)"Fs, pa®
k=0

n
=" Sn,kxﬁ
k=0



J

Z(Zk: bikar,;)p;(r) = ; bi Z a,;pj () = ka bikqr () = pi()

———
ar(z)

Also: Zbikakj =[i=j]= 5ij6
k

Satz: Es seien (p,) und (g,) zwei Basisfolgen mit Zusammenhangskoeffizienten (a, ) bzw.
(bnk). Dann gilt fiir 2 beliebige Folgen (ng,n1,...,), (vo,v1,...,) von Elementen aus K
die folgende Aussage:(Inversionsformel)

n n
Fir alle n: v, = Y appui < Fiir alle u, = > by pv
k=0 k=0

Beweis: Da A und B (wie oben) invers zueinander sind, ist mit v = (ug, uq,... ,uy,), v =
(vo, v1, ... ,v,) die Aussage v = Au dquivalent zu u = Bv

Beispiel: Binomial-Inversion:

Binomischer Lehrsatz:

(a+b)" = <Z> ak o *
k=0

Seien a = x — 1,b = 1 und Basisfolgen (1,z,2%,...), (1,z —1,(z — 1)%,...)

k=0
Seien a = x,b = —1
(x— 1) = kio (7) (~ 1) Hat
Folgerung:
Fiir alle n gilt: v, = i (1)ur & Fiir alle n gilt: u, = i (1) (=1)" oy,

k=0 k=0
Symmetrische Form: (Ersetze (u,) durch (—1)"u,)

Anwendung: Derangementzahlen

6Kronecker-Delta



D,, := Anzahl der Permutationen in der symmetrischen Gruppe S,, ohne Fixpunkte
d(n, k) :== Anzahl der Permutationen in S,, mit genau k& Fixpunkten
= D, =d(n,0)
Klar: d(n,k) = (}) - Dps

n n (z)z("ﬁk) n

Binomialinversion: u, = D,, ; v, = n!

n " n o nook
D, =Y (1) * (k! = ”!];)(_1) k(nflk)! =n!y ! kl!)

k=0 k=0
n

Dn _ (=% _ -1

=D S me
k=0

1.3 Erzeugende Funktionen

Idee: Wir fassen die gesuchten Zahlen ag, a1, as, ... auf als Koeffizienten einer Potenzreihe,
etwa Y a,z". Aus uns bekannten Eigenschaften der Folge (a,) leiten wir Eigenschaften
n>0
von F(z) := Y a,z™ her. Damit versuchen wir, F'(z) zu ,bestimmen®. Dann entwickeln
n>0

wir die Funktion in eine Reihe und erhalten die Folge (a,).

Beispiel 1:
Die Fibonacci-Zahlen sind definiert durch:

e [[,=0flirn<0,neZ
.Flz]_
o [, =F,_+F,,flirn>2

01123581321...

Lésung dieser Rekursion mittels erzeugender Funktion:

1. Driicke die Rekursion in einer einzigen Formel aus (einschliefilich Anfangsbedingung)
F,=F, 1+ F, 5 gilt fir alle n € Z\{1}
Bei n =1 rechts eine 1 addieren:
F,=F, 1+ F, o+ [n=1]fiiralleneZ

2. Was sagt uns diese Rekursion iiber F'(z) =Y F,z"?

F(z) =3 F 2" o= Y F 2"+ Y Fh 02"+ ) [n=1]"
" Fn71+Fn72+[n:1] " " "
= 2 Y Fp2"+ 22 F2"+ 2 =z2F(2) + 2*F(2) + 2

3. Lose nach F(z) auf:
F(z) = =

1—2—22



4. Entwickle diese rationale Funktion in eine Potenzreihe:
l—2—-2>=(1-az)(1—32) mita,3eC
Partialbruchzerlegung: bestimme a,b € C mit:

1 _ a b
(1—az)(1-B82) =~ (1—az) + (1-82)
= F(2) :Z(ﬁjL(li—bﬂz)) =z (az a”z”+b25”z”> = a- ot b. g
n>0 n>0 n>1 Pe

Also: Wir ermitteln «, 3, a, b:
q(z) =1—2—-2%,¢%(z) == 2% q (1) = 22 — 2 — 1 sei das reflektierte Polynom

z

Behauptung: o und (3 sind die Nullstellen des reflektierten Polynoms ¢%(z)

Allgemeiner: Sei ¢(2)) =1+ @z + ...+ 2z, ¢®(z) =24 + 2" + ... +qa=q(
Seien ay, ..., ay Nullstellen von ¢®(2)

M) = (o) (2 —a0) = () = (2 = 2 (3 ma) e (b-ag) =
(1—ai2)-...- (1 —ag2)

-

Hier: ¢f(z) =2> —2—-1= [ 2 — 5 z 5
N—— ——
¢ ¢
q(z) =1-2z—2"= (1 - ¢z)(1 — 92)
1 _ — a + bA = q= i . b — —_43
(1—¢2)(1—p2) 1—¢z ' 1-¢z NG 5

>R () ()

Beispiel 2: Es sei C), die Anzahl der moglichen Klammerungen eines Produktes aus n Fak-
toren.

n | 0123 4 5
C. | 01125 15
Rekursion: p; X ps X ... X p, sei das zugrundeliegende nicht assoziative Produkt. Sind in

zuldssiger Weise Klammern gesetzt, so werden bei der Berechnung sukzessive Multiplikatio-
nen ausgefiihrt, bis schliellich eine letzte Multiplikation das Produkt aller Faktoren ergibt.
Dabei wird ein Produkt p; x ... X pr multipliziert mit pp 1 X ... xXp, , 1 <k <n-—1

n—1
= C, = >, CrCh_y (fiir n > 2)
k=1
Co=0
, 1
n=1:1=0,=)> CyC = CoCy + C1Cy = 0 Widerspruch!
k=0

Vollstédndige Rekursion:
Firn >0: C, = > CyCphp + [n = 1]
k=0

F(z)=> C,2" =] {zn: C’kan} M Y n=1]" = (F(2))* + 2

n>0 n>0 (k=0 n>0



Auflésen nach F(z):
F(z))—F(2)+2=0

(é)(_l)néln - % -1). n'(__n+1)n(_01)n4n _ (_%)(%)(71%)(”_%)47& — (*1)'132! (2n-3) 9n
Erweitern mit EZ B fithrt zu: (—2)75,2& 121))!! =-—2(>2)
- =imig e =g ())

> > ~

1.3.1 Rekursion
f(n)+Rekursion — F(2) = > f(k)2*
k=0
Haben wir F'(z) bestimmt, so entwickeln wir daraus die Potenzreihe und erhalten daraus
eine explizite Darstellung der Funktion f(n).

Ziel: Verallgemeinerung dieses Prinzips auf , lineare Rekursion mit konstanten Koeffizienten*

Satz: Seien ¢, ..., € C:;d>1;q,#0

sel desweiteren q(z) =1+ gz + 2?2 + ...+ qaz’ = (1 — a1 2)" (1 — ap2)® .. (1 — agz) %,
dabei sind die Zahlen «, ... , ay die Nullstellen von ¢(2)

Fiir eine Zahl f : Ny — C sind folgende Bedingungen #quivalent:

e (Al)(Rekursion) Vn > 0: f(n+d)+qf(n+d—1)+ ... +qaf(n) =

e (A2)(Erzeugende Funktion) F(z) = 3 f(n)- 2" = 22 | wobei p(z) einen Grad < d

S0 q(z)
hat.

e (A3)(Partialbruchzerlegung) F(z)

I
78
—
—
s
Q |~
R
N —
~

e (A4)(Explizite Darstellung) f(n) = sz( ) -«

l

Beweis: Def: V; = {f : Ny — C | f hat die Eigenschaft A4;} ;i =1
= V; sind lineare Vektorrdume

d , i=1

d , i=2

d , i=3

d , i=4

= dimV; =



Sei feVi:pz)=> f(n) - 2"{1+qz+...+q2%

n>0
= (Koeffizientenvergleich von 2! ; 1 > d) 0= f(n+d)+ qi.f(n+d—1)+...+quf (n) (z"*?)
= feN=KLV=V=1Kh'

k k

2 9i(2)- 11 (1= a;2)%

i=1 j=1

fes: F(z) = ———%

1T (1 — o) =
) )
q(z)

k q
= der Zahler hat den Grad: < max {gradg;(2) + > d; <> a;=d
£y e

1<i<k

i=
i#£]

=>feVh=>WBCV,=V,=1

k
Zeige: Vs C Vi feVa= F(z) =) (1—93(2))%'
i=1 ‘
. 1 . a;+n—1 n.on __ a;+n—1 n.n
Betrachte: q——a = n;(]( " Hapt = n;(]( 1 )alz

=0i(2) =go+ 2+ + 9a; 2%t

9:(2) " a = 2 { 5 g, (*4 7)ol ]} =¥ { S g, ("0 l)aija?} 2"

n>0 n>0

setze: p;(n) = Z a ol (%I = feVi=2 OV =Vi=h=1
=0 '

d;—1

Beispiel 1:
f(n+3) = 6f(n+2) +12f(n+1) — 8f(n) =

A~
=q(z)=1-6241222—83=(1—_2 z) 3

=1

= (A4) f(n) = pi(n)al = (a+ bz + c2?)a? = (a + bz + c2?)2"
0) =

f(1) = (a+b+c)-2 LGS

2) = (a+2b+4c)- 22

Beispiel 2:

Falls alle Nullstellen von ¢(z) einfach sind, also d; =1Vi=1...k , k = d, wie sehen dann
gi(2) und p;(n) aus?

S~

——
=a; =a;
> o I] (1-as2)
M _i=1l A1
q(z) d(1—a;z2)
j=1
d
= p(2) =2 ai- [[(1—ay2) s p(3) = ai - [T(1 = 32)
=1 i
g P(37)
Y-
J#i v

7, da die Dimensionen gleich sind



13= Jj=1
= ¢'(3;) = () - [T = 32)
J#
p(3)
= &= fq’(l.)aZ
Beispiel 3:

(Fn)nZU F(Z) = ﬁ ;o =0

1. Ansatz:

weiterer Ansatz:

genannt , Erzeugende Funktion vom Exponentialtyp® (ez =

Falls:

Beispiel 1 [Binomial-Satz|:

n

0% . gbz — e(a—l—b)z = (Cl + b)n — Z (

k=0

Beispiel 2 [Vandermonde Identitét]:

(14 2)%(1 +2)° = (1 + 2)otb

(1420 =X ()20 = 3 &or
n>0 n>0
n

= (a+b)r=3 (Mak - prk = (o

k=0

Beispiel 3 [Binomial Inversion|:

v (2) =0 (2) e = u(z) =0(z)- e ?
- =~

Un Un
n

S = 30 (1) up oy = 30 (— 1)

k=0 k=0

9zu berechnen als Cauchy-Produkt
10 Binomial-Konvolution“

(fn)nZO ~ F(z) = 32 fu?"
~ F(z2) =3 Lo,

)ak X bn—k

= (),

(=a;) IT(1 -

I£]

a;z)



1.4 Losen von Reihen mit Hilfe von Matrizen

f(n+d) = iaif(ner—i) Vn >0
i=1
Betrachte die Vektoren f(n) = (f(n+d—1),..., f(n))" (¥n > 0)

~

fin+1)~ f(n) "
= f(n+1)=A- f(n) mit

aq (5] aq
1 0 0
A=0 1 ... 0
0 1 0

~

= f(n+d) = A*f(n)
Losen der Rekursion durch die Bestimmung der Potenzen von A

Beispiel [anhand der Fibonacci-Zahlen]:
(Fa)nso: Fo=0, =1, Fopo=F, 1 + F,

1 1
(Fn+27Fn+1 T = <1 0>(Fn+17FnT
=fn+1 T =fn

(Transformiere nun A in Diagonalgestalt)

1 1
V1R V12
Sel B = b ¢3
Vi+e2 /1442
Es gilt: B~ = BT
— B-1AB — <¢ 0)

0 ¢
(b 0\ 5
:>A_B<0 ¢)Bl
n—IEal
w (b O\ poip (b O e 60\ oy o 0\ .
=a=n(io)es(y ez (5 0)e=n(T o)

= (Fo, Fuo)T = A" (1,007 = Fy = (6" = ¢")

Hywelche Relation besteht dazwischen?



Kapitel 2

Graphentheorie

2.1 Grundlagen der Graphentheorie

2.1.1 Definitionen

Definition: Ein Graph ist ein Paar G = (V, E) wobei V eine endliche Menge ist und E C

(}). Die Elemente von V nennt man Ecken (engl. ,vertices*). Die Elemente von V' nennt

man Kanten (engl. ,edges®).
Beispiel: G = ({1,2,3}, {{1,2},{1,3}})

1

AN

2 3

Andere Autoren lassen auch Mehrfachkanten und Schlingen zu.
Beispiel:

Hier werden jedoch nur schlichte Graphen verwendet.
Literaturverweis: Volkmann: Fundamente der Graphentheorie
Bollorbas: ~ Graph Theory

Definition: Zwei Graphen G, G’ sind isomorph: 3 eine Bijektion ¢ : V' — V'
{u,0} € E & {6(u), 6(v)} € B

Beispiel: ¢(1) = 3,6(2) = 1, ¢(3) = 2 erfiillt diese Bedingung.

Lemma: Es gibt 2271 verschiedene Graphen mit V = {1,... ,n}

18



Beweis: |(})| = (5) = in(n — 1)
Fiir jede mogliche Kante gibt es zwei Moglichkeiten: e € E oder e ¢ E = ol(%)!

Schwierig: Anzahl der nicht-isomorphen Graphen mit [V| =n

Definition: G = (V, E).
Zwei Ecken u,v € V sind adjazent (benachbart) < {u,v} € E.
Die Kante {u,v} heifit inzident mit u,v.

Der Grad d(u) einer Ecke u:
d(u) = {ul{u, v} € E}|

Schreibweisen: d(u) = d,(u)
Die Nachbarschaft von u in G:

{ul{u, v} € E}

Schreibweisen: N(u,G) =T'(u,G) = N(u) = 'N(u)
Lemma: G = (V, E). Es gilt Y d(u) = 2|E| (,Handschlaglemma*)

ueV
Beweis: In ) d(u) werden alle Kanten genau 2 mal gezihlt = Behauptung

Folgerung: G = (V, E). Die Anzahl der Ecken ungeraden Grades ist gerade.

Beweis: > d(u) = > d(u)+ > d(u) =2|F]
uev St SHaco

Definition: Ein Graph G’ = (V' E') ist Teilgraph von G = (V,E) < V' CV und E' C E.

)
G' heidt induzierter Teilgraph von G < G' C G und F' = EN (‘; )

Definition: Eine Kantenfolge in G = (V, E) ist eine Folge von Kanten ey, ey,... ,e, € E mit

le;Ne;pr| > 1 fiiri=1,...,r — 1. Dabei heiit r die Lainge der Kantenfolge.
Andere Schreibweise: e; = {v;_1,v;},i=1,...,r
Vp€1U1€9V2 . .. ELU,

Die Kantenfolge verbindet vy und v,. Die Linge der kiirzesten Kantenfolge, die vy und v,

verbindet nennt man den Abstand (distg(vo,v,)) von vy und v,.
Definition: Eine Kantenfolge K : vpeq ... e,v, heift

i.)  ,geschlossen* < vy =,
ii.) ,Kantenzug“ <& e #e; Vi#g
iii.) ,,Weg“(P,) S v £, Vi# ]

iv.) ,Kreis“(C,) <& geschlossen und v; #v; V1#4,7, i#j

Definition: G = (V, E) heifit zusammenhdngend < u,v € V' 3 Kantenfolge, die u und v
verbindet. Falls G = (V, F) nicht zusammenhéngend ist, dann heissen die maximalen zu-

sammenhédngenden Teilgraphen von G' Komponenten.

Lemma: G = (V,E) u,v € V ; K sei eine Kantenfolge in G, die u und v verbindet.

= Es ex. ein Weg in GG der v und v verbindet.



Beweis: Unter allen Kantenfolgen wéhle die mit minimaler Lénge = Diese ist ein Weg.
O

Beispiel:

2.1.2 Vollstandige Graphen

P,={1,... ,n}{i,i+1}[{i=1,n—1})

C,,=Kreis mit n Ecken

K,,=vollstindiger Graph
K,=(v,(%)), [VI=n

2.1.3 Bipartite Graphen

Definition: Sei G = (V, E) Graph. G heift bipartit, falls V = U U W und fiir alle ¢ =
{z,y} € Egilt,daB [enU|=lenW|=1

Beispiel:
U W
Lehrer Klassen

Satz: Sei G = (V, E) Graph. G ist genau dann bipartit, wenn G keinen Kreis ungerader
Linge enthilt.

Beweis: ,, = ¢

Sei V =UUW die Bipartition. Sei e : 125 ...2z.21 bel. Kreis und (Ex; € U



Xy

=W
=x3€U

= 1z, € U falls e ungerade (— Widerspruch)
=z, € W falls e gerade
= e ist gerade.

2 <: “

Sei G = (V,E);a,beV

Sei (E G zusammenhéngend und a € V bel. Definition zwei Mengen.

U = {b|2|distz(a,b)}

W = {b| 2{distg(a,b)}

SV=UUW

Annahme: e = {z,y} € E mit x,y € U (analog fiir W)

Seinen W, und Way zwei kiirzeste Wege von a nach x und a nach y. Sei b die letzte Ecke,
die Wy, und W,, gemeinsam haben.

X

Ay

Das Stiick von Wz bis b nenne W, das Stiick von Wy, bis b nenne W

l(Wab) :Nl(Wab)

= Wb:v; Wby 5 B

= [(Wpy) und [(W,,) haben die gleiche Paritdt. Dann ist ¢ : Wy, U W), U {z, y} ungerader

Kreis = Widerspruch, da G bipartit.

2.1.4 Baume und Wailder

Definition: G = (V, B). G heifit ein Wald, falls er keine Kreise besitzt. G heifit Baum, falls
er ein zusammenhingener Wald ist.



Lemma: Jeder Baum hat (mind.) zwei Ecken vom Grad 1.
Beweis: Es sei w : x; ... 2, ein laingster Weg in G.

X X, X, X

= 11, ., haben Grad 1.

Satz: Sei G = (V, E') Graph. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
1. G ist ein Baum.
2. G ist zusammenhéngend und |V| —1 = |E|.
3. Zwischen je zwei Ecken in G existiert ein eindeutiger Weg.

Beweis: 1 = 2 (per Induktion)

n=1 +/

(n—1) — n: Es sei a € V mit d(a) = 1, b sei der Nachbar von a.

= T'= (V\{a}|E\{a, b})

&

= V] - 1= [V(T')]| = |E(T)| + 1= |E]
(Ind.)

2 = 1: Annahme: G ist kein Baum = Es gibt keinen Kreis C.

G' entstehe, indem aus G solange Kanten entfernt werden, ohne dafl der Zusammenhang

zerstort wird.

= G’ ist ein Baum

= |V|-1=|V(G")| - 1= |E(G")| < |E| = Widerspruch!

1 < 3: Gesehen: Es gibt 22"("=1) verschiedene Graphen auf V mit V|=n
— Gleiche Frage fiir Baume?!

Satz:(Cayley): Es gibt n™ — 2 verschiedene Biume auf n Ecken.

Beweis: {T|V(T) = {1,...,n}} 2L {(ar,...an o)1 <a; <n¥1<i<n—2}
, Priifer-Code des Baumes “. Sei T" gegeben fiir : = 1,... ,n — 2 fiihre folgende Schritte aus:



Streiche die Ecke b; mit a(b;) = 1 mit dem kleinsten Index und setze a; gleich dem Index
des Nachbarn.

— (7,4,4,4,2)

2.2 Matchings

2.2.1 Definitionen

Definition: G = (V, E). Eine Menge E' C E heifit Matching, falls keine zwei Kanten aus
E' mit der gleichen Ecke inzidieren. V(E’) fiir Matching E’ sind die Ecken, die mit Kanten
aus F' inzidieren.

E' heifit perfekt, falls V(E') = V.

Die Kardinalitéit eines maximalen ! Matching E’ nennt man die Matchingzahl v(G).
Definition: G = (V, E). Eine Menge V' C V heifit Eckeniberdeckung, falls fiir alle Kanten
e={z,y} € E|V' n{x,y} >1 gilt.

Die Kardinalitit einer minimalen Eckeniiberdeckung V' nennt man die Eckeniberdeckungs-
zahl 7(Q)
Klar: v(G) < 7(G) M max.

dh.  E" mit |E"| > |E|



= Falls M ein Matching und 7" eine Eckeniiberdeckung ist und es gilt |M| = |T|
= M max, T min., d.h. |M|=v=7=|T|

Satz: Sei G = (V, E) ein bipartiter Graph (V = U U W) und M sei ein Matching in G.
U, = U\ V(M)

Wy =W\V(M)
Ferner sei F' C G ein maximaler Wald mit folgenden Eigenschaften:

(*) Jede Ecke w von F in W hat den Grad 2 in F' und eine der beiden Kanten, mit denen
w inzidiert, ist in M.

(**) Jede Komponente von F' enthilt eine Ecke aus Uj.

= M4 < keine Ecke in W ist zu einer Ecke in F' adjazent.

"""""" Matching

----- max. Wald
Beweis: ,, =
Annahme: w € W, ist adjazent zu v € V(F)
=velU

Falls v € Uy = M U {{v,w}} ist Matching. — Widerspruch!
Fallsc ¢ U, =
Sei a € Uy, die zu der Komponente gehort, in der die Ecke liegt, zu der W adjazent ist.
Sei (a = ay)asag . .. (a1 = V)(a; = w) der eindeutige Weg von a nach W in F.
d:= Esgilt: aja;;, € M fiir j =2,4,6
aja;y1 ¢ M fir j =1,3,5
& 0 ist gerade
= M' = M\{{aj,aj1}lj=2,4,...,i =2} U{{a;,a;41}|i =1,3,...,i— 1} ist ein
Matching und [M'| = |M| - 52 + 5L = | M| + 1

. ¢ “
Definiere folgende Mengen: x = U\V(F) ; y =W NV(F)

Zeige: i) |XUy|=|M| :
C
ii) X Uy ist eine Eckeniiberdeckung i) = xUy C V(M)

Annahme: Jy e Y\V(M) =y e V(F)NW

(:*g y inzidiert mit einer Kante aus M — Widerspruch!



Annahme: 3z € X\V(M) =z € U,

X Y

UnV(F) WAV(F)

= F'= (V(F)U{z}, BE(F))
= (*) und (**) gelten fiir F'. Dies ist ein Widerspruch zur Maximalitét von F.

zUy C V(M)
— Sei e = {u,w} € M = nicht beide Ecken u,w liegen in z U y.

Annahme: ue X ;w e Y =V(F)NW

& inzidiert mit einer Kante ¢/ = {w,v'} € M in F
= ¢ # e = w inzidiert mit zwei Kanten aus M — Widerspruch!

—Seie={u,w}e M = [{u,w}N(zUy)| >1

Annahme: v € V(F)NU ; w € W\V(F)
= U € U1

X Y

£
T

UnV(F) WAV(F)

= ={u,w'}eM;uw ey
= [z Uy|=[M]

zu ii) x Uy ist Eckeniiberdeckung

Annahme: e ={u,w}ue UNV(F) w e W\V(F)



UnV(F) WA V(F)
sweW, = Je ={w,u'} e Mu' €x

= F = (V(F)U{w,u'}, E(F)U{e,€'})

= (%), (*x) gelten fiir F”

= Widerspruch zur Maximalitit von F'

= 3 Eckeniiberdeckung x U y mit der gleichen Kardinalitit wie M

= M ist maximal

Obiger Satz fiihrt zur polynomialen Algebra fiir maximale Matchings in bipartiten Graphen

1. Starte mit beliebigem Matching M

2. Uy ~ konstruiere F'

wew; adjazent zu v € V(F)
3. F. [/ ———2
. max

M—M/!
nicht adjazent zu M0

2.2.2 Satz von Konig

Folgerung:
Fiir einen bipartiten Graphen G gilt: v(G) = 7(G)

2 Ungarische Methode“



Beweis: G = (UUW, E) Sei M ein maximales Matching
1.Fall: U C V(M)

= U ist Eckeniiberdeckung |U| = |M|
= v(G) = 7(G)

2. Fall: UZ V(M) = U, #)

Sei F' maximaler Wald mit (*),(**)

= (wie oben) X UY = (U\V(F))U (W NV (F)) ist Eckeniiberdeckung gleicher Kardinalitit
wie M

(@) = 7(G)

Folgerung: (Satz von Konig)
Sei G = (U U W, E) bipartit. Es existiert genau dann ein Matching M mit U C V(M),
wenn fiir alle S C U folgende Bedingung gilt:

IN(S)I> > 19]

N(S)=N(S,G) ={v|Fu € S mit {u,v} € E} = |J N(v,G)

13

Beweis: ,, =
Sei U ={uy,...,u.} ; W=A{wy,...,ws}

Sei S ={uy,...,u} CU
N(S) - {wy,... ,w} CTN(S)

U w
@ @

3Menger der Ecken, die Nachbarn in S haben




S| =k < [N (S)]

. <: “
Annahme: M ist nicht maximal = (Bez. wie oben) U; # ()

~ F ; X UY ist Eckeniiberdeckung

UnV(F) WAV(F)

NUNV(F)) CWnV(F)
WNV(F)={w,...,w}

| W,
u, Wi
UnV(F) WA V(F)

= {uy,...,u} CUNV(F)

= INUAV(E)]| < [wn V(F) = a
UNV(F)|>a+|U| >a+1
S=UNV(F): |N(S)<|S| — Widerspruch!

n

Folgerung: Eine Matrix A = (a;;) heifit doppelt-stochastisch

ij=1
S = 2> 0 Vi,g
— Yaj=1 Vi [Summe der Zeileneintréige]
J
— Ya;;=1 VY [Summe der Spalteneintrige]
i

per A= Y ay,n(1)ag,7(2)...a,,m(n) >0

7T€Sn

Beweis:

U={uy,...,u,}

— bip. G
W ={wy,... ,w,}
E:uwwjelE & aj; >0



= (Konig) [S| < |N(S)|VS C U
= G hat ein perfektes Matching

= per A >0

2.2.3 Satz von Hall

Sei G = (U UW, FE) bipartit. Es ex. ein perfektes Matching in G, falls |[U| = |[W| und fiir
allex CU : |I'(z)] > |z

X I'(x)

Ziel: Analoger Satz fiir allgemeine Graphen

2.2.4 1-Faktorsatz von Tutte(1946)
Es sei G ein Graph, S C V(G)

G — 5= (V\S,E(G)n ("))
q(Gg) := Anzahl der ungeraden® Zusammenhangskomponenten von G — S
Es sei G ein Graph. G besitzt ein perfektes Matching” < Fiir alle S C V(G) gilt:

q(Gs) < |S]
N————
Tutte-Bedingung

Beweis:
[44
” j

4sprich: ,,G ohne S¥

Sstreiche alle Kanten aus G, dir mit einer Kante aus S inzidieren
6 Anzahl der Ecken ungerade

Talso ein Matching, das alle Ecken von G iiberdeckt



G besitze ein perfektes Matching

Komponenten von G-S

Zu jeder ungeraden Komponente H von G — S existiert mindestens eine Matchingkante, die
H mit S verbindet.

Fiir verschiedene ungerade Komponenten H, H' sind die entsprechenden Punkte in S ver-
schieden.

= q(G—5) < 5]

, <= “ Es gelte die Tutte-Bedingung.

(i) Ist H ein Graph, dessen Grade alle < 2 sind, so bestehen seine Komponenten aus
isolierten Punkten oder Wegen oder Kreisen.

(ii) Es seien M und N Matchings in einem Graphen G. Dann bestehen die Komponenten
von H := (V(G), M @& N) aus isolierten Punkten oder ,alternierenden® Kreisen oder
yalternierenden* Wegen.

M@ N := (M\N) U (N\M)

(iii) Die Tutte-Bedingung bleibt erhalten, wenn wir zu G eine beliebige Kante hinzufiigen.
G' =G Ue q(G'\S) < q(G\9) fiir alle S C V(G)

o OO

Der eigentliche Beweis:

Falls G kein perfektes Matching enthélt, so fiigen wir zu GG so lange Kanten hinzu, bis jede
neu hinzugefiigte Kante einen Graphen mit perfektem Matching liefern wiirde.

(Beachte (iii) und Tutte-Bed. fiir S = ()

(E G Ue besitzt perfektes Matching fiir jedes e € (3)\E(G)



Es sei S := {v € V|v ist in G mit allen anderen Punkten adjazent}

Behauptung: Alle Komponenten von G — S sind vollstindige Graphen.
(Wenn wir dies gezeigt haben, so sind wir fertig!)
Wir wihlen perfekte Matchings in den geraden Komponenten von G — S und fast perfekte®
Matchings in den ungeraden.
Wir ergéinzen dies durch jeweils eine Kante zwischen den ungeraden Komponenten und S
und ggfs. durch Kanten zwischen Punkten aus S.

0
(—o
0
0

Behauptung: In den Komponenten von G — S ist die Adjazenz eine Aquivalenzrelation.

/N
N

zu zeigen: wu,v,w € H, H Komponente von G — S
w € E(G) , vw € E(G) = uww € E(G)

geraden

Angenommen nicht:

G U uw besitzt ein perfektes Matching M
Dav ¢S, ex. 2 € V\S: vz & E(G)
N sei ein perfektes Matching von G'U vz

K :=(V(G),M&N)

8d.h. alle Punkte bis auf einen iiberdeckend



1. Fall: vz und vw in der gleichen Komponente von K:

N-Kanten M-Kanten

Wir konnen also ein perfektes Matching konstruieren, ohne die Kanten uw bzw. vz zu
benutzen.

2.Fall:

Es folgt wiederum: G muf} bereits ein perfektes Matching enthalten. — Widerspruch!

SCV,.G-S

q(Gs) = q(G — S) := Anzahl der ungeraden Zusammenhangskomponenten von G — S.
G hat perf. Matching < V .S C V gilt: ¢(G — 5) < |5]|



i ZS
Beweis: (Indirekt durch Gegenbeispiel)
G + e hat perf. Matching fiir alle e ¢ E(G)

S := Menge der Punkte, die mit allen anderen verbunden sind.

Behauptung: Die Komponenten von G — S sind alle vollst. Graphen.

><“.

M perfektes Matching in G + uw
N perfektes Matching in G + vz
M@ N = (M\N)U (N\M)
H=(V,M& N)

X
U v A X
--------------- ——H—o e dp e @
W X W \%

Matchingzahl =v(G) Kantenzahl eines maximum- bzw. maximalen Matchings



2.2.5 Berse-Formel

Satz:

V]~ 20(G) = max(g(G ) - |3))

Beweis: Klar: |V| — 2v(G) =minimale Anzahl von Punkten, die von einem Matching nicht
tiberdeckt werden < rglcaef(q(G -S)—|5))

9(G-S)
¢(G = 5) — |9

Es sei nun umgekehrt
d :=max(q(G — S) — [5])

d > q(Gs) — |5
Erweitern GG zu einem Graphen

G':= (V(G)UD,E(G)U{vzlve V,z € D}uU (})), |D|=d

D

Behauptung: G’ erfiillt die Tutte-Bedingung

SCV(G)=V(G)UD
q(G"'—=95)7
|V U D| ist gerade !

1. Falls S C (VUD) nicht ganz D enthilt, so besteht G'—S aus genau einer Komponente.



e S=0: G- S =G von gerader Ordnung, also ¢(G' — S) =0
e S #(:|S| > 1: Tuttebedingung klar, da nur eine Komponente existiert.

2. Also enthalte S ganz D = G' — S =G — (S\D)
~——

SI
D
G S
=q(G'=S) =q(G -5 < 1S +d = 15|

Definition von d

Aus dem Satz von Tutte folgt: G’ besitzt ein perfektes Matching, etwa M. Die Kanten aus
M, die zu G gehoren, lassen dann hochstens d Punkte in G uniiberdeckt.

D

Q

Die zeigt die andere Richtung der Ungleichung!

2.2.6 Satz von Petersen

Definition: e heifit Briicke, falls G — e mehr Komponenten besitzt als G.

Ein 3-regulirer®, briickenloser Graph besitzt ein perfektes Matching.

Beweis: (E sei G zusammenhéngend.

%d.h. Grad der Ecken=3 Yz € V(G) (Kanten haben den Grad 3)



Wir {iberpriifen die Tutte-Bedingung:
Zd(x) =2-|E| = |V| gerade

zeV

V-3
Zu zeigen: q(G — S) < |S] (SCV)

Es sei H eine ungerade Komponente von G' — S

S

O O

Es gibt eine H — S-Kante, da G zusammenhéngend ist.
Es gibt zwei H — S-Kanten, da G keine Briicke enthilt.

H

>, dg(x) =3 |V(H)|

zCV(H) S—
ungerade
——
ungerade
> dy(z) gerade
aCV(H)

Wiirden genau 2 Kanten von H nach S fiihren, so wére

> dG _2+ZdH

2CV(H «CV(H
%,_/
gerade

Es gibt also deshalb mindestens 3 H — S-Kanten.

()

N1

D

Jeder Punkt in S mit hochstens drei Kanten indizieren, also
3|S| > 3-q(G — S), daher gilt die Tutte-Bedingung.




2.3 Fliisse in Netzwerken

Graphen: G = (V, E), E C (‘2/), {u,v}, wv

———>—e

Gerichteter Graph:

G=(V,B),BCV xV

Elemente von B (gerichtete Kanten) heiflen Bigen

. u A% —
Bezeichung: e——>—-s uv (u,v)

Definition:

Ein Netzwerk N ist ein Quadrupel (G, C, g, s) mit

1. G ist ein gerichteter, schlingenloser'® Graph

2. C: B=B(G) — R, ie C ordnet jedem Bogen von G eine nicht negative Zahl als
seine Kapazitit zu. |C(u,v)| = C(u,v)

3. ¢,s € V(GQ),q#s q heiit Quelle, s heifit Senke von N.

Ein Fluf in N ist eine Funktion f, B(G) — Ry mit folgenden Eigenschaften:

1. Ye € B(G) : f(e) < C(e)

2. Vo € V(G)\{g,s} : > fV, X) = > f(X,Y) (1.Kirchhoffsches
W (W, X)eB(G) Yi(X,Y)eB(G)
Gesetz)
X
N
w  f(wx) vy
Beispiel:

W h. (U,U) B fir U € V



Kapazitit C
FluB3 £
Definition:

1. Der Wert val(f) eines Flusses f ist definiert durch:

val(f qu, nyq

z:(q,x)EB y:(y,9)€B

2. Ein Schnitt in N ist eine Teilmenge W C V(G) mit ¢ € W, s ¢ W. Die Kapazitit
eines Schnittes, cap(WV), ist definiert durch

cap(W) := Z C(z,y)

(z,y)€B
rEW,ygw

Lemma: Es sei N ein Netzwerk, f ein Flufl in N, W ein Schnitt. Dann gilt:

(i) val(f):== > flzy)— X flu,v)

(z,y)EB (u,v)EB
TEW,ygw ugW,veW

(i) val(f) < cap(W)

Beweis:
Offenbar impliziert (i) (ii).

Zu (i): | Y flay)— Y f(w,x)

zeW

(z,y)EE (w,z)EB
val(f) fallsx:q
0 , sonst (nach Fluibed.)

Halten wir nun einen einzelnen Bogen (u,v) fest und fragen, wie oft die Werte & f(u,v) in
der obigen Summe vorkommen:

weW,veW : 2mal( f(u,v) und —f(u,v) )
wveW,vgW = l-mal ( f(u,v))
ugW,veW : l-mal (—f(u,v))
ugW,vgW : iiberhaupt nicht



= Die Summe ist:

> flry)— > fluv)

(z,y)EB (u,v)EB
zEW,yeW ugWweW

= Behauptung

Zu (ii): val(f) < cap(w)

w V/W

Dann folgt aus (i) unter Beachtung von 0 < f(e) < c(e)Ve € B

Definition: Es sei N ein Netzwerk und f ein Flufl in N. Eine Folge xg, x1, 22, 2,1, 2,
heifit vergréfernder (vo — x,)- Weg fiir f, falls:

(i)  die x; paarweise verschiedene Punkte aus V(@) sind.

(ii) die e; Bogen aus B(G) sind mit e; = (x;_1,2;) (Vorwértskante) oder
e; = (z;,x;_1) (Riickwértskante)

(iii) fiir jede Vorwirtskante e; = (xj_1, ;) ist f(xj_1, ;) < c(wj_1, ;)

) fiir jede Riickwértskante e; = (z;,%;_1) ist f(z;,xj_1) >0

X| X3 Xs
+€ +& -£€ +€  -€ +€

X, X, X, X

2.3.1 Das Schnitt-Fluf3-Theorem

Satz: Ein Flu) f ist maximal (val(f) ist maximal) < es existiert kein vergofiernder (¢ — s)-
Weg.

Beweis:

(1)

Es sei ¢ = zg,e1,x1...21 — 1, €., z, ein vergéBernder Weg. Wir definieren:

1 := min{f(e;) : e; Riickwirtskante}

g9 1= min{e; — f(e;) : e; Vorwirtsskante}

= e :=min{ey,e0} >0

f" sei nun der folgende Fluf3:



f(€) ) 6%{61,...,67«}
, e Vorwirtskante
, e Riickwéartskante

Dann ist f' ein Fluf}

€ G € G € G € G
und es gilt: val(f') = val(f) +¢

(ii)
Wir setzen W:= {q} U {x € V(G)\{¢}: Es ex. ein vergroBernder (¢ — x)-Weg}.
Nach Voraussetzung ist s ¢ W. W ist ein Schnitt.

Wir wollen zeigen: val(f) = cap(w)

Esseixz € W,y ¢ W, (z,y) € B. Dann muB f(x,y) = ¢(z, y) sein, denn anderenfalls knnten
wir den nach Definition von W existierenden (¢ — z)-Weg zu einem vergoflerenden (¢ — y)-
Weg verldngern.

Analog: Falls (z,y) € B fiir y ¢ W,z € B, so muf} f(x,y) = 0 sein!

Insgesamt:

val(f)y= >, flz,y)— >, fl(u,v) =cap(W) = Behauptung

(z,y)EB (u,v)EB
zeW,yeWw ugW,veW

Folgerung: (Schnitt-Flul Theorem, Ford & Fuklerson bzw. Elias, Feinstein & Shannon, 1956)

Sei f ein FluB, W ein Schnitt = maz val(f) = min cap(W)



Algorithmus (fiir den Fall ganzzahliger Kapazitéiten):

1. Es sei fy ein Fluin N, z.B. fo =0
2. 1:=U

3. Suche einen vergréflernden Weg fiir f;. Falls kein solcher existiert, so ist f; maximal
und wird ausgegeben. Andernfalls vergrofiern wir f; wie im Beweis des vorigen Satzes
und nennen den neuen Flufl f; ;.

4. 1:=1+ 1, Weiter mit 3.
Fragen:
1. Wie finde ich einen vergroflernden Weg 7
2. Wie oft mufl man vergroflern ?
3. Wie finde ich einen minimalen Schnitt ?

4. Was ist, wenn die Kapazititen nicht ganzzahlig sind 7

Zud.:

Vorsicht bei irrationalen Kapazititen!

Aber: Edmonds und Karp haben gezeigt:

Falls immer ein vergroflernder Weg mit minimaler Kantenzahl gew#hlt wird, so stoppt der

Algorithmus nach O(mn), m = |B(G)|,n = |V(G)| VergroBerungen mit einem maximalen
Flu$.

Zul.:

Sind G und f gegeben, so konstruieren wir einen Residualgraphen G'(V(G), B'):
zy € B, falls £y € B und f(2¥) < ¢(£y) oder falls & € B und f(yZ) > 0.

Ist f maximal, so ist W = {q} UU; UU, U ... ein minimaler Schnitt.

2.3.2 Anwendungen des Schnitt-Fluf3-Theorems

1. Satz von Kénig




Beweis (mittels Schnitt-Fluf-Theorem):
Wir konstruieren ein Netzwerk wie folgt:

(g,a),a€ A (b,s),be B
c(g,a)=1 ¢(b,s)=1

{a,b} € E: (a,b) € B mit ¢(a,b) = |A| + |B| + 1.
Ein minimaler Schnitt sei {¢} U A; U B; mit A, C A, B; CB

A[ BI

Dann ist (A\A;) U By ein Vertex-Cover. (Da cap({q} U A; U B;) € |A| (vergleiche mit
{q}) kann es keine Kante (a,b) mit a« € A; und b € B; geben). Ein ganzzahliger Fluf
(von ¢ nach s) definiert zwischen A und B ein Matching. Die Anzahl der Kanten des
Matchings ist der Wert des Flusses. D.h. es gibt in dem bipartiten Graphen ein Matching
mit cap({q} U A; U B;) Kanten. Aber cap({q} U A1 U By) = |A\A,| + |By].

2.3.3 Satz von Dilworth

Vorbemerkung:

P = (X, <) heifit Halbordnung (partielle Ordnung), falls X eine Menge ist und < eine 2-
stellige Relation auf X mit:




i) VeeX:z<zx (Reflexivitit)
(ii) z<yundy<z=x=y (Antisymmetrie)
(ii) z<yundy<z=2<z (Transitivitit)

Hasse-Diagramm

A C X heifit Antikette, falls keine zwei Elemente in A vergleichbar sind.
K C X heifit Kette, falls je zwei Elemente in K vergleichbar sin.
C={C,...,C,} heifit Kettenzerlegung von P, falls X = C4 U,...,UC, und alle C; Ketten
sind.
Offenbar ist:

max|A| < min|C|
Bemerkung:
Ist P = (X, <) Halbordnung, so schreiben wir x <y < x <yund z #y
Es gilt stets:

r L

r<y,y<z=>x<z2

Satz (von Dilworth):

Fiir jede unendliche Halbordnung gilt:
mazx|A| = min|C|

Beweis: (mit dem Satz von Konig)

P = (X, <) sei die Halbordnung, X = {z1,... ,x,}

G sei ein bipartiter Graph mit Farbklassen A = {ay,... ,a,}, B = {b1,...,b,}
a;b; € E(G) =T < Ty (1n P)

Lemma:
Es sei M ein Matching in G. Dann existiert eine Kettenzerlegung € = {C},...,C,} von P
mit:

M|+ |C|=|M|+7r=n

Beweis:
Wir schreiben M = {a;,, bi,, isbiy, - . ., Gy, 1 iy, }o A1SO T4y < Ty, Wiy < Tiyy ooy Ty, < Ty, -
Auf der Menge {z;,, Ts,, ... , T, } der verschiedenen z;; erhalten wir eine Zerlegung in dis-

junkte Ketten der Linge > 2 ()
b b, b,

4

ai3



Formal:

Wir bilden einen gerichteten Graphen w;,, Jx;,..

Dieser gerichtete Graph enthilt keine Kreise. Jedes ¢;; inzidiert mit einer Kante.
Die folgenden sind als Teilgraphen ausgeschlossen!

NNV

Es gibt demnach nur Graphen wie:

Die Komponenten dieses gerichteten Graphen entsprechen der Kettenzerlegung C' = {C1, ...
Sie wird durch einelementige Ketten zu einer Kettenzerlegung € = {C,... ,C} von P er-
weitert,. .

=n=> |Cj|=> (nj—1)+r = |M|+r, wobei n; = |C}|,n;—1 die Anzahl der gerichteten
j=1 j=1
Kanten in dem obigen Graphen ist, die zur Kette C; gehoren. Diese Kanten entsprechen

bijektiv den Kanten aus |M]|.

Lemma:
Ist W C AU B min. Vertex Cover von C}, so existiert eine Antikette K C P mit
K|+ |[W]|>n

Beweis:

Wir setzen W = {a;,, ... ,a;,bj,... 0, } =X ={a,... .z ,z,...,75, CX
X' < (W

U = X\X' ist Antikette und |U| + |[W| > |U|+ |X'| = |X|=n

Beweisschluf:

Wir wihlen nach Konig ein Matching M und ein Vertex-Cover W mit |M| = |[W]|.
Zu M: Kettenzerlegung € mit |M|+ |G| =n
Zu W: Antikette U mit |U| + [W| >n
= |[U| = €|
O

Beweis: Wir zeigen: Falls jede Antikette in P hochstens n Elemente besitzt, so ist P Verei-
nigung von m Ketten.

Induktion nach |X|

X = (: klar.

| X[ > 0: Wir wihlen in P eine maximale Kette C. Falls keine Antikette in (X\C, <) m
Elemente enthiilt, so folgt die Behauptung aus der Induktionsannahme. (Uberdecken X\C
mit m — 1 Ketten und fiigen C' hinzu!)

Annahme: (X\C, <) enthilt eine Antikette A = {a,,...,a,} mit m Elementen.

S™:={x € X :x < q; fiir ein i} (unterer Schatten)
St :={x € X :x > a; fiir ein i} (oberer Schatten)

Esist X =S US™T

,Cs}



(Angenommen y € X\{S~US"}, dann wire y zu allen a; unvergleichbar, also AU {y} eine
Antikette mit m + 1 Elementen — Widerspruch)

Keine der Mengen S—, ST kann bereits gleich X sein, denn das maximale Element von C
gehort nicht zu S~ und das minimale Element von C' gehort nicht zu S™.

(Angenommen: C'maxC|tS~ = es existiert i mit y < q; fiir alle y € C' = C U {a;} groBere
Zahl — Widerspruch zur Wahl von C')

P+ = (S7,<) und P~ := {S7,<} sind also Halbordnungen, fiir die wir die indirekte
Annahme verwenden konnen.
m m
=St=U ctr S =U Cr weil veschiedene a; zu verschiedenen Ketten
i=1 ~~ i=1
Kette in p+ Kette in p-

gehoren, konnen wir (E annehmen, da§ a; € C;" N C;, 1 <i < m.

Wir sind fertig, falls ¢; = maxC;” = min C', denn dann ist C; := C;* U C; eine Kette und
Uc=Ucrfuyc, =stus =X

i=1 i=1 i=1

Angenommen, a; wire nicht das grofite Element in C; = es gibt z € C; mit a; € X
Nach Defintion von S~ existiertein a; € A mit z < a;

= a; < a; — Widerspruch zur Antiketteneigenschaft. Rest analog.

2.4 Ramsey-Theorie

Beispiel:

mzchten einen Graphen mit unendlichen vielen Punkten. G(V,e), E C (‘2/), V unendlich.
Behauptung:

Es gibt immer eine unendliche Teilmenge W C v, so daf} (VQV) C E oder (2’) NE =10
Beweis:

Angenommen, es existiert keine unendliche unabhingige Menge W C V.

Es sei A eine maximal unabhéingige Teilmenge von G.

Da jeder Punkt von V'\ A eine Verbindung nach A besitzt, existiert ein a; € A mit unendlich
vielen Nachbarn. Diese Menge der Nachbarn sei A,



Wie oben finden wir in A, einen Punkt ay, der unendlich viele Nachbarn besitzt (A;). Analog
konstruieren wir as, a4, a5 usw. Insgesamt erhalten wir eine Folge (a,,)2° ; von verschiedenen
Elementen von V, in der jedes Element mit jedem anderen verbunden ist.

Satz: Jeder Graph mit (k:l) Punkten enthilt einen vollstdndigen Graphen mit £+1 Punkten
oder eine unabhingige Menge mit [ + 1 Punkten.

Beweis: Induktion nach k£ 4+ [: Fiir £ = 1 bzw. [ = 1 ist die Aussage trivial. Es sei nun
k>1,<CV(QG)

= aa(X) +ag(N)" = V(@) - 1= () = 1= (1) + (1) -1

= dgy(x) > (ktckfl) oder dg(X) > (H]ifl) (inG)

Falls die erste Ungleichung gilt, so sei Gy der von den Nachbarn von x induzierte Untergraph.

() = (%0 < VG|

k+1

Nach Induktionannahme existiert in G ein vollstindiger Graph der Grofle (k— 1)+ 1=k
oder eine unabhéngige Maenge der Grofle [+1. Im letzteren Fall sind wir fertig. Im ersterem
Fall ist der vollstédndige Grapg GG zusammen mit x ein vollstdndiger Graph der Grofle £+ 1

in G. Falls die zweite Ungleichung gilt, also dg(X) > (H]ifl) = ((kﬁr_li)l_k) = (Hl(_l;l))

Weiteres Vorgehen analog. Betrachten den Graphen G5, der von den zu z nicht benachbarten
Punkten induziert wird.

Satz: Ist £ € Nyaj,as,...,a, € N, so existiert eine natiirliche Zahl Rk (aq,... ,ar) mit
folgender Eigenschaft:

Férben wir die Kanten eines vollstindigen Graphen K,,n > Rk (ay,... ,a;) mit den Fraben
1,...,k, so existiert ein 7 € {1,...,k}, so daB K, einen vollstindigen Graphen K, enthilt,
dessen Kanten alle mit der Farbe ¢ gefirbt sind.

Beweis: Induktion nach k:

NG =(V,BE)=G:=V,(})\BE)



k = 1: trivial
k = 2: Wir wissen Ry(A;,ay) < (a1+a2) _ (a1+a2)

ay a2

k> 3: Essein > Rg_q(a1,as,...,Re(ak_1,ax)). Angenommen die Kanten von K, sind
mit den Farben 1,... &k gefirbt. (Identifizieren vorbergehend Farben k — 1 mit k). Falls
ein i € {1,...,k — 2} existiert, so daf ein K,, mit Farbe i vollstndig gefrbt ist, so sind wir
fertig.

Anderenfalls existiert ein vollstdndiger Graph der Gre Ry(ay_1,ax), dessen Kante alle mit
den Farben k — 1 oder k gefiirbt sind. Nach Definition von Ry(ay 1, ax) existiert ein mono-
chromatischer Teilgraph mit a;_; Punkten zur Farbe £ — 1 oder ein ein monochromatischer
Teilgraph mit a; Punkten zur Farbe k.

Ry(ay, ... ,ax) existiert und ist C Ry(aq, ...,k — 2, Ry(ax 1, ax)

2.4.1 Satz von Ramsey

Es seien r, k,a1,... ,ar € N.
Dann existiert ein R (ay,...,a;) € N mit:
Farbt man (‘:) mit |V| > Rj(ai,...,a;) mit den Farben 1,... k, so existiert ein i €

{1,... .k} und V; C V, so daB |V| > a; und jedes X € (") mit der Farbe i gefiirbt ist.
12

Beweis:

Induktion nach r

r =1 : Schubfachprinzip

r =2 : siehe vorheriger Satz

Esseir >3 (r—1—r)
Ind.Annahme: R} (ay,...,a;) existiert fir alle by, ..., by,.
Wir zeigen den Induktiosnschritt durch Induktion nach ay + as + ... + ay.

Da die Existenz von Rj(ai, ... ,ay) trivial ist, falls ein a; < r ist, konnen wir a; > r fiir alle
¢ annehmen. Der Induktionsanfang ist damit klar.

Es sei nun |V| =n, x € V beliebig aber fest.

Wir firben die (r — 1)-elementigen Teilmengen von V\{z} wie folgt. Farbe von S € (Vr\_{f})
wird definiert als die Farbe von S U {x}.

Fallsn—1> R} '(by, ..., by) ist, so existiert fiir eini € {1,... ,k} ein V; C V\{z}, |Vi| = b;,
so daf} alle (r — 1)-elementigen Teilmengen von V; die Farbe ¢ bekommen.

12 Farbung“ heifit: Abbildung: c: (:) = {1,...,k}



Wir wiéhlen fiir b; = Rl (a1, ... ,ai-1,0; — 1,0;41,...,a;), 1 <i <k (die b; existieren nach
Ind.Annahme).

Dann besitzt V; entweder eine a;-elementige Teilmenge W, deren r-elementige Teilmengen
alle gleich gefirbt sind mit Farbe j (j # i) oder V; besitzt eine (a; — 1)-elementige Teilmen-
ge W, deren r-elementige Teilmengen alle die gleiche Farbe ¢ haben.

Im ersten Fall (j # 7) sind wir fertig, im zweiten Fall betrachten wir W' := W U {x}.
Was ist die Farbe der r-elementigen Teilmengen von W'?

Es sei S € (VZ’) Falls = ¢ S, dann ist S € (V:), ist also i-gefarbt. Falls x € S :
(S\{z} € (r‘fl) und ist damit i-geférbt.

Nach Konstruktion der Farbung auf (Vr\_{’f}) muf} auch S i-gefirbt sein!

Beispiel 1: (Erdos-Szekeresz)

Gibt es fiir alle n € N eine Zahl K (n) mit:

Unter je K (n) Punkten der Ebene in allgemeiner Lage'? gibt es n Punkte, die ein konvexes'
n-Eck bilden?

Die Antwort lautet, ,,Jal“

K(3)=3 4

Es seien 6 Punkte in allgemeiner Lage gegeben. Wir betrachten die konvexe Hiille:

ORGP

1. Fall 2. Fall 3. Fall

Falls diese in ihrem Inneren 0 oder 1 Punkt enthilt, sind wir fertig. K(4) = 5.

n Punkte bilden genau dann die Ecken eines konvexen n-Ecks, wenn je 4 der Punkte ein
konvexes 4-Eck bilden.

Gébe es einen inneren Punkt, so kénnten wir folgende Aufteilung vornehmen:

13d.h., keine 3 Punkte liegen auf einer Geraden
MFiir je 2 Punkte muf} gelten: Thre Verbindungslinie ist ganz in der Menge enthalten.
M C R? ist konver, wenn fiir alle z,y € M gilt: {Ax + (1 -AN)y:0<A<1}C M



Wir withlen nun K : Rj(n,5) und K Punkte in allgemeiner Lage seien gegeben. Diese
Menge sei V. Eine 4-elementige Teilmenge der Punkte erhilt die Farbe 1, falls dies Punkte
ein konvexes 4-Eck bilden, andernfalls 2.

Dann gibt es:

(i) W C V mit |W| = n, so daf} alle 4-elementigen Teilmengen ein konvexes 4-Eck bilden.

(ii) 5 Punkte, so da8 keine 4 davon ein konvexes 4-Eck bilden.

(ii) kann nicht gelten, wegen K (4) = 5. Im Fall (i) bilden die Punkte aus W die Ecken eines
konvexen n-Ecks.

Beispiel 2:

Fiir alle £ € N existiert ein N € N.

Férbt man {1,2, ... ,N} mit £ Farben, so existiert ein ¢ € {1,...k} und z,y, z mit Farbe i
und z +y = 2.

Beweis:
Wir wihlen N := R2(3,...,3). Esseic: {1,...,N} — {1,... ,k} eine Férbung. Wir
konstruieren ¢’ : (“"é’N}) —{1,...,k} wie folgt:

¢({i,7}) = eli = 41)

Satz von Ramsey: Es gibt {i < j <k} C{1,...,N} mit /({i,7}) = /{5, k}) = ({4, k}),
also ¢(j —i) =c(k —i) = c(k — j) und es gilt © +y = 2.
—_—— —— N —

T z y

Definition:
Fiir a,d € Nist a,a+d,a+2d,... ,a+ (I —1)d eine arithmetische Progression der Linge [.

Satz: (Van der Waerden, 1927)
Féarbt man N mit k-Farben, so gibt es monochromatische arithmetische Progressionen be-
liebiger endlicher Linge.



Beweis: zu finden z.B. bei ,,Chintchin: 3 Perlen der Zahlentheorie®
Aquivalent: Zu k,l € N gibt es N := N(k,l) € N mit:

Férbt man {1,... , N} mit k& Farben, so gibt es eine monochromatische arithmetische Pro-
gression der Linge [.
Definition:

Wir betrachten eine Folge a; < ay < ag < ... natiirlicher Zahlen. ihre Dichte ist definiert
als: inf { Anzahl der ‘”<”} :n€eN

n

Satz: (Szemeredi)

Hat man eine Folge natiirlicher Zahlen positiver Dichte, so enthélt sie arithmetische Pro-
gressionen beliebiger Linge.

Vermutung: (Erdos, $3000)

n
Falls a; < as < a3 < ... eine Folge natiirlicher Zahlen ist mit ) ai = 00, so enthélt sie
i=1 "

arithmetische Progressionen beliebiger Linge.

2.4.2 Perfekte Graphen

Es sei G = (V, E) ein Graph.

c(G) :==maz{|W|: ECV :G(W) vollstindig } nennt man Cliqguenzahl.

Jede Funktion ¢ : V. — {1,...,k} heifit eine k-Farbung von G. c heiBt zuldssig, falls
zy € E(G) = c(x) # c(y).

G heif3t k-farbbar, falls G' eine zuldssige k-Féarbung besitzt.

X(G) := min{k : es ex. eine zuldssige k-Farbung} = min{k : ¢ k-firbbar} heifit die chro-
matische Zahl

Trivial: w(G) < x(G)

9(G) := min{|V(C)] : C Kreis in G} gibt die Linge des kiirzesten Kreises an. (¢(G) = oo,
falls C' ein Wald).

Falls g(G) > 4, so ist w(G) < 2.

Man kann zeigen: Zu beliebigen natiirlichen Zahlen £ und [ gibt es einen Graphen G mit
9(G) > k und x(G) > 1.

Definition: G heif3t perfekt, falls jeder induzierte Untergraph H von G die Gleichung w(H) =
X(H) erfiillt.

Beispiele

1. Intervallgraphen

Es seien [I,...,I, abgeschlossene Intervalle in R. Wir definieren einen Graphen G =
(V,E),V ={xy,...,x,},viz; € ES LN #p.

Graphen, die auf diese Weise entstehen, heilen Intervallgraphen. Induzierte Graphen von
Intervallgraphen sind wieder Intervallgraphen.




Wir wollen zeigen: Intervallgraphen sind perfekt.

Es geniigt zu zeigen: G Intervallgraph = y(G) = w(G)

(E sei I} = [b,a] ein Intervall mit kleinstem rechten Endpunkt. Nach einer Induktionsan-
nahme ist x(G — x1) = w(G — ). Ist ;21 € E(G), so ist a € I,.

Insgesamt enthalten hochstens w(G) Intervalle (einschlieBlich I;) den Punkt a, also ist

(*) dg(21) Sw(@) — 1

Eine zulédssige Farbung von G — z; mit w(G) Farben kann zu einer zulidssigen Farbung von
G mit w(G) Farben fortgesetzt werden (In der Nachbarschaft von x; kénnen wegen (*)
héchstens w(G) — 1 Farben vorkommen. Firben z; mit einer anderen Farbe).

Ubung: Zeige: G Intervallgraph = G := (V(G), (3)\E(G)) ist perfekt.

2. Vergleichbarkeitsgraphen:

Halbordnung P = (V, <), Graph G := (V, E)

2y CE: & o <yodery<ua.

Dann ist G perfekt. Genauso zu zeigen: x(G) = w(G)
w(@) ist die Lénge der lingsten Kette in G.

Wir definieren eine Firbung ¢ wie folgt:

c(x) sei die maximale Linge einer Kette x =z < 25 < ... < z,
Dann ist fiir alle y : 1 < ¢(z) < w(G)

Angenommen: zy € E(G), B z <y = c(r) > c(y) +1
Auch G ist perfekt.

w(G) = maz{|W]: W CV,W Antikette in P}

X(G) := min{k : Es ex. Zerlegung von P in k Ketten}

Satz iiber perfekte Graphen

Ziel: G perfekt < G perfekt (L. Lovdsz)
bekannt: G perfekt < x(H) = w(H) fiir alle induzierten Untergraphen H von G

Beispiel:
1. Intervallgraphen und Komplemente

2. Vergleichbarkeitsgraphenund Komplemente

Lemma:
G ist perfekt < jeder induzierte Untergraph H muf} eine unabhéngige Menge enthalten, die
alle Cliquen C' C H mit |V(C)| = w(H) schneidet.



Beweis:
,= Wiébhle eine zuldssige Féarbung von H mit w(H) Farben. Dann ist jede Farbklasse
eine unabhingige Menge, wie wir sie suchen.

ol

V(H)

,<=“ FEs bleibt zu zeigen: G ist perfekt.Es sei H ein beliebiger induzierter Untergraph
von G, H = Hy. Wir wéhlen eine unabhéingige Menge Vi C V(H;), die alle Cliquen
max. Kardinalitdt von H schneidet, und firben die Punkte von V; mit Farbe 1.
Es ist w(H —V;) = w(H) — 1. Dann setzen wir Hy := H — V; und wéhlen analog
V5, die Menge der Punkte mit Farbe 2, u.s.w.
Es entsteht eine zuldssige Féarbung von H mit w(H) Farben.

Satz: (Substitutionssatz)
Es seien G = (V, F) und G,(x € V) perfekte Graphen mit paarweise disjunkten Knoten-
mengen. Wir erzeugen einen Graphen G’ wie folgt:

V(G'=U V(G.)

zeV

w € F(G') < entweder {u,v} C V(G,) fiir ein geeignetes z und wv € FE(G,) oder
ueV(G,),veV(G,y) (v #y) und zy € E(G).

[substituiere einen Punkt durch einen Graphen G,]

noch zu zeigen: Dann ist auch G’ perfekt.



Beweis:

Wir kénnen die Graphen G, einen nach dem anderen substituieren und zeigen nun, daf
die Perfektheit bei jedem solchen Schritt erhalten bleibt. Es werde also etwa G, fiir einen
Punkt zy des perfekten Graphen G substituiert.

Wir benutzen nun das vorherige Lemma, d.h. wir zeigen, dafl G’ eine unabhéngige Menge
enthiilt, die alle Cliquen max. Kardinalitit von G’ schneidet. (Induzierte Untergraphen von
G' entstehen wie G’ durch Substitution eines perfekten Graphen in einen perfekten Gra-
phen.)

Nun firben wir G mit x(G) = w(G) Farben und es sei W die Farbklasse, die z, enthélt.
Auflerdem sei U C V(G,,) eine unabhingige Menge, die alle grofiten Cliquen von G,
schneidet.

w

Offenbar ist (W\{zo}) U U unabhéngig in G'.

Es sei nun C eine Clique maximaler Kardinalitit in G'.
V(C)NV(Gy =0 = Cist Clique max. Grofle in G, also V(C) NV (Gy,) # 0.
Ist V(C) NV (Gyg, # 0, so enthélt C eine Clique max. Grofle in Gy,

G,

denn in diesem Fall ist C'— (V(C) NV (Gy,)) +C" eine Clique in G fiir jede Clique C' in G,.
Es muf also bereits UNV (G) # 0 sein!

Definitionen:



Hypergraqph H : Paar (V, E), V endliche Menge, E eine Multimenge von
Teilmengen von V, alle # ()

Teilhypergraph H' von H : Paar (V,E') mit E' CFE
Matchingzahl v(H) : Maximalzahl paarweise disjunkter Kanten in E
Vertex-Coverzahl 7(H) :  Minimale Kardinalitdt einer Menge W C V| so dafl

Vertex-
Cover

eNW #£0 fir allee € F

Grad von v € V : d(x)=dy(z):=|{e € E:x €e}|,A(H) :magidg(x)
PSS
Chromatische Zahl x(H) :  Minimalzahl von Farben, die man braucht, um V zu

farben, so daB jedes e € E mit |e] > 2 mindestens 2
verschiedene Farben enthélt.

Chromatischer Index x'(H) : Minimalzahl von Farben, die man braucht, um E zu
firben, so daf je 2 inzidente Kanten (e, e’ € E mit eNe’ #
() verschiedene Farben bekommen. y/(H) > A(H)

Der Kantengraph L(H) von H ist folgendermafen definiert:
V(L(H)):=E(H) e, € E(L(H)) < ene =10
Es ist x'(H) = x(L(H)).

Zu jedem Graphen G sei der Cliquengraph CI(G) wie folgt definiert:
V(CI(G)) = Menge der inklusionsmaximalen'® Cliquen von G.

Clique max. Grofie

inklusionsmaximale
Clique

Zu jedem Punkt z € V(G) sei C, die Menge der C' € V(CI(G)) mit z € V(C).
[E(CUG)) =A{ealz € V(G)}]

Bemerkung: Fiir jeden Graphen G ist L(CIl(G)) ~ G

Beweis:
Es ist V(L(CI(Q))) = B(CUG)) = {eu]z € V(G)} "Z° V(G) ese, € B(L(CIQ))) <
e; Ney # (0 &< es existiert eine maximale Clique, die x und y enthélt < zy € E(G).

15 inklusionsmaximal“bedeutet: die Clique kann nicht durch weitere Hinzunahme von Punkten erweitert
werden



Definitionen:

Ein Hypergraph H hei8t normal < x'(H') = A(H') fiir alle Teilhypergraphen H' von H.
Er hei$t 7-normal, falls v(H') = 7(H)'

H hat die Helly-Eigenschaft, falls gilt: £ C E,NE" = ) = es existieren e,¢’ € E' mit
ene =10.

Satz:
Normale, 7-normale und Cliquenhypergraphen haben die Helly-Eigenschaft.

Beweis:

(i) Es sei H 7-normal und E' C E mit NE' =)
= 7(H)>2(H =(V,E")) =>v(H')>2 = FE' mitene ={.

(ii) Es sei H normal und F' C Emitene =0 Ve, e € E' e#¢.
Wir firben die Kanten E' von H' := (V (M), E') mit A(H') Farben.
Wegen eNe’ =0 Ve, e bekommen die Kanten aus E’ verschiedene Farben.
= A(H')=|E'| = nE' =0.

(iii) Es sei G ein Graph und 21, ... ,z, € V(G) mit e,, Ne,, # 0 fiir 1 < 4,5 <.
ri,x; € E(G) Vi#j

= {z1,...,2,} induziert eine Clique in G. Diese ist ebenfalls enthalten in einer
maximalen Clique C.

r
= C e[ ey
=1

)

Satz:

(1) x(L(H)) = x'(H)

(2) w(Z(H) = v(H)

Besitzt H die Helly-Eigenschaft, so gilt ferner:

(3) )

3) (Z()) = r(H)
(4) w(L(H)) = A(H)

x(
w(

Beweis:
(1) und (2) sind trivial.



(3)

Satz:

X(L(H)) ist die minimale Anzahl von Cliquen, die man braucht, um alle Punkte
von L(H) zu iiberdecken.
Die Punkte von L(H) sind die Kanten von H.

E' C R(H) ist eine Clique in L(H) < ene #0 Ve e € B & NE #0

= Xx(L(H)) ist die minimale Anzahl von Punkten (aus V(H)), die man braucht,
um alle Kanten von H zu schneiden.

w(L(H)) ist die max. Anzahl von Kanten in einer Menge E' C E(H) mit e U ¢’ #
0 VeeeckE

Da jedes solche E’ (wegen Helly) NE’ # () erfiillt, gilt: |E'| < A(H), also w(L(H)) =
A(H).

Es sei G ein Graph, H ein Hypergraph mit der Helly-Eigenschaft. Dann gilt:

(i)
(i)
(iii)

(iv

H ist normal < L(H) ist perfekt
G perfekt < C'L(G) ist normal

H ist 7-normal < L(H) ist perfekt

G ist perfekt < CI(G) ist T-normal

Beweis:

(1)

(ii)
(i)

(iv)

Ein Teilhypergraph H' von H erfiillt x'(H') = A(H') < der induizierte Untergraph
L(H'") von L(H) erfiillt die Gleichung x(L(H")) = w(L(H")). [vgl.(1),(4)]
G perfekt < L(CI(G)) perfekt < Cl(G) normal

H 7-normal < jeder Teilhypergraph H' erfiillt v(H') = 7(H') < jeder entprechende
induzierte Untergraph L(H') von L(H) erfiillt:

v(H') 2 w(L(H) = x(L(H") = 7(H')
G perfekt < L(CI(G)) perfekt S C1(G) r-normal

Lemma:
Vervielfacht man Kanten eines normalen Hypergraphen, so ist der so konstruierte Hyper-
graph ebenfalls normal.

Beweis:
]TI entstehe aus H durch Vervielfachung von Kanten (e € E wird ersetzt durch ey, ... e, )).
Dann entsteht L(H) aus L(H) durch Substitution des vollstindigen Graphen auf {e, . ..
fiir e.
Die Behauptung folgt aus dem Substitutionssatz.
O

Beweis des Satzes von Lovdsz (Perfect Graph Theorem)

[G perfekt < G perfekt]

Wir zeigen:

) eu(e)}



(%) Ist ein Hypergraph normal, so ist er 7-normal.
Dann folgt aus dem vorherigen Satz:

G perfekt = CI(G) normal & Cl(G)r-normal = G perfekt!S.
Also geniigt uns zu zeigen: H normal = v(H) = 7(H) (entspr. Behauptung fir H' C H
analog)

Beweis: Durch Induktion {iber &k := v(H)

Induktionsanfang:
k=0: v(Hy=71(H)=0 +/

Induktionsschluf3:

(i) angenommen, es existiert einz € V=V(H)mitv (H—-z) <v(H)=k
~—
—(V\{z},
{e€E(H):xZe}

Dann wihlen wir ein Vertex-Cover W C V\{z} mit |W| =k — 1, so daf}
eNW #0 Vee E(H —z) (Ind.Ann).
W U {z} ist dann ein Vertex-Cover fiir H mit k& Elementen.

i) v(H—2)=k VzeV
Zu jedem x wihlen wir ein k-elementiges Matching F, in H — x.
= U E. (Vereinigung von Multimengen)
eV
H:= (V, E) entsteht aus einem Teilhypergraphen von H durch Vervielfachung von

Kanten, ist also normal (Lemmal!), d.h. X’([:T: A(}N[)
H hat k- |V| Kanten und l/([N{) =k

= (| 2 == | = A 2|V

Andererseits ist ein € V' in hochstens einer Kante von E, (y # x) enthalten, aber
nicht in F,.

= der Grad d;{(x) <|WV|-1VzeV

~

= Widerspruch zu A(H) > |V]|

16Es reicht, eine Implikation zu zeigen, da G = G



Kapitel 3

Promotionsaufgabe

Wer den folgenden Satz zu beweisen vermag, moge sich bitte umgehend mit Prof.Dr. Triesch
in Verbindung setzen. Er braucht die Vordiplomsklausur dann nicht mehr mitzuschreiben,
sondern kann sich bei ihm direkt zur Promotion anmelden. ;-)

3.1 Starke perfekte Graphen Vermutung (Berge 1961)

G ist perfekt < G enthilt keine induzierten ungeraden Kreise oder deren Komplement.

THE
END
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