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Aufgabe 3

t
Die Funktion y(t) := Aln(—) soll im Sinne minimaler Fehlerquadrate an die Messwerte aus
T

folgender Tabelle angepasst werden:

a)

b)

Formulieren Sie diese Aufgabe als nichtlineares Ausgleichsproblem in Abhéngigkeit von
den Parametern A und 7 durch explizites Einsetzen aller Messwerte aus der Tabelle.

Stellen Sie das lineare Ausgleichsproblem, das sich im k-ten Iterationsschritt des Gauf3-
Newton-Verfahrens ergeben wiirde, in Abhéngigkeit von den Iterierten Ay und 7, und durch
Einsetzen aller Messwerte aus der Tabelle explizit auf.

Fiihren Sie nun einen Schritt des GauB-Newton-Verfahrens mit Startwert (Ag, 70)7 = (1,2)7
aus. Benutzen Sie die Normalengleichungen, um das auftretende lineare Ausgleichsproblem
zu losen und verwenden Sie durchweg vierstellige Gleitpunktarithmetik.

Transformieren Sie das urspriingliche nichtlineare Ausgleichsproblem in ein dquivalentes li-
neares Ausgleichsproblem, und geben Sie dieses durch Einsetzen aller Messwerte aus der
Tabelle explizit an (losen Sie es jedoch nicht). Geben Sie auch den Zusammenhang zwischen
den alten Parametern (A, 7) und den neuen Parametern (A, 7) explizit an.

2+3+7+3=15 Punkte

Musterlosung

a)

b)

Die i-te Zeile des Residuums lautet
t;
Fi=ylt;) —yi = Aln(—) — Ui
T

Somit ergibt sich das folgende nichtlineare Ausgleichsproblem:

Aln(%) +1
2\ _
|F |2 = Aln(T) 0 — min
Aln(%) -1 AT€eR
Aln(%) -2 )

Wir definieren x := <f74.1 ), wodurch die i-te Zeile der Ableitung (m x n Jakobi-Matrix) F’

lautet:
(»(3) -7)
In{ — - — .
T T
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Setzen wir nun die iterierten Werte Ay, 7, sowie die gegebenen Messwerte (¢;, y;) in die Zeilen
(1 = 1,2,3,4) ein, so erhalten wir fiir das GauB-Newton-Verfahren das lineare Ausgleichs-
problem

In(z) —2 Acln(L) +1
2) _ A 2 _
TN P B I Souid S B Ol | IR
ln(%) -k ATy, Ay ln(%) —1 AAp,ATp€R
ln(%) —f: Ayg ln(%) -2 )

Konkret ergibt sich fiir den Startwert (Ag, 70)T = (1,2)T:

Ini —% In % +1

Inl —3 | (A4 I el B A

In % —% ATy In % —1 AAg,AmoER’

In % —% In g -2/,

In vierstelliger GPA liefert das:

—0.6931 —0.5 0.3069

0 —0.5 AA n 0 o min !
0.4055 —0.5 ATy —0.5945 AAg,ATo€eR’
0.9163 —0.5 —1.084

2

Betrachte zum Losen des linearen Ausgleichsproblems die Normalengleichungen:

—0.6931 —0.5\  [/—0.6931 —0.5 —0.6931 —0.5\ " / 0.3069
0 —0.5 0 —0.5 AAy\ 0 —0.5 0
0.4055 —0.5 0.4055 —0.5 (ATO) N 0.4055 —0.5 —0.5945
0.9163 —0.5 0.9163 —0.5 0.9163 —0.5 —1.084

Ausmultiplizieren liefert:

0.4804 + 0.1644 + 0.8396  0.3466 — 0.2028 — 0.4582\ (AAy\ _  (—0.2127 — 0.2411 — 0.9933
0.3466 — 0.2028 — 0.4582 1 Aty ) —0.1535 + 0.2973 + 0.542

N 1.484  —0.3144\ [AAy\ [ 1.447
—0.3144 1 Aty ) \—0.6858

GauB-Elimination liefert (ausriumen mit 2344 = 0.2119):

1.484 —0.3144\ [AAy\ [ 1.447
0 0.9334 Aty ) \—0.3792
Damit ergibt sich der Korrekturterm
AAO _ 1.447701..428643-0‘3144 _ 0.8888
ATy —0.4063 —0.4063

Somit ist die néachste Iterierte:

AN (A N AAg\ (1 N 0.8888 \  [1.889
) \ 7 Ay )]~ \2 —0.4063 ) — \1.594
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d) Mit den Definitionen )
A=A 7:= Aln(7)

erhilt man

y(ts) = A1n<§) = A In(t) - Aln(r) = In(t)A—1-7.

=7

Somit ist das urspriingliche Ausgleichsproblem &dquivalent zu dem transformierten linearen

Ausgleichsproblem
In(1) —1 ~1
m(2) -1 | (A 0 .
In(3) —1 (%)_ I v
In(5) —1 2 /|,
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Aufgabe 4
Gegeben seien
3 3a 9 2
A= 3a 3a®>+a 10a |, a€R, b= 1
9 10a a + 31 2

a) Bestimmen Sie die LDLT-Zerlegung der Matrix A.

b) Untersuchen Sie fiir welche Werte von a die Matrix A reguldr bzw. singuldr und fiir welche
Werte sie positiv definit, negativ definit bzw. indefinit ist.

c) Losen Sie das Gleichungssystem Az = b fiir a = 1 mit Hilfe der oben gefundenen LDLT
Zerlegung.

44-2+4=10 Punkte
Musterlésung

a) Der Cholesky-Alogrithmus :

k-1
Ak = Qgr, — Zlijdjj, li, = (aix — le i)/ ik
j=1

Damit ergibt sich:

di1 =an =3

T

21_dn_ 3
asy 9

l :—:—:3

31 iy 3

dggzagg—lgldn :3a2+a—a2-3:a
asy — l31d11l21 10a —3-3-a
d22 a

dss = as3 — 3)d1y — [3ydpy = a+31—-3%-3-1%.a =4

3 00 1 00
=D=[0 a 0] wmdL=]a 1 0
0 0 4 311

Alternativ: Bestimme zunéchst die LR-Zerlegung (ohne Pivotisierung):

3 3 3a 9 3 3a 9
3a 3a2 + a 10a = a = al a a
9 Oa a+ 31 a a-+4 3 1|4

Also gilt A = LR = LDL" mit

1 00 3 3a 9 300
L=[a 1 0|,R=DL"=[0 a a = D=0 a 0
311 0 0 4 00 4
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b) a = 0: A ist singulér (denn det A = det D = 12a = 0.)
a # 0: A ist reguldr (denn det A = det D = 12a # 0.)
a > 0: A ist positiv definit (da alle Diagonalelemente von D positiv sind)
a = 0: A ist semi-definit(da alle Diagonalelemente von D nicht negativ sind)

a < 0: A ist indefinit (da nicht alle Diagonalelemente von D das gleiche Vorzeichen haben)

¢) Man 16st die Gleichung Az = b als

Az =LDL"z = L(D(L"2))=b = Ly=0bDz=y,L"z ==z

Wir haben
1 0 02 Y1 2
Ly=0b = 1 1 01 = v | =1 -11,
3 1 12 Y3 -3
30 0] 2 21 %
Dz=y = 01 0]-1 = z | =1 -1
0 0 4|-3 Z3 —%
und damit
113 % 1 %9
ITe=2z = 01 1]|-1 = v | = -1
0 0 1 —% X3 —%
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Aufgabe 5

Gesucht ist eine Losung (z,y) € R? fiir das nichtlineare Gleichungssystem
1 1
© 3, 1 2 _ 4t
3x + 2y T 1
1
20 +y? = =,
Tt +y 5

a)
b)

Formulieren Sie die Aufgabe in ein dquivalentes Nullstellenproblem um.

Zeigen Sie nun, dass man ausgehend von einem Startwert der Form (z,,v,)T = (0,9,)7
mit y, # 0 eine neue Iterierte der Form (Z,11,Yni1)? = (0,4, — y;%)T erhilt, wenn man

das Newtonverfahren auf das in a) formulierte Nullstellenproblem anwendet. Vermeiden Sie
dabei das Berechnen einer Matrixinversen. Losen Sie stattdessen falls notig ein lineares
Gleichungssystem mittels Gauf-Elimination.

Geben Sie die beiden einzigen moglichen Grenzwerte der rekursiv definierten Folge {y, }nen
yi—3
2yn2

mit Y11 = Yn — an (mit Begriindung).

Berechnen Sie nun die ersten beiden nachfolgenden Iterierten, die das Newtonverfahren,
angewandt auf das in a) formulierte Problem, zum Startwert (zo,yo)? = (0, —1)7 liefert.

1+54+3+2=11 Punkte

Musterlésung

a)

(z,y) ist eine Losung des gegebenen Gleichungssystems genau dann, wenn (z,y) eine Null-

stelle der Funktion 83 . 1.9 1
_ §LK -+ 51/ —T =73
F(z,y) ( 222 4 42 — %

ist.

Das Newton-Verfahren lautet

( Tnt1 ) _ ( Tn ) — (DF (@, yn)) " F (20, yn).

Yn+1 n

Eine dquivalente Formulierung ist

ﬂ21+1 L, Z&Jhl
= + A
( Yn+1 ) ( Yn ) < nyn )

Dadurch wird die Invertierung von DF(z,,y,) vermieden und pro Schritt nur ein Glei-
chungssystem gelost.

n-ter Schritt: Im allgemeinen, wenn der Startwert

(Zn, Yn) = (0,9n)
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ist, haben wir

d.h. ) .
( -1 Yn _2(y121 _1§) )
0 2yn _(yrQL - 5)
Daraus folgt
Yo =3
Aypi1 = — n2 2a Azp =0
Yn
bzw.
. 0
(;ﬁ): el
" T Ty,

Angenommen die Folge konvergiert, dann erfiillt sie die Cauchy-Eigenschaft. Fiir einen mogli-
chen Grenzwert muss darum gelten:

2 _ 1
Yy — 5 9 1 1
y=y 2 Y 9 Y 5
in unserem Fall, wenn yo = —1 ist, konvergiert die Folge gegen
1

Yy = —ﬁ-

Mit der in b) bewiesenen Aussage ergeben sich folgende Iterierte:

Alternativ: Newton Verfahren ausfiihren

8r2 —1
DF(fﬂ,y):( dx y)

1. Schritt: Es gilt

F(0,~1) = (

DO =S | =
N———
)
=
=
=
|
VRS
O =
(I
[N
N———

Weiter
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und es folgt

bzw.

2. Schritt: Nun ist

d.h.

und es folgt

bzw.
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Aufgabe 6
Von einer dreimal stetig differenzierbaren Funktion f : R — R seien folgende Funktionswerte
bekannt:
1 012
X —1]10|2
fla) [-4]3]2

a) Bestimmen Sie das Interpolationspolynom P(f|xg, z1,x2) in Newton-Darstellung.

b) Sie mochten ein Interpolationspolynom n-ten Grades in Newton-Darstellung moglichst ef-
fizient an mehreren Stellen auswerten. Wie gehen Sie vor? Geben Sie den Algorithmus in

Pseudocode-Form an!

c) Welche Voraussetzung muss die Funktion f erfiillen, damit Sie sicherstellen kénnen, dass der

Interpolationsfehler

max | f(x) — P(f|zo, z1,22)(2)|

z€[—1,2]

kleiner als % ausfallt?

Hinweis: Fiir das Polynom w(z) := (x + 1)(x — 0)(x — 2) nimmt die Funktion |w(z)| im
Intervall [—1, 2] ihr Maximum an der Stelle x4, =

Musterlosung

l+%\/7am.

3
3+5+4=12 Punkte

a) Fiihre die Newton-Interpolation mit Hilfe der dividierten Differenzen durch:

[xz', ZL“zel]f [mi, Ti-1, 5Uz>2]f

0]-1]f(=1)=
110 ] f(0)=3
ol 2 | f(2)=2

Newton-Interpolation

—4

olows|g

P(ﬂl‘o, Iy, {Eg)(ZB)

|
ol

13

R S

3 6

b) Zur effizienten Auswertung eines Interpolationspolynoms n-ten Grades P,(z) in Newton-

Darstellung

P (z) =co+cr(x — o) +co(x — o) (z — 1) + -+ cp(x — o) (x — 1) ... (T — 1)

wendet man ein Horner-artiges Schema an. In dieser Form sieht P,(x) wie folgt aus:

P,(z) = co+(x—x0) [c1 + (x — x1) [co + (x — 22) [ec3 + (. —x3) [ .. [en1 + cn(x — 20 1)] .- ]]]]

Der zugehorige Auswertungsalgorithmus lautet im Pseudocode:

FUNCTION EvaluateNewtonPolynomial(cy, . .

Py
FOR (i+n—1,n-2,...,0) DO
{pci+(@z—az) p}

END FOR

RETURN p

END FUNCTION

y Cny Oy« ey Tpy1, L)
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c¢) Betrachte zunédchst das Knotenpolynom w(z) := (z+1)(z—0)(z—2) im Intervall I := [—1, 2].
An den Réndern des Intervalls verschwindet das Knotenpolynom. Dem Hinweis zufolge ist
1
max ()] = [w(Tmee)| = —5= (4 + V(1 +V7) (=5 + V7) ~ 2.1126.

Es soll sichergestellt sein, dass der Interpolationsfehler kleiner als % ist. Fiir ihn gilt die

Abschétzung
"
T
max |P(floo, 21,22)() — f@) < max Jw(@)] max L
x€[xo,x2] z€[z0,72] z€lwo,22] 3!
Setze daher
‘f’”(x)| L1 " 1 3!
max |w(r)| max < - ¢ max )| < 5 —— ~ 0.94669,
xe[wo,m]’ ( )l x€[x0,72] 3! 3 566[9007902}’]0 ( )‘ 3 ‘W(xmaxﬂ

wobei das Ergebnis zur Sicherheit der Abschidtzung abgerundet wurde.

Um einen Interpolationsfehler kleiner als % zu garantieren, ist vorauszusetzen, dass das Ma-
ximum des Betrags der dritten Ableitung der Funktion f kleiner als 0.94669 ausfallt.



