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Aufgabe 1
a) Nennen Sie drei Probleme, die beim Rechnen mit Maschinenzahlen auftreten kénnen.
b) Zeigen Sie, dass die Multiplikation zweier reeller Zahlen gut konditioniert ist.
¢) Gegeben sei eine symmetrisch positiv definite Matrix A € R™*™ und ein Vektor b € R". Wel-
ches in der Vorlesung vorgestellte Verfahren ist am besten zur Losung des Gleichungssystems
Az = b geeignet? Geben Sie eine kurze Begriindung fiir IThre Antwort.
d) Betrachten Sie ein lineares Ausgleichsproblem ||Az — b||; — min mit der Matrix A € R™",

m > n,b e R™
(i) Welche Bedingung muss A erfiillen, damit das Problem eindeutig losbar ist?

(ii) Welche Bedingung muss b erfiillen, damit die Norm des Residuums gleich Null ist?

e) Seien R € R™", b,z € R™ und ¢ € R™™ mit m > n. Zeigen Sie:

1()=- )

2
= [|Rz = b3 + llellz-
2

-
=

Beweisen Sie: fiir alle z € R gilt ||z|le < [|z]2-

Geben Sie drei wesentliche Unterschiede zwischen den Newton-Cotes-Formeln und der GauB-
Quadratur fiir die numerische Integration an.

~

g

=
=

Sei f(z) = 327 Az — bTz+ ¢ eine Funktion von R™ nach R. A € R™" sei symmetrisch positiv
definit, b € R™, ¢ € R. Zeigen Sie:

z* = arg ﬂww f(z) = Az* =b.

i) Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Az = b mit

i 23 -2.5
A=128 2 und ‘b= 1
3:9.6 3
(i) Konvergiert das GauB-Seidel-Verfahren eingesetat zur Losung dieses linearen Gleichungs-
systems?
(ii) Konvergiert das Jacobi-Verfahren eingesetzt zur Losung dieses linearen Gleichungssy-
stems?
3+4-3+2+243+3+3+3+2=24 Punkte
Musterlésung

a) (i) Ausloschung

(i) relative Maschinengenauigkeit
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(iii) overflow / underflow

Wir betrachten f(z) = z; z; mit 2 = (z1,2)7. Damit erhélt man

m .
mwmv it %Mv =z;, und ¢;(z)= e e

Mit der Definition krei(z) = max; |¢;(z)| ergibt sich damit ke = 1.

T Ty

Das Cholesky Verfahren, wegen geringem Aufwand und Stabilitit.

(i) A muss vollen Rang haben, damit die Normalgleichungen eindeutig losbar sind.
(ii) b € Bild(A). Dann gibt es ein z € R mit Az = b.
Fiir z = (2!, 2%)7 mit 2! € R" und 22 € R™ " gilt:

m-n

m n m n
2
lel =" =d "2+ > &= (@) +D &) =1+ 13
=1 tel i=1 i=1

i=n+1

Anwenden auf

ergibt
2

: @ A @ 1Rz = b1 + el

|- Dann gilt

2

Sei |zx| =

T

P43

|5 = lzel* =2k < ) af = ||al3

T
X

und somit [|z]je < [|z]|2-

Unterschiede:

Newton-Cotes Gaufl
Stiitzstellen dquidistant nicht dquidistant

Gewichte | wechselnde Vorzeichen positiv

Exaktheitsgrad m oder m + 1 2m+1
(m + 1 Knoten)

Fiir das Minimum gilt V f(z*) = 0. Also ist
Vf(z*)=Az"-b=0

und somit Az* = b.

Untersuche A mit dem Zeilensummenkriterium:

2 302

HEm,xl ||+mm+| lmAH
BB T TR [ T e

Damit konvergieren sowohl das Jacobi- also auch das Gauss-Seidel-Verfahren.
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Aufgabe 1
Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Az = b mit

(0.2 0.5 9%2 (075 9
A= (0.8 I)GR und b := (_0‘25 € R-.

Zur Losung des Gleichungssystems stehen Thnen Approximationen von A und b zur Verfiigung, die
mit einem absoluten Fehler von 0.05 in jedem Eintrag behaftet sind. Mit welchem relativen Fehler
der Losung des gestorten linearen Gleichungssystems - gemessen in der Norm || - ||; - miissen Sie

rechnen? Hinweis: |[|A7!||; = 9.

Musterlésung Aus

3 3
o], =1, [A], = max{l,5} =5 und A7, =9

ergibt sich die Kondition von A zu
_ 3 27
k1(4) = Al - 47, = 5 9= 5

L
20°

1
) und Abz(ZIO).
20

1 1
[AAl, < = und - |Ab], < <
10 10

Der Fehler in jedem Eintrag betrdgt maximal somit ist im schlimmsten Fall

1
AA:<f
20

gl- 8|~

Es folgt

und daher auch

JaAl, 121 Al 1
AL, — 10 3 15 ol — 10°
Der relative Fehler der Losung lésst sich daher abschétzen durch
[Az], r1(4) _(IIAAlll N HAle)
e, = 1) B UL
27
5 1 1
< —2 . [=4+ =) =225
RS (55 +1) =22
2 15
—

_ 1
=150

10 Punkte
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Aufgabe 2
Betrachten Sie
2 717
A= -8 =30 37 | e R®.
6 21 —12

a) Berechnen Sie die LR-Zerlegung von A mit Spaltenpivotisierung (ohne Aquilibrierung). Ge-
ben Sie L, R und P explizit an!

b) Bestimmen Sie det(A).

c¢) Losen Sie das lineare Gleichungssystem Ax = b mit b = (7,—17,0)7 € R3. Verwenden Sie
die LR-Zerlegung aus Teil a).

74+1+5=13 Punkte
Musterlésung

a) Berechne LR-Zerlegung von A mit Spaltenpivotisierung:

2 7 17 ~-8 —30 37 —8 —30 37

A= -8 =30 37 || 2 7 17 |~| -] -1 W

6 21 —12 6 21 —12 3| _3 63

4 2 4

-8 —30 37 —8 —30 37

02=(23) 3] _3 63 3 3 63

4 2 4 4 2 4

4l -3 EEERE
010 1 00 -8 —30 37
=P=|l001]|,L=|-310],R=| 0 -2 ©
100 -z 31 0 0 21

b) Die Determinante 148t sich berechnen als

det(A) = det(P'LR)
= det(P)™' - det(L) - det(R)

——
=1

— (_1)#Vertauschungen .1 det(R)

= (-9)- (%) 21 = 252,

c) Lose das lineare Gleichungssystem Az = b:

Ar=b & PAzx=Pb <& L Rx = Pb.
~~

=y

Die permutierte rechte Seite lautet
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h = _177
Vorwiértseinsetzen liefert: Ly = Pb & Yo =0+ % (=17) = —54—1,
vy =T+ H(-17) = (§) - (=3) =7
1 _ 1
T3 =577 =3,
Riickwértseinsetzen liefert: Re =y & Ty =—3- (=% —-%.3) =12
1= —5(-17+30-12—37-3.) = — 124
124
3
Die Losung des linearen Gleichungssystems ist z = 12

Wl
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Aufgabe 3
Gegeben sei das nichtlineare Gleichungssystem

dr = sin(x +y),
dy = cos(z —y)

a) Skizzieren Sie B.

b) Zeigen Sie mit dem Banachschen Fixpunktsatz, dass dieses Gleichungssystem auf B genau
eine Losung besitzt. Verwenden Sie fiir den Kontraktivitiatsbeweis die ||.||-Norm.

c) Fiihren Sie einen Schritt der entsprechenden Fixpunktiteration mit dem Startwert (0.7, —0.2)7
aus und geben Sie an, wie viele Schritte héchstens notwendig sind, um die Lésung mit der
Genauigkeit € = 1074, gemessen in der ||.||s-Norm, zu approximieren.

1+8+44=13 Punkte
Musterlosung

a)

b) Eine Losung des Gleichungssystems ist ein Fixpunkt der Funktion F'(z,y):
Fy(z,y)\ _ 1 (sin(z+y)
F = = —
(@.9) (Fz(x, v)) = 1 \eostz — )
Uberpriifung der Voraussetzungen des Fixpunktsatzes:

(i) B ist offensichtlich abgeschlossen.
(ii) F ist selbstabbildend, da

1 1
| F(z,y)||3 = 16 sin(z +y)* + 16 cos(zx —y) < —+— =

d.h. F(B) C B.



Klausur Numerisches Rechnen, 16.02.2012

(iii) Kontraktivitdt von F. Da B Konvex folgt mit dem Mittelwertsatz

L:= sup [|[F'(x,y)|| < 1= F ist kontrahierend.

(z,y)€B
Es ist . ( ) ( )
. _ L[ cos(z+y cos(x +vy
Fiwy) = 4 (— sin(zx —y) sin(x — y)) '
Damit ist
1 . .
1E" (2, y)lloo = 7 max {| cos(a +y)| + [ cos(z +y)|, [sin(z —y)| + |sin(z — y)[}
< 1 =L
-2

(iv) Nach dem Banachschen Fixpunktsatz folgt, dass F' auf B genau einen Fixpunkt besitzt.

¢) Mit dem Fixpunkt 2* := (2%, y*)T und 2" := (2", y™)? lautet die a-priori Abschiitzung

1-L

2% = 2"l < I = 2o < €.

Es ist F(0.7,—0.2) = (0.11985,0.15540)” und somit ||z' — 2°|| = 0.58014. Das gibt

Also geniigen 14 Schritte.
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Aufgabe 4
Die Funktion f(z) = cosz + e~ soll interpoliert werden. Gegeben ist folgende Tabelle

i | 05 1.0 1.5 2.0
f(x;) | 1.6564 0.9082 0.1761 —0.3978

a) Gesucht ist ein Néherungswert fiir f(1.2) mit dem Neville-Aitken-Schema unter Benutzung
aller Tabellenwerte. Ergénzen Sie dazu das folgende Tableau:

xo = 0.5 | 1.6564

N
x1=1.0109082 — 0.60892
pN pN
xy=15]0.1761 — Py — 0.613428
p pN p
23 =20 | Pyy  — 052044 — 0596376 — Pi3

b) Schétzen Sie die Interpolationsfehler |P,; — f(1.2)| und |Ps3 — f(1.2)] moglichst gut ab
ohne f(1.2) zu berechnen.

Hinweis:
' 4.1152 " 11. " 9159
xén[oaggg]\f (z)] < 4.1152, xgl[oagjz]lf (z)] < 11.903, xgﬁo?‘éfm’ ()] < 32.152,
max | f¥(z)| < 60.189, max_|f®(z)| < 102.24.
z€[0.5,2] z€[0.5,2]

c¢) Die Funktion g(x) soll an den Stellen g, 1, s...z,, interpoliert werden. Dazu sei

T — X T, —

T
Pglay, ...z Plglao, .. zn1) ().
pr—— (glz1, .y zn) () + Pa— (glzo, s Tn1) ()

P(zx) =

wobei P(g|zy,...,x,) und P(g|zo, ..., x,—1) die Interpolationspolynome an den entsprechen-
den Stellen sind. Zeigen Sie, dass P(z;) = g(z;),i € 0,1, ...,n gilt. Was kénnen Sie daraus

folgern?
5+4+5=14 Punkte
Musterlosung
a) Fir z = 1.2,
Ps o= —0.3978
1.2—-15
Py, =0.1761 + m(O.l?Gl —0.9082) = 0.61536

1.2-20

Py3=0. e
s = 0.596376 + o —=

(0.596376 — 0.613428) = 0.6054704
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b) Benutzen

[F (") = P(flxo, -

c) Beweis. Fiir 0 < i < n gilt

Ferner erhalt man

P(xg) =

und ebenso

n (n+1) (o
H:I; — ;)| max u, € [0.5,2]
i 1’6[052] (n+1)!
|f"(z)|
Py — f(1.2) <[(1.2—-1.0)(1.2 - 1.
oy = F(12) £ [(12= 1012~ 15)] max 2
11.903
< 0.06 x — = 0.35709
| fD ()]
|Pss— f(1.2)] <|(1.2—-0.5)(1.2 — 1.0)(1.2 — 1.5)(1.2 — 2.0)| xgl[oagcz] m
60.189
< 0.0336 x = 0.084265
24
€T 0 T,
_P .. n 1 P PR n— 7
T, T <g|I1, y T )(I‘ ) + T, (9’% y L 1)(.1’)
;i — X Tn €T;
P xog(:cz) + o xog(xz) = g(x)
T T Ty, — X
O P(gle, ) () + T P9[0, ) ()
T, —
0+ 2 g(w0) = g(o)
Tp — Tg
T, — X0 T, —
P e Tp) (X, P s ey Ty n
PO Pglar ) () + T Pgla, ) ()
Tp — X
n 0= n
xn_xog(-r ) +0=g(x,)

P(z) ist ein Polynom vom Grad héchstens n (als Linearkombimations zweier Polynome vom
Grad hochstens n-1 mit x-Potenzen vom Grad 1 als Koeffizienten). Auflerden interpoliert

P(z) die Funktion g(x) an allen n+1 Stiitzstellen xy, ...,

Zn. Auf Grund der Eindeutigkeit

der Polynominterpolation ist P(x) das interpolationspolynom zu g(z) in z, ..., .



