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Aufgabe 3
Gegeben sei die von zwei Parametern o und 8 abhéingige Matrix A,5 € R®:

1 —2

2
$+6 5438
—2 5433 18+ 98 + 4o

N =

Aop =

a) Bestimmen Sie die Cholesky-Zerlegung der Matrix.

b) Geben Sie an, fiir welche Wahlen der Parameter o und 3, die Matrix A,g positiv definit ist.
Losen Sie dann das Gleichungssystem A,sz = b mit b = (2,5,6)” und a = %, b =—1.

44+4=8 Punkte

Musterlésung
a)
k—1
dre = Qrk— Zdj,jlim k=1,...,n
j=1
1 k—1
i = d_<ai,k - Zli,jdj,jlk,j), i=k+1,..,n
kk e
Hier ist n = 3.
k=1:
1 1
d1,1 =a11 = 1, 12,1 = —Q21 = 7, 13,1 = —azi = —2
11 2 a1
k=2
9 9 1
dop = agp —dyaly; = Z+ﬁ_1_1 =2+,
1 54+33—(-2)13 6+38
l39 = —(as o — l31d11l21) = 2 — -3
3,2 d2,2< 32— l31dialan) SN SR
k=3:

d3’3 = a33 — dl,ll:?,l — d2’2l§72 =18 -+ 9ﬁ + 4o — 1(—2)2 — (2 -+ 5)32 = 4o — 4.

Damit sieht die Cholesky-Zerlegung von A wie folgt aus:

1 z —2 1 00\ /1 0 0 1 3 =2
A= 35 450 5430 =i 10|l02+8 0 01 3
—2 5438 18+98+4a -2 31/ \0 0 4a-4/\0 0 1

L D —L7

b) Damit die Matrix positiv definit ist, miissen alle Diagonaleintrége von D positiv sein. Damit
ergeben sich zwei Bedingungen an die beiden Parameter:

24+8>0 und 4a—4>0
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Mit o = % und 3 = —1 sieht das zu l6sende System wie folgt aus:
1 0 0\ /10 0\ /1 3 —2 2
% 10 010 01 3 |z=1(5
-2 31 0 01 0 0 1 6

Substituiert man DLTx = y erhilt man das Gleichungssystem Ly = b, das man durch
Vorwirtseinsetzen losen kann:

1 0 0 U1 2 y1:2
10| |lwl=|5l= w=>5-1i2=14
-2 31 Ys 6 y3:6—34+2 2=-2

Jetzt kann man die Substitution wieder riickgiingig machen und DLTz = y 16sen. Hier ist
speziell D = I und damit entfillt der Skalierungsschritt. Zu l6sen ist also nur noch LTz =y
durch Riickwartseinsetzen:

1 3 =2\ [z 2
01 3 ||e|=14
00 1/ \as -2
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Aufgabe 4
Gegeben sei das nichtlineare Gleichungssystem
1,2 .23
v = (@ -y +3) :
1 2 2 m D = {(x7y) : |x’7 ‘y’ S %}
y = 3(@+y’ -1

a) Zeigen Sie mit dem Banachschen Fixpunktsatz, dass dieses Gleichungssystem auf D genau
eine Losung besitzt. Verwenden Sie fiir den Kontraktivitidtsbeweis die || - [|o-Norm.

Hinweis: ||All2 = v/ Amax (AT A).

b) Fiihren Sie einen Schritt der entsprechenden Fixpunktiteration mit dem Startwert zy :=
(0,0)T aus. Geben Sie ohne weitere Iterationen, aber moglichst genau an, wieviele Schritte
héchstens notwendig sind, um die Losung mit der Genauigkeit ¢ = 1072, gemessen in der
| - ||-Norm, zu approximieren.

Hinweis: Sie konnen fiir die Fehlerschétzung die Kontraktionskonstante L := 0.75 nehmen,

falls Sie keine genauere Konstante gefunden haben.

94-4=13 Punkte
Musterlésung

a) Eine Losung des Gleichungssystems ist ein Fixpunkt der Funktion F(x,y):

(5)=r(5) o r ()= (R ) =2 (25ntt)

Uberpriifung der Voraussetzungen des Fixpunktsatzes:

a.1) D ist offensichtlich abgeschlossen und damit (als Teilmenge eines vollsténdigen Raumes)
vollstandig.

a.2) F ist selbstabbildend, da fir |z|,|y] <5 gilt

N | —

=3 1+ < (@ -+

= Qo

) <3G+ =3

D=

R T IEL CER R
a.3) Kontraktivitdt von F'. Wegen Mittelwertsatz

L:= sup ||F'(x,y)|| <1= F ist kontrahierend.
(z,y)eD

Wir haben
/ o xr -y
Fen=(5 7).

Bemerkung: Anwendung der || - ||oo- oder || - ||;-Norm von F” hilft aber nicht:

sup ||F'(2,y)lloc = sup |[[F'(z,y)|L = 1.
(x,y)eD (z,y)€D
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Wir schitzen die || - ||o-Norm ab:

| F'(z,y)||3 := der grofite Eigenwert von F'F™ oder F*F'.

Es gilt
e S A I A B T
und
det(F' F™* — XI) = A2 —2(2? + y*)\ + 4a?y?
= (A —22?)(A — 24?) = Apax = 2max (22,9?) < 3,
det(F™* F' = X) = (222 = A)(2y® — ) = Apax = 2max (2%, y?) < 1,
d.h.

1
F' =41/=-=L<1
s [P )l = /3

a.4) Nach dem B. Fixpunktsatz folgt, dafl F' auf D genau einen Fixpunkt besitzt.

b) Die a-priori Abschéitzung fiir F'(z,y) auf D lautet
Ln

|z — zplla < H96’1 — Tol|2 mit zo := (0,0), z; = (g, —%), L= %

< mit einer Genauigkeit ¢ = 1072
_1_F¢ g

029289322 8 <107

Das gibt
In(0.00046863)

> — 22.1185.
" = 1n(0.70710678)

V05" <4.6863-107 =

Also geniigen 23 Schritte.
(Bei L = 0.75 kommt man auf n > 27.1968 und damit auf mindestens 28 Schritte.)
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Aufgabe 5

Gegeben seien folgende Stiitzstellen ¢; und Messwerte y;:
t| 0 | 05 | 15
yi| 4 | 25 | 15

Aus theoretischen Uberlegungen geht hervor, dass diese Messdaten einer Funktion

b(t) = y(t; x1,22) = + T2

t—|—2$1

geniigen. Bestimmen Sie die Parameter x; und z optimal im Sinne der kleinsten Fehlerqua-

drate. Formulieren Sie dazu das entsprechende nichtlineare Ausgleichsproblem, und fiithren Sie

ausgehend vom Startwert (:Ego), :L'g))) = (0.25,1.5) einen GauB-Newton-Schritt durch. Losen Sie

das auftretende lineare Ausgleichsproblem mittels Normalgleichungen. Berechnen Sie anschlieSend
das Residuum.

10 Punkte
Musterlosung

(i) Mit x = (21, x2) lautet das nichtlineare Ausgleichsproblem
y(ti;z) —y i T r2 — 4

[F(@)]l2 = || y(tzs2) —y2 | = 05+2z + 22— 2.5 || — min

zCR¥

y<t3,l’>—y3 2 15+221+x2_15 2

k+1)

(ii) Im GauB-Newton-Verfahren sucht man die neue Niherung als

2D — g8 4 (k)

wobei s*) € R” die Losung der folgenden lineares Ausgleichsproblem ist:

HF'(x(k ®) L Pz HQ—mln

yeRn

Eine Zeile der Jakobi-Matrix zu F'(z) lautet
—2
Flo)=——, 1
(@) ((t + 2002 )

(=, 2y = (0.25,1.5)

F'(2 ™)y + F®)],

Dies fithrt mit den Startwerten

zu folgender Zeile des lineares Gleichungssystem mit rechter Seite:
(F@)] - F@)i= (e 1| 15
T\ 052 Y05

Einsetzen der MeBwerte:

-8 1 5 —0.5
min || /' (z Oy 4+ F(z HQ—IHH}L -2 1 (Sl)—l— 0
yer v\ —05 1 2 0.5

2
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(iii) Jetzt 16st man das lineare Ausgleichsproblem mittels Normalgleichungen

ATAs = AT, A=F'(2?), b= —F("),

(52 ) (2)-(*5)-(2)-(38)

(iv) Damit ist die neue N#herung

()=o) ()= () - ()= ()

und auch

und erhalt

1 13 1

bt~y L ess
W~ oot~ 170260

Das Residium ist

r =

(b(t;) — y:)? = 0.91997.

3
=1

2
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Aufgabe 6
Das Integral

xT

2
I::/O f(x)dz mit  f(x) = ﬁ

soll numerisch approximiert werden.
Hinweis: Fiir die Ableitungen des Integranden f(x) gilt

f(@) <2, |ff(2) <7424, |f"(x)] <22, |fP(2)] <1842, [fO(x)] <9309, Vze[0,2].

a) Bestimmen Sie I ndherungsweise mit der summierten Simpsonregel fiir Teilintervalle der
Lange h := 2 und schétzen Sie den Fehler ab.

b) Bestimmen Sie I ndherungsweise mit der summierten Mittelpunktsregel fiir Teilintervalle
der Léange h := % und schétzen Sie den Fehler ab.

c) Welches der beiden Verfahren (summierte Simpsonregel bzw. summierte Mittelpunktsregel)
benotigt weniger Punktauswertungen von f, um einen Fehler von weniger als 0.07 garantie-
ren zu konnen?

34+3+4=10 Punkte
Musterlésung

a) Die Intervallgrenzen und Teilintervall-Lange h = 2 sind vorgegeben. also wendet man auf

n = 22 = 1 Teilintervall die Simpson-Regel (Gewichte £, 2, #) an:

( 1 e 4 el 1 €2
2 p—

- - - = 3.6303.
6 02+0.5 i 6 124+0.5 Jr6 22—1-().5)

Fehlerabschétzung:

—184.2 = 2.047.
- 2880

|[I—15| < (2-07 max}|f(4)(x)} (au_ch 2 (2 —0) max ‘f(4)(:v)‘

Hinzveis 32
2880n? z€[0,2 2880 z€[0,2] )

b) Die Intervallgrenzen und die Lidnge der Teilintervalle h = % sind vorgegeben, also wendet
man auf n = 22 = 4 Teilintervalle die Mittelpunktsregel (Gewicht 1) an:

1/2
1 e0.25 e0.75 e1.25 e1.75
SI = = = 3.791.
173 (0.252 105 0752405 122405 177 0.5)
Fehlerabschétzung:
2-0)3 Hinweis 7.424
I —SI| < 2-0) max [fP(z)] < ——— =0.1547.

48

24n?  z€[0,2)

¢) Um mit der Mittelpunktsregel einen Fehler von

|l — S| < (2-0p max !f(z)(x)| % e :=0.07
— 24n?  z€0.2) -
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garantieren zu konnen, sind

(2 - 0)3 , 1/2 ] 1/2
> — (> .7424) =595
"= ( o1 sl 24-0.07 ’

d.h. n > 6 Teilintervalle erforderlich, was auch n > 6 Funktionsauswertungen entspricht, da
bei der Mittelpunktsregel nur eine Funktionsauswertung pro Teilinterval erfolgt.
Um mit der Simpsonregel einen Fehler von

2 5
( 0) max
€[0,2

2880n* = ]

!
11— Sky| < |fW(z)| < e:=0.07

garantieren zu kénnen, sind

(2 - 0)° N 32 i
> (% 1842) =233
"= ( T A 2880 - 0.07 ’

d.h. n > 3 Teilintervall erforderlich, was 2n + 1 > 7 Punktauswertungen von f entspricht.
Somit benotigt hier die summierte Mittelpunktsregel weniger Punktauswertungen als die
summierte Simpsonregel, um einen Fehler von weniger als 0.07 sicher garantieren zu kénnen.
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Aufgabe 7
Gegeben sei die quadratische Form f : R? — R, z %xTAx —b"z + ¢, mit

3 -2 2
A_<_2 4), b—(4), und c¢= —T.

a) Losen Sie das Problem x* = argmin, f(x) analytisch.

b) Gegeben sei der Startwert 2° = (0,0)7. Losen Sie das Problem z* = arg min,, f(x) mit Hilfe

(i) ... des Newton-Verfahrens.

(ii) ... von Konjugierten Gradienten.

5+6=11 Punkte
Musterlésung

a) Esist Vf(z) = Az — b und V?f(z) = A. Bestimme z* mit Vf(z*) =0 & z* = A~ 'b:

= AT = detl(A) (—aés _acf2> (Z;)
- 3-4—<—12>-<—2> <3 ?,) @ - @

Damit erfiillt * das notwendige Kriterium 1. Ordnung fiir eine Minimalstelle von f. Weiter
ist A symmetrisch. Zeige noch, dass A positiv definit ist. Wende dazu das Hauptminoren-

3 —2) —3.4—(=2)(~2) = 8 > 0. Damit ist

-2 4
A symmetrisch positiv definit und somit V2 f(z*) symmetrisch positiv definit. Damit erfiillt
x* das hinreichende Kriterium 2.0Ordnung fiir eine Minimalstelle von f.

kriterium an: det(3) = 3 > 0 und det (

b) e Die Iterationsvorschrift fiir das Newton-Verfahren lautet
= ok (V) )
Konkret bedeutet das hier:
r=2" A (A —b) =2 -2+ A=A
_ L4 2y 2y _ (2
“8\2 3)\4) \2

Das Newton-Verfahren konvergiert in einem Schritt, weil die Funktion, die man mini-
mieren will, selbst schon eine quadratische Form ist.

k-1 ,.k—1
r r .. _ _ _
6k—2:< ) >fur/€22 pklzrk1+6k_2pk2
k=2 pk=2) )
)
k-1 k-1
(r* = i) k k—1 k—1 k k—1 k—1
A1 = V1% =2 fapap”, r=1r""" = Ap

(pk=1, Aph—1)’
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11

: (3 =2 (2 0
GegebensmdA—(_2 4>,b—(4) und x

ergibt sich:

1. Schritt im Algorithmus:

(r0, r%) 20 20
ao = —_=

B 20

5
p0, Ap° 3 -2\ [2\ o\ M 11
WA g ) <_2 4)(4) <2,4>(12)
1__ .0 0 _ 0 3 2 _i 10
r = + aop —(0)+11 (4)—11 20
e o (2\ 5 [-2\ 1 (32
ro=r s aedp _<4) 1\12) " 11\~16

5 (rt,pl) 1020520 1280 64
0 = = =

(0,09 — 20  20-121 121

2. Schritt im Algorithmus:

1 /32 64 (2) 80 (6
1 _ .1 0 _ il -
== g (—16) LT (4) 121 (1)
1912
N Ut B v 5 T

WA 0 6.1) (_32 —42) G}) B (6’1)5<i68) T 88 40

oot L (10) 1L 80 (6N 1 (10) 1 (12 _ (2
B =71 \20) Ta0 1o \1) T1r\20) T1r\2) T2

(8) Weiterhin ist _; := 0. Es



