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Kapitel 1

Differentialgleichungen

1.1 Differentialgleichungen erster Ordung

1.1.1 Differentialgleichungen mit getrennten Variablen

Aufgabentyp: y' = f(z)g(y). Bestimme allgemeine Losung (bzw. Losung des AWP).

1. Berechnung trivialer Losungen C' € R mit g(C) = 0.

9(C) =0 = y = Cist Losung
2. Trennung der Variablen:

1
V@) = f@et) > [ —dy= [ f@)de+C > 5 y(@) = 4(@.0). C e R
Hinweis: Man kann in einer Losung mehrere C; € R verwenden: steht in der Gleichung
bspw. aC fiir ein a € R, so kann man dies auch durch Cs ersetzen, vgl. Beispiel 2.

3. AWP: Berechnung der Konstante C' durch Einsetzen der Anfangswerte (zg,yo) in die Funk-
tion y(z) und Umformen nach C. Ist yo = C mit g(C) = 0, so ist y = C ebenfalls Losung.

4. Maximaler Existenzbereich ist grofites Intervall um zp ohne Unstetigkeitsstellen.

Beispiel 1: y' = —2zy?, also f(z) = 2z, g(y) = —>

1. Triviale Losungen: g(y) =0 & —y?> =0 = y = 0 ist triviale Losung.

2. Trennung der Variablen

1 1 1
_ 2 _ _ 2 _
y = —2xy :>/—y2dy—/2xdx:>§—x +C¢>y—w2+C,C’€]R

3. Anfangswertprobleme (und Existenzbereiche):

(a) y(2) = 0. Triviale Lésung ist y = 0, 2 € R. Da 0 = 7= keine Losung hat, gibt es keine
weiteren Losungen.

(b) y(2) = 5. Aus § = 4+LC folgt, dak C'= —1. Damit ist y = '+, z € (—1;1) Losung.

1



2 KAPITEL 1. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

(c) y(2) = —1. Analog folgt C' = —9, also Lésung y = ——, = € (—3;3).

(d) y(2) = £. Analog folgt C' = 1, also Losung y = zeR

1
$2+1 Y

Wi

Beispiel 2: y' =y, also f(z) =1, g(y) =y

i

1. Triviale Losungen: ¢g(y) =0 < y 0 = y =0 ist triviale Losung.

2. Trennung der Variablen:

2 1 1 z+C 3
y =y: = —gdy:/da?:>3y§:x+01¢>y:<T> ,C,C1 eR
yS

3. Anfangswertprobleme (und Existenzbereiche):

(a) y(1) = 0: Triviale Losung ist y = 0, z € R. Einsetzen von (0, 1) ergibt C' = —1, also ist

auch y = (%‘1)3 , * € R Losung.

(b) y(1) = 1: Einsetzen ergibt C' = 2, also ist y = (’”?;2)3, r € R Losung.

1.1.2 Homogene Differentialgleichungen

Aufgabentyp: y' = f (£). Bestimme allgemeine Losung (bzw. Losung des AWP).

1. Substitution:

2. Losung von v’ analog zu 1.1.1 (Pkte 1 und 2).
3. Resubstitution: y = uzx

4. Anfangswertprobleme und Existenzbereiche analog zu 1.1.1 (Pkte 3 und 4)

Beispiel 1: y' = L + £ =14 41 (%)71, also f(u) = su+ 5-

1. Substitution: u=% = v'(z) =1 ((3u+ %) —u)=12 (17u )

T

2. Triviale Losungen v = +£1, Nach Trennung der Variablen: u = +,/1— L, c€ R

zC>

3. Resubstitution: y =uzx == y=zVy=—-2aV y:ﬂ:x,/l—%

4. AWPy(1)=1:3=1/1-2 = C=1 alsoy=m/1-2,z€\{4}



1.1. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN ERSTER ORDUNG

1.1.3 Differentialgleichungen der Form y' = f(az + by + ¢)

Aufgabentyp: y' = f(ax + by + ¢). Bestimme allgemeine Losung (bzw. Losung des AWP).

1. Substitution:
u=ax+by+c = u'(z)=a+bf(u)
2. Losung von u' analog zu 1.1.1 (Pkte 1 und 2).
ar—c

3. Resubstitution y = “=5

4. Anfangswertprobleme und Existenzbereiche analog zu 1.1.1 (Pkte 3 und 4)
Beispiel 1: y' = (z —y)%,alsoa =1,b= —1,c¢ =0, f(u) = u?

1. Substitution: u =z —y = v' =1+ —(u?) =1 —u?

2. Triviale Losungen u = £1, nach Trennung der Variablen: u = tanh(z + C)

w

. Resubstitution (y =z —u): y=2z+1Vy=2—-1Vy ==z — tanh(z + C)

e

. AWP y(0) = 0: Einsetzen ergibt C =0, also y = z — tanh(z + C), = € R ist Losung.

a:v—l—by—l—c)

1.1.4 Differentialgleichungen der Form 3’ = f (dm+ey+f

Aufgabentyp: y' = f (;f_tszj_';) Bestimme allgemeine Losung (bzw. Losung des AWP).

1. Beachte Einschrinkung der mogl. Losungen durch den Nenner!
2. Falls ae — bd = 0, liegt ein anderer Typ vor, ansonsten weiter.

3. Berechne LGS az +by+c¢=0,dx+ey + f =0. Sei (z9,yo) Losung.

1
4‘ SetZe r=t + 1.0, y =u + yO- Dann iSt ul — f ((a(t+z0)+b(u+y0)+6)t ).

(d(t+wo)+e(utyo)+f)t
5. Losung der Dgl. nach 1.1.2.
6. Resubstitution: t =z —x0, u =y — Yo

7. Anfangswertprobleme und Existenzbereiche analog zu 1.1.1 (Pkte 3 und 4)

Beispiel 1: y' = —%, alsoa=0,b=1,c=-1,d=1,e=1,f=0, f(u) = —u

1. Einschrinkung: y + 2z =0 & y = —z kann nicht Losung sein.

2. Losung des LGSy —1=0, y+x =0 ergibt yo =1, 2o = —1.

(Wt s

t —
(utt

3. Substitution z =t — 1, y = u + 1 ergibt v’ = —

|

4. Losung von u' ist u =0V u=—-2tVu=—t+t2+C.
5. Resubstituiont =z +1l,u=y—lergibt y=1vVy=-2z—-1Vy=—z+/(x+1)2+C

6. AWP y(0) = 2: Einsetzen ergibt C = 3, also y = —z + /(z + 1)2 + 3, € R ist Losung
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1.1.5 Lineare Differentialgleichungen
Aufgabentyp: y' = f(z)y + g(z). Bestimme allgemeine Losung (bzw. Losung des AWP).
1. Berechnung der homogenen Lésung:
y'(z) = f(x)y = yn = P(z)C
2. Berechnung der partiellen Losung (Variation der Konstanten):
C'(x)P(x) = g(x) = yp = Qx) +C

3. Allgemeine Losung:
y(z) = [Q(z) + C] P(x)

4. Anfangswertprobleme und Existenzbereiche analog zu 1.1.1 (Pkte 3 und 4)
Beispiel 1: y' = —ytanx + cosz, also f(z) = —tanz, g(z) = cosz

1. Homogene Losung: y' = —ytanz = —fidy = [tanzdr = y=cosz-C,C €R

2. Partielle Losung (P(z) = cosz): C'(z) -cosz =cosz = C(z) = [lde =z +C,CeR

w

. Allgemeine Losung (P(z) = cosz, Q(z) =z): y = (x + C) -cosz, z € R

H~

. AWP y(0) = 0: Einsetzen ergibt C' = 0, also y(z) = xcosz, x € R
Beispiel 2: y' = —y + =z, also f(z) = -1, g(z) =z

1. Homogene Losung: y' = —y = y=¢*-C

2. Partielle Losung (P(z) = e ®): C'(z)e * =2 = C(z) = [e*zdr =e"(z — 1) + C

. Allg. Losung (P(z) =e %, Q(z) =e*(x —1)): y(z) =(®(x—1)+Cle * =(x — 1)+ Ce™*
. AWP y(0) = —1: Einsetzen ergibt C =0, also y(z) = (z — 1),z € R

=~ W

1.1.6 Bernoulli-Differentialgleichungen

Aufgabentyp: y' = f(x)y + g(z)y®, a # 1. Bestimme allgemeine Losung (bzw. Losung des
AWP).

1. Substitution u = y' = = v/(z) = (1 — a)f(zx)u + (1 — a)g(z)
2. Losung der linearen Dgl. nach 1.1.5.

3. Resubstitution: y = Ut

4. Weitere Losungen:

e Falls @ > 0, so ist auch y = 0 Losung
e Falls a gerade, ist mit y auch y* = —y Losung

e Falls o ungerade, so ist sind auch negative uT= als Losung erlaubt

5. Anfangswertprobleme und Existenzbereiche analog zu 1.1.1 (Pkte 3 und 4)
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Beispiel 1: y' = £ + £ 35, also f(z) = =, g9(@) =% a=-1

N

=

. Substitution: 1 —a =2, u=19y% = u'(z) = 2%71 +22 = %u +x

. Losung der linearen Dgl. ist u=(z+C) -z =2>+Cx, C €R

Resubstitution: y = \/u = y = £+V22 + Cx
AWP y(1) = 2: Einsetzen ergibt C' = 8, also y(z) = V2 + 8z, z € [0;00) ist Losung

Beispiel 2: y' = £ + 32900 also f(z) =1, g(z) = 1, a = 2000

[\

. Substitution: 1 —a = -1999, u =y~ = /(z) = —19991u — 1999

Losung der linearen Dgl. ist u = (C' — 19997) 55— 3000

Resubstitution: y ==1990 \/u = y =—1999 \/(C - 1999z) 53

AWP y(1) = 1: Einsetzen ergibt C' = 1, also y =~199° | /(1 — 1999z) - ist Losung.

2000

1.2 Lineare Differentialgleichungssysteme erster Ordnung

1.2.1 Fundamentalsystem und Wronski-Matrix zu 3’ = Ay

Aufgabentyp: Sei y' = Ay. Bestimme Fundamentalsystem und Wronski-Matrix.

11
Beispiel 1: Finde Fundamentalsystem und Wronski-Matrixzu A= | 2 1 0
11

1.

2.

. Bestimmen des charakteristischen Polynoms von A, Ausrechnen der Eigenwerte (EW).

Berechnen aller Hauptvektoren (Eigenvektoren erster Stufe) aus den Eigenwerten (wéhle
hierfiir jeweils einen beliebigen Vektor aus Kern(A — AE), E ist dabei die Einheitsmatrix)

gef. Berechnen von Eigenvektoren (EV) hoherer Stufen zu den Hauptvektoren, deren Null-
stellen die Vielfachheit £ haben mit £ > 1, und zwar als Vektoren aus den Kernen Kern(A—
AE)?, ..., Kern(A — AE)*.

Fiir alle EV o{ =: 0{ der Stufe k (hohere Stufen 7, ..., ;1) mit Nullstelle A gibt es y;(t) :

k—1 tp 1

M

(A -2BY

p:l
Ein Fundamentalsystem ist dann F'S = {y1 (), ..., yn(t)}
Die Wronski-Matrix ist W (t) = (y1(t) ... yn(t))
-2
1

Das char. Polynom ist xy = det(4 — AE) = (1 — \)2

(=
Fiir \; =1 ergibt sich Kern(4 — X\ E) = ((0,2,1)"), also ist (0,2,1)” Hauptvektor
Fiir A» = 1 ergibt sich Kern(A — \E ) ((1,0,0)T), also ist (1,0,0)” EV (2. Stufe)
Fiir A3 = —1 ergibt sich Kern(4 — A\3E) = ((2,-2,1)T), also 1st (2, -2,1)T Hauptvektor

1-— )\) also EW )\12 = 1 )\3
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3. Es ergeben sich folgende yy:

Fiir (1,0,0)7, 1. Stufe: y,(¢t) = et -(0,2,1)T
Fiir (0,2,1)7, 2. Stufe: y»(t) =€’ - ((1,0,0)" +¢(0,2,1)7) =€ - (1,2t, )
Fiir (2,-2,1)T, 1. Stufe: y3(t) = e - (2,-2,1)T

4. Fundamentalsystem: F'S = {(0,2¢f,e")T, (', 2te!, te")T, (2e7, —2e7*,e*)T}

0 e 2t
5. Wronski-Matrix: W (t) = | 2e' 2te! —2e™!
et tet et

1.2.2 Homogene und inhomogene Dgl-Systeme
Aufgabentyp: y'(t) = Ay(t) + F(t). Bestimme Losung des AWP y(t9) = yo.

1. Wronski-Matrix zu y’ = Ay nach 1.2.1 berechnen
2. Allgemeine Losung zu y' = Ay (nur falls yo # 0, sonst y, = 0)

(a) Berechne ¢ als Losung von 7§ = W (to) - ¢
(b) Allg. Losung ist dann yo(t) = W(t) - &4

3. Spezielle Losung zu y' = Ay + F(t) (nur wenn yo = 0 und F'(t) # 0, sonst ys = 0)

(a) Berechne C'(z) als Lésung von W (z) - C'(z) = F(x)
(b) Berechne C(z) = ﬁ; C'(x) dx
(c) Spezielle Losung ist dann y,(t) = W(t) - C(t)

4. Die Losung des Dgl-System fiir das AWP lautet dann
y(t) = ya(t) +ys(t) = W(t) - (C(t) + &)
Beispiel 1: y' = Ay, y(0) = (—1,0,—1)T (wobei A wie in Beispiel zu 1.2.1)

1. Wronski-Matrix wie in Beispiel zu 1.2.1.

2. Berechnung von @ fiir to = 0, yo = (—1,0, —1)7 mittels LGS ergibt & = (—%,0, —%), nach
Ausmultiplizieren mit W (t) ergibt sich yo(t) = —e! - (e72!, 1 — €72, 1 + %th)T

3. Losung ist also y(t) = ya(t).
Beispiel 2: y' = Ay + (0,4€!,0), y(0) =0

1. Wronski-Matrix wie in Beispiel zu 1.2.1.
2. Lésung von W(t) - C'(t) = F(t) mit F(t) = (0,4e’,0) ergibt C'(¢) = (1 —2t, 2, —e2t)T.
3. Hieraus ergibt sich C(t) = fot C'(z)de = (t — 12, 2t, —1e* — %)T .
4. Die spezielle Losung (fiir y' die Losung) ist
0 e 2t t—t?

y(t) =ys(t) = C(t) - W(t) = | 2! 2te? —2e7t |- 2t
et tet et —5e?t —

(M



1.3. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN HOHERER ORDNUNGEN 7
Beispiel 3: y' = Ay + (0,4et,0), y(0) = (—1,0,—1)

1. Die ersten Schritte entsprechen den vorangegangenen Aufgaben, lediglich die allgemeine
(Bspl) und spezielle (Bsp2) Losung miissen addiert werden:

0 e 2t t—t2-1
y(t) = ya(t) +ys(t) =W () - (C(t) + @) =" [ 2et 2tet —2e7t |- 2t
et tet et —1e? —1

e A (3 =2 _ t _ t
Belsp1e14.y—Ay+F,A—<4 _3 , F(t) = 9%+ 1 , y(0) = 9% 41

1. Char. Polynom ist y = det(4 — AE) = A2 — 1, also Eigenwerte \; = 1, Ay = —1.
2. Eigenvektoren: Aus den Kernen von A + E withlt man bspw. o7 = (1,1)T, ©3 = (1,2)7.

(& (&

t —t t —t
3. Man erhilt y, (t) = ( it ), y2(t) = < Qee_t ), also Wronski-Matrix W (t) = < ot et )

t_ -t
4. Fiir die homogene Lésung berechnet man &g = ( _11 >, yo(t) =W (t)-25 = < :t _ Qee_t )

_e T -t _
5. Spezielle Losung: Man erhélt C(t) = fot < e’”(:ne+ 1) > = ( € 1 >, ys(t) = W(t)-C(t).

t ot —t _
6. Die allgemeine Losung lautet dann y(t) = y,.(t) + ys(t) = < Et 9e—t ) < iet +12 )

1.3 Differentialgleichungen héherer Ordnungen
1.3.1 Fundamentalsystem und Wronski-Matrix
Aufgabentyp: L(y) = y™ +y" Ya, | +..+ a1y’ +ao = 0. Bestimme FS und Wronski-Matrix.

1. Bestimmen der zugehorigen char. Gleichung py (A\* statt y*)) und derer Nullstellen.

2. Ein Fundamentalsystem ist dann S = {y1(¢), ..., yn(t)}, wobei y;(t) wie folgt bestimmt wird:

e bei k-fachen Nullstellen fiige t’e* hinzu, also S = {eM, te, 2eM, . theM} U Speg

e bei komplexer Nullstelle A = a £ bi erweitere wie folgt: S = {e“t cos bt, e sin bt} USRest

3. Die Wronski-Matrix wird daraus berechnet als W (t) =

Beispiel 1: Fundamentalsystem zu y'"' —y" — 6y’ =0

1. py = A% — A2 — 6 liefert Nullstellen A\; =0, > =3, X3 = —2

2. Fundamentalsystem: F.S = {1,e%, e™%}
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Beispiel 2: Fundamentalsystem zu y'"" — 3y" + 3y’ —y

1. px = A% — eX? 4+ 3X\ — 1 liefert Nullstellen A\; =Xy = A3 =1

2. Fundamentalsystem: F'S = {e’,tef, t?c}
Beispiel 3: Fundamentalsystem zu y" — 2y’ + 2y = 0

1. px = A2 — 2) + 2 liefert Nullstelle A = 1+

2. Fundamentalsystem: F'S = {efcost,e’sint}

1.3.2 Inhomogene Differentialgleichungen

Aufgabentyp: L(y) = f(t). Bestimme Losung des AWP y(¢) = yo, ..., y(”’l)(to) = Yn_1-

1. Partikuldre Losung von L(y) = 0 (nur falls ¢y # 0, ansonsten y, = 0): Ist das Fundamental-
system (siehe 1.3.1) S = {y1(t), ..., yn(t)}, 50 ist yo(t) = c1y1(t) + ... + cnyn(t), ¢; € C.

2. Die spezielle Losung wird nur berechnet, falls f(¢) # 0. Ist f(t) =0, ist y; = 0. Es gibt zwei
Losungsvarianten, wobei die zweite eine spezielle Form von f(¢) erfordert:

(a) f(t) # 0 beliebig: Mit der Wronski-Matrix W (t) (Berechnung siehe 1.3.1), F(t) =
(0,...,0, f(t))T € C* sowie ty wird die spezielle Losung wie in Abschnitt 1.2.2 (Pkt 3)
berechnet.

(b) f(t) = e -r(t) mit r(¢) Polynom: Lsg ist y,(t) = e - q(t), q(t) = bpt* + ... + by, wobei:

e ¢ hat gleichen Grad wie r, bei mehrfachen Nullstellen um die Vielfachheit dieser
Nullstellen hoher (also bspw. grad(q) = grad(r)+ 2 fiir eine Nullstelle Vielfachheit
2 hat, vgl. auch Beispiel 2).

e Bestimmen der Koeffizienten durch Ableiten der allgemeinen Form und Einsetzen
in die Differentialgleichung (vgl. Beispiel 2)

3. Die Losung des AWP ist y(t) = yq(t) +ys(t), wobei die ggf. vorhandenen Koeffizienten ¢; € C

nach Berechnung von y(tg), ...,y (to) iiber das LGS y(to) = y1,...,y D (to) = yn_1
(wobei die y; das AWP geben) ermittelt werden kdnnen.

Beispiel 1: 3" —2y' +y = —f—;, y(1)=9y'(1)=0
1. A% — 2\ + 1 liefert 2fache Nullstelle A;2 = 1, also Fundamentalsystem F'S = {e’, te'}.

t t
2. Mit (e?!)’ = e? und (tet)’ = (t + 1)et ist die Wronski-Matrix W (t) = < Zt ;:_t >

w

t

1
. Spezielle Losung: Mit W (¢) und F(t) = < Oet > wird C'(t) = flt < ¢ ) dzx = ( }n|t| )
- _1

¢ ¢
4. Die Losung ist dann: y(t) = W(t) - C(t) = < Zt ;:_t > ( in t|1 )
¢
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Beispiel 2: y"" —y" —y' +y = 4et, y(0) = 2,y'(0) = 1,y"(0) = 6

et tet e

1. Man erhilt F'S = {ef,te’, et} und die Wronski-Matrix: W(t) = | €' (¢t +1)e! —e!
el (t+2)et et

—t

2. Partikulire Losung: y,(t) = ciet + cotel + c3e™t, ¢; € R
3. Spezielle Losung: Als Ansatz wird gewiihlt y, = e! - q(t) = el (at® + bt + c).

e Als Ableitungen erhilt man y.(t) = e’ - (at®> + (2a + b)t + (b + ¢)), y”(t) = e’ - (at? +
(4a + b)t + (2b + ¢)) und y"(t) = e(at® + (6a + b)t + (4a + 3b+ ¢)).
e Nach Aufgabe muf y2'(t) —y% (t) —y.(t) + ys(t) = 4e sein, somit erhiilt man aus 4ae’ =
4et die Koeffizienten a = 1,b = ¢ = 0, und somit q(t) = t2, also ys(t) = q(t) - e? = 4¢2¢t.
4. Die Losung lautet also y(t) =y, (t) + ys(t) = cret + cate! + cze™t + t2e! mit ¢; € R.

5. Mit y(0) =c¢1 +¢e3=2,4'(0) =c¢1 + 2 —c3 =1 und y”(0) = ¢1 + 2¢2 + ¢3 = 4 erhilt man
die Losung ¢; = ¢2 = ¢3 = 1, und somit die Losung des AWP y(t) = ef + tef + et + t2el.
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Kapitel 2

Numerik

2.1 Numerische Losungsverfahren

2.1.1 Reduktion auf ein System erster Ordnung

Aufgabentyp: y"™+f,_1(2)y" " +...4 fi(2)y = fo(x), Anfangswerte y(zo) = y1, .., y ") (z0) =
Yn—1- Reduziere auf ein System erster Ordnung.
1. Bilde den Vektor z(z) = (y(z),y'(z), ...,y("_l)(:n))T

2. Aus den Anfangswerten wird der Anfangsvektor bestimmt: z(zo) := (y1, ..., Yn—1)

3. Der Vektor z(z) wird abgeleitet: f(z,z) := (z,2'(z)) = (CU, (v (), .ccry™ (a:))T)

Beispiel 1: Reduziere y" — zy’' +y = 3, y(0) = 3,y'(0) = 2 auf ein System erster Ordnung

1. Setze z(z) := (y1(z),y2(x))T =: (21, 22)T, aus den Anfangswerten erhiilt man 2(0) = (3,2)7.
2. Durch Umformung erkennt man y" = xy’ — y + 3, und somit

T T
) )

2(z) = (y'(z), vy’ —y+3)" = (20, 2220 — 21 + 3

3. Letztendlich ist also f(z,2) = (z, (22,722 — 21 + 3)T)T mit f(zo,20) = (0,(3,2)1)7.

2.1.2 Runge-Kutta-Verfahren

Aufgabentyp: gegeben y™ + f, 1 (2)y" ' + ... + fi(x)y = fo(z), Anfangswerte y(zo) = y1, ...,
y" V) (z9) = yn_1. Approximiere y(z}), ...,y Y (x}) mit Schrittweite h.
1. Reduziere die Dgl auf ein System erster Ordnung f(z, z), z(z¢) = 20, siehe 2.1.1.
2. Approximiere z(z§), beginnend mit x¢ bis x,, = =¥, durch Iteration folgender Schritte:
(&) k1 = f(zk,yk)

(b) ks = f(zk + $h,yi + Shki)
(c) ks = f(zk + h,yr + $hks)

11
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(d) ks = f(zk + h,yr + hks)
() 41 =z +hund yri1 = yr + %(kl + 2(ky + k3) + k4)

Beispiel 1: y" —zy' +y =3, AW y(0) = 3, y'(0) = 2. Approx. y(1),y'(1), Schrittweite h = 1.

1. Reduktion: f(z,2) = (z,(y",zy" —y' +3)1)T, f(x0,20) = (0,(3,2)")T, vgl. Bsp. zu 2.1.1.
2. Esist k; = £(0,(3,2)T)T = (2,0), analog erhélt man ky = k3 = ky = (2,0)7.
3. Weiterhin erhdlt man z; = 2o + h =1 und 2, = (3,2)7 + £(12,0)” = (5,2)7.

4. Damit ist = 1 erreicht, und (y(1),3'(1)) = z1 = (5,2), also y(1) = 5 und y'(1) = 2.

2.1.3 Trapezregel

Aufgabentyp: gegeben y™ + f, 1 (2)y" ' + ... + fi(x)y = fo(z), Anfangswerte y(zo) = y1, ...,
y™ 1V (z9) = yn_1. Approximiere y(z}), ...,y Y (x}) mit Schrittweite h.

1. Reduziere die Dgl auf ein System erster Ordnung f(z, z), z(xg) = 20, siehe 2.1.1.

2. Approximiere z(z§), beginnend mit xo bis x,, = 2}, durch Iteration folgendes Schrittes:

1
Th1 = Tk +h Yrr = Y+ 5h [f (@, yr) + f(Trr1, Yrs1)]

Beispiel 1: 3" = 2%y" + 2y’ — 4y + 4, y(0) = 1, y'(0) = 2, "(0) = 2. Approximiere z = 1 mit

Schrittweite h = 1.
1. Reduktion ergibt f(z,z) = (=, (v, y", 2%y" + zy' — 4y + H)T)T, 20 = (0, (1,2,2)T)T.

2. Mit dem LGS 21 = (1,1,2)7 + (3¢, 3y", 1y" + 1y’ — 2y + 2)7 ergibt sich 2y = (2,2,2).

3. Damit ist = = 1 erreicht, und (y(1),y'(1),y"(1))T ~ (2,2,2)T.

2.1.4 Euler-Cauchy-Verfahren

Aufgabentyp: gegeben y™ + f, 1 (z)y" " + ... + fi(x)y = fo(x), Anfangswerte y(z0) = y1, ...,
y" =V (x0) = yn_1. Approximiere y(z3), ...,y"~Y (x}) mit Schrittweite h.

1. Reduziere die Dgl auf ein System erster Ordnung f(z, z), z(z¢) = 20, siehe 2.1.1.

2. Approximiere z(z§) ab x¢ bis x,, = =¥, durch Iteration einer der folgenden Schritte:

e cinfaches Euler-Cauchy-Verfahren (ECV): yrr1 =y + hf (Tr, yr)
e riickwirtiges ECV: yry1 = yr + hf(Ti+1,Yr+1) (LOsung mittels LGS)
e verbessertes ECV: ki = f(zg, yk), ko = f(zp + %h,yk + %hkl), Yk+1 = Yk + hko

Dabei ist stets xp41 = =1 + h.

Beispiel 1: y''(z) = 2y(z) — zy'(z), y(2) = 5,y'(2) = 4. Approx. y(3),y'(3), Schrittweite h = 1.
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1. Reduktion der Ordnung ergibt f(z,2) = (=, (y',2y — zy") )T, (20, 20)T = (2, (5,4)T)T
2. Eines der folgenden Verfahren:

(a) Euler-Cauchy: zx11 = (9,6)7
(b) riickwirtiges E-C.-V.: 2311 = (5,4)T + (v',2y — 3y")T = (LGS)... = (12,7)T
(c) verbessertes E-C.-V.: ky = (4,2)7, ko = (5,2)7, 2,11 = (10, 31)7

3. Damit ist y(3) ~ 9 (bzw. 12 oder 10) und y'(3) ~ 6 (bzw. 7 oder 1).

2.2 Differenzengleichungen n-ter Ordnung
Aufgabentyp: Lose ZZ:O apujir, =bmit j =0,1,... und up = ag, ..., Up—1 = Gp_1.

1. Stelle das charakteristische Polynom auf: py =Y _, ar\.
2. Sei A eine Nullstelle der Vielfachheit m, dann gilt:
. oo
FS = FSpest U {(AJ‘);‘;O, (N )y o (( T ) Aim“)j_o}
3. Sind (a1), (a2), ..., (a,) die Folgen des FS, gilt fiir die allgemeine Losung:
ug = c1(ar) + ... + en(an)

4. Spezielle Losung (nur falls b # 0; ist b = 0, ist us = 0):

(a) Suche kleinstes lo > 0, so daf Y _, agAle # 0 ist.

(b) Die spezielle Losung ist dann us = b- (3 _, akklo)_l

5. Die Losung ist dann w, = u, + us. Die Konstanten c¢; kénnen dabei durch Einsetzen der
Startwerte in u, mittels LGS ermittelt werden.

Beispiel 1: ujis — 5uji1 + 6u; =0, ug = vy = 1. Bestimme die Losung.

1. Char. Polynom ist A2 — 5\ + 6 = 0, also Nullstellen \; = 3, \; = 2.
2. Ein Fundamentalsystem ist dann F'.S = {(3j);?‘;0, (2j);?‘;0}.
3. Die allgemeine Losung ist dann u, = ¢13™ + ¢22™.

4. Durch Einsetzen der Startwerte in w,, erhilt man ¢; = —1, ¢» = 2, also u,, = —3" + 2»+1,
Beispiel 2: Lose uji4 — ujis + 30ujp0 — 44ujiq +24u; =0, up = 0,u1 = —1,up = —2,u3 = 1.

1. Char. Polynom ist A* — 9\% + 30\2 — 44\ + 24, Nullstellen A = 2 (Vfh. 3), A =3

2. Ein Fundamentalsystem ist dann F.S = {(21);00, (721712, (< ; > 2i-2)% (31');?00}

n

3. Daraus erhilt man: u, = ¢12" + c2n2?~ ! + ¢ < 5

> 2n=2 4,37 Uber LGS erhilt man

cp = —1, Cy = —2, C3 = 1, Cqy = 1, also

un:—(n+1)-2”+<g>2”_2+3”
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2.3 Newton-Verfahren

2.3.1 Ungeddmpftes Newton-Verfahren

Aufgabentyp: Approximiere in n Schritten eine Nullstelle von f(z), ausgehend von z.

1. Berechne die Nullstelle durch n-faches Iterieren (ausgehend von k& = 0) mittels

f(@r)

Tk+1 = Tk — f’(l'k)

2. Dadurch erhélt man x, als eine Ndherung der Nullstelle.

Anmerkung: Bei ungiinstigem xo wird keine Naherung ermittelt (vgl. Beispiel).

2

z24+

N

Beispiel 1: Approximiere von 2 (2,1) aus eine Nullstelle von f(z) = (5 Schritte).

|

Loo | @ | @ [ x| @ | @ |
2 | —1,9375 | 1,6346 | —0,4726 | —0,6843 | —0, 7068
2,1 | —2,4710 | 5,0220 | —58,2812 | 98923,5 | —4,84E14

)

2.3.2 Gedampftes Newton-Verfahren

Aufgabentyp: Approximiere in n Schritten eine Nullstelle von f(z), ausgehend von .

1. Iteriere n-mal folgende Schritte, ausgehend von k£ = 0:

(a) Setze dj, = —Jf,((z’;))
(b) Wéhle r minimal, so daf |f(a:k + %dk)| <|f(zx)| (r =0,1,... ausprobieren)

(c) Berechne zp41 = o + 5-di

2. Dadurch erhélt man z, als eine Ndherung der Nullstelle.

8
[N

ol

Beispiel 1: Approximiere von 3 aus eine Nullstelle von f(z) = (5 Schritte).

8
™
+
ol

| | 1. Schritt | 2. Schritt | 3. Schritt | 4. Schritt [ 5. Schritt | |
i 3 —1,4861 | —0,7067 | —0,7071 —0,7071 | —0,7071
d; | 13,4583 | 1,55695 | 0,00053 | —2E—7 | —7,07E —14
f(z:) | 0,94595 | 0,79663 0,334 0,33333 0,33333
r 2 1 0 0 0

2.3.3 Newton-Verfahren fiir Gleichungssysteme

Aufgabentyp: Approximiere in m Schritten die Losung des nichtlin. GS ? (ausgehend von @3).

1. Setze F(x1,T2,...,2,)" = ? = (f1, for o0y )T
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dfr df
dz1 dzn
2. Berechne F'(z1,zs,....,2,)T = : :
dfn fn
dxq dx,

3. Iteriere den folgenden m-mal (ausgehend von k = 0) die folgenden Schritte:

(a) Berechne ausgehend aj die Werte F(af) sowie F'(af).

(b) Lose das LGS Aay = II:I(((Z )) & F'(a@) - Aay = F(@}).

(c) Setze apit = al + Aay,
Anmerkungen:

e Man kann versuchen, ausgehend von einem Startwert z eine Formel fiir den nichsten Wert
zu finden, und dadurch die Lésung per Grenzwertberechnung zu approximieren. Hierbei
ist es oft ratsam, zunichst einige “normale” Schritte durchzufiihren, um eine Systematik zu
erkennen. Manchmal ist die Approximation gefordert.

e Das Verfahren kann durch Austauschen der Schritte (3b) und (3c) in ein gedampftes Ver-
fahren umgewandelt werden, vgl. 2.3.2.

Beispiel 1: Approx. die Lsg. des GS %xB + %y2 —x = %, 202 4+y? = % von (0, —1) aus (2 Schritte).

8.3 1,2 1 2
ST’ —T+5Y° — 7 T 8z —1 y
1. F(l‘,y)T:< 3 ? 1 4 >7Fl(x7y) :<
2m2+y2—§ 4z 2y

2. 2-malige Iteration (ausgehend von (zo,yo) = (0, —1)):
wr( )= (1) e ()= ) (8m)- (%)
or(4)=(£)r(4)-(3 D (3)-(%)

Es ergibt sich also (z2,y2) = (0, —17).

2.4 Polynominterpolation

2.4.1 Lagrange-Polynominterpolation
Aufgabentyp: Bilde das Interpolationspolynom (IP) auf Basis der Stiitzstellen (z;;y;), 0 <i < n.

1. Bilde Lagrange-Grundpolynome fiir alle Stiitzstellen z;:

HZ:o;a;éi(w — Za)

HZ:O;a;éi (xl - ZL'a)

li =
2. Die Lagrange-Darstellung des Interpolationspolynom n-ten Grades ist dann:

Lo(@) = Y (@) 1 = f@)lo + ..+ @a)l
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Beispiel 1: Berechne das IP p(z) dritten Grades zu (0; —3), (1, —3), (2,—1), (3,9).

1. Lagrange-Grundpolynome:

I = Gfeaitoms) = —§(e° — 627 + 112 -6)

z(z—2)(xz—3
b= 7(1—(0)(1—)(2)(1—)3) = 3(a® — 52” + 6x)

Analog erhélt man auch Iy = —1(2® — 42% + 3z) und l5 = £(2® — 32? + 2z).

2. Das Lagrange-Polynom dritten Grades ist dann L3 = —3lg —3l; — I +9l3 = 2> =222 + 2 —3

2.4.2 Newton-Polynominterpolation

Aufgabentyp: Bilde das Interpolationspolynom (IP) auf Basis der Stiitzstellen (z;;¥;), 0 <i < n.

1. Stelle Tabelle der dividierenden Differenzen auf:

zo  f(wo) }
1 f(l‘l) f(xl):f(wo) }

2. Sei die oberste Reihe der Differenzentabelle die Folge a,, = (f(a:o), %ﬂ’:g“), ) Dann

ist das Newton-Interpolationspolynom n-ten Grades:

pn(z) = a1 +as(z —x0) +as(z —xo)(x — 1) + ... + an(® —x0) - oo - (T — Tp—q)
Beispiel 1: Berechne das IP p(z) dritten Grades zu (0; —3), (1, —3), (2,—1), (3,9).

1. Tabelle der dividierenden Differenzen:

0o -3 ars
=0
1-0 2-0 _,
1 -3 o -
143 2-0 41,
= 3-0
2 -1 1 10-2 _
9+1 _;0 31 4
32
3 9

2. Newton-Polynom 3. Grades: p(z) = —3+0z+1(z)(z—1)+1(z)(z—1)(z—2) = 2* —22° +2—3
Beispiel 2: Berechne das IP ¢(z) dritten Grades zu (—1;1), (1,-3), (2,-1), (3,9).

1. Tabelle der dividierenden Differenzen:

-1 1
1 —2 4
-3 ) 3 2
3
2 -1 4
10
3 9

2. Newton-Polynom 3. Grades: ¢(z) =1-2(z+ 1)+ 3(z+1)(z— 1)+ 2(z+ 1)(z — 1)(z — 2)



2.4. POLYNOMINTERPOLATION 17
Beispiel 3: Berechne das IP r(z) vierten Grades zu (—1;1), (0,—3), (1,-3), (2,—1), (3,9).

1. Tabelle der dividierenden Differenzen:

-1 1
-4
o -3 2 1
o 1
3 1
1 -3 —_
1 3
2 1
2 -1 a
10
3 9

2. Newton-Polynom 4. Grades:

1 1 1 1
r(z) = 1—4(:U+1)+2w(:n+1)—gm(w+1)(w—1)+§x(w+1)(w—1)(w—2) = §x4—x3+gm2+§w—3

2.4.3 Interpolationsfehler

Aufgabentyp: Bestimme den maximalen bzw. minimalen Interpolationsfehler (IF) von f(z) im
Punkt xo auf Basis der Stiitzstellen (z;;y;), 1 <i < n.

1. Der Fehlerist: |f(xo) — pn(zo)| = |f(’:!(<)| w(zo) mit w(z) = |(x —z1)(x — 22) - .. - (T — 2y)]

e Bei linearer Abschitzung ist n = 2, bei quadratischer Abschétzung ist n = 3
e ( € [1;2,] ist so gewihlt, daf £ (() maximal bzw. minimal wird (je nach Aufgabe)

e Wird der IF in einem Intervall [a;b] ermittelt, so wird in der Formel statt das zg so
gewdhlt, dafs der IF maximal bzw. minimal ist.

Beispiel 1: Zeige, daf der IF von f(z) = fom In(2 — sint)dt bei Berechnung von f(0,85) mit den
Stiitzstellen 0,8 und 0,9 (linear) > ﬁ sowie mit 0,8, 0,9 und 1,0 (quadratisch) > ﬁ ist.

1. Ableitungen: f'(z) =In(2 —sinz), f"'(z) = 32, f"(x) = %

2. Linearer Interpolationsfehler ist grofer als ﬁ :

I 11 .

3. Quadratischer Interpolationsfehler ist kleiner als %:

1 .., 1.1
— _ — — — < -1

2.4.4 Datenapproximation (Normalgleichungen)

Aufgabentyp: Bestimme a; optimal (bzgl. kl. Fehlerquadrate) bei Mekwerten (z;,y;) fir f(zx).

1. Berechne g(@) = f(x;) — y; fiir alle MeRwerte (z;;y;).
2. Erstelle aus diesen Funktionen A und @, wobei A- @ = @ gelten muf.

3. Lose das System ATA® = AT?. Der Vektor @ enthilt die Werte fiir @, so daR die
Fehlerquadratsumme Y. (p(z;) — y;)? minimal wird.
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Beispiel 1: Zu den MeRwerten (—3;1),(0;5 + v/2), (1;7) fiir f wihle a,b optimal im Sinne der
kleinsten Fehlerquadrate, wobei f einem Bildungsgesetz der Form f(t) = at+bcos(%t)+5 geniigt.

1. Durch Einsetzen von x; und y; erhélt man: —3a+bcos(—%7r) =—4,b=12,a+bcos T=2.

-3 cos(—2m) —4
2. Man erhélt: 0 1 und @ = V2
1 cos § 2

3. Aus ATA7T = AT?@ (:)( 2195 2\2/§>?: < 4i;%)berechnetmsun?: < \%)

4. Also wird die Fehlerquadratsumme minimal fiir « = 1 und b = V/2, f(t) = t+v/2 cos(Zt) +5.

2.4.5 Datenapproximation (QR-Zerlegung)

Aufgabentyp: Bestimme a; optimal (bzgl. kl. Fehlerquadrate) bei MeRwerten (z;,y;) fir f(zx).

1. Erstelle aus den Gleichungen das iiberbestimmte System A@ = 2.

2. Mit der Zerlegung A = QR berechnet man RZ = Q7@ und erhilt in 7 die (im Sinne der
kleinsten Fehlerquadrate) optimalen Werte fiir @ .

Beispiel 1: Zu den Mefiwerten (—1;1),(0;1), (1; —1) fiir f wéhle a, b optimal im Sinne der klein-

S (F ) ()
0

S

sten Fehlerquadrate mit Hilfe der QQR-Zerlegung 0 1 =

1 1
V2
wobei f einem Bildungsgesetz der Form f(t) = at + b(1 + t — t?) gehorcht.

)

==

1. Fiir A(a,b)T = @ erhilt man die A = QR wie in der Aufgabe sowie @ = (1,1, -1)7.

2. Berechnung von R7 = QT ergibt (—2,1)7, also ist die optimale Losung a = —2, b = 1
und somit f(t) =1—t— ¢

2.5 Losungsverfahren fiir Gleichungssystemen

Siehe hierzu auch das Newton-Verfahren fiir Gleichungssysteme (2.3.3)

2.5.1 Die LR-Zerlegung

Aufgabentyp: Lose das LGS Az = b mit Hilfe der LR-Zerlegung.

1. Bringe die Matrix A durch elementare Zeilenumformungen (aufier Zeilenmultiplikationen)
auf obere Dreiecksform. Die resultierende Matrix ist R.

2. Teile jedes Element a;; unterhalb der Diagonalen az mit dem dariiber stehenden Diagona-
lenelement, also a;j = Z’ . Ersetze danach die Diagonalenelemente durch Einsen und alle

Elemente dariiber durch]lj\lullen. Die resultierende Matrix ist L.

3. Es gilt Az = LRx = b, Losung in zwei Schritten: Ly = b und Rz = y.
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4. Ist die LR-Zerlegung durchfiihrbar, dann ist det A = det R = IIr;;; ergibt sich hier det R = 0,
hat Ax = b entweder keine oder unendlich viele Losungen, ist det R # 0, hat Az = b genau
eine Losung.

Anmerkung: Meist fiihrt man die Berechnung von L und R gleichzeitig durch, indem man (analog
zum Gauf-Verfahren) zunéchst die weiter unten liegenden Elemente eliminiert (die resultierende
Matrix wird nur fiir die weiter rechts liegenden Elemente eingetragen), und danach anstatt der
nun entstandenen Nullen im unteren Teil die R-Ergebnisse hinschreibt. Die L- und R-Bereiche
trennt man durch eine gestrichelte Linie ab. Dies wird im unteren Beispiel gezeigt, jedoch wird
anstatt der Trennlinie jedes L-Element mit einem Stern gekennzeichnet.

2 5 1 1
Beispiel 1: A = 4 17 3 , b= 3 . Gib die Losungsanzahl fiir das LGS
4 31 5+a 543
Az = b (in Abhéngigkeit von «, 8) und ggf. die Losungen an.
2 5 1 2 5 1 2 5 1
1. Umformung: [ 4 17 3 = 2 7 1 = 2 7 1 |],alsoist L=
4 31 5+« 2* 21 3+« 2* 3 «
100 2 51
210 |,R=(0 71
2 31 0 0 «

2. Fallunterscheidung nach a und 3:

e Keine Losung fiir a = 0,8 # 0

e Unendlich viele Losungen fir « = 0,8 = 0; Lésungsmenge: x; =
@z%,mzcmitcéﬂk

(1_c_ﬂ)7

1
2 7

e Fine Losung fiir a # 0, Berechnung der Lésung mit LR-Methode:
(a) Ly:berglbtylzl, y2:3—2y1:1,y3:5+6—3—2:ﬁ

. _B 1-8
(b) Rx:yerglbtxgzg,@:17a,x1:l(1_§_Ta)

2.5.2 Cholesky-Zerlegung
Aufgabentyp: Lose das LGS Az = b mit Hilfe der Cholesky-Zerlegung.

1. Existiert eine LR-Zerlegung (vgl. 2.5.1, insb. Pkt 2), so ist A = LDL”T. Dabei ist D =
diag(R), also eine Matrix mit der gleichen Diagonale wie R und sonst nur Nullen.
2. Definitheit (nur bei symmetrischen Matrizen): Betrachte det D = Ild;.
e A ist positiv (semi-positiv) definit < d;; > 0 (d;; > 0) Vi
e A ist negativ (semi-negativ) definit < d;; < 0 (dy; < 0) Vi
e A ist indefinit < diidjj < 0 fiir ein 4,5
3. Losung eines LGS in drei Schritten: Ly = b, Dz =y, LTz = » .
4. Ist det D # 0, so heifst A regulér, ist det D = 0, so heifst A singulir.

2 4 -2 6 -8

- | 4 a+9 a®+a—4 —a+11 | -8
Beispiel 1: A = 2 @?ta-4 d+a’+4  —(a®+a+10) , b= 20 |- Ist A

6 —a+11 —(a®+a+10) a+31 —44

definit? Bestimme die Losung von Ax = b fiir a = 1.



20 KAPITEL 2. NUMERIK

1 0 0 0 1 2 -1 3

. |2 1 0 o0 o s o1 a -1

1. Esgilt: L = 1 a4 1 0 , D =diag(2,a+1,2,4), L' = 00 1 -2
3 -1 =21 0 0 O 1

2. An D kann man ablesen: L pos. definit, falls a > —1, L neg. definit, falls a < —1.
3. Schrittweises Losen von LDL ¢ = Az = b fiir a = 1:
(a) Ly ="Dbergibt yy = —8,y2 =8, y3 =4, ys = —4

(b) Dz =y ergibt 21 = —4, 20 =4, 23 =2, 24 = —1

(¢) LTz =z ergibt 21 = -7, 20 =3, 23 = 0, 24 = —1

2.5.3 Einzelschrittverfahren

Aufgabentyp: Nihere die Lsg. des LGS Az = b (von 2° = (29, ...,27)T aus) in m Schritten an.

1. Iteriere folgenden Schritt n-mal, ausgehend von j = 0:

+

(a) Fiir alle Komponenten x{, i =1,2,...,n berechne xf ! wie folgt:

1 i—1 n
i1 1 .
1‘2+ = —— aikxf + E aikxi —b;
Qi \ “— “
k=1 k=i+1

Schematisch ergibt sich dadurch fiir eine 3z4-Matrix (A[b):

a:{“ _ Vorfaktor : —%11 +a127? a3z} —b,
j+1 j+1 . 1 j

xf — +as ] Vorfaktor : — - +as373 —bs
i1 i+1 i+1 _

a:fgf = -|-(1313L°{+ +a32x%+ Vor faktor : —%33 b3

Es gilt dann: 2/*! = 27 — (D + L)' (Az7 — b), mit D, L wie in 2.5.2
g

4 2 1 5 1
Beispiel 1: Nihere die Lsgzvon | 2 5 2 |z=| 4 | in 2 Schritten von 2° = | 1 | an.
1 2 6 7 1

1oop =—1 (229 + 123 - 5) = 1,
x%:—% (2:17%4—2:172—4) :%7
ei=—3t(lel+2253-7) =8

2. 23 =—-1(3+ 8 -5) = 352 ~0,9041
23 = —1 (208 4 120 4) = 13T~ 0,0449
T S ey

3. Eine niherungsweise Losung des LGS ist also = = (0,9041, 0,0449, 1,0010)”
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2.5.4 Gesamtschrittverfahren

Aufgabentyp: Nihere die Losung des LGS Az = b, ausgehend von z° = (29,...,27)7, in m
Schritten an.
1. Iteriere folgenden Schritt n-mal, ausgehend von j = 0:
(a) Fiir alle Komponenten mg, i =1,2,...,n berechne a:gH wie folgt:
it = _1 2”: R
i - P ikl i
"\ k=1, k#£i
Schematisch ergibt sich dadurch fiir eine 3z4-Matrix (A[b):
x{+1 = Vor faktor : —a%l +a12xé +a13xé b
ot = +agm] Vor faktor : —%22 +as373 —bsy
ot = +azix] +aza? Vor faktor : — - —bs
(Es gilt dann: 27t! = 27 — D=Y(Az’ — b), mit D, L wie in 2.5.2)
4 2 1 ) 1
Beispiel 1: Nihere die Lsgvon | 2 5 2 |z = | 4 | in zwei Schritten von 2° = [ 1
1 2 6 7 1
an.
1. x%:—%(2-1+1-1—5):%,
rh=—g(2142:1-4) =0,
ry=—5(1-142-1-7)=2
2.2 =-1(2-0+1-2-5) =1 ~1,08
w3=—2(2-3+2-2-4)=4=0,33
e3=—2(1-242-0-7) =13 ~1,08

3. Eine niherungsweise Losung des LGS ist also = = (0,08, 0,33, 1,08)T
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Kapitel 3

Klausuren Sommersemester 2000

3.1 Scheinklausur

Aufgabe 1 (5 Punkte) Fihren Sie einen Schritt des Newton-Verfahrens mit dem Startwert
(z°,4°) = (e,e) aus, um eine Losung des nichtlinearen Gleichungssystems z + ylnz = e, y +
rzlny = %e Zu approximieren.

Aufgabe 2 (8 Punkte) Losen Sie das Anfangswertproblem y"(z) — 2y'(x) + y(z) = €” cosz,
y(0) =y'(0) = 0.

Aufgabe 3 (7 Punkte) Losen Sie y'(z) = 27‘” + 2 fiir y, > 0 und y(1) = 1. Geben Sie auch
das maximale Existenzintervall an.

Aufgabe 4 (6 Punkte) Gegeben ist die Gleichung y" +y = 22, y(0) = —2, y'(0) = 0. Berechnen
Sie mit dem klassischen Runge-Kutta-Verfahren und der Schrittweite h = 2 eine Approximation
von y(2), y'(2). [Runge-Kutta-Schritte sind angegeben, siehe 2a]

Aufgabe 5 (34+1+3 Punkte) Gegeben seien A =

o>
Il
—

1. Bestimmen Sie die LDLT-Zerlegung der Matrix A.
2. Stellen Sie fest, ob A positiv definit oder negativ definit oder indefinit ist (mit Begriindung)
3. Losen Sie das Gleichungssystem Az = b.

Aufgabe 6 (2+5 Punkte) Seien p € P> und ¢ € P; diejenigen Polynome, die die Werte von
f(z) =z auf z; € {1,4,9} bzw. auf z; € {0,1,4,9} interpolieren.

1. Zeigen Sie, ohne das Polynom p zu bestimmen, dafs fiir den Interpolationsfehler in z = 5
gilt: [f(5) — p(5)] < 1.

2. Geben Sie p und ¢ in der Newton-Form an. (Weitere Vereinfachungen sind nicht nétig.)

23
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3.2 Vordiplomsklausur

Aufgabe 1 (7 Punkte) Fiihren Sie einen Schritt des geddmpften Newton-Verfahrens mit dem
Startwert (z9,y0) = (0, 3) durch, um eine Losung des nichtlinearen Gleichungssystems z(2y +
1)+2=0,2% +y* - 3 =0 zu approximieren. Fiir den Abbruchtest ||F(z',y")|| < ||F(2°,4°)||
benutzen Sie die Euklidische Norm.

Aufgabe 2 (7 Punkte) Losen Sie das Anfangswertproblem y'(z) — 2y'(z) + 2y(z) = ze®
y(0) =y'(0) = 0.

)

Aufgabe 3 (8 Punkte) Losen Sie y’ = 2y +423,/y, x>0,y > 0, y(1) = Z. Geben Sie auch
das maximale Existenzintervall an.

Aufgabe 4 (343 Punkte) Gegeben ist die Gleichung y" = zy' —y — 1, y(1) = 1, y'(1) = 2.
Berechnen Sie
1. mit der Trapezregel [Schritt angegeben, siehe 2]

2. mit dem verbesserten Euler-Cauchy-Verfahren [Schritte angegeben, siehe 2]

und der Schrittweite h = 1 jeweils eine Approximation von y(2), y'(2).

4 2 6
a+8 a’+4 a+12
a>+4 a*+a+2 a’>+2a+6
a+12 a>+2a+6 5a+19

Aufgabe 5 (34+1+1 Punkte) Gegeben sei A, =

DN~ N

1. Fiihren Sie die LDLT-Zerlegung der Matrix A, durch.
2. Finden Sie den Wert der Determinante von A,.

3. Fiir welche a ist die Matrix A, positiv definit?

Aufgabe 6 (34+2+2 Punkte) Seien p € P> und ¢ € P; diejenigen Polynome, die die Funk-
tion f(z) = 23 in z; € {—@,0,+‘/7§} bzw. in x; € {—\/75,0,4-?,(1} interpolieren, wobei a

verschieden von :I:@ und 0 ist.

1. Zeigen Sie, ohne das Polynom p zu bestimmen, daf fiir den Interpolationsfehler auf [—1,1]
gilt: |f(z) - p(o)] < .

2. Geben Sie p in der Newton-Form an und vereinfachen Sie diese Darstellung.

3. Finden Sie (wie Sie wollen) die explizite Form des Interpolationspolynoms g.



