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Ubung zur Vorlesung Algorithmen und Datenstrukturen

Aufgabe T1

Ordnen Sie die folgenden Funktionen in der Reihenfolge ihres asymptotischen Wachstums
(ohne lange Nachzudenken). Mit log n bezeichnen wir den Logarithmus zur Basis 2.

e log(n)

e log(n®)/loglog(n)

° nlog logn

° log(n)logn

.7’1,2

e nlogn

®o 2"

Aufgabe T2

Fiir welche Funktionen f: N — N gilt f(O(1)) = O(1)? Beweisen Sie Ihre Behauptung
mithilfe der Definition der O-Notation.

Aufgabe T3

Entwerfen Sie einen einfachen Algorithmus, der zwei doppelte verkettete Listen anein-
anderhéangt und auf diese Weise eine neue doppelt verkettete Liste erzeugt. Kénnen Sie
dabei auf bedingte Verzweigungen verzichten?

Schreiben Sie den Algorithmus in Pseudocode oder in einer Programmiersprache nieder.

Aufgabe H1

Gegeben sei ein Array al0],...,a[n — 1], welches Zahlen in aufsteigend sortierter Rei-
henfolge enthélt. Entwerfen Sie einen effizienten Algorithmus, der die Anzahl der Zahlen
in diesem Array bestimmt, welche sich in einem Interval [[,7] befinden, wobei [ und r
ebenfalls zwei Zahlen sind.

Die Laufzeit ihres Algorithmus sollte O(logn) betragen.

Erldutern Sie die Arbeitsweise des Algorithmus und begriinden Sie, warum er schnell ist.
Beachten Sie insbesondere den Fall, wenn das Array auch die Zahlen [ und r mehrfach
enthilt. Auch dann mufl das Ergebnis korrekt sein.

Implementieren Sie Thren Algorithmus in einer geeigneten Sprache und lassen Sie ihn
auf einigen aussagekréiftigen Beispielen laufen. Verwenden Sie dabei auch Félle mit n =
10000000. Uberlegen Sie sich ein Verfahren, wie sie die Laufzeit ihrer Suche in diesem
Falle moglichst gut messen konnen und geben Sie die dabei gefundene Zeit an.



Aufgabe H2

Effizienz spielt in dieser Vorlesung eine grole Rolle. Will man ein spezielles Problem aber
nur ein einziges Mal 16sen, dann achtet man nicht so gerne auf Effizienz, sondern versucht
es mit so wenig Aufwand wie moglich zu l6sen. Insbesondere versucht man vorhandene
Programme wiederzuverwenden, um moglichst wenig selbst tun zu miissen.

In dieser Aufgabe versuchen wir also ein solches Problem mit moglichst wenig Aufwand
zu losen. Sie diirfen alle Hilfsmittel, die Ihnen einfallen, verwenden, mit Ausnahme von
Hilfe durch andere Personen.

In der Datei words auf unserer Webseite finden Sie 462983 Zeilen mit je einem Wort.
Einige der Worte in dieser Datei finden sich dort auch riickwérts geschrieben, wobei
wir Grof- und Kleinschreibung ignorieren wollen. Ein Beispiel eines solchen Wortes ist
redrawer und ein weiteres ist Abba.

Wie konnen Sie diese Aufgabe mit so wenig Aufwand wie moglich 16sen? Was ist die
genaue Anzahl dieser besonderen Worter in der Datei words?
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Aufgabe T4

Wie sieht ein anfangs leerer bindrer Suchbaum aus, nachdem die Schliissel 10, 5, 7, 20, 9
und 4 in dieser Reihenfolge eingefiigt wurden? Wie sieht der Baum aus, wenn wir dann
erst die 5 16schen und sie anschliessend wieder einfiigen?

Aufgabe T5

In welcher Reihenfolge konnten die Schliissel in folgenden bindren Suchbaum eingefiigt
worden sein? Wieviele Vergleich miissen wir im Durchschnitt ausfiihren, wenn wir einen
zuféllig gewahlten Schliissel in diesem Baum suchen?

Welcher Suchbaum entstiinde, fiigten wir dieselben Schliissel in aufsteigender Reihenfolge
in einen anfangs leeren Suchbaum ein? Wieviele Vergleiche wiirde eine Suche nach einem
zufélligen Schliissel dann benotigen?

Aufgabe T6

Wie sieht ein AVL-Baum aus, in welchen — nachdem er leer war — die Schliissel 1, 5, 3, 10
und 8 in dieser Reihenfolge eingefiigt wurden? Gehen Sie schrittweise vor und iiberlegen
Sie dabei, welche Rotationen ausgefiihrt werden.

Wie sieht der Baum aus, wenn dann die 1 geléscht wird?

Aufgabe H3

Wir fithren die Aufgabe T6 weiter und beginnen mit dem AVL-Baum, der dort am Ende
betrachtet wurde (nachdem die 1 geldscht wurde).

In diesen Baum werden jetzt die Schliissel 1, 2, 6 und 7 in dieser Reihenfolge eingefiigt.
Wie sieht der AVL-Baum nach jedem dieser Schritte aus?

Anschliessend loschen wir die 2. Wie sieht der Baum danach aus?

Aufgabe H4

Welche AVL-Béume gibt es mit den Schliisseln 1, 2, 3, 47 Welche bindren Suchbadume
haben wir mit diesen Schliisseln?
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Aufgabe T7
In einem Splay-Baum kénnen wir so nach einem Schliissel suchen:

public boolean containsKey(K k) {

if (root == null) return false;
Searchtreenode(K , D) n = root, last = root;
int c;
while(n # null) {

last = n;

¢ = k.compareTo(n.key);

if(c < 0) n = n.left;

else if (¢ > 0) n = n.right;

else { splay(n); return true; }

}

splay(last); return false;

}

Warum gibt es am Ende die Anweisung splay(last)? Uberlegen Sie sich ein Beispiel, in
welchem bei einem anfangs leeren Splay-Baum n Operationen zu einem Zeitaufwand von
O(n?) fithren, falls diese Anweisung fehlt.

Aufgabe T8
Wir betrachten folgenden Splay-Baum:

Was passiert, wenn wir in diesen Baum nach dem Schliissel 10 suchen, dann nach 1
suchen, dann 6 einfiigen und schlielich 8 16schen?

Aufgabe T9

Entwerfen Sie einen effizienten Algorithmus, der einen Splay-Baum B und einen Schliissel
k bekommt und den Baum B in zwei Splay-Bédume B; und B, teilt, wobei B; alle Schliissel
enthélt, die kleiner oder gleich k sind und B, die iibrigen Schliissel.



Aufgabe H5
Wir betrachten folgenden Splay-Baum, der recht unbalanciert ist:

Was passiert, wenn wir erst nach dem Schliissel 10 suchen und dann nach dem Schliissel 97
Ist der Baum jetzt besser balanciert?

Aufgabe H6

Entwerfen Sie einen effizienten Algorithmus, der im wesentlichen das Gegenteil vom Al-
gorithmus der Aufgabe T9 vollfiihrt: Als Eingabe erhélt er zwei Splay-Baume B; und Bs,
wobei garantiert wird, dafl kein Schliissel in By kleiner ist, als ein Schliissel in B;. Als
Ausgabe soll er einen einzigen Splay-Baum B erzeugen, der nun alle Schliissel von Bj
und B, enthélt.
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Aufgabe T10
Wir betrachten die Hashfunktion

k
h:¥* —={0,...,m—1}, cica...cp — (ch> mod m,

i=1

welche die Menge ¥* aller Worter (im ASCII-Alphabet) auf eine Zahl zwischen 0 und m—1
abbildet.

a) Ist h ein gute Hashfunktion? Uberlegen Sie sich realistische Anwendungsbeispiele,
fiir welche h sehr viele Kollisionen erzeugt.

b) Wie kénnte eine verniinftige Hashfunktion fiir Zeichenketten aussehen, fiir welche
Sie unter normalen Umstédnden ein gutes Verhalten erwarten wiirden? Wie gehen
Sie mit dem Fall um, dafl m sehr grof§ ist?

Aufgabe T11

Wir verwenden jetzt folgende universelle Familie von Hashfunktionen:
{hap |1 <a<b, 0<b<5b}

mit h,,(z) = ((az + b) mod 5) mod 4.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, daf h(2) = h(3) ist, falls wir A zufillig aus obiger
Familie von Funktionen wéhlen.

Was miifite herauskommen, wenn man bedenkt, dafl es sich um eine universelle Familie
von Hashfunktionen handelt?

Da es sich um viele Funktionen handelt, sollte die Arbeit unter viele Personen verteilt
werden, damit es schneller geht. Wie lange brauchen Sie gemeinsam, um diese Wahr-
scheinlichkeit ohne Taschenrechner oder dhnlichem zu berechnen?

Aufgabe H7

Erstellen Sie mithilfe eines Programms eine Tabelle, welche die Wahrscheinlichkeiten von
h(z) = h(y) fiir alle 0 < 2,y < 5 enthlt, falls h wieder zuféllig aus der Familie von T11
gezogen wird.

Ist das Ergebnis das, was Sie erwarten?

Wiederholen Sie das Experiment, aber ersetzen Sie jetzt iiberall 5 durch 6. Kommentieren
Sie das Ergebnis. Nehmen Sie insbesondere dazu Stellung, ob es sich auch jetzt um eine
universelle Familie von Hashfunktionen handelt.



Aufgabe HS8
Gegeben sei die (wohl nicht besonders gute) Hashfunktion

{0,...,10'°} — {0,...,9999}, n+ (5n* 4 3n + 7)'° mod 10000.

Finden Sie zehn verschiedene Werte aus dem Definitionsbereich dieser Funktion, welche
alle auf denselben Funktionswert abgebildet werden.
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Aufgabe T12

Fiigen Sie die Zahlen 23, 12, 5, 17, 28, 10 und 5 in einen anfangs leeren Min-Heap ein
(die kleineren Zahlen sind oben). Wie sieht dieser aus?

Entfernen Sie jetzt nacheinander dreimal die kleinste Zahl aus dem Heap. Wie sieht er
nach jeder der drei Operationen aus?

Aufgabe T13

Eine Priorititswarteschlange ist eine Datenstruktur, welche folgende Operationen er-
laubt:

1. extract-min: Gebe das kleinste gespeicherte Element zuriick und 16sche es aus der
Warteschlange.

2. insert(z): Fiige das Element z ein.

Wie konnen diese Operationen mithilfe von Heaps umgesetzt werden? Was ist die Lauf-
zeit? Sie konnen davon ausgehen, dafl anfangs bekannt ist, wieviele Elemente sich hochs-
tens gleichzeitig in der Warteschlange befinden kénnen.

Welche Vor- und Nachteile hat ein Heap gegeniiber einer Implementierung basierend auf
balancierten Suchbdumen?

Aufgabe H9

Hier ist noch einmal eine einfache Variante des Quicksort-Algorithmus:

procedure quicksort(L, R) :
if R < L then return fi;
p:=uall]; l:=L; r:=R+1;
do
do [ := [+ 1 while a[l] < p;
do r:=r — 1 while p < alr];
vertausche all] und alr];
while [ < r;
temp := alr]; alL] := all]; all] := temp; a[r] := p;
quicksort(L,r —1); quicksort(r + 1, R)
Das Array a enthalte die Zahlen 4,1, 3, 2,5,9. Welche rekursiven Aufrufe gibt es? Geben

Sie den Inhalt des Arrays jeweils am Anfang jedes Aufrufs und bevor die letzte Zeile
ausgefithrt wurde an.

Aufgabe H10

Analysieren Sie die Laufzeit von Quicksort fiir den Spezialfall, dafl alle Elemente identisch
sind. Wie verhélt sich Insertionsort und Heapsort in diesem Fall?
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Beantworten Sie die Fragen fiir alle Sortierverfahren. Gehen Sie davon aus, dafl ein Ver-
gleich in konstanter Zeit durchgefiihrt wird und die Anzahl der zu sortierenden Elemente
n betrigt. Fiir Laufzeiten tragen Sie eine Funktion f(n) in die Tabelle ein, um eine
Laufzeit von O(f(n)) auszudriicken.

Aufgabe T15

Ein Dreieck in einem Graphen ist ein Untergraph, der aus drei Knoten besteht, welche
paarweise miteinander verbunden sind.

Entwerfen Sie einen Algorithmus, der fiir einen Graphen mit n Knoten in O(n?) Schritten
herausfinden kann, ob er ein Dreieck enthélt.

O O
Wieviele Dreiecke gibt es im oben gezeigten Graphen?

Aufgabe H11

Gegeben sei ein Array der Lange n, welches garantiert nur & verschiedene Zahlen enthéalt
— jede aber beliebig oft. Wir gehen davon aus, dal n viel grofler als k ist und £ sogar viel
kleiner als logn sein kann.

Erfinden und beschreiben Sie ein Sortierverfahren, welches in dieser speziellen Situation
sehr schnell ist.

Genauer gesagt: Die Laufzeit soll nur O(nlogk) betragen.



Aufgabe H12

Es gibt ein einfaches Verfahren, zwei quadratische n x n-Matrizen miteinander zu multi-
plizieren. Die Laufzeit des einfachen Verfahrens ist O(n?).

Allerdings gibt es kompliziertere Verfahren, die asymptotisch deutlich schneller eine Ma-
trixmultiplikation ausfithren kénnen.

In dieser Aufgabe wollen wir dies ausnutzen, um schneller nach Dreiecken in einem Gra-
phen suchen zu konnen.

a) Stellen Sie sich vor, Sie multiplizieren eine Adjazenzmatrix eines Graphen G mit
sich selbst und verwenden die resultierende Matrix wieder als Adjazenzmatrix ei-
nes neuen Graphens, den wir GG’ nennen. Welche interessante Beziehung besteht
zwischen G und G'?

b) Entwerfen Sie jetzt einen auf schneller Matrixmultiplikation basierenden Algorith-
mus, der feststellen kann, ob ein Graph ein Dreieck enthélt. Die Laufzeit soll dabei
von der Laufzeit zur Matrixmultiplikation dominiert werden und alles andere soll
nur O(n?) Zeit verbrauchen.
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Aufgabe T16

Fiihren Sie auf folgenden Graphen eine Tiefensuche aus. Notieren Sie die discovery- und
finish-Zeiten.
Benennen Sie die Baum-, Quer-, Vorwérts- und Riickwértskanten.

Aufgabe T17

Beweisen oder widerlegen Sie: Ergibt eine Tiefensuche in einem gerichteten Graphen
genau eine Riickwértskante, so liefert jede Tiefensuche in diesem Graphen genau eine
Riickwirtskante.

Aufgabe H13
Behandeln Sie folgenden Graphen analog zu Aufgabe T16.

Aufgabe H14

Beweisen oder widerlegen Sie: Ergibt eine Tiefensuche in einem ungerichteten Graphen
genau eine Riickwirtskante, so liefert jede Tiefensuche in diesem Graphen genau eine
Riickwartskante.
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Aufgabe T18
Wo steckt der Gedankenfehler in folgendem ,,Beweis“?

Wenn ich n Dinge sortieren will, dann sortiere ich sie einfach topologisch,
anstatt normal. Danach sind sie sortiert und ich habe es in linearer Zeit ge-
schafft. Quicksort braucht aber ja schon mehr als lineare Zeit und daher habe
ich Quicksort geschlagen.

Aufgabe T19
Folgende Relation sei auf den natiirlichen Zahlen definiert:

n <" m gilt genau dann, wenn n ein Teiler von m ist oder wenn n > m und sowohl n als
auch m Primzahlen sind.

Die Halbordnung < ist die transitive Hiille von <’.

a) Skizzieren Sie den gerichteten Graphen, der die Relation <’ (und damit indirekt
auch <) auf der Teilmenge {1,2,3,...,10} darstellt.

b) Bestimmmen Sie eine topologische Sortierung dieser Menge, indem Sie den Algo-
rithmus aus der Vorlesung verwenden.

¢) Kann man die ganze Menge der natiirlichen Zahlen beziiglich < topologisch sortie-
ren? Wenn nicht, warum nicht?

Aufgabe H15

Wir betrachten folgenden ungerichteten Graphen: Die Knoten sind die Zahlen {1, 2, 3,4}
und es gibt Kanten zwischen allen Knotenpaaren. Dariiber hinaus hat eine Kante zwischen
den Knoten ¢ und j das Gewicht (i + 7).

Fiihren Sie den Algorithmus von Dijkstra auf diesem gewichteten Graphen aus, wobei Sie
1 als Startknoten verwenden. Geben Sie alle Zwischenschritte an.



Aufgabe H16

Das ,Neunerschiebepuzzle® besteht aus acht beweglichen Feldern in einer 3 x 3-Matrix.
Jeweils eine der neun Positionen ist frei und ein an die freie Position angrenzendes Feld
kann in diese hineingeschoben werden. Dies nennen wir einen ,,Zug®.

1]12]3 1112]]3
4115 4115]6
7] 8]6 78

Ziel des Spiels ist es, die rechts gezeigte Position zu erreichen. Wir kénnen uns nun einen
ungerichteten Graphen vorstellen, dessen Knoten die Positionen dieses Spiels sind. Zwei
Positionen sind durch eine Kante verbunden, wenn ein Zug sie ineinander iiberfiihrt.
Wir konnen eine Breitensuche auf diesen Graphen beginnen, ohne ihn vorher komplett
zu konstruieren. Fiihren Sie eine solche Breitensuche auf dem links gezeigten Startknoten
aus und brechen Sie sie ab, sobald die Zielposition erscheint. Zeichnen Sie den bis dahin
entstandenen Breitensuchbaum auf.

Konnen Sie jetzt eine kiirzestmogliche Losung des Rétsels aus diesem Baum ablesen?

Ist es in dieser und dhnlichen Situationen IThrer Meinung nach bessers eine Tiefen- oder
eine Breitensuche durchzufiihren?
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Aufgabe T20

Gegeben sei ein gerichteter Graph G und zwei seiner Knoten s und ¢.

Es soll festgestellt werden, ob es zwischen s und ¢ mindestens zwei kantendisjunkte Pfade
gibt. Uberlegen Sie, was das genau bedeutet.

Nun entwirft ein genialer Erfinder folgenden Algorithmus, um dieses Problem zu l6sen:

Nun, zuerst suchen wir nach irgendeinem Pfad zwischen s und t. Wenn es
keinen g¢ibt, dann gibt es natirlich auch keine zwei kantendisjunkte Pfade.
Das kann ich mit Tiefensuche in linearer Zeit bewerkstelligen.

Falls ich einen solchen Pfad finde, dann lésche ich einfach alle Kanten aus G,
die auf dem Pfad liegen. Dadurch kann ich keinesfalls eine Kante aus Versehen
zweimal verwenden.

Jetzt suche ich einfach wieder nach einem Pfad von s nacht. Finde ich einen,
dann gibt es zwei kantendisjunkte Pfade zwischen diesen Knoten. Wenn nicht,
dann eben nicht. Die Gesamtlaufzeit ist jedenfalls linear.

Was sagen Sie dazu?

Aufgabe T21

Der Algorithmus von Bellman und Ford kann die Absténde eines Knotens s zu allen
anderen Knoten finden, falls es keinen Kreis mit negativem Gewicht gibt.

Entwerfen Sie einen Algorithmus, der nicht nur feststellen kann, ob es einen Kreis mit
negativem Gewicht in einem gerichteten Graphen mit Kantengewichten gibt, sondern
einen solchen auch finden und ausgeben kann.

Aufgabe H17

Entwerfen Sie einen Algorithmus, der in einem gerichteten Graphen einen Kreis minimaler
Lange finden kann (also mit einer minimalen Anzahl von Kanten). Was ist die Laufzeit
Ihres Verfahrens?

Aufgabe H18

Wenden Sie den Algorithmus von Bellman und Ford auf
folgendes Netzwerk an. Verwenden Sie s als Startknoten.
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Aufgabe T22

Wieder einmal wollen wir in einem ungerichteten Graphen feststellen, ob es mindestens
zwei kantendisjunkte Pfade von einem Knoten s zu einem Knoten ¢ gibt.

Wie ld88t sich dieses Problem als FluSproblem modellieren und losen?

Wenden Sie Thre Erkenntnisse auf das Gegenbeispiel, das Sie letzte Wochen zum naiven
Vorgehen fanden.

Aufgabe T23

Wenden Sie die Ford-Fulkerson-Methode auf das folgende Flufinetzwerk an. Zeichnen Sie
nach jeder Augmentierung das resultierende Residualnetzwerk.

7 @ 5

»

Aufgabe H19
Gehen Sie analog zu Aufgabe T23 mit folgendem FluBinetzwerk um.
Was ist der maximale Fluf3, den Sie erhalten?

9 ) 10 .
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Aufgabe T24

Die internationale Raumstation ISS steht auch Weltraumtouristen offen. Sie sollen nun
entscheiden, welche Touristen Sie mitnehmen wollen, um moglichst viel Geld zu verdienen.

Gegeben sind Kandidaten K, ..., K,, welche jeweils bereit sind, kq, ..., k, US-Dollar zu
zahlen. Allerdings sind sie anspruchsvoll und erwarten auf der ISS auch ein Unterhaltungs-
programm (der Erstbesucher Cameron wollte zum Beispiel einen Weltraumspaziergang
machen). Zu diesem Zweck stehen eine Menge , Spielzeuge” 7y, ..., Z,, zur Verfiigung.
Bei der Mitnahme eines Spielzeugs zur ISS entstehen allerdings jeweils Kosten zq, ..., 2,,.
Der Kandidat K; ist nur bereit zu zahlen, wenn die Spielzeuge R; C {Z1,..., Z,,} mit-
genommen werden.

Entwerfen Sie einen effizienten Algorithmus, der eine Menge von Kandidaten auswéhlt,
um die Einnahmen (also die gezahlten Gebiihren der Touristen minus die Kosten fiir die
Spielzeuge) zu maximieren. Jedes Spielzeug mufl nur einmal mitgenommen werden, selbst
wenn mehrere es benutzen wollen.

Aufgabe T25

In einem bipartiten Graphen gibt es stets ein Matching maximaler Kardinalitiat. Es gibt
dann kein anderes Matching mit mehr Kanten.

Ein maximales Matching nennen wir ein Matching, dafl nicht vergréfiert werden kann,
indem eine weitere Kante hinzugefiigt wird.

Entwerfen Sie einen effizienten Algorithmus, um maximale Matchings zu finden.

Aufgabe H20

Ermitteln Sie einen maximalen Fluf§ fiir das Netzwerk auf der folgenden Seite, wobei die
Quellen links und die Senken rechts sind. Beweisen Sie die Maximalitdt durch Angabe
eines gleichgroffen Schnitts. Alle Kapazitiaten sind 1.
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Aufgabe T26

Manche Paare von Stadten bilden Partnerschaften mit anderen Stédten (Aachen zum
Beispiel mit Liege, Toledo und weiteren). Diese Beziehungen lassen sich gut durch einen
Graphen modellieren.

Nun soll im Internationalen Jahr der Stddtefreundschaften je eine Feier zwischen allen
befreundeten Stddtepaaren durchgefiihrt werden. Wir gehen der Einfachheit halber davon
aus, daf} alle Feiern dasselbe kosten.

Nun hat jede Stadt ein Budget, welches besagt fiir wieviele eigene Feiern sie Geld spenden
kann. Dies soll stets eine ganze Zahl sein.

Ihr Problem ist es nun, einen Plan zu finden, der besagt welche Stadt fiir welche Feiern
zahlen soll, ohne dal Budgets iiberschritten werden.

Konnen Sie dies durch Lésen eines FluBBproblems losen?

Aufgabe H22

Finden Sie einen Plan, analog zur Aufgabe oben, fiir das kleinere Stédtepartnerschaftsmo-
dell unten. Die Zahlen geben das Budget fiir jede Stadt wieder. Zeichnen Sie die gefundene
Losung ein, indem Sie fiir jede Kante markieren, welche der beiden Stédte fiir diese Feier
aufkommt.







