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Aufgabe 1: (Rekursionsgleichungen ) 3+4+4 Punkte

a) Geben Sie mittels Mastertheorem eine méglichst enge obere Schranke fur die
folgenden zwei Rekursionsgleichungen an. Tragen Sie dazu in der folgenden
Tabelle die Werte fir a, b, v und die Komplexitatsklasse O(T(n)) in nicht-rekursiver
Form ein. Rekursionsanfang T(1) = 1 bzw. T(0) = 1.

Zur Information: Das erweiterte Master-Theorem lautet:

e Rekursion
c sa=1

a.T{ﬁ}w(n) n>1 mit d(n) < O(n’), y> 0
b ?

T(n)=

e Dann:

O(n") a<b’
T(n)=<0(n"log,n) a=>b"
O™y  a>b

a b y O(T(n))

T(n) = 2 T(n/d) + Vn 2 | 4 | % O(nZlog, n)

T(n)=16 T(n/2)+(n+1)(n+2)?> | 16 | 2 | 3 0(nlog216) = 0(n*)

b) Gegeben sei die folgende Rekursionsgleichung. Geben Sie die Komplexitatsklasse
einer méglichst engen oberen Schranke an.

T(n)=4T(n-2) +3 mit T(0)=1 und n gerade und n22

Schnelle Lsung: Das n in der Funktion T(n) verringert sich immer um 2, T vervierfacht aber
seinen Wert dabei um 4. Die Vermutung liegt nahe, dass sich die Funktion durch a = 2" + b
ergibt.
Auf diese Idee kommt man auch, wenn man T(n) wie folgt schreibt:
T(n) =22+T(n—2)+2%2-1
Nun kann man durch Einsetzen auf die Losung kommen:
T(n) = a=* 2"+ b sowie
T(n) =4*T(n—2)+3=4x*@*2"2+b)+3=a=22+2"+2"2+4xb+3
=qgx2"+4b+3
Koeffizientenvergleich liefert, dass fiir b gelten muss: b = 4b+3 - b = =1
Da T(0)=1 sein muss, folgt T(0) =a*2°-1=a—-1=1-a=2
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Ingesamt ergibt sich also T(n) = 2 x 2" — 1 = 2™ — 1 € 0(2")

2)

c) Gegeben sei die folgende Rekursionsgleichung. Geben Sie die Komplexitatsklasse

einer méglichst engen oberen Schranke an.

rov=1 () 2]+

Ty <27 ([2]) + 20

2

= Master Theorem: a=2  b=2 gamma=2

2>a<bhY
= T(n) ist in O(n?)

mit T(1)=1
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Aufgabe 2 (Bindarbaume) 5 Punkte

Geben Sie den bingren Baum an, dem die folgenden InOrder- bzw. PostOrder-
Traversierungen eindeutig entsprechen:

InOrder

8.4, . 7: 3.6
PostOrder 8, 4, 6,3, 9

9,15
7,15, 186, 3,

060
()
R
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Aufgabe 3 (Komplexitat) 6 Punkte

Gegeben sei die folgende Methode.
1. Geben Sie kurz an, welche Funktionalitdt implementiert wird.
2. Geben Sie dann eine méglichst enge obere Schranke fur die Zeitkomplexitat
bzgl. n an und begriinden Sie diese ebenfalls kurz.

String lustigerString (int n) {

if(n == 0)
return "0";
else if(n == 1)
return "1.%;
else
return lustigersString(n/2) + "" + lustigerString(n%2);
//n%2 berechnet n modulo 2
}
Losung:

Es wird die Bin#rdarstellung einer ganzen Zahl ausgegeben. Dazu wird sukzessive durch 2
geteilt und fiir Rest 1 eine ,,1* in den Ergebnisstring geschrieben, sonst ,,0%.

Die Rekursionsgleichung ist dann T(n) = T(n/2) + 1, fiir den Rekursionsaufruf mit der Hélfte und
den Rekursionsaufruf mit dem Rest (da T(0)=T(1)=1). Zu beachten ist, dass der modulo Aufruf
nur konstante Zeit braucht, da n%?2 stets 0 oder 1 ist. Insgesamt ergibt sich daher T(n) = O(ld n).

3 Punkte fiir das Erkennen der Funktion
2 Punkte fiir die Begriindung (z.B. Rekursionsgleichung)
] Punkt fiir das Ergebnis
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Aufgabe 4 (Komplexitat) 6 Punkte

Gegeben sei die folgende Java-Routine:

int berechne(int links, int rechts) {
int diff = rechts - links;

if(diff <= 1) {

returt, 1.;
}
int 1 = berechne(links, links+ (diff/2));
int j = berechne(links + (diff/4) + 1, rechts - (diff/4));
int k = berechne(rechts - (diff/2), rechts);
int summe = 0;

for(int m=1; me=2#diff; m=m+1) {
summe = summe + (max(i,k)+3j)*m;
}

return summe;

}

Nehmen Sie an, dass die Grundrechenarten +, -, *, / in konstanter Zeit O(1) ausgefiihrt werden, ebenso
wie Zuweisungen = und Vergleiche <=.

In welcher Komplexitatsklasse (in Abhangigkeit von n) liegt der Aufruf berechne(0,n)?

Lésung: Am anschaulichsten ist es, wenn man sich die Aufrufe als Intervalle vorstellt, zu Beginn hat man
das Intervall 0....n Grafisch mal wie folgt dargestellt (flir n=9):

0123456789

fir die Berechnung von i bendtigt man dann nur noch die erste Halfte des Intervalls (links bis diff/2)
01234xxXXXX

flir die Berechnung von j dann eine andere Halfte des Intervalls und zwar

XXx34567xx

und fur k dann die letzte Halfte

XXXXXx56789

Insgesamt hat man flir diesen Teil des Programms bei der Eingabe der Lange der n die Aufrufe 3*T(n/2)

Fiir die Komplexitdt muss dann ferner noch die Schleife beachtet werden. Diese l&uft genau 2*diff=2*n
mal. Innerhalb der Schleife hat man nur konstanten Aufwand durch die Additionen etc.

Die finale Rekursionsgleichung ist somit: T(n)=3*T(n/2)+2*n
Durch Anwendung des Master-Theorems ergibt sich O (nlng 3)



VYorname Name Matr.-Nr.

(6)

Aufgabe 5 (O-Notation) 1+3+3+3 Punkte

Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

a) feEOh)AgeO(h) = f€0(g)

Diese Aussage gilt nicht, wie das folgende einfache Beispiel zeigt:

Sei f(n) = n, h(n) = nund g(n) = 1, dann gilt:
f €0(h)und g =1 € O(h) aber nicht f € 0(g) = 0(1).

b) n®+2n+220 « O(n?

d)

Diese Aussage gilt. Sei ¢ = 223, dann gilt:

n*+ 2n+220< c*n? furallen € N und somitn? + 2n + 220 ¢ 0(n?)

f€0(g) = f?€0(g?)

Diese Aussage ist korrekt. Beweis:

f €0(g)
= 3JceN,vneN: f(n) <c=*gn) | 2
= JceN,VneN: f2(n) < c?* g2(n) | & = ¢
= 3 eN,VneN: f2(n) <c, * g(n)
= f?e0(g?)

O(n™) = 0((n—1)™")
Diese Aussage gilt nicht.

Beweis durch Gegenbeweis. Angenommen die Aussage ware korrekt, dann gabe
eseinc € N, sodass furallen € N gilt:

(n=1D"' < cxn® |n">0vneN
_qyn+1
= cz8 vnen
_ayn+1
Da jedoch lim,_., =2 = « kann es kein derartiges ¢ geben.
J n nn g g

Somit ergibt sich ein Widerspruch zur Annahme, dass die Aussage korrekt ist.
g.e.d.
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Aufgabe 6 (Dynamische Programmierung) 5 Punkte

Die in der Ubung vorgestelite Edit-Distanz d(ss, qjq)) Zweier Buchstaben-Sequenzen s
und q ist die minimale Anzahl Operationen (Umbenennen, Einfiigen und Entfernen
einzelner Zeichen), die benétigt werden, um s in q zu Uberfuhren.

Zu einer Sequenz s bezeichne s; die Sequenz aus den ersten i Zeichen von s.

Rekursionsgleichung: d(s,.q,) =

J i=0
i j=0
d(sffl’qj‘?l) s[i]=q[j]
a(s,.:9,.)
mins d(s,, q,,) ¢+1 sSonst
d(s...9;)

Geben Sie die Berechnung der Edit-Distanz fur die Sequenzen FOLIE und FLOYD an. |
Verwenden Sie dafiir das Prinzip der dynamischen Programmierung.

Liosung:
a)
floll]ile
0[1[2]3]4]5
£f] [1]o]1[2]3]4
1| [2]1]1]1]2]3
o] [3]2[1]2]2]3
Y| [4]3]|2]2]3]3
D [5]4[3]3]3]4

d(ss» qq) = d(FOLIE,FLOYD) = 4.

4 Punkte fir Teil a — fir jeden Fehler 0,5 Punkte Abzug (keine negativen Punkte)

Folgefehler kosten nix
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Aufgabe 7:

Gegeben sei folgendes Array:

a) Sortieren sie das Array mit Hilfe von MergeSort.

4, 2,8,2,5,9,6, 7

4 + 4 Punkte

®)

In Ihrer Darstellung mussen die wesentlichen Schritte des Algorithmus erkennbar

sein.

b) Sortieren sie das Array mit Hilfe von InsertionSort.

In Ihrer Darstellung miissen die wesentlichen Schritte des Algorithmus erkennbar

sein.
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Aufgabe 8: (SelectionSort) 6 Punkte

Implementieren Sie in Java eine Methode, die ein Feld absteigend sortiert. D.h., nach
Ausfuhrung der Methode fiir das Array a soll gelten a[0] > a[1] >... >a[n-1].

lhre Implementierung soll dabei die Idee des in der Vorlesung vorgestellten
SelectionSort-Verfahrens umsetzen. Dabei dirfen Sie swap(a,ij) mit der in der
Vorlesung vorgestellten Semantik verwenden (Vertauschen des i-ten und des j-ten
Eintrags im Array a ).

public static void selectionSort(int[] a)

Lésung:
static void selectionR(int[] a){
for (int i = 0; i <= a.length-2; i++) {
ink. mase = 4y
for (int j = i+1; j <= a.length - 1 ; Jj++){
if (aljl = almax])

max = J;

}

swap(a, 1, max);

}

6 Punkte fur eine korrekte Implementierung, d.h. :
1. Umsetzung des SelectionSort-Ansatzes
(ist dies nicht erflillt, so werden 0 Punkte vergeben)
2. Sortierung absteigend
(ist dies nicht erflllt, der Rest jedoch korrekt, so werden 3 Punkte vergeben)

Fur kleinere Syntaxfehler (z.B. Semikolon vergessen) gibt es keinen Punktabzug. Bei
gravierenderen Syntaxfehlern Punktabzug (abhangig vom Einzelfall).
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Aufgabe 9: (Hohere Sortierverfahren) 7 Punkte
Fihren Sie fur folgendes Array HeapSort durch.

7, 2, 11, 10, 6, 4, 8, 5, 9
a) Stellen Sie dieses Array als Ausgangspunkt fur HeapSort in Baumform dar.

b) Tragen Sie fir die Heapaufbau-Phase der Reihe nach die einzelnen Versickerungs-
vorgénge in diesen Baum ein und geben Sie den endgdiltigen Heap in Arrayform an.

c) Geben Sie die in der Sortierphase auftretenden Heaps sowie das jeweils bereits
sortierte Feld an. Hierbei kénnen Sie zwischen Array- und Baum-Darstellung
wéhlen.

) (0

b)
11 | 10 [ 8 ] 9 | 6 [ a4 [ 7 | 5 | 2 |
c)
10 [ o [ 8 | 5 | 6 | 4 [ 7 [ 2 | 11 |
9 [ 6 | 8 [ 58 [ 2 [ 4 [ 7 [ 10 | 11 |
8 [ 6 [ 7 [ 5 [ 2 [ 4 [ 9 [ 10 [ 11 |
(7 1 6 [ 4 [ 5 [ 2 [ 8 [ o [ 10 ] 11 |
6 [ 5 [ 4 [ 2 [ 7 | 8 [ 9 [ 10 [ 11 |
5 [ 2 [ a6 [ 7 [ 8 [ o [ 10 | 11 |
4 [ 2] 5 [ & [ 7 [ 8 [ e [ 10 [ 11 ]
2 ] 4 | s [ 6 [ 7 [ 8 ] 9 | 10 [ 11 |
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Aufgabe 10: (Spezielle Sortierverfahren) 2 +2 Punkte

a) Erlautern Sie die Unterschiede zwischen dem CountingSort- und dem BucketSort-
Verfahren.

Bei CountingSort nutzt man einen Zahler pro Schlissel wéahrend bei BucketSort die
Schliissel in Grupen zusammengefasst werden, um diese durch nur einen Zahler zu

reprasentieren.
Man kann CountingSort als Spezialfall von BucketSort verstehen, beidem die

Gruppen jeweils aus nur genau einem Schllssel bestehen.

b) Geben Sie kurz firr jedes der beiden Sortierverfahren zwei Anwendungsszenarien
an, in denen das Verfahren sinnvoll einsetzbar ist bzw. eher schlecht geeignet ist.

CountingSort:

CountingSort eignet sich z.B. um Ereignisse nach ihrem Wochentag
(Montag — Sonntag) zu sortieren.

Mit CountingSort ist es nicht méglich, Telefonbucheintrdge nach Namen
zu sortieren, da es theoretisch unendlich viele Namen gibt.

BucketSort:

BucketSort eignet sich um z.B. Briefe nach PLZ zu sortieren. PLZ mit
gleicher Anfangsziffer werden dann tber dieselbe Zéhlervariable gezahlt.
Somit erhalt man eine Vorsortierung der Briefe die z.B. ausreicht um zu
entscheiden an welchen Umschlag-Flughafen der Brief geschickt werden
muss.

Wie CountingSort ist auch BucketSort nicht geeignet um eine Vollsténdige
Sortierung nach Namen zu realisieren. Eine Vorsortierung nach dem
ersten Buchstaben des Namens wére aber denkbar.



