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Termine

 Vorlesung:

« kleine* Ubung:
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,kleine* Ubungen

e Termine: (ca. 20 Tutorien)
Mo. 8:15- 9:45
Mo. 12:15 - 13:45

Mo. 15:45 -17:15
Di. ?7?

» Gruppen bis zu 25 Teilnehmer
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Anmeldung

« www.rwth-graphics.de
(ab Mittwoch 12:00 freigeschaltet)

« weitere Informationen ...
 ggf. Ankiindigungen
« Ubungsblatter als PDF
« Literaturverzeichnis
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Ubungsblatter

11 Blatter x 4 Aufgaben
Blatt (1) am 23.04.
Gruppenarbeit (2-3 Studenten)

Programmieraufgaben (Java)
- Einfihrung am 17.04.

Abgabe der Programmieraufgaben
per Email
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Ubungsblatter

e Ausgabe:
Dienstag nach der Vorlesung

* Abgabe:
Montag in den Tutorien

» Besprechung: Mittwoch

Mittwoch

) ; . oo
Mittwoch in der groRen Ubung  |-PSEneslad

- Riickgabe: S|

Montag in den Tutorien Monta

Donnerstag
Freitag
Samstag
Sonnta
Montag <

Dienstag

Dienstag *'—
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Ubungsscheine

* Ab 50 % der Punkte

* Blatt (1) - (5), Blatt (6) - (11)
zahlen separat

* Individueller Leistungsnachweis
- aktive Teilnahme an den Tutorien
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PC Arbeitsplatze

* PC-Pool:
Di. 9:00-14:00
Mi. 16:00 - 21:00
Do. 16:30 - 21:00

« Informatik-Zentrum (Ahornstr. 55)
* First come, first serve

» CD-Restposten fiir Heimarbeiter
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Literatur

« Inoffizielle* Vorlesungsmitschrift

 evtl. weitere/Uberarbeitete Kapitel im
Laufe des Semesters

* www.rwth-graphics.de

« Informatikbibliothek (Handapparat)
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Klausur

» Datum:
Do. 22.08.2002
14:00 - 16:00
(fast alle Horséale)
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Sprechstunden

* Leif Kobbelt
 Stephan Bischoff

(nach Vereinbarung)
Di11:00 - 1210

» Antje Nowack Mi10:30 - 1180

* Thomas von der MaRen Mi 13:00 - 14§p0
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... weitere Fragen 2?71
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Datenstrukturen
und
Algorithmen
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Positionsbestimmung

* Informatik =

Wissenschaft von der
algorithmischen Problemlésung

* Geg: Problem
e Ges: Lésung
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Positionsbestimmung

 Informatik =

Wissenschaft von der
algorithmischen Problemlésung

» Geg: Problem(klasse)
» Ges: Losungsprozedur

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Positionsbestimmung

 Informatik =

Wissenschaft von der
algorithmischen Problemldsung

¢ Geg: Problem(klasse)
+ Ges: (automatisierbare) Ldsungsprozel

aus elementaren Operation
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Informationsverarbeitung

* Was ?
— Reprasentation/Organisation von Daten
- Datenstruktur
* Wie?
— (schrittweise) Modifikation von Daten
- Algorithmus

« Software = Datenstrukturen + AlgorithT
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Abu Ja‘far Muhammed Ibn
Musa-Al-Khawarizimi

.| 13734 :42 =327
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Algorithmus

 Definition (Rezept, Prozedur, ...)
Schrittweise Modifikation von Daten
zur Lésung eines Problems

* Kriterien (Donald Knuth)
« Determinismus (indeterministische?)
« Input (#20)
« Output (#21)
« Terminierung (#steps < o)
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Analyse von Algorithmen

(partielle) Korrektheit

Vollstandigkeit

Komplexitat (Speicherplatz, Rechenzeill

Robustheit (bei inkorrekten Eingaben)
.garbage in garbage out"
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Einbettung in die Informatik

|Prob|em - Spezifikation|

Spezifikation - Algorithmus

|Algorithmus - Programm|

|Programm - Computer|
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Idealer Software-Entwurf

 Spezifiziere: Eingabe / Ausgabe

¢ Problemlésung

« Beziehungen, Referenzen
- Datenstrukturen

* Wesentliche Verarbeitungsschritte
- Blockbildung, Prozeduren, Algorithmel

¢ Analyse ...
« Korrektheit, Aufwand (Speicher / Rechenzeit)

+ Implementieren / Testen / Dokumentierfh
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Software-Entwicklung

 Datenstrukturen
— Statische Beziehungen
— (explizite) Funktionale Zusammenhange

* Algorithmen
— Dynamische Prozesse
— (implizite) Funktionale Zusammenhange
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Beispiel: Menge

« SO2N (dh.STIN)

Daten- — _\in:2n N
struktur . .
e min(S) O S 0O 0OxOS : min(S) <x
Implemen- ¢ g[7 size, min()
tierung
e intimin=S[0];
Algo- for (i=1 ; i<size ; i++)
rithmus if (S[i] < min)

min = S[i];
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Analyse von Algorithmen

* (partielle) Korrektheit
* Vollstandigkeit
» Komplexitat (Speicherplatz, Rechenzeitl

* Robustheit (bei inkorrekten Eingaben)
~.garbage in garbage out"
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Ziele der Vorlesung

¢ Grundlegende Konzepte fiir
Entwurf und Analyse von Algorithmen

« Effiziente Implementierung
« Komplexitatsanalyse

* Repertoire an Standardalgorithmen
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Thematische Ubersicht

* (1.1) Abstrakte Datentypen

* (1.2...n) Konkrete Datentypen
(Array, List, Queue, Stack, Tree, Heap, Graph, ...)

+ (2.1) Entwurf und Analyse von Algorithnfen
* (2.2...n) Spezielle Algorithmen

(Sortieren, Suchen, Baume, Graphen, Optimieren,

Kodieren, ...)
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(1.1) Abstrakte Datentypen

« Spezifizieren Form und Funktionalitat
der zu verarbeitenden Daten

« Datenobjekte, Datenfelder
¢ Funktionen

* Axiome

Abstrakte Datentypen
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* Spezifizieren Form und Funktionalitat
der zu verarbeitenden Daten

» Datenobjekte, Datenfelder

» Funktionen

* Axiome
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Abstrakte Datentypen

Spezifizieren Form und Funktionalitat
der zu verarbeitenden Daten

Datenobjekte, Datenfelder

Funktionen

Add : Zeit x Zeit — Zeit|

Axiome
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Abstrakte Datentypen

* Spezifizieren Form und Funktionalitat
der zu verarbeitenden Daten

» Datenobjekte, Datenfelder
* Funktionen

* Axiome
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Abstrakte Datentypen

* Warum abstrakt ?

— Keine Hinweise darauf, wie die jeweiligen
Funktionen implementiert werden kdnnen.

e Warum Typendefinition ?
— Spezifikation / Verifikation
— Top-down Software-Entwurf
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Beispiel: Bool

» Wertebereich: { true, false }

e = : bool - bool
O : boolxbool - bool
O : boolxbool - bool

. -true = false, - false = true,
x Otrue = X, x Ofalse = false,
x Otrue =true, x Ofalse =x

Informatik VIl
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Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Aufzéhlungstypen

» Endlicher Wertebereich
— Vollstandige Spezifikation durch Tabellen

* Verallgemeinerung
— Aufzéhlungstypen: enum
— z.B. Wochentage, chemische Elemente, ...

— Kodierung als ganze Zahlen modulo n
(implizite Ordnungsrelation)
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Beispiel: Integer

» Wertebereich: 1Z = IN* O {0} O -IN*

e+ IZXx1Z - I1Z
- lZxl1z - 1Z
-1z - 1z
*rlZxl1lZz - 1Z
[ 1Zx1Z - 1Z
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Beispiel: Integer

s+ 0y) =y « ¥ 0y)=0
+(x+ly) = +(xy)+1 *(x+1y) = +(*xy) )
+(x-1y) = +(xy) -1 *(x-1y) = - (*(xY)8y)

<y =0
Sx+1y) = -(xy)+L ° /(x ,0) = ERRO

Beispiel: Integer

s+ 0y =y ** 0y)=0
+Hx+1y) = +(xy)+1 *(x+1y) = +(*(xy) W)
+Xx-1y) = +(xy) -1 *(x-Ly) = - ((xY)gy)

sy =0 B
-(x-1y) = -(x,y) -1 X ,y) = 0 if|x|<
(x-1y) = -(xy) 1oy = 1 (e

e () = -(0,%) 1x-yy) = 1 (xy) -
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(x-1y) = <xy)-1 1Y) = OifixI</f]
1(x+yy) = 1 (xy)+
s -(x) = (0% 1(x-yy) = 1(xy)-
Informatik VI ( )
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
Skalare Typen
e ,Zahlen“ mit 1-dim Wertebereich
— Char
— Integer
— Float, Double

Achtung: In realen Implementierungen
haben skalare Typen meistens einen

endlichen Wertebereich G
— Integer : [1-201 ... 2b1] vertiow

— Double : [10300 .., 10800] Error
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Zusammengesetzte Typen

Endliche / feste Kombination von
skalaren Typen oder zus.ges. Typen

— k-dim Vektoren
— Adressen-Eintrag

* Mehrdimensionaler Wertebereich
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Beispiel: Sequenz

» Wertebereich: W={} OINDOIN?OIN§ ...

#2IN 11

e Create - W
Append : IN X W - W
Remove : INX W - W
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Beispiel: Sequenz

* Append(X,{ys, -, Yob) = {1, - Yo X}

|Append(z,Append(y,Append(x,Create()))) = {x,y,z} |
Remove(x,Append(x,z)) = z

Remove(x,Append(y,z)) =
Append(y,Remove(x,z)) ifx #
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Beispiel: Sequenz

[- Append(x,{ys, .. Yo}) = {1, - yn,x}]

* Remove(x,Create()) = Create()
Remove(x,Append(x,z)) = z

Remove(x,Append(y,z)) =
Append(y,Remove(x,z)) if x #
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Lineare Strukturen

« Beliebige Sequenz von Basisobjekten
(skalare / zusammengesetzte Typen)
mit variabler Lénge

— Arrays

— Listen (einfach/doppelt verkettet)
— Queue (FIFO)

— Stack (LIFO)

« Unterscheiden sich im wesentlichen in der
Zugriffsfunktionalitat
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Baumstrukturen

* Hierarchische Strukturen

Vater/Sohn-Beziehung (,der* Knoten)
Keine Zyklen
Eindeutige Vorfahren
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Graphen

« Beliebige topologische Struktur

» Nachbarschaftsbeziehungen zwischen
Knoten

» Wichtige Spezialfélle
— Planare Graphen
— Gerichtete Graphen
— Zyklenfreie Graphen
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Datentypen-Typen

Aufzéhlungstypen (bool, enum)
Skalare Typen (char, int, float, ..)

Zusammengesetzte Typen (struct, class)

Lineare Strukturen (list, queue, stack)
Baume
Graphen

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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(1.1) Abstrakte Datentypen

« Spezifizieren Form und Funktionalitat
der zu verarbeitenden Daten

Datenobjekte, Datenfelder
¢ Funktionen

* Axiome
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Beispiel: Integer

» Wertebereich: 1Z = IN* O {0} O -IN*

e+ IZXx1Z - I1Z

- lZxl1z - 1Z
-1z - 1z
*rlZxl1lZz - 1Z

[ 1Zx1Z - 1Z
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Beispiel: Integer

s+ 0y) =y « ¥ 0y)=0
+(x+ly) = +(xy)+1 *(x+1y) = +(*xy) )
+(x-1y) = +(xy) -1 *(x-1y) = - (*(xY)8y)

s -y =0 B
s g cemel
-(x-1y) = -(xy) -1 X y) = 0if [x|<
(x-1y) = -(x,y) 1oy = | (oot

© 0= 0% 10c-yy) = 1 (xy) -

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Beispiel: Integer

s+ 0y =y ** 0y)=0
+Hx+1y) = +(xy)+1 *(x+1y) = +(*(xy) W)
+Xx-1y) = +(xy) -1 *(x-Ly) = - ((xY)gy)

sy =0 B
-(x-1y) = -(x,y) -1 X ,y) = 0 if|x|<
(x-1y) = -(xy) 1oy = 1 (e

e () = -(0,%) 1x-yy) = 1 (xy) -
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Beispiel: Sequenz

« Wertebereich: W={} OINDOIN2OIN3§ ...
# 2N 111

e Create - W
Append : IN xW - W
Remove : IN X W - W
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Beispiel: Sequenz

* Append(x,{yy, - Yo}) = {y1, - YnX}

| Append(z, Append(y,Append(x,Create()))) = {x.y.z} |

Remove(x,Append(x,z)) = z

Remove(x,Append(y,z)) =
Append(y,Remove(x,z)) if x 1

Informatik VIl
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Beispiel: Sequenz

[- Append(x,{ys, .. Yo}) = Y1, - yn,x}]

* Remove(x,Create()) = Create()
Remove(x,Append(x,z)) = z

Remove(x,Append(y,z)) =
Append(y,Remove(x,z)) if x 1
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Datentypen-Typen

Aufzéhlungstypen (bool, enum)

Skalare Typen (char, int, float, ..)
» Zusammengesetzte Typen (struct, class)

Lineare Strukturen (list, queue, stack)
* Baume
» Graphen
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(1.1) Abstrakte Datentypen

Spezifizieren Form und Funktionalitat
der zu verarbeitenden Daten

Konkrete Datentypen

Spezifizieren Form und Funktionalitat
der zu verarbeitenden Daten

Datenobjekte, Datenfelder
¢ Funktionen

* Axiome
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» Datenobjekte, Datenfelder

» Funktionen

. M Methoden / Algorithmen
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Java Klassen

» Datenobjekte - Attribute

e Funktionen - Methoden-Header
(Ruckgabetyp, formale Parameter)

e Algorithmen - Methoden-Body

« Uberpriife korrekte Methodenimplem

en
tierung anhand der abstrakten AxiomeJ\

(1.2) Lineare Strukturen

Computergraphics & Multimedia

Informatik VI
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» Sequenz {X,, ..., X} von beliebigen
Datenobjekten x;

» Typische Operationen
— Fuge y am Anfang / am Ende / hinter x ; e|1
— Ersetze x; durch y
— Entferne x;
— Lese das i-te Element

Informatik VIl
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(1.2) Lineare Strukturen

» Typische Operationen
— Verkniipfe zwei Sequenzen
— Zerlege eine Sequenz
— Bestimme die Léange der Sequenz
— Teste, ob ein Element y vorhanden ist
— Sortiere die Elemente x;
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(1.2) Lineare Strukturen

e (1.2.1) Listen
¢ (1.2.2) Warteschlangen
* (1.2.3) Stacks
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(1.2.1) Listen

o L={xy, ..., X}

* Zugriff auf beliebige Elemente x;
— Per Index (random access)
* Get(i);
— Per Marker (sequential access)
* GetFirst();
* GetNext();
* GetPrevious();
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Random Access

* Implementierung durch Arrays L[]
» Get(i) = L[i]
* Nachteile

— Elemente |6schen erzeugt Lucken oder
alle Elemente mit héherem Index mussen
verschoben werden (garbage collection)

— Statische Obergrenze fiir Listenlange
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Sequential Access

» Implementierung durch Pointer oder
Container

» Marker zeigt auf aktuelle Position

» Nachteil: Elementzugriff erfordert linea
Suche (kann jedoch meistens vermied
werden, z.B. ,foreach®).

* Vorteil: beliebiges Erweitern und Léschgn
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* Pointer

Sequential Access
| A

Markdvlarker Marker
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Sequential Access

» Container

Marker
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Listen

e Wertebereich: L= {}0OwOWwW20OWwW30O ..

¢ Create : - L
* Get 'L - W
¢ Reset L - L
¢ Next L - L
* Insert *WxL - L
« Delete 'L - L
« Empty 'L - Bool
* IsLast L - Bool
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Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Listen

¢ Achtung: der Marker beschreibt einen
Zustand , was sich mit funktionalen
Axiomen schlecht formulieren Iaf3t.

« Standard-Trick: fihre ein zusatzliches
Pradikat Insert* ein, dass aber keine
weitere Listen-Funktion darstellt.
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Listen

_ Delete(Create()) = Create()
Empty(Create()) =true Delete(Insert(x,z)) =z

Empty(Insert(x,z)) = false Delete(Insert*(x.z)) = Insert*(x, Dfjete(2))
Empty(Insert*(x,z)) = false
Next(Create()) = Create()

IsLast(Create()) =true Next(Insert(x,z)) = Insert*(x,z)
IsLast(Insert(x,z)) = false Next(Insert*(x,z)) = Insert*(x,Nex{§2))
IsLast(Insert*(x,z)) = IsLast(z)
Reset(Create()) = Create

Get(Insert(x,z)) =x Reset(Insert(x,z)) = Insert(x,z)
Get(Insert*(x,2)) = Get(2) Reset(Insert*(x,z)) = Insert(x,Reget(z))

Insert(x,Insert*(y,z)) = Insert*(y,Insert(x,z))
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Listen

e Satz: Jede Liste hat die Form
Insert*(x,, ... Insert*(x; Insert(x,, ... Insert(xn,Creati)))))

» Beweis durch vollstandige Induktion Gber
die Anzahl der verwendeten Operationen
— Create() ... n=0
— Jede andere Operation erhélt die Form
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Get()

Get(Insert*(x,, ... Insert*(x;,Insert(X;,, ... Insert(x",Create!)))))
Get(... Insert*(x;, Insert(x.,,, ... Insert(x,,Create())))))
Get(Insert*(x, Insert(x,,, ... Insert(x,,Create())))))

Get(Insert(x,,,, ... Insert(x,,Create())))))

Xis1
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Next()

Next(Insert*(x,, ... Insert*(x;,Insert(x,,, ... Insert(x,,Creats

Insert*(x,,Next(... Insert*(x, Insert(x,, ... Insert(x,,Creat
Insert*(x,, ... Next(Insert*(x;, Insert(x,,, ... Insert(x,,Creats
Insert*(x,, ... Insert*(x;,Next(Insert(x,,,, ... Insert(x,,Creats

Insert*(x,, ... Insert*(x;, Insert*(x,,,, ... Insert(x,,Create()
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Insert()

Insert(y,Insert*(x,, ... Insert*(x,Insert(x,, ... Insert(x,,Crea())))))
Insert*(x,,Insert(y, ... Insert*(x, Insert(x,, ... Insert(x,,Creaf())))))
Insert*(xy, ... Insert(y,Insert*(x,Insert(x,, ... Insert(x,,Crea())))))

Insert*(xy, ... Insert*(x;,Insert(y,Insert(x,, ... Insert(x,,Crea())))))
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Delete()

Delete(Insert*(x,, ... Insert*(x;, Insert(x,,, ... Insert(x,,Creat€())))))
Insert*(x,,Delete(... Insert*(x; Insert(x;, 4, ... Insert(x,,Creatl())))))
Insert*(x,, ... Delete(Insert*(x;,Insert(x,,, ... Insert(x,,Creat())))))
Insert*(x,, ... Insert*(x;,Delete(Insert(x,,, ... Insert(x,,Creat())))))

Insert*(x,, ... Insert*(x; ... Insert(x,,,Create())))))
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Weitere Funktionen ...

¢ Overwrite(y,Insert(x,z)) = Insert(y,z)
Overwrite(y,Insert*(x,z)) = Insert*(x,Overwritel',z))

« Join(Create(),z) =z

Join(Insert(x,y),z) = Insert*(x,Join(y,z))
Join(Insert*(x,y),z) = Insert*(x,Join(y,z))
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Implementierung

« Finden, Lesen, Uberschreiben

« Ldschen (Sonderfille bei leerer Liste)
« Einflgen (Sonderfalle an den Enden)
* Anchor, Sentinel

 Einfach / Doppelt verkettete Listen
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Einfach verkettete Liste

* public class Element {
Datentyp X;
Element next;

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt




Einfach verkettete Listen

Marker

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Einfach verkettete Listen

lMarker

.“

Delete()

Informatik VIl
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Einfach verkettete Listen
Marker
BRI
Delete()

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Einfach verkettete Listen

e Delete()
Marker.next = Marker.next.next;

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Einfach verkettete Listen

Marker

Iﬂ»l\/l»l

Insert(y)
Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Einfach verkettete Listen

Marker

I-I»! e

I nsert(y)
Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt




Einfach verkettete Listen

* Insert(Y)
Y.next = Marker.next;
Marker.next =Y;

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Modifikation am Listenanfang

lMarker

; ...

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Modifikation am Listenanfang

lMarker
“. ;
Anchor

(erstes Element enthélt keine Daten)

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Doppelt verkettete Listen

* Flexiblerer Zugriff (upstream/downstream)
— Next(), Prev()

* Bisher: Einfigen/Léschen nach dem
Marker (wg. Pointer update)

« Jetzt: Marker zeigt auf aktuelles Elem;tt

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Doppelt verkettete Liste

¢ public class Element {
Datentyp X;
Element prev, next;

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Doppelt verkettete Listen

lMarker

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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Doppelt verkettete Listen

lMarker

Delete()

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Doppelt verkettete Listen

lMarker

Delete()

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Doppelt verkettete Listen

Delete()

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Doppelt verkettete Listen

e Delete()
Marker.prev.next = Marker.next
Marker.next.prev = Marker.prev
Marker = Marker.prev

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

@

Doppelt verkettete Listen

Markerl y

Insert(y)

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Doppelt verkettete Listen

Insert(y)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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Doppelt verkettete Listen

* Insert(Y)
Y.prev = Marker
Y.next = Marker.next
Y.prev.next =Y

Y.next.prev =Y

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Modifikation an den Enden

lMarker

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Modifikation an den Enden

lMarker

. .}

Anchor / Sentinel (keine Daten)

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

(1.2.2) Warteschlange

« Liste mit eingeschrénkter Funktionalitat
* Einfigen nur am Ende

» Auslesen/Entfernen nur am Anfang

« Firstin, first out* (FIFO)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Warteschlange

+ Wertebereich: L= {}0W OW2O W3 ...

e Create : - L
* Eng cWxL - L
* Deq 'L - L
e Get i L - W
e« Empty : L - Bool

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Warteschlange

* Empty(Create()) = true
Empty(Enq(x,z)) = false

« Deg(Enq(x,Create())) = Create()

Deq(Enq(x,z)) = Enqg(x,Deq(z)) ifz #I}
* Get(Enq(x,Create())) = x
Get(Enq(x,z)) =Get(z) ifz#£{}

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt




Warteschlange

 Satz: Jede Warteschlange hat die Form
Enqg(x,.Enq(x,., -.- Eng(x,,Create())))

» Beweis durch vollstéandige Induktion b
die Anzahl der verwendeten Operatione
— Create() ... n=0
— Jede andere Operation erhalt die Form

Warteschlange

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Get(Enq(x,,Enq(X,.;, ... Enq(x,,Create())))
Enq(x,,Get(Enq(x, 4, ... Eng(x,,Create())))
Enq(x,,Enq(x,.;.Get( ... Enq(x,,Create())))
Enq(x,,Enq(x,, ... Get(Enq(x,,Create())))

Xy

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Warteschlange

Deq(Enq(x,,Eng(X,.s, ... Enq(x,,Create())))
Eng(x,,Deq(Enqg(X,.s, ... Enq(x,,Create())))
Eng(x,.Enq(x,.,,.Deq( ... Enq(x,,Create())))
Enqg(x,.Enq(x,_,, ... Deq(Enq(x,,Create())))
Enqg(x,,Enq(X,,, ... Create())))

Array-Implementierung

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

» Da nur am Anfang eingeftigt und am
Ende geltdscht wird, ist keine garbage
collection notwendig.

» Maximale Lange wird als bekannt
vorausgesetzt.

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Array-lmplementierung

 public class Schlange {
Datentyp S[Lange];
int front, back;

Array-Implementierung

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

lfront

|Xi Xi [X1] Xo|---[ Xn[Xi] Xi | X Xil

backT

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Array-Implementierung

« Create()
front = back = 0;

* Empty()
return (front == back);

* Get()
if (front != back)
return S[front];
else
Q-EMPTY-ERROR;

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Array-Implementierung

* Deq()
if (front != back)
front = (front + 1) % L&nge;

else
Q-EMPTY-ERROR;
* Enq(x)
S[back] = x;

back = (back + 1) % Lénge;
if (front == back)
Q-FULL-ERROR

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Pointer-Implementierung

X1
|

lfront
A l
Interner Marker entfallt ! back

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

(1.2.3) Stack (Keller (?))

Liste mit eingeschrankter Funktionalitat
Einfiigen nur am Anfang
Auslesen/Entfernen nur am Anfang
.Lastin, first out* (LIFO)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Stack

 Wertebereich:L={} 0W OW2O W3 ...

e Create : - L
e Push :WxL 5 L
* Pop i L - L
* Top i L - W
e« Empty : L - Bool

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Stack

* Empty(Create()) =true
Empty(Push(x,z)) = false

e Pop(Push(x,2)) =z

» Top(Push(x,z)) = x

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Stack

» Satz: Jeder Stack hat die Form
Push(x,,Push(x,, ... Push(x,,Create())))

» Beweis durch vollstandige Induktion tb
die Anzahl der verwendeten Operatione
— Create() ... n=0
— Jede andere Operation erhalt die Form

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Array-Implementierung

« Da nur am Anfang eingefiigt und
geldscht wird, ist keine garbage
collection notwendig.

* Maximale Grof3e wird als bekannt
vorausgesetzt.

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Array-Implementierung

* public class Stack {
Datentyp S[GroR3e];
int top;

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Array-Implementierung

|xn e [ X X X5 [ %] X | X xi|

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Array-lmplementierung
* Create()
top = -1;
* Empty()
return (top == -1);
* Top()
if (top 1= -1)
return (S[top]);
else
STACK-EMPTY-ERROR

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Array-Implementierung

¢ Push(x)
top++;
if (top < GroRRe)
S[top] = x;

else
STACK-FULL-ERROR
» Pop()
if (top 1= -1)
top--;

else
STACK-EMPTY-ERROR

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt




Pointer-Implementierung

lTop

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Suche im Labyrinth

* Geg:
— Spielflache W =[0..n] x [0..m]
— mdgliche Positionen P = (x,y) O W
— Bewegungsrichtungen: R = {N,S,W,0}
— Labyrinth ... L: Wx R - Bool
— Startposition Pyegi,
— Zielposition P4

+ Ges: Pfad S 0 Rk von Py, nach Py

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Suche im Labyrinth

¢ Funktion Go : Wx R - W beschreibt
einen Schritt Go(P,r)=Q von P in die
Richtung r nach Q.

* Wenn L(Pyegin,) = true und Go(P g, 1) §Q
und es existiert ein Pfad {r, ..., r,} von
nach P, dannist {r,r,, ..., r.} ein Pfad vpn
Ppegin NACh Pgpg.

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Suche im Labyrinth

* Annahme: Labyrinth hat keine Zyklen

Pfad = Liste

» Erweiterung nur am Anfang der Liste
- Pfad = Stack

Rekursive Formulierung

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Rekursiver Algorithmus

* Bool Suche(P,S,Q)
if (P ==Q)
S = Create();
return true;
else
forr O {N,S,W,0}
if (L(P,r) & Suche(Go(P,r),S,Q))
S = Push(r,S);
return true;
return false;

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Rekursiver Algorithmus

Problem: unendliche Suche

Losung: verbiete
Schritte zurtck. ,—

.Negative" Richtung:
-N=S, -S=N, -W=0, -O=W

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Rekursiver Algorithmus

« Bool Suche(P,S,Q,r")
if (P==Q)
S = Create();
return true;
else
forr O{N,S,W,O}\r'
if (L(P,r) & Suche(Go(P,r),S,Q ,-r))
S = Push(r,S);
return true;
return false;

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Iterativer Algorithmus

» Rekursion steuert die Suche

Direkte Losung unter Verwendung
eines Stack

Ordnung der Richtungen N<O <S< VI
(next(N) = O, next(O) =S, ...)

Sortiere Pfade lexikographisch

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Iterativer Algorithmus

* P=Ppyegins Q=Peng S= Create(); r="N";
while (P '= Q) & (L(P,r) | (r <"W’) | 'Empty(S))
while (P 1= Q) & L(P,r)
S =Push(r,S); P=Go(P,r); r="N;

if (P!=Q)
while (r =="W’) & |Empty(S)
r=Top(S); P=Go(P, -r); S=Pop(S);
if (r <"W’)
r = next(r);

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Iterativer Algorithmus

* P=Pyegin; Q=Peng; S=Create(); r="N,
[ while (P 1= Q) & (L(P,n) | (r < 'W') | IEmpty(S)) |
while (P = Q) & L(P,r)
S = Push(r,S); P=Go(P,r); r="N’;

if (P !=Q)
while (r =="W") & |Empty(S)
r=Top(S); P=Go(P, -r); S=Pop(S);
if (r <"W’)
r = next(r);

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Iterativer Algorithmus

* P =Ppegini Q=Peng; S=Create(); r="N;
while (P 1= Q) & (L(P,r) | (r < "W’) | 'Empty(S))

while (P = Q) & L(P,r)
S = Push(r,S); P =Go(P,r); r="N;

if(P!=Q)
while (r =="W") & !IEmpty(S)
r=Top(S); P=Go(P,-r); S=Pop(S)
if (r <" W)
r = next(r);

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Iterativer Algorithmus

* P =Ppegini Q=Pena: S=Create(); r="N;
while (P 1= Q) & (L(P,r) | (r < "W’) | IEmpty(S))
while (P 1= Q) & L(P,r)
S = Push(r,S); P =Go(P,r); r="N’;

if (P 1= Q)
while (r =="W’") & 'Empty(S)

r=Top(S); P=Go(P,-n; S ="Pop(S);
if (r<"W’)

r = next(r);

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Iterativer Algorithmus

e P= Pbegin; Q=P S=Create(); r="N;
while (P 1= Q) & (L(P.1) | (r < "W | EEmpty(S))

while (P !'=Q) & L(P,r)

S =Push(r,S); P=Go(P,r); r="N";

if (P!=Q)
while (r =="W’) & 'Empty(S)

r=Top(S); P=Go(P, -r); S=Pop(S);

if (r <"W’)
r = next(r);

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Iterativer Algorithmus

e P= Pbegin; Q=P S=Create(); r="N;
while (P 1= Q) & (L. | (r < "W | Empty(S))

while (P = Q) & L(P,r)

S = Push(r,S); P=Go(P,r); r="N’;

if (P !=Q)
while (r =="W") & |Empty(S)

r=Top(S); P=Go(P, -r); S=Pop(S);

if (r <"W’)
r = next(r);

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt
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(1.2) Lineare Strukturen

e (1.2.1) Listen
* (1.2.2) Warteschlangen
* (1.2.3) Stacks

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Listen

e Wertebereich: L= {}0OwOWwW20OWwW30O ..

¢ Create : - L
* Get 'L - W
¢ Reset L - L
¢ Next L - L
* Insert *WxL - L
« Delete 'L - L
« Empty 'L - Bool
* IsLast L - Bool

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Listen

Empty(Create()) =true
Empty(Insert(x,z)) = false
Empty(Insert*(x,z)) = false

IsLast(Create()) =true
IsLast(Insert(x,z)) = false
IsLast(Insert*(x,z)) = IsLast(z)

Get(Insert(x,z)) =x
Get(Insert*(x,z)) = Get(z)

Delete(Create()) = Create()
Delete(Insert(x,z)) =z
Delete(Insert*(x,z)) = Insert*(x,Dlete(z))

Next(Create()) = Create()
Next(Insert(x,z)) = Insert*(x,z)
Next(Insert*(x,z)) = Insert*(x,Ne>lz))

Reset(Create()) = Create
Reset(Insert(x,z)) = Insert(x,z)
Reset(Insert*(x,z)) = Insert(x,Redkt(z))

Insert(x,Insert*(y,z)) = Insert*(y,Insert(x,z))

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Normalform

Satz: Jede Liste hat die Form

Insert*(x,, ... Insert*(x; Insert(x,, ... Insert(xn,Creati)))))

Beweis durch vollstandige Induktion Gber
die Anzahl der verwendeten Operationen
— Create() ... n=0

— Jede andere Operation erhalt die Form

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Einfach verkettete Liste

¢ public class Element {
Datentyp X;
Element next;

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Einfach verkettete Listen

lMarker

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt




Doppelt verkettete Liste

* public class Element {
Datentyp X;
Element prev, next;

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Doppelt verkettete Listen

lMarker

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Warteschlange

« Wertebereich: L= {} 0W OW2O W3 ..

e Create : - L
* Eng cWxL - L
* Deq L - L
e Get L - W
e« Empty : L - Bool

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Warteschlange

« Empty(Create()) = true
Empty(Enq(x,z)) = false

» Deg(Enq(x,Create())) = Create()
Deq(Enq(x,z)) = Eng(x,Deq(z)) ifz #'}

* Get(Enq(x,Create())) = x
Get(Enq(x,2)) =Get(z) ifz#{}

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Normalform

» Satz: Jede Warteschlange hat die Form
Enq(x,,Enq(X,.;, -.- Enq(x,,Create())))

» Beweis durch vollstandige Induktion b
die Anzahl der verwendeten Operatione1
— Create() ... n=0
— Jede andere Operation erhélt die Form

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Array-Implementierung

* public class Schlange {
Datentyp S[Lange];
int front, back;

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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Array-Implementierung

lfront
X.

|xi Xi [X1 [ X |-+ | Xn | X

backT

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Stack
« Wertebereich: L={} OW OW20O W3 ...
* Create : - L
e Push :WxL - L
* Pop 'L - L
* Top 'L - W
« Empty : L - Bool

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Stack

« Empty(Create()) =true
Empty(Push(x,z)) = false

* Pop(Push(x,z)) =z

» Top(Push(x,z)) = x

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Normalform

 Satz: Jeder Stack hat die Form
Push(x,,Push(x,, ... Push(x,,Create())))

» Beweis durch vollstéandige Induktion b
die Anzahl der verwendeten Operatione
— Create() ... n=0
— Jede andere Operation erhalt die Form

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Array-lmplementierung

¢ public class Stack {
Datentyp S[GroRRe];
int top;

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Array-Implementierung

|Xn [ Xo] X3 Xi i XJ

Informatik VIl
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Suche im Labyrinth

* Geg:
— Spielflache W =[0..n] x [0..m]
— mogliche Positionen P = (x,y) OW
— Bewegungsrichtungen: R = {N,S,wW,0}
— Labyrinth ... L: WxR - Bool
— Startposition Ppegin
— Zielposition P,

* Ges: Pfad S 0 RX von Py, nach Py

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Suche im Labyrinth

e Funktion Go: W xR - W beschreibt
einen Schritt Go(P,r)=Q von P in die
Richtung r nach Q.

* Wenn L(Pyegin,l) = true und Go(Ppegin)
und es existiert ein Pfad {r, ..., r,} von
nach P4 dannist {r,r, ..., r.} ein Pfad v@n
Poegin NACh Pgg.

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Suche im Labyrinth

¢ Annahme: Labyrinth hat keine Zyklen

Pfad = Liste

« Erweiterung nur am Anfang der Liste
- Pfad = Stack

Rekursive Formulierung

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Rekursiver Algorithmus

* Bool Suche(P,S,Q)
if (P==Q)
S = Create();
return true;
else
forr O {N,S,W,0}
if (L(P,r) & Suche(Go(P,r),S,Q))
S = Push(r,S);
return true;
return false;

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Rekursiver Algorithmus

Problem: unendliche Suche

.Negative“ Richtung:

-N=S, -S=N, W=0, -O=W

Losung: verbiete
Schritte zurtick.

Informatik VI
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Rekursiver Algorithmus

* Bool Suche(P,S,Q,r")
if (P==Q)
S = Create();
return true;
else
forr O{N,S,W,0}\r*
if (L(P,r) & Suche(Go(P,r),S,Q,-r))
S = Push(r,S);
return true;
return false;

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt




Iterativer Algorithmus Lexikographische Reihenfolge
» Rekursion steuert die Suche * N * NNNNOS
* NN . ..
« Direkte Lésung unter Verwendung « NNN * NNNNOW
eines Stack L . ..
. * NNNNO « NNNNS
» Ordnung der Richtungen N<O <S< VI « NNNNON . ..
(next(N) = O, next(0) =S, ...) . .. * NNNO
_ _ _ « NNNNOO ...
* Sortiere Pfade lexikographisch . .. « WW

Informatik VIl Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Iterativer Algorithmus Iterativer Algorithmus
* P=Ppyegin; Q=Peng; S=Create(); r="N ¢ P=Ppgin; Q=P S=Create(); r="N;
while (P 1= Q) & (L(P,r) | (r < "W") | IEmpty(S)) | while (P 1= Q) & (L(P,r) | (r <"W’) | IEmpty(S)) |
while (P !'=Q) & L(P,r) while (P = Q) & L(P,r)
S =Push(r,S); P=Go(P,r); r="N; S = Push(r,S); P=Go(P,r); r="N’;
if (P 1= Q) if (P !=Q)
while (r =="W") & !IEmpty(S) while (r =="W") & |Empty(S)
r=Top(S); P=Go(P,-r); S=Pop(S); r=Top(S); P=Go(P,-r); S=Pop(S);
if (r <"W’) if (r <"W’)
r = next(r); r = next(r);

Iterativer Algorithmus Iterativer Algorithmus
* P =Ppegini Q=Peng; S=Create(); r="N; ¢ P=Ppegini Q=Pensi S=Create(); r="N;
while (P 1= Q) & (L(P,r) | (r < "W’) | 'Empty(S)) while (P 1= Q) & (L(P,r) | (r < W) | 'Empty(S))
while (P 1= Q) & L(P,r) while (P 1= Q) & L(P,r)
S = Push(r,S); P =Go(P,r); r="N; S = Push(r,S); P =Go(P,r); r="N’;
if (P 1= Q) if (P 1= Q)
while (r =="W") & !IEmpty(S) while (r =="W’") & 'Empty(S)
r=Top(S); P=Go(P,-r); S=Pop(S); r=Top(S). P=Go(P,-); S=Pop(S),
if (r <" W) if (r<”W)
r = next(r); r = next(r);




Iterativer Algorithmus

* P=Ppegins Q=Peng; S=Create(); r="N;
while (P '= Q) & (L(P,r) | (r <"W’) | 'Empty(S))
while (P !'=Q) & L(P,r)
S =Push(r,S); P=Go(P,r); r="N";

if (P!=Q)
while (r =="W’) & 'Empty(S)

r=Top(S); P=Go(P, -r); S=Pop(S);
if (r <"W’)

r = next(r);
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Iterativer Algorithmus

e P= Pbegin; Q=Penas S= Create(); r="N’;
while (P = Q) & (L(P,r) | (r <"W’) | 'Empty(S))
while (P = Q) & L(P,r)
S = Push(r,S); P=Go(P,r); r="N’;

if (P!=Q)
while (r =="W") & |Empty(S)
r=Top(S); P=Go(P, -r); S=Pop(S);
if (r<"W)
r = next®;
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Stack

« Merke: Rekursive Algorithmen lassen sich in
der Regel mit einer Stack Datenstruktur auch
iterativ formulieren.

* Das LIFO-Prinzip entspricht der Abarbeitungs jj
reihenfolge der geschachtelten Prozeduren
(was zuletzt aufgerufen wird, wird als erstes
bearbeitet).

« Beispiel: systematische Suche in einem
Labyrinth (bei Sackgassen zurtickgehen).
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(1.3) Baume

» Hierarchische Datenstruktur

« Zusammenfassung von Gruppen
(z.B. Bund / Léander / Gemeinden)

« Eindeutige Schachtelung

» Typische Anwendungen
« Such- / Entscheidungsprobleme
« Strukturierte Aufzahlung
« Komplexitatsreduktion
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Definitionen

* Menge von Knoten V ={v,, ..., v}
(v; O W ... beliebiger Datentyp)

« Menge von Kanten E = {(a,,b,), ... (am,ll)}
(a;,b; O IN ... Knotenindizes)

e Falls (a,b) O E,dannist  V,
— v, Vorgéanger von v,
— v, Nachfolger von v,

Informatik VI
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Vb
(a,b)

Definitionen

* Eine Folge von Kanten (i,,i,), (i,is), ...
(ix.1.i) heil3t Pfad von v;; nach v,

» Firi,=i.ist dieser Pfad ein gerichteter
Zyklus

« Existieren zwei verschiedene Pfade P, find
P, von v;; nach v, so bilden sie zusamnfien
einen ungerichteten Zyklus
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Definitionen

« Ein Baum B=(V,E) besteht aus einer
Menge von Knoten V und einer Menge
von Kanten E, so dass ...

— Es existieren keine gerichteten oder
ungerichteten Zyklen

— Jeder normale Knoten hat genau einen
Vorganger

— Es existiert genau ein Wurzelknoten, der
keinen Vorganger hat

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Abgeleitete Eigenschaften

 Fir jeden Knoten existiert ein
eindeutiger Pfad, der ihn mit
dem Wurzelknoten verbindet.
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Abgeleitete Eigenschaften

» FUr jeden Knoten existiert ein
eindeutiger Pfad, der ihn mit
dem Wurzelknoten verbindet.

oy
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Abgeleitete Eigenschaften

 Fir jeden Knoten existiert ein
eindeutiger Pfad, der ihn mit
dem Wurzelknoten verbindet.
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Abgeleitete Eigenschaften

« Jeder Knoten ist Wurzelknoten eines
zugehorigen Sub-Baumes (wird spater
zur Definition des ADT verwendet).
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Abgeleitete Eigenschaften

 Jeder Knoten ist Wurzelknoten eines
zugehdorigen Sub-Baumes (wird spater
zur Definition des ADT verwendet).
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Abgeleitete Eigenschaften

 Jeder Knoten ist Wurzelknoten eines
zugehorigen Sub-Baumes (wird spater
zur Definition des ADT verwendet).
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Weitere Begriffe

« Die Tiefe eines Knotens ist gleich der
Lénge des zugehdrigen Pfades von der
Wurzel.

» Die Hohe eines Baumes ist gleich der
Tiefe des tiefsten Knotens.

» Der Grad eines Knotens ist die Anzahl
seiner Nachfolger.
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Weitere Begriffe

 Der eine Knoten ohne Vorganger heiBlI
Wurzelknoten

» Knoten ohne Nachfolger heiRen Blatte

« Alle anderen Knoten sind innere Knot
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Weitere Begriffe

» Seienwy, ..., w, die Nachfolger des
Knotens v, dann gilt fur alle w;:
height(subtree(w;)) < height(subtree(v))ll

* Gilt auRBerdem fiir alle w;:
height(subtree(w,)) = height(subtree(v))lz
dann heif3t der Baum balanciert.
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Weitere Begriffe

« Gilt fir alle Knoten v mit Nachfolgern
Wy, ... W, eines Baumes:
height(subtree(w)) = height(subtree(v))l.
so heif3t er vollstandig.

« Bei vollstandigen Baumen ist allerdings
erlaubt, dass fir height(subtree(v)) = 1
die Sub-Baume subtree(w;) entweder di
Hohe 0 haben oder leer sind.
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Darstellung von Baumen

» Graph
» Klammerung
* Mengen

 Strukturierte
Inhaltsverzeichnisse
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Darstellung von Baumen

Graph

Klammerung
A(B(C,D),E(F,G))

Mengen

Strukturierte
Inhaltsverzeichnisse
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Darstellung von Baumen

» Graph

» Klammerung

©

O

* Mengen

 Strukturierte
Inhaltsverzeichnisse
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Darstellung von Baumen

Graph 1) A
Klammerung 11)B
1.2)C
Mengen 2)D
Strukturierte 21E

Inhaltsverzeichnisse 211)F
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Konventionen

* In den meisten Anwendungen betrachte
wir nur Ba&ume mit beschranktem oder
konstantem Knotengrad (z.B. Binarbaumnje).

» Wie bei Listen bendtigen wir einen Marker,
der anzeigt, wo die nachste Operation
angewendet werden soll. In der Regel
ergibt sich dieser aus dem Algorithmus.
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Datentyp: Bindrbaum

Knotentyp ... beliebig

Create - Tree
Node : TreexValxTree - Tree
Left . Tree - Tree
Right : Tree - Tree
Value : Tree - Val
Empty : Tree - Bool
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Datentyp: Bindrbaum

* Empty(Create()) =true
Empty(Node(L,V,R)) = false

Left(Node(L,V,R)) =L
* Right(Node(L,V,R)) =R

* Value(Node(L,V,R)) =V
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Implementierung

Pointer (einfach / doppelt)

* Anchor / Sentinel

Knotengrade (fest / variabel)

Array-Implementierung fur
vollstandige Baume

Informatik VIl
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Implementierung
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Implementierung

/XN
e
LN X

A
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Implementierung

Sentinel A(

X A
()
s AP A
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Implementierung

Variable
Knotengrade
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Array-Implementierung

Vollstandige Baume (z.B. Binarbaume)
N(k) = Anzahl der Knoten der Tiefe k
N(k) =2 N(k-1) - N(k) =2k

Speichere die Knoten der Tiefe k in
den Array-Eintragen A[2k... 2k+1-1]

Jeder Knoten A[i] findet seine Nachfolger
in A[2i] und A[2i+1]

Informatik VIl
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Array-Implementierung

| oo ] Xi | Xa | Xi | Xoi| Xoiea | Xi | X

A
A A
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@

Array-Implementierung

| o] Xi | Xa X [Xoi| Xaiea | X | X
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()

Beispiel: Arithmetische Terme

¢ ,nhormale” (Infix) Notation:
A+B*(C+D)/E

¢ Postfix Notation:. ABCD+*E/+

* Préafix Notation:
(Polnische Notation)

+A/*B+CDE

 Vorteil: keine Klammern notwendig !
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Stack-Computer

ABCD+*E/+

top
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@

Stack-Computer

ABCD+*E/+

top

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

()

Stack-Computer

ABCD+*E/+

top
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()
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Stack-Computer

ABCD+*E/+

A|B|C

T

top
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@

Stack-Computer

ABCD+*E/+

A|B|C|D

top
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()

Stack-Computer

ABCD+ *E/+

A | B c+D

T

top
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@

Stack-Computer

ABCD+*E/+

)}

A

top
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Stack-Computer

ABCD+*E /+

Al ®

E
Ttop
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()

Stack-Computer

ABCD+*E/ +

)\

A

top
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Stack-Computer

ABCD+*E/+

A+B*(C+D)/ E

.

T

top
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Arithmetische Terme

» Term = Variable oder
Summe von Produkten

 Produkt = Multiplikation von Termen

 Hierarchische Struktur — Baumstruktur
« Grundoperationen: IRxIR - IR
¢ Bindrbaum

* Rekursive Struktur - Rekursive Prozeﬂj'\r

Informatik VIl
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Term - Binarbaum

Term:

| Product|

| Product |
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Term - Binarbaum

* BinTree ReadTerm()
L = ReadProduct();

while ((op = getChar()) in{ '+, -"})
R = ReadProduct();
L = Node(L,o0p,R);

return L;
Informatik VIl
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Term - Binarbaum

Product:

| Factor | | Factor |
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Term - Binarbaum

¢ BinTree ReadProduct()
L = ReadFactor();

while ((op = getChar())in{ O, = })
R = ReadFactor();
L = Node(L,op,R);

return L;
Informatik VIl
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Term - Binarbaum

Factor:
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Term - Binarbaum

* BinTree ReadFactor()
¢ = getChar();
if(cin{"a’,..,"z2'})

return Node(Create(),c,Create(D'

else // c=="(
L = ReadTerm();
c =getChar(); // c==")

return L;
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Term - Binarbaum

A+B*(C+D)/E
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Term - Binarbaum

A+B*(C+D)/E

ReadTerm()
ReadProduct()
ReadFactor()

Informatik VIl

Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

@

Term - Binarbaum

A+B*(C+D)/E ®)
ReadTerm()
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Term - Binarbaum

A+B*(C+D)/E @

ReadTerm()

ReadProduct()
ReadFactor()
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Term - Binarbaum

A+B* (C+D)/E ®
ReadTerm()
ReadProduct() @
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@

Term - Binarbaum

A+B*(C+D)/E ®

ReadTerm()

ReadProduct() @
ReadFactor()

ReadTerm()
ReadProduct()

ReadFactor()
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()

Term - Binarbaum

A+B*(C +D)/E ®

ReadTerm()

ReadProduct() @
ReadFactor()

ReadTerm()

ReadProduct() C
ReadFactor()
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Term - Binarbaum

A+B*(C+ D)/E ®
ReadTerm()
ReadProduct() @

ReadFactor()

ReadTerm() @
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@

Term - Binarbaum

A+B*(C+D)/E ®)

ReadTerm()

ReadProduct() @
ReadFactor()

ReadTerm() @
ReadProduct() @

ReadFactor()
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()

Term - Binarbaum

A+B*(C+D) /E @
ReadTerm()
ReadProduct() @
ReadFactor()

©

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

()

15



Term - Binarbaum

A+B*(C+D) /E ®

ReadTerm()
ReadProduct()
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@

Term - Binarbaum

A+B*(C+D)/ E ®

ReadTerm()
ReadProduct()
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()

Term - Binarbaum

A+B*(C+D)/E ®

ReadTerm()
ReadProduct()
ReadFactor()
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Term - Binarbaum

A+B*(C+D)/E ®

ReadTerm()
ReadProduct()
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Term - Binarbaum

A+B*(C+D)/E

ReadTerm()
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Term - Binarbaum

A+B*(C+D)/E
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Traversierung
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Traversierung

» Traverse(BinTree T)

if (Leaf(T))
output(Value(T));
else
Traverse(Left(T));
Traverse(Right(T));
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Traversierung
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Traversierung

» Operator (= Knotenwert) steht
« vor den Argumenten - Prafix
« zwischen den Argumenten - Infix
« nach den Argumenten - Postfix

» Einfache Varianten der rekursiven
Traverse

Informatik VIl
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Prafix

» Traverse(BinTree T)

if (Leaf(T))
output(Value(T));
else
output(Value(T));
Traverse(Left(T));
Traverse(Right(T));
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()

Infix

» Traverse(BinTree T)

if (Leaf(T))
output(Value(T));
else
Traverse(Left(T));
output(Value(T));
Traverse(Right(T));

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

()

17



Infix

« Traverse(BinTree T)

Postfix

if (Leaf(T)) Achtung: Klammern
output(Value(T)); | fur korrekte Syntax

else notwendig !!!

output("();
Traverse(Left(T));
output(Value(T));
Traverse(Right(T));
output(’)");
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» Traverse(BinTree T)

if (Leaf(T))
output(Value(T));
else
Traverse(Left(T));
Traverse(Right(T));
output(Value(T));
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Traversierungsstrategien

» Rekursive Algorithmen
— Depth-first
* Préfix / Infix / Postfix

¢ Nicht-rekursive Algorithmen
— Depth-first (Stack)
— Breadth-first (Queue)

Informatik VIl
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Depth-First

» Traverse(BinTree T)

if (Leaf(T))
output(Value(T));
else
Traverse(Left(T));
Traverse(Right(T));
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Depth-First

« Traverse(BinTree T)

S = CreateStack(); S = Push(T,S);
DepthFirst(S);

« DepthFirst(Stack S)
while ('Empty(S))
T =Top(S); S=Pop(S),
... do somethingwith T ...

if (Empty(Right(T)) S = Push(Right(T)/,E
if (Empty( Left(T)) S =Push( Left(T)§);

Informatik VI
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Breadth-First

« Z&hle die Knoten nach ihrer Tiefe sortiert aufy
d.h. alle Knoten mit Tiefe k vor dem ersten
Knoten mit Tiefe k+1

¢ Labyrinth-Suche: Gehe nicht bis zur
Sackgasse (depth-first), sondern probiere erf§
alle Pfade der Lange k vor den Pfaden mit
Lange k+1 ...

—

« Verhindert unendliches Suchen
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Breadth-First

« Traverse(BinTree T)

Q = CreateQueue(); Q = Enq(T,Q);
BreadthFirst(Q);

« BreadthFirst(Queue Q)
while ('Empty(Q))
T=Get(Q); Q=Deq(Q);
... do somethingwith T ...
if '\Empty( Left(T)) Q = Enq( Left(T),Q;
if 'Empty(Right(T)) Q = Eng(Right(T),Q);
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Suchbaume

» Baume ermdglichen wesentlich
schnelleren Zugriff auf Elemente
als bei lineare Strukturen

* Sortiere die Knoten (kommt spater)
— 1-dimensional
— k-dimensional
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Anzahl der Knoten

* Minimale Anzahl von Knoten in einem
Binarbaum der Hohe h: N,,(h) = h+1

» Maximale Anzahl: N, (h) = 21 -1
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Hohe des Baumes

* FiUr n Knoten ist die maximale Hohe
des Binarbaumes: H,,,(n) = n-1

* Die minimale Hohe:
H,.in(n) = [log(n+1)/log(2) - 1

+ Die Tiefe+1 eines Knoten beschreibt dif
Anzahl der Zugriffe, um ihn zu finden.

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Fragen der Effizienz

e Optimaler Zugriff bei vollstandigen
Baumen. Diese sind aber nicht immer
einfach zu konstruieren.

 Balancierte Baume ...
Nbal,max(h) =2m1-1
Nbal,min(h) =1+N baI,min(h'l) + Nbal,min(h'z)
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Fragen der Effizienz

* Minimale Anzahl von Knoten

Nbal,min(h) =1+N bal,min(h'l) + Nbal,min(h'z)
22 Nbal,min(h'z)
24 Nbal,min(h'4)

> { 207072 Ny (1) .. H unge!?e
2n2 Nbal.min(o) . H geragie

>v2h
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Fragen der Effizienz

* Minimale Anzahl von Knoten
Nbal,min(h) 2 \/2 n

* Maximale Hohe fiir n Knoten
Hpa,max(n) <[ log(n)/log(v2)
=2[log(n)/log(2) ]
=2 Hmin(n)
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(1.3) Baume

* Hierarchische Datenstruktur

« Zusammenfassung von Gruppen
(z.B. Bund / Lander / Gemeinden)

« Eindeutige Schachtelung

» Typische Anwendungen
 Such- / Entscheidungsprobleme
« Strukturierte Aufzéhlung
« Komplexitatsreduktion
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Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Definitionen

» Ein Baum B=(V,E) besteht aus einer
Menge von Knoten V und einer Menge
von Kanten E, so dass ...

— Es existieren keine gerichteten oder
ungerichteten Zyklen

— Jeder normale Knoten hat genau einen
Vorganger

— Es existiert genau ein Wurzelknoten, der
keinen Vorganger hat
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Datentyp: Bindrbaum

Knotentyp ... beliebig

Implementierung

T
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Create Tree
Node : Tree x Valx Tree Tree
Left . Tree Tree
Right : Tree Tree
Value : Tree Val
Empty : Tree Bool
Informatik VI
et o L. ( )
Implementierung

/XN
@
LN, 2N
A
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Implementierung

AT A
Sentinel A(

s A
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Implementierung

Variable
Kontengrade

Array-Implementierung

Informatik VIl
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Beispiel: Arithmetische Terme

¢ ,nhormale” (Infix) Notation:
A+B*(C+D)/E

¢ Postfix Notation:. ABCD+*E/+

 Préafix Notation: +A/*B+CDE
(Polnische Notation)

 Vorteil: keine Klammern notwendig !

Arithmetische Terme

Informatik VIl
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Term = Variable oder
Summe von Produkten

Produkt = Multiplikation von Termen

Hierarchische Struktur — Baumstruktur
« Grundoperationen: IRxIR - IR
¢ Bindrbaum

Rekursive Struktur — Rekursive Prozeﬂj'\

Informatik VIl
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)

Term - Binarbaum

Term:

| Product| | Product |

Term - Binarbaum

* BinTree ReadTerm()

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
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L = ReadProduct();

while ((op = getChar()) in{ '+, -"})
R = ReadProduct();
L = Node(L,op,R);

return L;
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Term - Binarbaum

[Factor |

| Factor |

Informatik VIl
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@

Term - Binarbaum

* BinTree ReadProduct()
L = ReadFactor();

while ((op = getChar()) in{ O,

R = ReadFactor();
L = Node(L,op,R);

return L;

=}

Informatik VIl
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Term - Binarbaum

Factor:
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Term - Binarbaum

* BinTree ReadFactor()
¢ = getChar();
if(cin{"a’,..,"z'})

return Node(Create(),c,Create(

else I/ c=="(
L = ReadTerm();
c =getChar(); // c==")

return L;

Informatik VIl
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Traversierung

Informatik VI
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()

Traversierung

» Traverse(BinTree T)

if (Leaf(T))
output(Value(T));
else
Traverse(Left(T));
Traverse(Right(T));

Informatik VIl
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Traversierung

¢ Operator (= Knotenwert) steht
« vor den Argumenten - Préafix
¢ zwischen den Argumenten - Infix
« nach den Argumenten - Postfix

* Einfache Varianten der rekursiven

Traverse
Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Traversierungsstrategien

» Rekursive Algorithmen
— Depth-first
« Préfix / Infix / Postfix

* Nicht-rekursive Algorithmen
— Depth-first (Stack)
— Breadth-first (Queue)

Informatik VIl
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Depth-First

« Traverse(BinTree T)

S = CreateStack(); S = Push(T,S);
DepthFirst(S);

« DepthFirst(Stack S)
while ('Empty(S))
T =Top(S); S=Pop(S);
... do somethingwith T ...
if (Empty(Right(T)) S = Push(Right(T),$);
if '(Empty( Left(T)) S =Push( Left(T),8);

Informatik VIl
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Breadth-First

* Traverse(BinTree T)

Q = CreateQueue(); Q = Enq(T,Q);
BreadthFirst(Q);

« BreadthFirst(Queue Q)

while ('Empty(Q))
T =Get(Q); Q=Deq(Q);
... do something with T ...
if \Empty( Left(T)) Q = Enq( Left(T),Q;
if (\Empty(Right(T)) Q = Enq(Right(T),Q);

Informatik VIl
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Suchbaume

« Baume ermdglichen wesentlich
schnelleren Zugriff auf Elemente
als bei lineare Strukturen

« Sortiere die Knoten (kommt spater)
— 1-dimensional
— k-dimensional

Anzahl der Knoten

* Minimale Anzahl von Knoten in einem
Binarbaum der Hohe h: N_;,(h) = h+1

« Maximale Anzahl: N, (h) =2 -1

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
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Hobhe des Baumes

» Fir n Knoten ist die maximale Héhe
des Binarbaumes: H,,,(n) =n-1

» Die minimale Hohe:
H..,(n) = [og(n+1)/log(2) 1 - 1

« Die Tiefe+1 eines Knoten beschreibt dif
Anzahl der Zugriffe, um ihn zu finden.

Informatik VIl
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Fragen der Effizienz

» Optimaler Zugriff bei vollstédndigen
Baumen. Diese sind aber nicht immer
einfach zu konstruieren.

 Balancierte Baume ...
- Nbal,max(h) = 2h+1 -1
- Nbal,min(h) =1+N bal,min(h'l) + Nbal,min(h'z)

Informatik VIl
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Fragen der Effizienz

* Minimale Anzahl von Knoten
- Nbal,min(h) =V2h

* Maximale Hohe fiir n Knoten
— Hoaimax(n) < log(n)/log(v2) |
=2[log(n)/log(2) 1
=2 Hmin(n)

Informatik VIl
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Suchen in Suchbaumen

» Knoten sind sortiert angeordnet
(Sortieralgorithmen spater)
* max(T) = maximaler Knotenwert im Baum T
« min(T) = minimaler Knotenwert im Baum T

« Sortierung ... fur alle Knoten/Sub-B&ume gilt:
max(Left(T)) < Value(T) < min(Right(T))

» Depth-first Traversal

* Mit jedem Test kann bis zu der Halfte der
Knoten ausgeschlossen werden.

Informatik VIl
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Suchen in Suchbaumen

* Bool Search(Element X, BinTree T)
if (X == Value(T))
return true;
else if (Leaf(T))
return false;
else if (X < Value(T))
Search(X,Left(T));
else
Search(X,Right(T));

Informatik VI
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Einfigen und Loschen

* Bei Suchbaumen bestimmt der Wert de|
Elementes die Position im Baum
(impliziter Marker)

« Einfugereihenfolge bestimmt die Strukljr
(bessere Algorithmen spater)

¢ Ldschen innerer Knoten nicht trivial

Informatik VIl
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Einfagen

* Insert(X,Create()) =
Node(Create(),X,Create())

* Insert(X,Node(L,Y,R)) =
if (X <Y) Insert(X,L);
if (X >Y) Insert(X,R);

Informatik VIl
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Ldschen

* Remove(X,Node(L,Y,R)) =
if (X <Y) Remove(X,L);
if (X>Y) Remove(X,R);
IIX#Y

* Max(Node(L,X,Create()) = X
Max(Node(L,X,R)) =Max(R)

* Min(Node(Create(),X,R) = X
Min(Node(L,X,R)) = Min(L)

Informatik VIl
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Ldschen

* Remove(X,Node(L,X,R)) =

if (L # Create())
Node(Remove(Max(L),L),Max(L)iR)
else if (R # Create())
Node(L,Min(R),Remove(Min(R),
else
Create(); //L=R=_Create()

~
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Beispiel
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Beispiel

* Remove(O,T);

Informatik VI
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Beispiel

» Remove(O,Node(Create(), O,Create());

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt




Beispiel

 Create()

Informatik VIl
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Beispiel
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Beispiel

* Remove(O,T);

Informatik VIl
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Beispiel

» Remove(O,Node(L, OR));
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Beispiel

« Remove(O,Node(L, QR));
@ = Max(L);

Informatik VI
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Beispiel

« Remove(O,Node(L, OR));
@ = Max(L);
Remove(@,L)

Informatik VIl
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Beispiel

* Remove(O,Node(L, QR));
@ = Max(L);
Node(Remove(@.L), ®R)

Informatik VIl
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Beispiel
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k-dimensionale Suchbaume

* Beispiel: Suche nach Punkten im IR ?
(n&chste Tankstelle, ...) oder im IR

« Verwende 2%-nare Baume
* Quadtree (IR?)
« Octree (IR3)

¢ kD-Baume (k-dimensionale Binérb'aurrﬁ

Informatik VIl
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Quadtree
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kD-Baume

e Datentyp: Binarbaum
« Jeder Knoten enthélt einen k-dim. Wert

« Sortierung fur Knoten T der Tiefe h:
max(Left(T)) < Value,(T) < min,(Right(f)

» Subskript h bedeutet: Verwende die
(h mod k)-te Koordinate

Informatik VI
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Weitere Baumstrukturen ...

« Baum-Strukturen beschleunigen die
Suche in groRen Datenmengen.

« Einflgeoperationen beeinflussen die
Verteilung der Knoten im Baum.

» Ldschungsoperationen kénnen eine
komplexe Umstrukturierung des
Baumes bewirken.

Informatik VIl
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(1.4) Prioritatsschlangen

Warteschlangen mit ,Vordréangeln“
* Einfigen am Ende der Schlange

» Jedes Element hat eine Prioritat

Deq() liefert immer das Element
mit der héchsten Prioritat

Informatik VIl
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Prioritatsschlangen

Elemente: X OW‘'=W x IR
Wertebereich: L={} OW' 0 W20 W3 [l

Create : - L
Eng* WXL - L
Deq L - L
Get i L - W
Empty : L - Bool

Informatik VIl
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Prioritatsschlangen

« Empty(Create()) = true
Empty(Enq(x,z)) = false

« Deq(Enq(x,Create())) = Create()
Deq(Enq(x,z)) = Enq(x,Deq(z)) ifz ¢I}

* Get(Enq(x,Create())) = x
Get(Enq(x,z)) =Get(z) ifz#{}

Informatik VIl
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Prioritdtsschlangen

« Enq() : Standardoperator

« Eng*() : flige Element x bzgl. seiner
Prioritat x.prio ein.

« Eng*(x,Enq(y,2)) = Eng(y.Eng*(x,2))
if X.prio > y.prio

Eng*(x,Eng(y,2)) = Enq(x,Eng(y.2))
if x.prio < y.prio

Informatik VI
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Prioritatsschlangen

=

» Aufwand steigt proportional zur Lange dl
Liste (= Zahl der Axiom-Anwendungen).

* Liste wird vollstandig sortiert, obwohl
eigentlich nur das Element mit maximalel
Prioritéat gefunden werden muf3.

» Ein- und Ausflige-Reihenfolge nicht

vorhersagbar.
Informatik VIl
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Effiziente Implementierung

Warteschlangen: einfache Implemen-
tierung (front und back Pointer)

 Binar-Baume: schneller Elementzugriff

Array-Implementierung vollstéandiger
B&aume kombiniert beide Vorteile

Aber: Bei Suchbaumen ist das maximal
Element unten im Baum ...

Informatik VIl
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Heap-Bedingung

» Neue Sortierung der Knoten im Baum
« Fir alle Knoten: T = Node(L,x,R)
* max_prio(L) < x.prio
* max_prio(R) < x.prio

» Element mit maximaler Prioritat ist
im Wurzelknoten gespeichert.

* Sortierung der Elemente nur entlang
der Pfade im Binarbaum.

Informatik VIl
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Effiziente Implementierung

¢ Array-Implementierung
* Front-Pointer bleibt fest
» Element mit maximaler Prioritat in S[1]
» Back-Pointer variabel
« Einfugen in S[back]

lfront lback
Xi

|x1 Xo [ | Xn | X [ X | X | X [ X

X; |
Informatik VIl
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Effiziente Implementierung

* Enq(x)
if (back+1 == Lange)
Q-FULL-ERROR
else
i =back; back++;
S[i] =x;
while (i!l=1) & (S[i]>S[i/2])
swap(S[i], S[i/2]);
i=il2;

Informatik VIl
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* Deq()
if (back == 0)
i=1; back--; S[1]= S[back];
while (i <= (back-1) / 2)
j=2*;
Jif (j <back-1) & (S[j]1< S[j+1])
jtt;
if (S[i]<S[j)
swap(S[i], S[j]);
i=j;
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Beispiel

lback

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Beispiel

Enq(5)

lback

1

2 3 45 6 7 8 9 10
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Beispiel

lback
5

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Beispiel

Enq(3)

lback

1

2 3 45 6 7 8 9 10
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Beispiel

lback
513

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Beispiel

Ena(2)

lback
3

1

2 3 45 6 7 8 9 10
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Beispiel

lback
513]2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Beispiel

Enq(8)

lback

5|3

2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Beispiel

lback
513128

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Beispiel

lback

5|3

2

8

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

t 1
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Beispiel

lback
518]12]|3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Beispiel

lback

5|8

2

3

1 2 3 45 6 7 8 9 10

t 1t
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Beispiel

lback
213

= | oo
N on

3 4 5 6 7 8 9 10

.
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Beispiel

Enq(7)

lback

8|5

2

3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Beispiel

lback
8151237

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Beispiel

lback

8|5

2

3

7

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

t 1
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Beispiel

lback
81712|3|5

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Beispiel

lback

8|7

2

3

5

1 2 3 45 6 7 8 9 10

t 1!
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Beispiel

Enq(6)

lback
81712|3]|5

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Beispiel

lback
71213]|5]|6

1

2 3 45 6 7 8 9 10
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Beispiel

lback
81712|3|5]|6

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

t 1
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Beispiel

lback
71613152

1

2 3 45 6 7 8 9 10

t 1
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Beispiel

lback
81716352

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

t 1
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Beispiel

Deq()

lback
7161352

1

2 3 45 6 7 8 9 10
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Beispiel

lback
716[3|5]|2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

()

14



Beispiel

lback
71613152

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

t !
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Beispiel

lback
2171635

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Beispiel

lback
217161315

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

r t1
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Beispiel

lback
7121635

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Lt
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Beispiel

lback
712161315

1 2 3 45 6 7 8 9 10

r t1
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Beispiel

lback
71516132

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Beispiel

lback
715161312

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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(1.5) Graphen

« Darstellung allgemeiner Beziehungen
zwischen Objekten/Elementen
. Objekte = Knoten: V = {v,, ..., v}
» Beziehungen = Kanten: E = {(a,,b,), ... (am,bml

» Kanten kdnnen gerichtet (Vorganger/
Nachfolger) oder ungerichtet
(Nachbarschaft) definiert werden.
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Beispiele

Flugverbindungen (ungerichtet)

StralRennetz in Aachen (gerichtet)
Abhéangigkeiten von Arbeitspaketen in eine
GroRprojekt (gerichtet)

« 3D Polygonmodelle in der Computergraphi
(ungerichtet)

Querbezige in einem Hypertext -Dokument
(HTML) (gerichtet)
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Beispiele

=
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Beispiele

Workflow Mechaji@nic
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Beispiele
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Begriffe

e Zusammenhéangend (stark)
Vollstandig

 Isomorph

 Planare Graphen
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Begriffe

Zusammenhangend (stark)

* Fur jedes Paar v;, v; von Knoten existiert ein

Pfad von Kanten von v; nach v; oder (und)
von v; nach v;.

Vollstandig

Isomorph

Planare Graphen

Informatik VIl
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Begriffe

e Zusammenhéangend (stark)
Vollstandig

» Zwischen je zwei Knoten existiert eine Kante
em=n*n-1)/2

* Isomorph

Planare Graphen
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Begriffe

Zusammenhangend (stark)
Vollstandig

Isomorph

« Graphen (V,,E,) und (V,,E,) durch Permutatiof
der Knoten(indizes) ineinander Uberfuhrbar.

« Notwendige Kriterien: n, = n,, m, = m,, Anzahl
der Knoten mit Grad k, ...

Planare Graphen
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Kohlenwasserstoffe
©
eﬁwafpa OO0
© ©
©

@@2@@ o<
. {3
©

Ca®a@a®a@® ®
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Begriffe

Zusammenhéangend (stark)
Vollstandig
Isomorph

Planare Graphen
« Zerlegung der Ebene in disjunkte Zellen
« Kompatibilitdétsbedingungen zwischen Kanten

Informatik VIl
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Mobilfunknetze
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Reprasentationen

 Allgemeine Graphen
— Adjazenzmatrix
— Adjazenzliste

 Planare Graphen

» Simplex-Strukturen

Informatik VIl
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Adjazenzmatrix

* Knoten: V={v,, ..., v}

« A 0OBool nxn

a;=1falls (i,j) O E, a; = 0 sonst
j-te Spalte: alle Nachfolger von v,

* i-te Zeile: alle Vorgénger von v,
« A symmetrisch fiir ungerichtete Graphjﬂ

Informatik VIl
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Adjazenzmatrix
o&refya
G,
010000
101000
A= | 010100
001011
000100
000100

Informatik VIl
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Zusammenhangskomponenteiu

O-O-R-®»®
©®

110000
511900
B=A+1=10601111
000110
000101

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
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Zusammenhangskomponente*u

O-O0-3»0®
©®

B2 =

CoOOoRr Rk
OOoR kR
RPRERRRE
RPRRRRO
RPRRPROO
RPRRROO

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Zusammenhangskomponenteiu

O-O-C»W®
©

B3 =

COoORRRR
PRRRRR
RPRRRRR
PRRRRR
RPRRRPRO
RPRRPRRO

Informatik VIl
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Zusammenhangskomponente‘\

O-O-3H»®
©

,Durchmesser”

I
RPRREREE
RPRRRRE
RPRREREE
RPRRRRE
e e
RPRRRRRE
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Adjazenzlisten

« Bei komplexen Graphen bestehen oft ndf
lokale Knotenbeziehungen

+ Die meisten Eintrage der Adjazenzmatri§
sind ,,0“ (diinn besetzte Matrix)

» Speichere nur die existierenden Kanten

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Adjazenzlisten

oRrw

O-0-3H»O®
©®

BRWNEN

Informatik VIl
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Adjazenzlisten

« Fur gerichtete Graphen werden Vorganger -
und Nachfolger-Listen verwaltet.

» Speicherverbrauch: (#Nachbarn < k)
» A-Matrix: n2 bit
e A-Listen: n*k*b=n*k*log(n)

« Beispiel:
Regionalbahnen in Aachen und Wladiwostﬂ\

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
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Planare Graphen

* ... beschreiben eine Partition der
Ebene in disjunkte Zellen.

» Knoten sind durch Kanten verbunden
und diese bilden Zellen (Maschen).

* Planar: es ist méglich die Knoten so
zu platzieren, dass sich die Kanten
nicht kreuzen.

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Planare Graphen

« Kompatibilitatsbedingungen
— eindeutiger Umlaufsinn fur die Nachbarn
jedes Knotens

— eindeutiger Umlaufsinn fur die Kanten
jeder Zelle / Masche

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Planare Graphen

» Kompatibilitditsbedingungen
— eindeutiger Umlaufsinn fur die Nachbarn
jedes Knotens

— eindeutiger Umlaufsinn fiir die Kanten
jeder Zelle / Masche

@Q O,
(X
© @

Informatik VIl
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Kantenstrukturen

» Kanten verbinden Knoten

* Kanten verweisen auf benachbarte
Kanten (Umlaufsinn)

* Garantiert die

Kantenstrukturen

* public class Edge {
Node A,B;
Edge Ny,N,;
Edge P,,P,;

}

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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Planaritat
Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
Kantenstrukturen
« public class Edge {

Node A,B;

Edge Next;
Edge Prev;

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Kantenstrukturen

 public class Edge {
Node A,B;
Edge Next;
Edge Prev;

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Kantenstrukturen

* public class Edge {
Node A,B;
Edge Next;
Edge Prev;

}

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Kantenstrukturen

* public class Edge {
Node A,B;
Edge Next;
Edge Prev;

}

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Halb-Kantenstrukturen

/S

N

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

L

)

Halb-Kantenstrukturen

« public class HEdge {

Node A;

Edge Next;

Edge Opposite;
}

S\

\/

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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Halb-Kantenstrukturen

« public class HEdge {

Node A,

Edge Next; /

Edge Prev;

Edge Opposite; \

}

A

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

L

)

Liste der Nachbarn

1. Start at vertex

WX

()

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Liste der Nachbarn

1. Start at vertex
2. Outgoing halfedge

\
\/
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Liste der Nachbarn

1. Start at vertex
2. Outgoing halfedge
3. Opposite halfedge .

WA
./\\/

O
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Liste der Nachbarn

Start at vertex
Outgoing halfedge
Opposite halfedge

aprwdpE

Informatik VIl
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Liste der Nachbarn
1. Start at vertex
2. Outgoing halfedge
3. Opposite halfedge
4. Next halfedge \\ /

o
Informatik VIl ( )
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Liste der Nachbarn
1. Start at vertex
2. Outgoing halfedge
3. Opposite halfedge
4. Next halfedge \ /
5. Opposite
6. Next \
7. .. — g

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Simplex-Strukturen

» Simplices sind die
einfachsten k-dim.
Strukturen

* Punkt

« Strecke

« Dreieck

* Tetraeder

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Simplex-Strukturen

 Ein k-Simplex hat
—k+1 Knoten
—k+1 Nachbarn

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Simplex-Strukturen

» Seine k+1 Flachen
sind
(k-1)-Simplices

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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Simplex-Strukturen

« public class k_Simplex {
Node Vertices[k+1];
(k-1)_Simplex  Faces[k+1];
}

« Darstellung beliebig dimensionaler Komplex§
mit disjunkten Zellen

« Navigation / Aufzéhlung schwieriger

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Einfligen und Loschen

« Bei Suchbaumen bestimmt der Wert def
Elementes die Position im Baum
(impliziter Marker)

« Einfugereihenfolge bestimmt die Strukfur
(bessere Algorithmen spéter)

» Loschen innerer Knoten nicht trivial

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Einflgen

¢ Insert(X,Create()) =
Node(Create(),X,Create())

* Insert(X,Node(L,Y,R)) =
if (X <£Y) Insert(X,L);
if (X >Y) Insert(X,R);

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Ldschen

* Remove(X,Node(L,Y,R)) =
if (X <Y) Remove(X,L);
if (X >Y) Remove(X,R);
IIX#Y

* Max(Node(L,X,Create()) = X
Max(Node(L,X,R)) = Max(R)

* Min(Node(Create(),X,R) = X
Min(Node(L,X,R)) =Min(L)

Informatik VIl
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Ldschen

¢ Remove(X,Node(L,X,R)) =
if (L # Create())
Node(Remove(Max(L),L),Max(L)IR)
else if (R # Create())
Node(L,Min(R),Remove(Min(R),
else
Create(); //L=R=Create()

~

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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k-dimensionale Suchbaume

« Beispiel: Suche nach Punkten im IR ?2
(n&chste Tankstelle, ...) oder im IRk

* Verwende 2%-nare Baume
* Quadtree (IR?)
* Octree (IR%)

+ kD-Baume (k-dimensionale Binarbaurm

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Quadtree

Informatik VIl
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kD-Baume

« Datentyp: Binarbaum
» Jeder Knoten enthalt einen k-dim. Wert

e Sortierung fur Knoten T der Tiefe h:
max, (Left(T)) < Value,(T) < minh(Right(i))

¢ Subskript h bedeutet: Verwende die
(h mod k)-te Koordinate

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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kD-Baume

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt
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(1.4) Prioritatsschlangen

Prioritatsschlangen

Warteschlangen mit ,Vordréngeln®

Elemente: X OW'=W x IR
Wertebereich: L= {} OW' O W20 W3 [l

Einflgen am Ende der Schlange
Jedes Element hat eine Prioritat

Deq() liefert immer das Element
mit der hdchsten Prioritéat

Create : - L
Eng* : W'xL - L
Deq T L - L
Get 'L - W
Empty : L - Bool

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Prioritdtsschlangen

Enq() : Standardoperator

Eng*() : flge Element x bzgl. seiner
Prioritat x.prio ein.

Eng*(x,Ena(y,2)) = Enq(y,Eng*(x,2))
if X.prio > y.prio

Eng*(x,Enaq(y,z)) = Enq(x,Enq(y,z))

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

if x.prio < y.prio

Heap-Bedingung

» Neue Sortierung der Knoten im Baum
« Fir alle Knoten: T = Node(L,x,R)
* max_prio(L) < x.prio
¢ max_prio(R) < x.prio

« Element mit maximaler Prioritat ist
im Wurzelknoten gespeichert.

* Sortierung der Elemente nur entlang
der Pfade im Binarbaum.

Informatik VIl
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Effiziente Implementierung

 Array-Implementierung
* Front-Pointer bleibt fest
» Element mit maximaler Prioritat in S[1]
» Back-Pointer variabel
« Einfugen in S[back]

lfront lback
X

|x1 Xo [ | Xn | X [ Xi | X | X

X; |
Informatik VIl
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Effiziente Implementierung

* Enq(x)
if (back+1 == Lange)
Q-FULL-ERROR
else
i =back; back++;
S[i] =x;
while (il=1) & (S[i]>S[i/2])
swap(S[i], S[i/2]);
i=il2;

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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* Deq()
if (back == 0)
[i=1; back--; S[1]=S[back]; |
while (i <= (back-1)/2)
j=2%;
if (j <back-1) & (S[j] < S[j+1])
j++;

TSl <S[1)])

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia
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(1.5) Graphen

« Darstellung allgemeiner Beziehungen
zwischen Objekten/Elementen
. Objekte = Knoten: V = {v,, ..., v}
» Beziehungen = Kanten: E = {(a,,b,), ... (am,bml

» Kanten kdnnen gerichtet (Vorganger/
Nachfolger) oder ungerichtet
(Nachbarschaft) definiert werden.

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Begriffe

e Zusammenhéngend (stark)
Vollstandig

 Isomorph

Planare Graphen

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
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Représentationen

» Allgemeine Graphen
— Adjazenzmatrix
— Adjazenzliste

* Planare Graphen

 Simplex-Strukturen

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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Adjazenzmatrix
01refre
G,
010000
101000
A= 010100
001011
000100
000100

Informatik VIl
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Adjazenzlisten

04}Ofre 1:2

® 2:1,3
3:.24
4:3,5,6
5.4
6:4

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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Planare Graphen

... beschreiben eine Partition der
Ebene in disjunkte Zellen.

* Knoten sind durch Kanten verbunden
und diese bilden Zellen (Maschen).

 Planar: es ist moglich die Knoten so
zu platzieren, dass sich die Kanten
nicht kreuzen.

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia
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Kantenstrukturen

» Kanten verbinden Knoten

» Kanten verweisen auf benachbarte
Kanten (Umlaufsinn)

» Garantiert die

Kantenstrukturen

« public class Edge {
Node A,B;
Edge Next;
Edge Prev;

}

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Planaritat
Informatik VIl ( )
Computergraphics = & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
Kantenstrukturen

 public class Edge {
Node A,B;
Edge Next;
Edge Prev;

}

Informatik VIl
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Kantenstrukturen

* public class Edge {
Node A,B;
Edge Next;
Edge Prev;

}

Informatik VIl
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Kantenstrukturen

* public class Edge {
Node A,B;
Edge Next;
Edge Prev;

}

Informatik VIl
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Halb-Kantenstrukturen

/S

N

Informatik VIl
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Halb-Kantenstrukturen

« public class HEdge {
Node A;
Edge Next;
Edge Opposite;
}

7~
N/

Informatik VIl
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Simplex-Strukturen

e Simplices sind die
einfachsten k-dim.
Strukturen

e Punkt

« Strecke

« Dreieck

« Tetraeder

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Simplex-Strukturen

» Ein k-Simplex hat
—k+1 Knoten
—k+1 Nachbarn

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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Simplex-Strukturen

* Seine k+1 Flachen
sind
(k-1)-Simplices

Simplex-Strukturen

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

¢ public class k_Simplex {
Node Vertices[k+1];
(k-1)_Simplex  Faces[k+1];
}

« Darstellung beliebig dimensionaler Komplex§
mit disjunkten Zellen

« Navigation / Aufzéhlung schwieriger

Informatik VIl
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Summary: Datenstrukturen

« Abstrakte Datentypen (Sorten, Funktionen, Axiorle)

« Elementare Typen
(Aufzahlung, Skalar, Zusammengesetzt)

¢ Lineare Strukturen (Liste, Stack, Queue)
* Baume (Suchbaume, kD-Baume, ...)
* Heap

. Graphen (A-Matrix, A-Listen, Kanten, Simplices)

(2.0) Algorithmen

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

* (2.1) Analyse von Algorithmen
* (2.2) Entwurfsparadigmen

* (2.3) Sortieren

* (2.4) Suchen

Begriffe

« Effizienz
= gute Ausnutzung von Resourcen

* Resourcen
= Rechenzeit, Speicherplatz

¢ Aufwand / Komplexitat
= tatsachlicher Verbrauch von Resourcji

. (2.5)...
Performanzfaktoren

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
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¢ Prozessorleistung
e Hauptspeicher

» Caches

» Compiler-Version
 Betriebssystem

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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Beispiel

Matrix mit 1024 x 1024 Eintragen
Entry(i,j) = A[i*1024+j]
Ldschen 1: for (i=0 ; i<1024 ; i++)
for (j=0 ; j<1024 ; j++)
Entry(i,j) = 0;
Ldschen 2: for (j=0 ; j<1024 ; j++)
for (i=0 ; <1024 ; i++)
Entry(i,j) = 0;

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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Effizienz eines Algorithmus

* Implement/Run/ Test

— Abhangig vom speziellen System
— Abhangig von der aktuellen Auslastung
— Abhangig von den Testdaten

— Abhangig von der Begabung des
Programmierers

— Gibt es noch bessere Algorithmen?

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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Effizienz eines Algorithmus

» Tatséchliche Laufzeit variiert auf
unterschiedlichen Computer-Systemen

» Erwartete Laufzeit verschiedener
Algorithmen auf demselben Computer
kann nur fur lange Berechnungen
verglichen werden
(variierende Systemauslastung).

Informatik VIl
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Effizienz eines Algorithmus

« In der Regel interessiert man sich nicht fir diei
exakte Anzahl von Operationen, sondern nur
fur die Komplexitatsklasse
Beispiel: lineare Liste vs. Suchbaum :

. 1000 vs. 10
. 2000 vs. 11
* 1000000 vs. 20
« 2000000 vs. 21

.
Informatik VIl
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Komplexitatsklassen

« Performance Charts
— X-Achse : Gro3e der Eingabedaten
—Y-Achse : Rechenzeit

* Lineare vs. logarithmische Achsen
— Exakte Werte
— GroRenordnungen

Informatik VI
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Komplexitatsklassen

Tm g e e o s
[Cou@ Nars 2p-

X, 10x, 100x
[lin /1in]
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Komplexitatsklassen

f X, 10x, 100x
[lin/log]

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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Komplexitatsklassen

T
Cou@ NArs 2p"

X, 10X, 100x
[log / log]

Informatik Vill
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Komplexitatsklassen

i S o o

Log(x), X, X2
flin / lin]

CeR@NArs apo

Informatik VIl
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Komplexitatsklassen

CeR@NArs #po)

Log(x), X, X2
[lin / log}

Informatik Vill
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Komplexitatsklassen

B e g o g ey
Coue NArs pp

Log(x), x, x?2
[log / log]
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Abstrakte Analyse

» Abstrakte Analyse

Zé&hle die wesentlichen Operationen

auf einem idealen Computer.

» Die Komplexitat eines Algorithmus ist

unabhangig von der Programmierspradhe.

Informatik VIl
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Stripped Java

» Teilmenge von Java
* Prozedur-Aufrufe
« Integer-Arithmetik
* Zuweisungen (Lesen, Schreiben)
« if-then-else
« while

* Vollstandig aber einfacher zu
analysieren als full Java

Informatik VIl
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Berechnungsaufwand

* Prozedur-Aufruf
 Speichere Kontext auf dem Stack
 Speichere Rucksprungadresse
« Kopiere aktuelle Parameter
* Generiere neuen Prozedurkontext
» Kopiere Ruckgabewert
« Stelle alten Kontext wieder her

+ Kosten: Cpe = Cpe (Sqir ArgS, S ew)

Informatik Vill
Computergraphics & Multimedia
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* Integer-Arithmetik
(Einheitskosten der Elementaroperation]n)

C,<C<C=<C

» Konvertiere komplizierte Terme in
die 3-Adress-Form

» Achtung: bei genauer Analyse muf3 die
Anzahl der Stellen beriicksichtigt werd(ﬂ\

Informatik VIl
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3-Adress-Form

A+B*(C+D)/E @

3-Adress-Form

A+B*(C+D)/E QM

h,=C+D
h,=B*h,
h,=h,/E

hy=A+h,

Informatik VI
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h,=C+D
h,=B*h,
h,=h,/E
h,=A+h,
Informatik Vill ( )
Computergraphics & Multimedia
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Kostenmal3e

 Addition
« Addition einzelner Ziffern: x+y=z+c
« Beriicksichtigung des Uberlaufs
* # Sub-Operationen = # Stellen = log(z)
» Java-Integer : # Stellen = 32

Informatik VIl
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Kostenmal3e

«C,<C <C. <C

» Multiplikation
« Multiplikation einzelner Ziffern: x*y =2z
e (X +10%%;,) * (y, +10*y,) =
X*y, + 10 * (X, y; + X, *Y,) + 100 * X,*y,
« # Sub-Operationen = # Stellen? = log(z)2
« Java-Integer : # Stellen = 32

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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Kostenmal3e

+C,<C <C <C

» Multiplikation
» Multiplikation einzelner Ziffern: x*y =z
* (Xt b*x)*(y +b*y,) =
XFY1H D *(XF Y+ X *Yp) + 02 *X*Y,
« # Sub-Operationen = # Stellen? = log(z)?
» Java-Integer : # Stellen = 32

Informatik VIl
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Kostenmalfl3e

«C,sC<C. <C

¢ Multiplikation
» Multiplikation einzelner Ziffern: x*y =z
(X tb*X) *(y, +b*y,) =
X1* Y3+ b (X HXR) (V1Y) - X * Y1 - X*Y2) + b, *I(z* Y2
« # Sub-Operationen = # Stellen158 = |og(z)"°9®
» Java-Integer : # Stellen = 32

Informatik VIl
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Kostenmal3e

«C,sC<C <C

» Multiplikation
« Karatsuba-Multiplikation

« Spart eine Sub-Multiplikation aber
bendtigt drei zuséatzliche Additionen

¢ Lohnt sich nur fur sehr groRBe Zahlen !!!
« Es gibt theoretisch noch bessere Algorithmen

Informatik VIl
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Abstrakte Analyse

» Theorie: Effiziente Algorithmen lohnen
sich vor allem fiir grof3e Probleme

» Praxis: Fir kleinere Probleme kénnen
einfache Algorithmen unter Umstanden
sinnvoller sein.

« Die Klassifizierung grof3/klein hangt vo
Problem und vom Algorithmus ab.

Informatik VI
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Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Berechnungsaufwand

e Zuweisung (Lesen, Schreiben)
— Einheitskosten C,¢
— Caching-Effekte werden vernachlassigt

o Array-Zugriff A[i] enthalt eine
versteckte Addition.

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Berechnungsaufwand

« If (X) then (Y) else (2)

— Worst Case:
#OP = #OP(X) + max{ #OP(Y), #OP(2Z) }

— Average Case:
P = Probability(X = true)
#OP = #OP(X) + P * #OP(Y) + (1 -P) * #OP[&)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Berechnungsaufwand

« While (X) { () }

— Konstanter Aufwand:
#OP = #Loops * [ #OP(X) + #OP(Y) ]

— Variabler Aufwand:
#OP = #Loops * #OP(X) + SUM(#OP(Y ;)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Beispiel

 Sortiere(A,n)
i=0;
while (i < n)
min =i; j=i+1;
while (j < n)
[ if (A[j] < A[min]) min =j; |
|++:
[ swap(A[i], A[min]); |

Beispiel

» Aufwand der inneren Schleife C,.,
» Aufwand der uR3eren Schleife C, .,
* Anzahl der Durchl&ufe

C(ﬂ) = Zi Couter + (n'i) * Cinner
=n Couter +n (n'l) 12* Cinner

=n?*Cy /2 .. flr,groBe“n

1++;
Informatik VIl
Computergraphics - & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Best/ Worst / Average Case

« Verschieden optimistische Abschéatzungen
— Untere Schranke
— Erwartungswert
— Obere Schranke

« Erwartungswert: Mittelwert des Aufwandes
Uber alle méglichen Eingaben gewichtet mit
der Auftrittswahrscheinlichkeit.

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Beispiel

» Multipliziere zwei n-bit Zahlen in
Binardarstellung

» Multiply(x,y)

i=0; result=0;
while (i <n)
if (bit(x,i) == 1)
result = result + shift(y,i);

i++;

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Beispiel

« Aufwand = Anzahl der Additionen
= Anzahl der Einsen in der
Binardarstellung von x

* BestCase:x=0 ... 0 Additionen
* Worst Case : x=2"-1 ...n Additionen
¢ Average Case ???

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Beispiel

» Anzahl der méglichen Eingaben
N=2n
» Anzahl der Eingaben mit k Einsern in x

n!

n —
k]~ k!'(n-k)!
» Mittlerer Aufwand ...

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Beispiel
« Mittlerer Aufwand
n_ _kn! n(n -1)!
KlkJ= K(nF &1 (n-1k+D)!
-n n-1
k-1

Zk k[E]: Zk nTk:ﬂ:nZ n-1

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Beispiel

» Mittlerer Aufwand
S/N=n2"/2"=n/2 AdditionJﬂ

» Bemerkung zur Kombinatorik
— Permutationen n!
n!

— Kombinationen [M]_ _N:
kJ™ k!'(n-k)!

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Asymptotische Komplexitat

 In der Regel ist das quantitative Zahlen
der Elementaroperationen mihsam und
wenig ergiebig.

* Man ist daher eher an qualitativen
Aussagen interessiert, z.B. wie ver'ander|
sich der Rechenaufwand, wenn man die
Eingabedaten verdoppelt?

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Beispiele

« Addition
— Verdopplung der Stellen
— Verdopplung der Sub-Operationen
Multiplikation / Sortierbeispiel
— Verdopplung der Stellen / Elemente
— Vervierfachung der Sub-Operationen
¢ Suchen im Suchbaum:

— Verdopplung der Knoten im Baum

— Erhdhung des Suchaufwandes um einen Test
(vollstandiger Baum erhéht sich um ein Level)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Asymptotische Komplexitat

» Definition von Schranken fir
Funktionenf,g:IN - IR*

» O(f) ={g| x>0, (h>0, Ox=n:g(x) <cf(x)}
* Q(f) ={g| k>0, >0, Ox=n: g(x) =cf(x)}
* 6(f) =0(f) n Q) =

{g| >0, h>0, Ox=n : f(x)/c < g(x) <c f(x) }

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Asymptotische Komplexitat

 Definition von Schranken fur
Funktionenf,g:IN - IR*

* O(f) ={g| x>0, (>0, Ox=n: g(x) <cf(x)}
e Q(fy={g| x>0, (>0, Ox=n:g(x) = cf(x)}

* 6(f) =0(f) n Q(f) =
{g| x>0, Ch>0, Ox=n : f(x)/c < g(x) <c f(x) }

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Asymptotische Komplexitat

» Definition von Schranken fir
Funktionenf,g:IN - IR*

* O(f) ={ g| >0, (>0, Ox=n:g(x) <cf(x)}
* Q(f) ={g| x>0, (h>0, Ox=n:g(x) =cf(x)}
« O(f)=0(f) n Q) =

{g] k>0, h>0, Ox=n: f(x)/c < g(x) <cf(x)}

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Rechenregeln

g omaan {50 e 4 5 f)

f*g 0 O(f*9)
gx):=af(x)+b Of0Q(1) = g OO()

Schreibweise
n Couter +n (n'l) [2* Cinner: o(nZ)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Fibonacci-Zahlen

0 furn=0
* F(n)=141 furn=1
F(n-1)+F(n-2) farn>1

e F(n) positiv fur alle n
» F(n) wachst fur n > 2 streng monoton

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Fibonacci-Zahlen

. F(n) = F(n-1) + F(n-2)
<2*F(n-1)
<4*F(n-2)
<.
<2m*F(1) = 27/2

« FOO(@2"), c=1/2

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Fibonacci-Zahlen

*  F(n) =F(n-1) + F(n-2)

>2*F(n-2)

>4*F(n-4)

> ...

S J20W2*F(1)  nungerdde
221 * F(2) n gerad

c FOQ@2"), c=1/V2

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

@

Alternative Definition

~Wachstumsrate® (f,g : IN - IR")

0 ... g wachst langsam@r
lim,__, g(x)/f(x) =4 c ...gundfwachsen glgich
o ... g wachst schnelle

g wéchst langsamer: g O O(f) \ O(f)
g und f wachsen gleich: g 0 O(f)
g wéchst schneller: g OO(f)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

()

Typische Komplexitatsklassen

« 0O(1) Elementaroperation
e O(log(n)) Bin&re Suche
e O(n) Lineare Suche

e O(n log(n)) Sortieren (spater)

* O(n?) Sortieren (vorhin)

* O(nd) Invertieren von Matrizen

< O2M Labyrinth-Suche (vollstandig)
* O(n) Zahl von Permutationen

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

@
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Effizienz eines Algorithmus

« In der Regel interessiert man sich nicht fur diei

exakte Anzahl von Operationen, sondern nur

fur die Komplexitatsklasse
Beispiel: lineare Liste vs. Suchbaum :
- 1000 vs. 10
. 2000 vs. 11
1000000 vs. 20
2000000 vs. 21

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

@

Komplexitatsklassen

o v w—
Deu@ NArs 250

X, 10x, 100x
[lin/1in]

Informatik Vill
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt
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Komplexitatsklassen

G S e o S
DeR@ NArs »p0

[lin/log]

f X, 10x, 100x

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

@

Komplexitatsklassen

= -
CoR@ RArs 2po

X, 10x, 100x
[log / log]

Informatik Vill
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

@

Komplexitatsklassen

T T e e T
DeRe NArs 2p

Log(x), x, x?2
[lin /1in]

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Komplexitatsklassen

B g pt Do goton o
Ceua NAars »p0

Log(x), X, x2
[lin /log}

Informatik VIl
Computergraphics - & Multimedia
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Komplexitatsklassen

- T ——_

TR
|[coa@NAars »pn

Log(x), x, x?2
[log / log]

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Stripped Java

» Teilmenge von Java
* Prozedur-Aufrufe
« Integer-Arithmetik
» Zuweisungen (Lesen, Schreiben)
« if-then-else
 while

« Vollsténdig aber einfacher zu
analysieren als full Java

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Best/ Worst / Average Case

« Verschieden optimistische Abschatzungen
— Untere Schranke
— Erwartungswert
— Obere Schranke

« Erwartungswert: Mittelwert des Aufwandes

Uber alle méglichen Eingaben gewichtet mit
der Auftrittswahrscheinlichkeit.

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Asymptotische Komplexitat

« In der Regel ist das quantitative Zahlen
der Elementaroperationen mihsam und
wenig ergiebig.

Man ist daher eher an qualitativen
Aussagen interessiert, z.B. wie veranderf]
sich der Rechenaufwand, wenn man die
Eingabedaten verdoppelt?

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Asymptotische Komplexitat

« Definition von Schranken flr
Funktionen f,g: IN - IR*

» O(f)y ={g| >0, (>0, Ox=n: g(x) <cf(x)}
* Q(f) ={g| x>0, Ch>0, Ox=n: g(x) =cf(x)}
- O =0(f) n Q(f) =

{g| >0, [h>0, Ox=n: f(x)/lc < g(x) <cf(x)}

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Asymptotische Komplexitat

Definition von Schranken flr
Funktionenf,g: IN - IR*

* O(f) ={g| >0, (>0, Ox=n: g(x) <cf(x) }
« Q(fy={g| x>0, (>0, Ox=n:g(x) = cf(x)}
- 0 =0() n Q) =

{g| 0c>0, (h>0, Ox=n: f(x)/c <g(x) <cf(x)}

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt




Asymptotische Komplexitat

» Definition von Schranken fir
Funktionenf,g:IN - IR*

» O(f) ={g| x>0, (h>0, Ox=n:g(x) <cf(x)}
* Q(f) ={g| k>0, >0, Ox=n: g(x) =cf(x)}
* 6(f) =0(f) n Q) =

{g| >0, h>0, Ox=n : f(x)/c < g(x) <c f(x) }

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Alternative Definition

~Wachstumsrate® (f,g : IN - IR")

0 ... g wachst langsam@r
lim,__, g(x)/f(x) =4 c ...gundfwachsen glgich
o ... g wachst schnelle

» g wachst langsamer: g O O(f) \ O(f)
« gund f wachsen gleich: g O O(f)
» g wachst schneller: g OO(f)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Typische Komplexitatsklassen
« 0O(1) Elementaroperation

e O(log(n)) Bin&re Suche

e O(n) Lineare Suche

e O(n log(n)) Sortieren (spater)

* O(n?) Sortieren (vorhin)

* O(nd) Invertieren von Matrizen

< O2M Labyrinth-Suche (vollstandig)
* O(n) Zahl von Permutationen

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Typische Komplexitatsklassen
« 0(1) Elementaroperation

* O(log(n)) Bin&re Suche

¢ O(n) Lineare Suche

¢ O(nlog(n)) Sortieren (spater)

* O(n? Sortieren (vorhin)

e O(nd) Invertieren von Matrizen

¢ 027 Labyrinth-Suche (vollstéandig)
« O(n!) Zahl von Permutationen

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Fibonacci-Zahlen

0 furn=0
* F(n)=11 furn=1
F(n-1)+F(n-2) furn>1

« F(n) 0 O(2")
« F(n) 0 Q(272) = Q(/2")

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Fibonacci rekursiv

F(n)
fn>1
return F(n-1) + F(n-2);
else
return n;

e T(O) =T(Q) =t
. T(n+2) =t+ T(n+1) + T(n)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt




Fibonacci rekursiv

» Behauptung: T(n) =t F(n+1)
« Beweis: Vollstandige Induktion ...
* Anfang: TO)=t=2tF1)=t
TA)=t=2tFQ2) =t
 Schritt: T(n+2) =t+ T(n+1) + T(n)
>t+tF(n+2) +t F(n+1)
>t+tF(n+3)
>t F(n+3)

. T(n) O Q(2"2)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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Fibonacci iterativ

*|F(n)
fold .: 1 fnew = 0;
while (n > 0)
new — fnew + fold;
old = fnew = Tois
n--;
return .,

e T(N)=t*n= O(n)

Informatik Vill
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt
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Fibonacci Vergleich

% R TES
N
DeR@NArs 2R

X, 2x12
flin / lin]
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Fibonacci Vergleich

B see vt D Swaw s
Ceu@NArs 2pn

X, 2x/2
[lin/log]

Informatik Vill
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

@

Fibonacci Vergleich

B B ew gees Tun i e
D3W@ NArs ap-

X, 2X12
[log / log]

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Standardabschatzungen

* Reihensummen
« Geschachtelte Schleifen
« Abschéatzung durch Integrale
« Vollstandige Induktion

» Rekursionsgleichungen
« Eliminierung
* Master-Theorem
« Direkter Ansatz

Informatik VIl
Computergraphics - & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Reihensummen

» Geschachtelte Schleifen
—for (i=0 ; i<n ; i++) O(1) = O(n)
—for (i=0 ; i<n ; i++) O( i) = O(n?)

j =D =O(nz_nJ:O(nz —n):O(nz)

n-1

T2 2

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

i=0

Reihensummen

» Geschachtelte Schleifen
—for (i=0 ; i<n ; i++) O(1) = O(n)
—for (i=0; i<n ; i++) O( i) = O(n?d)
—for (i=0 ; i<n ; i++)
for (j=0; j<n ; j++) O(1) = O(n ?)
—for (i=0 ; i<n ; i++)
for (j=0; j<i ;j++) O(1) = O(n ?)

Informatik Vill
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Reihensummen

* Geschachtelte Schleifen

— Generell: der Aufwand T (n) einer k-fach
geschachtelten Schleife (mit linear
beschrankten Laufintervallen) besitzt als
obere Schranke ein Polynom vom Grad k

T =0( y a,n')=0om

i=0

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Abschatzung durch Integral

» Abschéatzungen der Summe
— Summanden monoton wachsend / fallend

— Interpretation als Approximation eines
bestimmten Integrals

n n-1

Jteogde=p ti+h)  hofog)

0 i=0

Informatik Vill
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Abschatzung durch Integral

¢ Abschatzungen der Summe
— Summanden monoton wachsend / fallend

— Interpretation als Approximation eines
bestimmten Integrals

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Abschatzung durch Integral

» Abschéatzungen der Summe
— Summanden monoton wachsend / fallend

— Interpretation als Approximation eines
bestimmten Integrals
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Abschatzung durch Integral

» Abschatzungen der Summe
— Summanden monoton wachsend / fallend

— Interpretation als Approximation eines
bestimmten Integrals

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Abschatzung durch Integral

» Abschéatzungen der Summe
— Summanden monoton wachsend / fallend

— Interpretation als Approximation eines
bestimmten Integrals

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Abschatzung durch Integral

* Beispiel ...

n-1 n V3

o §J,{ZCJ)C: ,

I

)

o
C

n-1 n-1 n-1 /3

N'i2 =\N"i2g 2 =2 —1(n2 _2r2 L2 1) = 3
)T =p 10z | - —5(_1'] -2n »rjn—L)—i(n)
i=0 i=1 0 “lg

&,

=060

il
o

Informatik VIl
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Vollstandige Induktion

» Behauptung
+ Zeige: Behauptung gilt far n=n,

» Zeige: Wenn die Behauptung fiir ein n
gilt, dann qilt sie auch fir n+1

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Vollstdndige Induktion

» Behauptung: ;i :%J.(_af—arﬁ -‘rrJ)

* Beweis:
LU
n=1 >lit=1(2-3+1)=0

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
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Vollstandige Induktion

« Behauptung: ZJZ:%(Zn"'—BrJZ -‘rn)

i=0

e Beweis: n-1- n:
T = I . , 5 4
Li‘ =n? —‘rLiZ =rf+i (Zm” -3n% + m):%(er + 3’mi—‘r m}
i=0 i=0

2n+1)* +3n+1? +n+1)
=1(2n* +6n% +6n+2-207 ~6n-3+n+1)

5\

: (21']3 +3n° + n)

Informatik VIl
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Rekursionsgleichungen

* Elimination
¢ Master-Theorem
» Direkter Ansatz

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Rekursionsgleichungen

* F(n)=a+bF(n-1)
* F(nN)=a+bF(n-1)+cF(n-2)

* F(n)=a+ b F(n/c)
e G(m):=F(c™

- G(m)=a+bG(m-1)

Informatik VIl
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Rekursionsgleichungen

F(n) = a(n) + b(n) F(n-1)
F(n) = a(n) + b(n) F(n-1) + c(n) F(n-2)

F(n) = a(n) + b(n) F(n/c)
G(m) :=F(c™M
- G(m)=a(n) + b(n) G(m-1)

Informatik VIl
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Elimination
F(n) =n+ F(n-1) einfgches
=n+(n-1) + F(n-2) Sortieren

:.n.+(n-1)+ ..+1+F(0)
=n(n-1)/2 + F(0)

=0(n?
Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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Elimination

F(n) = F(n-D) + F(n-2)

=2 F(n-2) + F(n-3)
=3 F(n-3) + 2 F(n-4)
=5F(n-4) + 3 F(n-5)

=?7?

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
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Abschatzung nach oben

Typisch: T(N)=aT(n/2) +b

« Einfach, wenn n = 2k

Sonst: finde m =2k mit m/2<n <m
Dann gilt: T(n) < T(m)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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Elimination

T(n) =T(n/2) +1 Binare
=T(n/4)+1+1 Suche
=T(n/8)+1+1+1

=T(1) +log(n)
= O(log(n))

Informatik VIl
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Elimination

T(n) =4 T(n/2) Multiplikation
=16 T(n/4) groRRer Zahlen

=64 T(n/8)

4103, T(1)
=n2T(1)

=0(n?
Informatik VIl
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Elimination

T(n) =4 T(n/2) + 3n
=16 T(n/4) + 12 n/2 + 3n
=64 T(n/8) +48 n/4 +12n/2 + 3n

=3n(1+2+4+..+n)
=3n (2leaM+1-7)
=3n(2n-1) =0O(n?

Informatik VIl
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Elimination

T(n) =2 T(n/2) +n -
=4T(n/4)+2n/2+n
=8T(n/8)+4n/4+2n/2+n

209(M-1 /2091 + | +2n/2+n

Informatik VIl
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Master-Theorem

e

c
* T(n)= {a T(n/b)+cn

>
\

o(n) a<b
» T(n) = { O(n log(n)) a=b
O(n'ogp(@) a>b

Informatik VI
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Master-Theorem

... sein=bk:

T(n) =aT(n/b)+cn
=a2T(n/b®)+acn/b+cn
a3 T(n/bd) +a2cnb2+acnb+cf

eny (a/b
/N

i

i=0
Informatik VIl
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Prof. Dr. Leif P. Kobbelt




Master-Theorem

T(n) = c‘nZ (a/ b)]

i=0 1
a<b: T(n) < c¢n
™ 1-alb

=0(n)

(z/b) kg
e a>bh: T(n) cn——

alp-1

a=b: T(n) = onl(x+1)=0(nlk)=0(nfgn)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

@

Master-Theorem

T(n)= cny (2/b)
a<bh: T(n) < cn

a=b: T(n)

X
-

i=0
1

=0Oln)
T=ap o

cni(k+1) =O(nik) =O(n fbgn)
(alb)t -1
cn—m———

Master-Theorem

. T(n) = cny (/)

i=0

ea<bh: T(n) < cn

=0(n)

1-a/b

ea=b: T(n) = CTJ[G/,"rl):Q(TJ[;‘{):Q(TJLDQTJ)

(alb)t-1

° = Cn
a>b: T(n) a/b—1

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

@

a>hb: T(n) = 2 b1
Master-Theorem

=0((a/b)") = O((a/ b)) = O™ |n)

alb-1

(a/b)t -1
eni2/B) —1

L

= Q(Elmg‘u(ﬂ)) - O(”Jogb(a))

alb-1

Informatik Vill
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Master-Theorem

_Jc n=
* T(n)= {aT(n/b)+cn n>1

o(n) a<b
» T(n) = { O(n log(n)) a=b
O(n'ogp(@) a>b

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

()

Multiplikation grof3er Zahlen

e Standard: T(n) =4 T(n/2) + 3n
= O(n'og(4)
=0(n?

e Karatsuba: T(n) =3 T(n/2) + 6n
= O(n'o%,d)
— O(n1.58)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt




Direkter Ansatz

* F(n) =F(n-1) + F(n-2)
e Ansatz: F(n) = @
c@TEtTg? - @re+l

© @--1=0
= @.=(15)/2

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Direkter Ansatz

e, =(1%V5)/2
F(n):=a e +por
FO)=a+B=0 => a=-

Fl)=a@+Bo=0a(p-0)=1
= a=1/V5

F(n)=(e"-@")/ V5

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Standardabschatzungen

¢ Reihensummen
» Geschachtelte Schleifen
* Abschéatzung durch Integrale
« Vollstéandige Induktion

» Rekursionsgleichungen
« Eliminierung
* Master-Theorem
« Direkter Ansatz

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

(2.2) Entwurfsparadigmen

» Top-down

Bottom-up

« Divide & Conquer

» Dynamisches Programmieren
Caching (Memoization)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Top-Down

Zerlege das gegebene Problem in
Teilschritte

Zerlege Teilschritte in Sub-Teilschritte

Zerlege Sub-Teilschritte in
Sub-Sub-Teilschritte

usw.

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Top-Down

 Bei der Implementierung eines
Teilschrittes werden die Sub-Teilschritte
als Black-Boxes verwendet
(Spezifikation!)

 Betrachte die Teilschritte in der
Reihenfolge der geringsten Querbezige

* Vermeide Seiteneffekte

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Bottom-up

e Lose Teilprobleme und kombiniere
diese zu einer Gesamtlésung

» Mdglich selbst bei unvollstandiger
Spezifikation

» Bessere Test-Suites parallel zur
Entwicklung (Entwurf & Implementierung)

e Code reuse |?

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Divide & Conquer

Geg.: Problem der Grof3e n

Divide: zerlege das Problem rekursiv
in k Teilprobleme der Grof3e n/k

Conquer: |6se kleine Probleme direkt

Kombiniere die Teillésungen zur
Gesamtlésung

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Divide & Conquer

Meistens: k = 2

¢ Rekursive Implementierung

Intuitiv leicht verstandlich (eigentlicher
Algorithmus in den Prozeduraufrufen
versteckt)

Aufwand durch Rekursionsgleichungen
beschrieben (Master-Theorem)

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Find MinMax iterativ

* MinMax(A,1,n)
min=1; max=1; i=2;
while(i < n)
if (A[i]<A[min]) min=i;
if (A[i]> A[max]) max =i
i++;
return (A[min],A[max]);

e T(n)=2n-2 ... (=3n-3)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Find MinMax D&C

* MinMax(A,a,b)
if (@+1 = b)
return(Min(A[a],A[b]),Max(A[a],A[d]));
else
(u,,v;) = MinMax(A,a,L (a+b)/2]  |);
(u,,v,) = MinMax(A, L(a+b)/21+1,9);
return(Min(u,,u,),Max(v,,v,));

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Find MinMax D&C

_J2 n=2
* T = {2T(n/2)+2 n>2|

e T(N)=2T(n/2) +2
=4T(n/4)+4+2

=n+n/2+..+4+2=2n-2

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Find MinMax D&C

_J1 n=2
* T(”)‘{z T2)+2  n> I

e T(N)=2T(n/2) + 2
=4T(n/4)+4+2

=n/l2+n/2+..+4+2=3n/2-2

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Fibonacci rekursiv

F(n)
ifn>1
return F(n-1) + F(n-2);
else
return n;

« T(O) =T(1) =t
. T(n+2) =t+T(n+1) + T(n)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Fibonacci rekursiv

» Behauptung: T(n) =t F(n+1)
» Beweis: Vollstandige Induktion ...
« Anfang: TO)=t=>tF(1)=t
T(L)=t=2tFQ)=t
e Schritt: ~ T(n+2) =t+ T(n+1) + T(n)
2t+tF(n+2) + t F(n+1)
>t+tF(n+3)
2t F(n+3)

. T(n) O Q(2"2)

Informatik VIl
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Fibonacci iterativ

*|F(n)
fold .: 1; fnew = 0;
while (n > 0)
fnew = fnew + fold;
old — fnew - fold;
n--;
return f. .,

e T(N)=t*n= ©(n)

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Fibonacci Vergleich

% Cov Y
| o g v e tn -

|Co@R@ NA2rs 25"

X, 2x/2
[log /log]

Informatik VIl
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Standardabschatzungen

* Reihensummen
* Geschachtelte Schleifen
» Abschéatzung durch Integrale
« Vollstéandige Induktion

« Rekursionsgleichungen
* Eliminierung
» Master-Theorem
« Direkter Ansatz

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

()

Reihensummen

» Geschachtelte Schleifen
— Generell: der Aufwand T (n) einer k-fach
geschachtelten Schleife (mit linear
beschrankten Laufintervallen) besitzt als
obere Schranke ein Polynom vom Grad k

T(m=0( ) o) = oM

i=0

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt




Abschatzung durch Integral

» Abschatzungen der Summe
— Summanden monoton wachsend / fallend

— Interpretation als Approximation eines
bestimmten Integrals

n n-1
Jflode=p ti+h)  hOfoy)
0 i=0

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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Abschatzung durch Integral

» Abschéatzungen der Summe
— Summanden monoton wachsend / fallend

— Interpretation als Approximation eines
bestimmten Integrals

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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Abschatzung durch Integral

» Abschatzungen der Summe
— Summanden monoton wachsend / fallend

— Interpretation als Approximation eines
bestimmten Integrals

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Vollstandige Induktion

» Behauptung
+ Zeige: Behauptung gilt far n=n,

» Zeige: Wenn die Behauptung fiir ein n
gilt, dann qilt sie auch fir n+1

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Rekursionsgleichungen

» Elimination
* Master-Theorem
¢ Direkter Ansatz

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Elimination
T(n) =T(n/2) +1 Binare
=T(n/4)+1+1 Suche

=T(n/8)+1+1+1

=T(1) + log(n)
= O(log(n))

Informatik VIl
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Elimination
T(n) =4T(n/2) Multiplikation
=16 T(n/4) groRer Zahlen
=64 T(n/8)

4109,(M T(1)
=n2T(1)

=0(n?
Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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Master-Theorem

n
* T(n)= {aT(n/b)+cn n>

RN

O(n) a<b
e T(n) = 4 O(nlog(n)) a=b

O(n'ogp(@) a>b

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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Master-Theorem

n=1
* T(n)= {a T(n/b) + O(MP) n > 1|

n
O(nP) a<b
* T(n) = 1 O(n® log(n)) a=b
O(n'ogp(@) a>b

Informatik VIl
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Multiplikation grof3er Zahlen

e Standard: T(n) =4 T(n/2) +3n
= O(n'°%®)
=0(n?)

e Karatsuba: T(n) =3T(n/2) +6n
= O(n'°%,®)
- O(n1.58)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Direkter Ansatz

* F(n) = F(n-1) + F(n-2)
e Ansatz : F(n) = @

c@=glg? - @+l
- @ =0
Q.

+
-(p 1
- @ =(1+/5)/2

Informatik VI
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Direkter Ansatz

. (p_2:(p_+1 = a(p_n:a(p_n-l+a(p_n-2

c@l=@¢,+1 = Be"=Be"* B ?

. = a@"+Be"=..

*Fn)=ae"+p@"

Informatik VIl
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Direkter Ansatz

¢, =(1+V5)/2
F(n) = a @+ B "
FO)=a+B=0 = a=-

F)=a@+Be=0a(p-¢)=1
= a=1/V5

F(n)=(e.,"- ")/ V5

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

(2.2) Entwurfsparadigmen

» Top-down

Bottom-up

« Divide & Conquer

» Dynamisches Programmieren
Caching (Memoization)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Divide & Conquer

Geg.: Problem der GréRRe n

Divide: zerlege das Problem rekursiv
in k Teilprobleme der Grof3e n/k

Conquer: l6se kleine Probleme direkt

Kombiniere die Teillésungen zur
Gesamtlésung

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Find MinMax iterativ

* MinMax(A,1,n)
min=1; max=1; i=2;
while(i < n)
if (A[i]<A[min]) min=i;
if (A[i]> A[max]) max =i
i++;
return (A[min],A[max]);

e T(n)=2n-2 ... (=3n-3)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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Find MinMax D&C

* MinMax(A,a,b)
if(b-a<1)
return(Min(A[a],A[b]),Max(A[a],A[d]));
else
(u,,v;) = MinMax(A,a, (a+b)/2]  |);
(u,,v,) = MinMax(A, L(a+b)/21+1,9);
return(Min(u,,u,),Max(v,,v,));

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Find MinMax D&C

_J1 n=2
* T = {2T(n/2)+2 n>2|

e T(N)=2T(n/2) +2
=4T(n/4)+4+2

=n/2+n/l2+...+4+2=3n/2 -2

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt




(2.2) Entwurfsparadigmen

¢ Top-down

Bottom-up

« Divide & Conquer

« Dynamisches Programmieren
Caching (Memoization)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Dynamisches Programmieren

» Reduziere gegebenes Problem
auf kleinere Teilprobleme

» LOse Teilprobleme

Speichere Teilldsungen in Tabelle

» Kombiniere Teilldsungen zur
Gesamtlésung

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Dynamisches Programmieren

» Typisches Muster ...
+ Gesucht: beste Lésung L, , von 1 bisfh

 Bestimme: optimale Teillésungen L,
und Ly, ,furk=1,..,n-1

. Finde: beste Kombination L, , , Ly.j,

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Dynamisches Programmieren

« Im Unterschied zu Divide & Conquer wird]
keine top-down Zerlegung, sondern eine
bottom-up Kombination durchgefihrt.

— lterative Implementierung

— Speichere Zwischenergebnisse in einer
Tabelle und vermeide dadurch doppelte

Berechnungen
Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Beispiel

Matrizenmultiplikation
A=[g] OIRPxa, B=[b,] OIRx
* C=[c, ]=A*B OIRPX"

* Cy = Zj a; by

Zur Berechnung von C sind p*g*r
skalare Multiplikationen notwendig

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Beispiel

» Matrizenmultiplikation
« AOIRPXa, BOIRAXr C OIR'*s
D = (A*B)*C = A*(B*C)

(A*B)*C ... p*g*r + p*r*s Multiplikation

A*(B*C) ... g*r*s + p*g*s Multiplikation

Informatik VIl
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Beispiel

* Matrizenmultiplikation
« AOIRD0x1 BOIR1X10 C OIROf
« D = (A*B)*C = A*(B*C)

« (A*B)*C ... 10*1*10 + 10*10*1 = 200
e A¥(B*C)... 1*10*1 +10*1*1 =20

Informatik VIl
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Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Beispiel

» Matrizenmultiplikation
« AOIRMXN i=1,..,n
* M, ,: minimale Anzahl von skalaren

Multiplikationen zur Berechnung
von B=A,*A,*..*A,

M;; : Zahl der Multiplikationen zur
Berechnung von A, * ... * A,

Informatik Vill
Computergraphics & Multimedia
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Beispiel

* Matrizenmultiplikation

* My, =mingg (M + Mgy +10"157,)
. Mi,j
* Speichere die M;; in einer Tabelle

* Basis-Fall: M;; =0

* Berechne sukzessive M, ;,, fir k=1, 2, .

Informatik VIl
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= MiNigq (M + Myyqj + 1" 17T))

MatrixMultiply(r, ..., rp,)
for (i=1;i<sn;i++)
M=o —

for (k=1 ; k<n-1; k++)
for (i=1;i<n-k ; i++)
min =i; val = Mg it M1 e
for (j=i+1; j<i+k-1; j++)
it (Mij + Mg et Tia ™17 < val)
min=j; val =M ; + Mg et Fig ™10
Sijirc = Min; M = val;

Informatik Vill
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MatrixMultiply(r, ..., ;)
for (i=1;i<n;i++)

for (i=1;i<n-k ; i++)
min =i; val = M, it N e
for (j=i+l; j<i+k-1; j++)
if (M + Mjog it i 1T < val)
min =j; val =M; + Mi.q it M1 s

|
S,k = Min; M = val;

Informatik VI
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MatrixMultiply(r, ..., )
for (i=1;i<n;i++)

... L&ngenindex

for(i=1 :i<n=l: j++)
AY T T 7

min =i; val = M, et Hi ¥ e
for (j=i+1 ; j<i+k-1; j++)
i (Mij + Mjsp it g ™% < val)
min =j; val =M; + Mi,q it Mg 1 6
Sijsk = Min; M, = val;

Informatik VIl
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Prof. Dr. Leif P. Kobbelt




MatrixMultiply(ry, ..., r,)
for (i=1;i<n;i++)

. My=0
for (k=1 ; k<n-1; k++)

ri;lk}?FeCh”e M ik

i+k?

min=i; val=M,, .,
for (j=i+1 ; jsi+k-1 : j++)
if (M + Mg et g M1 < val)
min=j; val =M ;+ Mg et Fg 1 T
S = Min; M = val;

Informatik VIl
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MatrixMultiply(r, ..., rp,)
for (i=1;i<n;i++)
M=o

for (k=1 ; k<n-1; k++)
for (i=1;i<n-k ; i++)
min =i val = Myt 15 0
fror (j=i+1 ; j<i+k-1 : j++) |
i (Mij + Mg et Tia ™17 < val)
min=j; val =M;+ M et M1 g
Sijisc = Min; M = val;
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MatrixMultiply(ry, ..., r,)
for (i=1;i<n;i++)
- My=0c_

for (k=1 ; k<n-1; k++)
for (i=1;i<n-k ; i++)
min =i; val = M, it M e
for (j=i+1 ; j<i+k-1; j++)

if (M + Mg et Tia ™17 < val)
min =j; val =M;; + Mg it T "1 T
Sk = Min; M = val;

Informatik VIl
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MatrixMultiply(r, ..., rp,)
for (i=1;i<sn;i++)
M=o —

for (k=1 ; k<n-1; k++)
for (i=1;i<n-k ; i++)
min =i; val = Mg it M1 e
for (j=i+1; j<i+k-1; j++)
it (Mij + Mg et Tia ™17 < val)
min=j; val =M ; + Mg et Fig ™10
Sijirc = Min; M = val;

Informatik Vill
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Rechenaufwand

* Innerste Schleife: for (j=i+1 ; j<i+k-1 ;j+|)
- O(i+k-1-i-1) = O(k-2) = O(k)

e Mittlere Schleife: for (i=1 ; i<n-k ; i++)
- O((n-k)*O(k) ) = O(nk - k?) = O(nk)

« AuRere Schleife: for (k=1 ; ksn-1 ; k++)
- O(n*0(nk) ) =0(n3)

Informatik VI
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(2.2) Entwurfsparadigmen

» Top-down

* Bottom-up

Divide & Conquer

» Dynamisches Programmieren
Caching (Memoization)

Informatik VIl
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Memoization

« Effizienzsteigerung beim dynamischen
Programmieren durch Speichern der
Zwischenergebnisse in einer Tabelle
- vermeide doppelte Berechnungen

 Allgemeines Konzept
(lohnt sich, wenn der Tabellenzugriff
schneller als die Neuberechnung ist)

Informatik VIl
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Fibonacci (zum letzten Mal)

* MemoFibonacci(n)
allocate array F[n+1];
for (i=0;isn;i++) F[i]=-1
Fibo(F,n);

» Fibo(F,n)
if (F[n] <0)
ifn>1
F[n] = Fibo(F,n-1) + Fibo(F,n-2);
else
F[n]=n;

Informatik VIl
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(2.0) Algorithmen

* (2.1) Analyse von Algorithmen
* (2.2) Entwurfsparadigmen

* (2.3) Sortieren

¢ (2.4) Suchen

< (25)...
Informatik VIl
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(2.3) Sortieren

 Bringe eine gegebene Folge
von Datenobjekten in eine
wohldefinierte Reihenfolge.

» Folge # Menge !! (doppelte Objekte)

» Reihenfolge (Ordnungsrelation)

Informatik VIl
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Ordnungsrelationen

* Menge M, Relation <

* Partielle Ordnung
— Reflexivitat X< X
— Transitivitat xsy Dy<z = x<z
— Antisymmetrie x<y Dysx = x=y
* Strikter Anteil
—-X<y:=x<y Oxzy

Informatik VI
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Ordnungsrelationen

Menge M, Relation <
Totale Ordnung
— Trichotomie Ox,y: x<y 0O x=y O x>y

Sortierschliissel

— Object . Key
— z.B. Adresse nach Nachnamen sortiert

Informatik VIl
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Ordnungsrelationen

« Skalare Typen besitzen in der Regel
eine totale Ordnung

« Mengen von Integer (2'N), Mengeninklusion O
« Partielle Ordnung ... {1,2}, {2,3}

« Punkte in der Ebene (IR x IR)
« Keine Ordnung ... (X,y) € (U,v) = x2+y2 <u2+v?2

« Totale Ordnung ... (X,y) < (u,v) = x<u O(x=u [¥<v)
(Lexikographisch )

Informatik VIl
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Sortierproblem

* Gegeben eine Folge von Objekten
Ry . R,

¢ Finde eine Permutation M = {1i) }, so dass
Oi=1...n-1: R.key < Ryg.q).key

* Insbesondere
Oi,j: i<j = Ry.key < Ryg.key

¢ Schreibweise
Rrp-key < Rpy.key = Ri<R;

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Warum sortieren?

« Bringe Objekte mit gleichen oder
ahnlichen Schlisseln zusammen

¢ Detektiere doppelte Objekte

¢ Vorbereitung zum Suchen
* O(n) = O(log(n))
* Lohnt sich nur, wenn
m*n*Cy > Cgpq(n) + m*log(n) *C,

Informatik VIl
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Begriffe

« Direktes / Indirektes Sortieren
— Direkt: Umkopieren der Objekte R;
— Indirekt: Erzeuge Permutationstabelle N :{rl'
« Initialisierung (i) = i
* Zugriff per Ry,
« Sortieren bzgl. mehrerer Schlissel / Relationen

=
—

« Stabilitdt (Reihenfolge von Objekten mit
gleichem Schlussel bleibt erhalten)

Informatik VIl
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Kriterien

Berechnungsaufwand
—0(n?), O(nlog(n)), O(n)

* Worst vs. Average Case
— Ausnutzen von Vorsortierungen

Speicherbedarf
— Kopieren
— In-place

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Typen von Sortieralgorithmen

* Einfache
* Selection-Sort, Bubble-Sort, Insertion-Sort, ...

* Hohere
* Quick-Sort, Merge-Sort, Heap-Sort, ...

* Spezielle
» Bucket-Sort, Radix-Sort, ...

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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Selection-Sort

* Idee:
— Suche kleinstes / grof3tes Element
— Kopiere es an die erste Stelle

— Wende den gleichen Algorithmus auf
die restlichen (n-1) Elemente an

* Vorteil: Jedes Objekt wird nur dreimal
kopiert (lohnt sich bei groRen Objekte/r'L

Informatik VIl
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Selection-Sort

* SelectionSort(A,n)
i=0;
while (i <n)
min =1; j=1i+1;
while (j < n)
if (A[j] < A[min]) min =j;
j++:
swap(A[LAMIND]

i++;
Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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Selection-Sort
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Selection-Sort

» Aufwandsabschatzung
—Swap(a,b): {c=a; a=b; b=c}
= 3 x Kopieren
—nxSwap=3nC,_,=0(n)
—Im i-ten Schleifendurchlauf werden (n -i)
Vergleiche durchgefiihrt
—(n-1)+(n-2)+..+1=n(n-1)/2=0(n?)

* Best = Worst = Average Case

Informatik VIl
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Bubble-Sort

* |dee

— Nutze die Vergleiche in Selection -Sort,
um die unsortierten Teil A[ i] ... A[n] der
Objekte vorzusortieren.

— Innere Schleife lauft in ungekehrter
Richtung

— Swap-Operation in der inneren Schleife

Informatik VI
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Bubble-Sort

* BubbleSort(A,n)

i=0;
while (i< n)
j=n;
while (j > i)
it (A1 < ALj-L])
~ swap(A[j], A[j-1]);
i++J

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Bubble-Sort
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Bubble-Sort

* Vorteil: pro inneren Schleifendurchlauf
wird mehr Ordnung geschaffen

» Nachteil: Vertauschung nur zwischen
direkten Nachbarn — Objekte, die weit
wandern werden oft kopiert.

* Vorsortierung kann nicht ausgenutzt

werden
Informatik VIl
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Bubble-Sort

» Aufwandsabschatzung

— # Vergleiche unabhangig von der Verteilungl
n(n-1)/2=0(n2)
— # Swaps
. Best Case: 0 (Elemente schon sortilrt)
. Worst Case: n(n-1)/2=0(n?)
(Inverse Vorsortierung)
* Average Case: n(n-1)/4=0(n?)
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Insertion-Sort

* Idee
— Vorbild: manuelles Sortieren
— In jedem Schritt:
Nehme das nachste Element und flge
es in der schon sortierten Teilfolge an
der richtigen Stelle ein

Informatik VIl
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Insertion-Sort

* InsertionSort(A,N)
i=1;
while (i < n)
h=A[i] =T,
while (j >0) O(A[j-1] > h)
Alj]= Alj-1];
-

LALT=h;

1++;
Informatik VI
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Insertion-Sort

Informatik VIl
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Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Insertion-Sort

» Aufwandsabschéatzung

— Vergleiche
. Best Case: n-1 (vollstéandig vorsortiel)

. Worst Case: n(n-1)/2=0(n?
(invers vorsortiert)

* Average Case: n(n-1)/4=0(n?
(alle Listenplatze gleich Wahrscheinlilh)

— Kopieren:
Faktor 3 besser, da einfaches Kopieren
anstatt Swap(), aber noch immer O(n?)

Informatik VIl
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Vorsortierung

— GroRere Elemente treten mit héherer
Wahrscheinlichkeit am Ende der Folge auf

— GroRere Elemente werden spater in die sortierla
Teilfolge eingeordnet.

— Dazu sind weniger Vergleiche notwendig,
denn gréRere Elemente stehen auch in der
sortierten Teilfolge weiter hinten.
(Einsortieren von hinten)

— Nahezu linearer Aufwand fiir fast sortierte” Fg‘gn

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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Einfache Sortieralgorithmen

« Vergleiche (Best / Average / Worst)
* Selection-Sort n2 | n22 | n??2
* Bubble-Sort n/2 | n22 | n??2
* Insertion-Sort n / n?4 [ n?2

« Kopieren (Best / Average / Worst)
« Selection-Sort 3(n-1) / 3(n-1) / 3(n-1)
* Bubble-Sort 0 / 3n%4 | 3n?2
« Insertion-Sort 2(n-1) / n?%4 | n22

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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(2.2) Entwurfsparadigmen

¢ Top-down

Bottom-up

« Divide & Conquer

« Dynamisches Programmieren
Caching (Memoization)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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Dynamisches Programmieren

» Typisches Muster ...
+ Gesucht: beste Lésung L, , von 1 bisfh

 Bestimme: optimale Teillésungen L,
und L, ,furk=1,..,n-1

. Finde: beste Kombination L, , Ly.j,

Informatik VIl
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Dynamisches Programmieren

« Im Unterschied zu Divide & Conquer wird]
keine top-down Zerlegung, sondern eine
bottom-up Kombination durchgefihrt.

— lterative Implementierung

— Speichere Zwischenergebnisse in einer
Tabelle und vermeide dadurch doppelte

Berechnungen
Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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Beispiel

» Matrizenmultiplikation
A OIRMaXh i=1,...,n

* M, ,: minimale Anzahl von skalaren
Multiplikationen zur Berechnung
von B=A,*A,*..*A,

M;; : Zahl der Multiplikationen zur
Berechnung von A, * ... * A,

Informatik VIl
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Beispiel

* My =mingge, (Myy+ My 1", )
o Mij =mingg (M + My +1,*1T)
AF LAY (A T A

Speichere die M,; in einer Tabelle
Basis-Fall: M;; =0

* Berechne sukzessive M, fur k=1, 2, .

Informatik VI
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MatrixMultiply(r, ..., )
for (i=1;i<n;i++)
M=o

for (k=1 ; k<n-1; k++)
for (i=1; isn-k ; i++)
min =i; val = M, et Hi ¥ e
for (j=i+1 ; j<i+k-1; j++)
if (Mij + Mgt a1l < val)
min =j; val =M; + Mi,q it Mg 1 6
Sijsk = Min; M, = val;

Informatik VIl
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MatrixMultiply(ry, ..., r,)
for (i=1;i<n; i++)

for (i=1;i<n-k ; i++)
min =i; val = M it Mo
for (j=i+1; j<i+k-1; j++)
if (M + Mg et g M1 < val)
min = j; val =M ; + Mg et M 1 e

i
S = Min; M = val;

Informatik VIl
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MatrixMultiply(r, ..., rp,)
for (i=1;i<n;i++)

5 L ... Langenindex
min =i; val = M g et M1 e
for (j=i+1 ; ji+k-1 ; j++)
if (Mij + Mg it Tig "1 < val)
min=j; val =M ; + Mg et Fig ™16
Sijisc = Min; M = val;

Informatik Vill
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MatrixMultiply(ry, ..., r,)
for (i=1;i<n;i++)

for (k=1 ; k<n-1; k++)

1~i_.thg;spechne M ik

i+k?

min=i; val=M,, .,
for (j=i+1 ; j<i+k-1; j++)
if (M + Mg et g M1 < val)
min=j; val =M ;+ Mg et Mg T T
S = Min; M = val;
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Computergraphics ~ & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

MatrixMultiply(r, ..., rp,)
for (i=1;i<sn;i++)
M=o

for (k=1 ; k<n-1; k++)
for (i=1;i<n-k ; i++)
min =i; val = Myt 151 0
fror (j=i+1 ; j<i+k-1 : j++)
if (Mi,j F My it T "1 < val)
min =j; val =M;; + Mg it Fig " T
Sijirc = Min; M = val;

Informatik Vill
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MatrixMultiply(r, ..., ;)
for (i=1;i<n;i++)
OO ™Myg=0—

for (k=1 ; k<n-1; k++)
for (i=1;i<n-k ; i++)
min =i; val = M, it N e
for (j=i+1 ; j<i+k-1 ; j+4)
if (M + Mjog it i 1T < val)
min =j; val =M; + Mi.q it M1 s
Sk = Min; M, = val;

Informatik VI
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MatrixMultiply(r, ..., )
for (i=1;i<n;i++)
M=o

for (k=1 ; k<n-1; k++)
for (i=1; isn-k ; i++)
min =i; val = M g et M1 e
for (j=i+1 ; j<i+k-1; j++)
i (Mij + Mjsp it g ™% < val)
min =j; val =M; + Mi,q it Mg 1 6
Sijsk = Min; M, = val;

Informatik VIl
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Rechenaufwand

Innerste Schleife: for (j=i+1 ; j<i+k-1 ;j+|)
— O(i+k-1-i-1) = O(k-2) = O(k)

Mittlere Schleife: for (i=1 ;i<n-k ; i++)
- O((n-k)*O(Kk) ) = O(nk - k3) = O(nk)

AuRere Schleife: for (k=1 ; k<n-1 ; k++)
- O(n*0(nk))=0(n3%)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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(2.2) Entwurfsparadigmen

» Top-down

Bottom-up

« Divide & Conquer

» Dynamisches Programmieren
Caching (Memoization)

Informatik VIl
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Fibonacci (zum letzten Mal)

« MemoFibonacci(n)
allocate array F[n+1];
for (i=0;isn;i++) F[i]=-1
Fibo(F,n);

* Fibo(F,n)
if (F[n] <0)
ifn>1
F[n] = Fibo(F,n-1) + Fibo(F,n-2);
else
F[n] =n;

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

(2.3) Sortieren

 Bringe eine gegebene Folge
von Datenobjekten in eine
wohldefinierte Reihenfolge.

» Folge # Menge !! (doppelte Objekte)

» Reihenfolge (Ordnungsrelation)

Informatik VIl
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Sortierproblem

« Gegeben eine Folge von Objekten
Ry, - Ry

¢ Finde eine Permutation N ={ (i) }, so dass
Oi=1...n-1: R.key < Ryg.q).key

* Inshesondere
Oij: i<j = Ry.key < Ry.key

¢ Schreibweise
Ry-key <Ry .key = R <R

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Kriterien

¢ Berechnungsaufwand
—0(n?), O(nlog(n)), O(n)
* Worst vs. Average Case

— Ausnutzen von Vorsortierungen

 Speicherbedarf
— Kopieren
— In-place

Informatik VIl
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Typen von Sortieralgorithmen

» Einfache
« Selection-Sort, Bubble-Sort, Insertion-Sort, ...

* Hbhere
* Quick-Sort, Merge-Sort, Heap-Sort, ...

» Spezielle
« Bucket-Sort, Radix-Sort, ...

Informatik VIl
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Selection-Sort

* Idee:
— Suche kleinstes / grofites Element
— Kopiere es an die erste Stelle

— Wende den gleichen Algorithmus auf
die restlichen (n-1) Elemente an

* Vorteil: Jedes Objekt wird nur dreimal
kopiert (lohnt sich bei grof3en Objekte/rL

Informatik VIl
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Selection-Sort
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Bubble-Sort

* |dee

— Nutze die Vergleiche in Selection -Sort,
um die unsortierten Teil A[ i] ... A[n] der
Objekte vorzusortieren.

— Innere Schleife lauft in umgekehrter
Richtung

— Swap-Operation in der inneren Schleife

Informatik VIl
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Bubble-Sort

Informatik VI
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Insertion-Sort

* Idee
— Vorbild: manuelles Sortieren
— In jedem Schritt:
Nehme das nachste Element und fiige
es in der schon sortierten Teilfolge an
der richtigen Stelle ein

Informatik VIl
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Insertion-Sort
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Einfache Sortieralgorithmen

 Vergleiche (Best / Average / Worst)
« Selection-Sort n%/2 | n2?2 | n%2
* Bubble-Sort n2/2 | n2?2 | n?2
* Insertion-Sort n [/ n?4 [ n?%2

» Kopieren (Best / Average / Worst)
« Selection-Sort ~ 3(n-1) / 3(n-1) / 3(n-1)
* Bubble-Sort 0 / 3n24 | 3n?2
« Insertion-Sort 2(n-1) / n2%4 | n22

Informatik VIl
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Typen von Sortieralgorithmen

* Einfache

 Selection-Sort, Bubble-Sort, Insertion-Sort, ...

* Hbhere
* Quick-Sort, Merge-Sort, Heap-Sort, ...

» Spezielle
« Bucket-Sort, Radix-Sort, ...

Informatik VIl
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Quick-Sort

* ldee
— Divide & Conquer
— Wahle ein Element R aus
— Teile Folge in zwei Sub -Folgen
*R <R
*RgzR
— Sortiere R, und Ry durch rekursiven Aufruf
— Setze Teilfolgen zusammen: R, O R O Ry

Informatik VIl
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Quick-Sort
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Quick-Sort
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Quick-Sort
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Quick-Sort
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Quick-Sort
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()

Quick-Sort

* QuickSort(A,l,r)
if (I1<r)
m = Partition(A,l,r);
QuickSort(A,lm-1 );
QuickSort(A, m+1,r);

o Aufruf mit: QuickSort(A,1,n);

Informatik VIl
Computergraphics - & Multimedia
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Implementierung

* Partition(A,Lr
i=1-1; j=r;
while (i< ()|
i++; [[while (A[i] < A[T]) i++]
j--_while (A[]]> A[r]) j-]
swap(Ali], A[j]);]

swap(A[i], A[j];
swap(A[i], A[r]);

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Implementierung

* Achtung: Verwende Sentinel , um
korrekte Terminierung der inneren
Schleife zu garantieren.

» Aufruf mit:  A[O] := -o0

QuickSort(A,1,n Bricht
+ while (A[i] < A[r]) i++ el
while (A[j]> A[r]) j-; Uri=rab.

T oo
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Quick-Sort
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Aufwandsabschatzung

* Aufwand

—BestCase: T(n) =2T(n/2) + O(n) = O(nlag(n))
(Folge zerfallt immer in zwei gleich gro e Telle)

—Worst Case: T(n) = T(n-1) + O(n) = O(n?)
(Folge ist bereits auf- oder absteigend sortieff)

— Average Case: ...

Informatik VI
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Aufwandsabschatzung

» Aufwand

— Average Case:

T(r) = O(r) :‘(;r (i)+T(n —;—1)}

\i=0

=om)+251()

i=0

Informatik VIl
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Aufwandsabschatzung

S
niI(n)=cn*+2, T(i)

i=0
(=T (n-Y=cn-1*+2,

i=0

niT(n)—(n-Hr(n-1) =cn®*—c(n-1)* + Zf*]*;)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

T

Aufwandsabschatzung

nlT(n)=2cn—c+(n+L[T(n-1)

F_T(rwl)

T(n)=c+ d

oL o+l

~T(n-2)
n n-=1

n+l1 , n+l n+1._ i

=c'+ c'+ c'+ I(n-23)
r n-1 n-2

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Aufwandsabschatzung
T(r) = Cj(rl i, n+l n+d o0 r_J
n+l n n-=1 1
&1
=c'(n+1) ) -
— |

<c"(n+1)logln+1) =O(nlog(n))

Informatik VIl
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Aufwandsabschatzung

=1+In(n+1) = Oflog(n+4

=

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Aufwandsabschatzung

» Average Case: T(n) =O(nlog(n))

 Heuristiken zur Verbesserung der
Performanz
« Pivot-Element: (A[l]+A[r])/2, ...

« Bei kleinen Folgen auf Insertion-Sort wechseln
(oder auch nicht: Cache-Kohéarenz)

« Iterative Implementierung mit Stack

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Merge-Sort

* |dee

— Quick-Sort ist schnell, wenn die beiden
Teilfolgen nach Partition() ungefahr die
gleiche GréR3e haben.

— Teile die Folge ohne Vorsortieren in
zwei gleiche Teile

— Sortiere die Teilfolgen
— Kombiniere die Teilergebnisse

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Merge-Sort (rekursiv)

* MergeSort(A,lr)
if (I<r)
m = L(1+r)/2J;

... vgl. mit MergeSort(Alm  );
Quick-Sort MergeSort(A, m+1,r);

Merge(A,l,m,r);

e Aufruf mit: MergeSort(A,1,n);

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Merge-Sort (rekursiv)

* Merge(A,l,m,r)
new B[r-+1]; i=0; j=1I; k=m+1; |
while jsm)O(k<r)
if (A[j] = ALK])
B[i++] = A[j++];
else
B[i++] = A[k++];
while (j <m) B[i++] = A[ j++];
while (k < r) B[i++] = A[k++];
for (i=1;i <r,;i++) Ali]=B[i-]]

Informatik Vill
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Merge-Sort (rekursiv)
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Merge-Sort (rekursiv)
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Merge-Sort (rekursiv)
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Merge-Sort (rekursiv)
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Merge-Sort (rekursiv)
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Merge-Sort (rekursiv)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Merge-Sort (depth-first)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Aufwandsabschatzung

« Das Mischen zweier Folgen der Lange
L, und L, erfordert hochstens L,+L,
Vergleiche und genau 2 (L,+L,) Kopier-
operationen (i++ in jedem Schleifendurchlauf)

« Summe aller Folgenlangen auf jeder
Rekursionsstufe = n

« Anzahl der Rekursionsstufen = log(n)
« Best = Worst = Average Case = O(n log(n))
« Aber: Doppelter Speicherbedarf !

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Merge-Sort (iterativ)

Die Zerlegung verandert die Folge nicht.

Die top-down Rekursion steuert nur die

Reihenfolge beim Mischen.

Fasse die unsortierte Liste als Folge von

sortierten einelementigen Folgen

Mische die Teilfolgen bottom-up

auf.

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt
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« MergeSort(A,n)
new B[, m=T,"K=n;|

m) [(B[i+n] < Bli+msig])
0(g=Min(m,n-i-
Ali+]] = Bli+p]; p++; 'TH
else
Ali+]] = Bli+m+q]; g++;

e k|
m = 2*m;
Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

if (p

~

Merge-Sort (iterativ)

Informatik VIl
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Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Merge-Sort (iterativ)
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Informatik Vill
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

()

Merge-Sort (iterativ)
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Merge-Sort (iterativ)
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Merge-Sort (iterativ)

Merge-Sort (iterativ)
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Merge-Sort (iterativ)
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Merge-Sort (iterativ)
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Merge-Sort (iterativ)

?
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Merge-Sort (iterativ)

Merge-Sort (iterativ)
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Merge-Sort (iterativ)

Merge-Sort (iterativ)
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Merge-Sort (iterativ)
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Merge-Sort (iterativ)

?
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Merge-Sort (iterativ)

Merge-Sort (iterativ)
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Merge-Sort (iterativ)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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Merge-Sort (breadth-first)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Heap-Sort

* ldee
— Bei Selection-Sort entsteht der O(n 2)-Aufwald

durch die lineare Suche nach dem kleinsten
(oder gréRten) Element in der Rest -Liste.

— Mit einer Prioritatsschlange (Heap) kann
man das kleinste Element schneller finden
(O(log(n))-Aufwand zum Wiederherstellen
der Heap-Bedingung )

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Heap-Definition (reprise)

¢ (Links-)vollstandiger Binarbaum in
Array-Darstellung

« Vaterknoten A[i] hat die Nachfolger
A[2i] und A[2i+1]
* Heap-Bedingung
« Node > max(Left-Subtree) O
Node = max(Right-Subtree)

« Ali] 2 A[2i] O Afi] 2 A[2i+1]

Informatik VIl
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Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Heap-Definition (reprise)

* (Links-)vollstéandiger Binarbaum in
Array-Darstellung

« Vaterknoten A[i] hat die Nachfolger
AJ2i] und A[2i+1]
« Heap-Bedingung
* Node = min(Left-Subtree) O
Node = min(Right-Subtree)

«A[Li211=2 Ali]

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Heap-Definition (reprise)

» Ein Array hat die Heap-Eigenschaft ab
Index p, wenn A[ Li/2] 1= A[i] ab Index
2p gilt (weil dann Lir2] = p).

* Insbesondere: jedes beliebige Array
A[l ... n] hat die Heap -Eigenschaft ab
Index Ln/2] + 1.

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Heap-Sort

« Konvertiere ein beliebiges Array in
einen Heap (A[Lir2] 1= A[i])

¢ Entferne sukzessive das Top-Element
und stelle die Heap-Eigenschaft wieder
her (vgl. Deq()-Operation fir Prioritéts-
schlangen ... Abschnitt (1.4))

» Heap liefert sortierte Elemente.

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Heap-Sort

Sei A[1 ... n] ein Heap mit Top-Element A[1]

Nach dem Entfernen des Top -Elementes wird
A[n] nach A[1] kopiert und durch ,Versickern*
die Heap-Eigenschaft wieder hergestellt.

Danach benutzt der Heap noch die Array -
Elemente A[1 ... n-1].

A[n] ist also frei und das entfernte Top -Eleme
kann dort abgelegt werden.

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Implementierung

e ConvertToHeap(A,n)
for(i=Ln/2l;i=1;i-)
Sink(A,n,i);

« Wenn die Schleife bis i=p durchgelauf
ist, hat das Array A ab Index p die Hea

Eigenschaft.
Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Implementierung

* Sink(A,n,i)
[while (i <[n/2])]
=24,
if (1<n) O(A[i+1]> A[j]) j++;
if(ALIT> A[T])
Swap(A[jLA[])

else
i=n;

1=
Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Implementierung

* HeapSort(A,n)
ConvertToHeap(A,n);
for(i=n;i=1;i-

Swap(A[1]Afi]);
Sink(A,i-1,1);

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Heap-Sort

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Aufwandsabschatzung

» ConvertToHeap()
* Sink()-Operation = O(H6he des Heap)
* Sein=2k-1..
e Ty(n) sc*(1*n/4 +2*n/8 + ... + (log(n) -1)*n/n)

32| h=1 h=0

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Aufwandsabschatzung

» ConvertToHeap()
« Sink()-Operation = O(Hohe des Heap)
* Sein=2k-1...
e T,(n) sc*(1*n/4 +2*n/8 + ... + (log(n) -1)*n/n )
=c*(1*n/4 + ... +i*n/2*1 + .+ (k-1)*1)

=cl)p i
Lo

4 i=1
32| h=1 h=0

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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Aufwandsabschatzung

» ConvertToHeap()

lr—1
S

T el i M = 205 i
=1 =
[ -
=2cnl2—(k+1) Qi)

=0(n)

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Aufwandsabschatzung

» Selection-Sort Phase

« Kosten fur die Wiederherstellung der Heap-
Eigenschaft = O(H6he des restlichen Heaps)

e Sein=2%-1..
e T,(n) sc*((k-1)*n/2 + (k-2)*n/4 + ... + 0*n/n)

0

112 | h=3 h=4

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Aufwandsabschatzung

 Selection-Sort Phase
 Kosten fiir die Wiederherstellung der Heap-
Eigenschaft = O(Hohe des restlichen Heaps)
e Sein=2k-1..
* T,(n) sc*((k-1)*n/2 + (k-2)*n/4 + ... + 0*n/n )
=c* ((k-1)*n/2 + ... + (k-i)*n/2" + ...)

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Aufwandsabschatzung

T,(ny=cly (k=i)me" =cl) im™

= c@[@}ez—‘rz‘—"‘): O(nlog(n))

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Aufwandsabschatzung

* Insgesamt ... worst / average case
T(n) =T(n) + Ty(n)
=0(n) + O(nlog(n))
=0(nlog(n))

¢ Best case: O(n) ... alle Elemente gleich

« Vorsortierung wird nicht ausgenutzt

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

@

Vergleich

Average Case Worst Cale
* Quick-Sort:  O(nlog(n)) O(n ?)

* Merge-Sort:  O(n log(n)) O(n Iog(nl )
(doppelter Speicher)

« Heap-Sort:  O(nlog(n)) O(n Iog(n/!i

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt
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Wdh: Heapsort

Phase 1: Aufbau des Heaps

[44]41]27]19]35]11]14] 7]
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Wdh: Heapsort

Phase 2: Selection-Sort

[44]41]27]19]35]11]14] 7]
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Wdh: Heapsort

Phase 2: Selection-Sort

[ 7 [a1]27]19]35]11]14]
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Wdh: Heapsort

Phase 2: Selection-Sort

[41] 7 [27[19[35]11]14]
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Wdh: Heapsort

Phase 2: Selection-Sort

[41]35]27[19] 7 [12]14]
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Wdh: Heapsort

Phase 2: Selection-Sort

[14]35]27]10] 7 [11] [41]44]
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Wdh: Heapsort

Phase 2: Selection-Sort

[35]14]27]10] 7 [11] [41]44]

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Wdh: Heapsort

Phase 2: Selection-Sort

[35]19]27[14] 7 [11] [41]44]
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Wdh: Heapsort

Phase 2: Selection-Sort

[ 7 [11]14]10]27]35]41]44]
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Vergleich

Average Case Worst Cale
¢ Quick-Sort:  O(nlog(n)) O(n ?

* Merge-Sort:  O(n log(n)) O(n Iog(nl)
(doppelter Speicher)

 Heap-Sort:  O(nlog(n)) O(n Iog(nJi

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Optimaler Sortieralgorithmus

« Was ist die theoretische Untergrenze f
die Komplexitat eines Sortieralgorithmug?

¢ Wann kénnen wir mit einem Sortier -
algorithmus zufrieden sein?

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt




Optimaler Sortieralgorithmus

« Reprise: Sortierproblem
— gegeben:
¢ Objektmenge R
» Ordnung < auf R?
* R, Ry, . R,
— gesucht: Permutation 1t mit
Ru) S Rug) S S Ry
* sogenanntes , Sortieren durch Vergleichen

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Optimaler Sortieralgorithmus

¢ Der Ablauf eines nur auf Vergleichen
basierenden Sortieralgorithmus kann
durch einen Entscheidungsbaum
dargestellt werden

—innere Knoten = Vergleich
— Blatter = sortierende Permutation

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Insertion-Sort Entscheidungsbaum

Informatik VIl
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Insertion-Sort Entscheidungsbaum

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Insertion-Sort Entscheidungsbaum

T1=1,2,3
Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Insertion-Sort Entscheidungsbaum

R;,R;, R3
2P
R;,R,,R3
2
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Insertion-Sort Entscheidungsbaum

T=1,23

=132
Informatik VIl
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Insertion-Sort Entscheidungsbaum

T=1,23

T=1,3,2 =312
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Insertion-Sort Entscheidungsbaum

=123

T=1,3,2 =312

Informatik VIl
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Optimaler Sortieralgorithmus

1. Zahl der moglichen Permutationen: n!
= jeder Entscheidungsbaum hat
mindestens n! Blatter
2. maximale Zahl von Blattern in einem
Binarbaum der Hohe h: 2h
= jeder Entscheidungsbaum hat
hochstens 2" Blatter

also gilt: 2" = n!

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Optimaler Sortieralgorithmus

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Optimaler Sortieralgorithmus
Moglichkeit 1
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Optimaler Sortieralgorithmus
Moglchkeit 1

= Q(nlog n)

Informatik VIl
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Optimaler Sortieralgorithmus

hzld(r)= )" 1d(i)

i=1

Il

c%’lm (i)

EATEZ
n+1/2)

:c(xln X=X1/5

= Q(n Iog n) Informatik VIl
tergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Optimaler Sortieralgorithmus

log(ri) :JQQ(J’]J]J:EJQQG)

Ll i=1

* Abschatzung mit der Integralmethode

5" log(i) :o(;",mo)J

L=t

Informatik VIl
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Optimaler Sortieralgorithmus

n n+1/2

7 In(i)= JJrJ(;{)ch:,<Jr1(;<‘)~,<£/j/2
i=1 Uz
=72

Informatik Vill
Computergraphics & Multimedia
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Optimaler Sortieralgorithmus

n+/2

xIn(x) = =0Q(nlog(n))

1/2

T

Informatik VI
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Optimaler Sortieralgorithmus

n+1/2

#n(g =2,

=0Q(nlog(n))

Q(n log(n)) ist eine untere
Schranke fiir die Komplexitéat
des allgemeinen Sortierproblems

Informatik VIl
Computergraphics - & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Optimaler Sortieralgorithmus

» Fazit: jeder nur auf Vergleichen
basierende Sortieralgorithmus hat
einen Mindestaufwand von

T(n)=Q(nlogn)

* Mergesort und Heapsort sind
optimale Sortieralgorithmen

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Typen von Sortieralgorithmen

e Einfache
« Selection-Sort, Bubble-Sort, Insertion-Sort

e Hobhere
* Quick-Sort, Merge-Sort, Heap-Sort

* Spezielle
» Counting-Sort, Radix-Sort, Bucket-Sort

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Stabilitat von Sortieralgorithmen

« Ein Sortieralgorithmus heif3t stabil , wenn sich die
relative Reihenfolge von gleichen Elementen
wahrend des Sortierens nicht &ndert.

« Beispiel:

[3]af2]sf2]a] [a]afa]2]2]s3]

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia
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Stabilitat von Sortieralgorithmen

» Ein Sortieralgorithmus heif3t stabil , wenn sich die
relative Reihenfolge von gleichen Elementen
wahrend des Sortierens nicht &ndert.

* Beispiel:

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Counting-Sort

e Annahme: R, R,, ..., R, {1,... k}

* |dee: Bestimme zu jedem R, die Zahl
der Elemente < R; und sortiere R; an
die entsprechende Stelle

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Counting-Sort: Algorithmus

CountingSort(A,B)

for (i=1;i<=k; ++i)
Cli]=0;

for (i=1;i<=n; ++i)
++C[A[I];

for (i = 2; i <= k; ++i)
Cli] += C[i-1];

for(i=n;i>=1; --i)
BIC[AT[]T] = A[i];
CIAIT-;

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Counting-Sort: Algorithmus

CountingSort(A,B)
_—

for (i=1;i<=k; ++i)
CIi]=0;

for (i=1;i<=n; ++i)
++CIA[I];

for (i=2;i<=Kk; ++i)
CI[i] += C[i-1];

for (i=n;i>=1; --i)
BICIA[ = All];
CIA[IT-;

Eingabe: A[1..n]
Ausgabe: B[1..n]

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Counting-Sort: Algorithmus

CountingSort(A,B)

for (i =1; i <=k; ++i)

Cl[i]=0;
— Cist mit Oen initialisiert

for (i=1;i<=n; ++i)
++C[A[]];

for (i=2;i<=k; ++i)
Cli] += C[i-1];

for(i=n;i>=1; --i)
BIC[AIITI] = A[i];
CIALIT-;

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Counting-Sort: Algorithmus

CountingSort(A,B)
for (i=1; i<=k; ++i)
C[i]=0;
for (i=1; i <=n; ++i)
++C[A[l]]; Cl[j] enthalt die Anzahl der
T Elemente =j
for (i=2;i<=k; ++i)
C[i] += C[i-1];
for (i=n;i>=1; --i)
BICIA[ = All];
CIAl--;

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia
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Counting-Sort: Algorithmus

CountingSort(A,B)
for (i=1; i <=k; ++i)
CIi]=0;
for (i=1;i<=n; ++i)
++C[A[];
for (i=2;i<=k; ++i)

Clil += Cli-11; C[j] enthélt die Anzahl der

for (i=n;i>=1; i) Elemente <

BICIAILTI = Alil;
CIAIT-

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Counting-Sort: Algorithmus

CountingSort(A,B)
for (i=1;i<=k; ++i)
CIi]=0;
for (i=1;i<=n; ++i)
++CIA[I];
for (i=2;i<=k; ++i)
CI[i] += CJ[i-1];
for (i=n;i>=1; --i)
BICIA[N = All;
CIA[]]-- B[j] enthalt das
j-te Element

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Counting-Sort: Beispiel

As[cl1][3[4]1]8] n=8k=6

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Counting-Sort: Beispiel

AGCEEAE n=8k=6
1 2 3 4 5 6
¢ [oooTo]o]o]

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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Counting-Sort: Beispiel

AGTcBZ[z[ai @ n=8.k=6
1 2 3 4 5 6
¢ [o]o[[oToo]

Informatik Vill
Computergraphics & Multimedia
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Counting-Sort: Beispiel

AGEMIEE n=8k=6
1 2 3 4 5 6
¢ [oo[xTo]o[1]
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Counting-Sort: Beispiel

A[3]c[l:]z[4]: 8] n=8k=6
1 2 3 4 5 6
Clofofafa]of1]

Informatik Vill
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Counting-Sort: Beispiel

As[cl1][3][4]1]&] n=8kK=6
1 2 3 4 5 6
Cl2]o]2]3[o]1]

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Counting-Sort: Beispiel

As[cl][3[4]1]8] n=8k=6
1 2 3 4 5 6
Cl2]of2]3]o]1]
%

+

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

()

13



Counting-Sort: Beispiel

AGCEZEAE n=8k=6
1 2 3 4 5 6
¢ [2[e]2[2]o[1]

Informatik VIl
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Counting-Sort: Beispiel

AGCMZA @ n=8k=6
1 2 3 4 5 6
¢ [2[2[2]=]o[1]

%

+

Informatik Vill
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Counting-Sort: Beispiel

A[s[cl[3][4]1]&] n=8k=6
1 2 3 4 5 6
Cl2]2]4]3]o]1]
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Counting-Sort: Beispiel

A[s[cl][3[4]1]4] n=8k=6
1 2 3 4 5 6
Cl2]2]4]3]of1]

%

+

Informatik Vill
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Counting-Sort: Beispiel

As[cl][3]4]1]&] n=8kK=6
1 2 3 4 5 6
Clzf2]af7]o]1]

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

()

Counting-Sort: Beispiel

As[cl][3[4]1]8] n=8k=6
1 2 3 4 5 6
Clzf2]a]7]7]8]

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Counting-Sort: Beispiel

A[3]c:3[4]:[&] n=8k=6
1 2 3 4 5 6
Cl2]2]4]7]7]8]
1 2 3 4 5 6 7 8

BLITTTTTT]

Informatik VIl
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Counting-Sort: Beispiel

A[]e [z T4]1[&] n=8k=6
1 2 3 4 5 6
Clz]2]a]7]7]8]

Informatik Vill
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Counting-Sort: Beispiel

A[3]c:3[4]:[&] n=8k=6
1 2 3 4 5 6
Cl2]2]4]6]7]8]

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia
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Counting-Sort: Beispiel

AGeMZ[z[A[]8 n=8k=6
1 2 3 4 5 6

¢ [l2[Te]7]e]
1 2 3 4 5 6 7 8

8 (o[ [T [ Tl |

Informatik Vill
Computergraphics & Multimedia
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Counting-Sort: Beispiel

AGleM:s[A]A n=8k=6
1 2 3 4 5 6

¢ [Tz ]Te]Te]
1 2 3 4 5 6 7 8

B [ T[T [ 4l |

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Counting-Sort: Beispiel

AGEGEE n=8k=6
1 2 3 4 5 6

¢ [iz[«[e]7Te]
1 2 3 4 5 6 7 8

8 (ol T 1 1 &l

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Counting-Sort: Beispiel

AGEMEGEE n=8k=6
1 2 3 4 5 6

¢ [Tz« [e] Te]
1 2 3 4 5 6 7 8

8 [ To T [ Tafdl |

Informatik VIl
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Counting-Sort: Beispiel

AGEMEEERE n=8k=6
1 2 3 4 5 6

¢ 2[4 [s[7[e]
1 2 3 4 5 6 7 8

8 (o[ T T ol |

Informatik Vill
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Counting-Sort: Beispiel

A[s[e:[3]4]1]&] n=8k=6
1 2 3 4 5 6
Claf2f4]5]7]8]
1 2 3 4 5 6 7 8
B[ [a] [3] [af&] |

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia
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Counting-Sort: Beispiel

A [3]e ]z [4]: @] n=8k=6
1 2 3 4 5 6
Cla]2]s[s]7]s]
1 2 3 4 5 6 7 8
Bafa] [s] [afa] |

Informatik Vill
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Counting-Sort: Beispiel

A[3]c[lz]3[4]: 8] n=8k=6
1 2 3 4 5 6
Clof2]a[s]7]s]
1 2 3 4 5 6 7 8
Blafa] [s[MMafa] |

Informatik VI
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Counting-Sort: Beispiel

AGEMGELE n=8k=6
1 2 3 4 5 6

¢ [o]z[a]s]Te]
1 2 3 4 5 6 7 8

8 [x[a] Ts M4THls]

Informatik VIl
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Counting-Sort: Beispiel

AGTsBZz[A @ n=8k=6
1 2 3 4 5 6

¢ [o[[z[s[7]7]
1 2 3 4 5 6 7 8

8 [ [=[= M4l ]

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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Counting-Sort: Aufwand

CountingSort(A,B)

for (i=1;i<=k; ++i) O(k)
CIi]=0;

for (i=1; i <=n; ++i)
++CIA[];

for (i=2; i <=k; ++i)
CI[i] += C[i-1];

for(i=n;i>=1; --i)
B[C[A[ITI] = Alil;
ClA[-

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt
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Counting-Sort: Aufwand

CountingSort(A,B)
for (i=1;i<=k; ++i) O(k)
Cl[i]=0;
for (i=1;i<=n; ++i)
++CIAT] o)
for (i = 2; i <=k; ++i)
CIi] += C[i-1];
for(i=n;i>=1; --i)
BIC[A[T = A[i];
ClA[l--

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Counting-Sort: Aufwand

CountingSort(A,B)

for (i=1;i<=k; ++i) O(k)
C[i]=0;
for (i=1; i <= n; ++i)
++CIA[l: O(n)
for (i=2; i <=k; ++i)
Cli] += CJi-1]; O(k)

for(i=n;i>=1; --i)
BICIA[T = Afil;
CIA[Tl--;

Informatik VIl
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Counting-Sort: Aufwand

CountingSort(A,B)

for (i = 1; i <=k; ++i) O(k)
Cli]=0;
for (i=1; i <=n; ++i)
++CIAL); o)
for (i=2;i<=k; ++i)
Cli] += C[i-1]; O(k)
for(i=n;i>=1; --i)
BICIAIT]] = All; O(n)
ClA[l]--;

Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Counting-Sort: Aufwand

CountingSort(A,B)

for (i = 1; i <= k; ++i) o(K)
CIi]=0;

for (i=1;i<=n; ++i)
++CIA[I]: O(n)

for (i=2;i<=k; ++i)
Cli] += C[i-1]; O(k)

for (i=n;i>=1; --i)
BICIAII]] = Alil; O(n)
CIAIlT]--; e —

O(n+k)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Counting-Sort: Aufwand

e Counting-Sort ist nur sinnvoll, wenn

k = O(n) und damit
T(n) = O(n)

¢ Counting-Sort verwendet keine
Vergleiche

¢ Counting-Sort ist stabil

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Radix-Sort

* Annahme:
R;, Ry, ..., R, {O,...,kd-1}

» ,d-stellige Zahlen zur Basis k*

» ,Worter der Lange d aus einem
Alphabet der GroRRe k*

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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Radix-Sort: Algorithmus

RadixSort(A)

for (i = 0; i < d; ++i)

Jsortiere A stabil nach ki-wertiger Stelle®

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Radix-Sort: Beispiel

Radix-Sort: Beispiel

FCT
HLP
NLP
RFT
HFN
PCA
FLL

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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FCT
HLP
NLP
RFT
HF N
PCA
FLL
Informatik VIl ( )
Computergraphics = & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
Radix-Sort: Beispiel
FCT PCA
HLP FLL
NLP HFEN
RFT |:> HLP
HF N NLP
PCA FCT
FLL RFT

Informatik VIl
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()

18



Radix-Sort: Beispiel

Radix-Sort: Beispiel

FCT PCA
HLP FLL
NLP HFN
RFT |:> HLP
HF N NLP
PCA FCT
FLL RFT
Informatik VIl ( )
Computergraphics & Multimedia
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Radix-Sort: Beispiel
FCT PCA PCA
HLP FLL FCT
NLP HFN HFN
RFT |:> HLP |:> RFT
HF N NLP FLL
PCA FCT HLP
FLL RFT NLP

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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[FcT PCA

HLP FLL

NLP HF N

RFT [j HLP

HFN NLP

PCA FcT

FLL RFT

Informatik VIl ( )
Computergraphics ~ & Multimedia
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Radix-Sort: Beispiel

FCT PCA PCA

HLP FLL FCT

NLP HFN HFN

RFT [j HLP [j RFT

HFEN NLP FLL

PCA FCT HLP

FLL RFT NLP

Informatik VI ( )
Computergraphics ~ & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
Radix-Sort: Beispiel

FCT PCA PCA FCT
HLP FLL FCT FLL
NLP HFN HFN HEN
RFT [j HLP [j RFT [j HLP
HFEN NLP FLL NLP
PCA FCT HLP PCA
FLL RFT NLP RFT

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Radix-Sort: Beispiel

Informatik VIl
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Radix-Sort: Aufwand

RadixSort(A)
for (i=0;i<d; ++i)

,sortiere A stabil nach k -wertiger Stelle*

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Radix-Sort: Aufwand

RadixSort(A)
for (i=0;i<d; ++)

Lsortiere A stabil mit Counting-Sort
nach ki-wertiger Stelle*

Informatik VIl
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Radix-Sort: Aufwand

RadixSort(A)
for (i=0;i<d; ++i)

Lsortiere A stabil mit Counting-Sort
nach ki-wertiger Stelle*

T(k,d,n)=0(d(n+k))

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Radix-Sort: Aufwand

« Beachte: Ist k gegeben, so benétigt man
zur Darstellung von n verschiedenen
Elementen mindestens d = log,(n) Stellen

= T(n) = Q(n logn)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt
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Bucket-Sort

¢ Annahme:
Ry, Ry, ..., R, gleichverteilt aus [0,1)
e |dee:
1. Unterteile [0,1) in n ,Buckets"
[0,1/n), [1/n,2/n), ..., [(n-1)/n,1)

2. Fuge die R;in die Buckets ein (erwartet: ein
Element pro Bucket)

3. Sortiere die Buckets
4. Hange die Buckets aneinander

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Bucket-Sort: Algorithmus

BucketSort(A,R)
for (i=0;i<n; ++)
Bl =0;
for (i=0;i<n;++)
B[ LnA[i]l 1.push(A[i]);
for (i=0; i< n; ++i)
sort(B[i]);
R=;
for (i=0;i<n;++)
for (j = 0; j < BJi].size(); ++j)
R.push(B[i][]);

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Bucket-Sort: Algorithmus

Bucket-Sort: Algorithmus

Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Bucket-Sort: Algorithmus

Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Bucket-Sort: Algorithmus
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Bucket-Sort: Algorithmus

Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Bucket-Sort: Algorithmus

Computergraphics - & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Bucket-Sort: Algorithmus

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Bucket-Sort: Beispiel

Bucket-Sort: Beispiel

Bucket-Sort: Beispiel

Bucket-Sort: Beispiel

Bucket-Sort: Beispiel
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Bucket-Sort: Beispiel

Bucket-Sort: Beispiel

Bucket-Sort: Beispiel

Bucket-Sort: Beispiel

Bucket-Sort: Beispiel

Bucket-Sort: Beispiel
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Bucket-Sort: Beispiel

Bucket-Sort: Beispiel

Bucket-Sort: Beispiel

Bucket-Sort: Beispiel

Bucket-Sort: Beispiel

Bucket-Sort: Beispiel
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Bucket-Sort: Beis

Bucket-Sort: Analyse

Sei X eine diskrete Zufallsvariable, d.h.
X O X, %, Xg+ }
Erwartungswert:
E(X):,u:ix P(X = x)

Varianz:
V(x)=0? = E((x - )= E(x?)-E*(x)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Bucket-Sort: Beispiel

Informatik Vill
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt
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Bucket-Sort: Analyse

« Sei N, die Zahl der Elemente in Bucket i
« Wabhrscheinlichkeit, dass ein Element in

Bucket i falltist p=1/n
« Wabhrscheinlichkeit, dass genau

K Elemente in Bucket i fallen ist

/n k n-k
P(n =k)=|  |p(-p)
~Binomialverteilung"

@

Informatik Vill
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt
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Bucket-Sort: Analyse

Erwartungswert:
E(n)=np=1
Varianz: 1
V(n)=np(t-p)=1--

T()=0(?)=>0:T()<d?

Sortieraufwand, z.B. fir Insertion -Sort:

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Bucket-Sort: Analyse

Erwarteter Sortieraufwand fiir Bucket i:

Informatik VIl
Computergraphics - & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Bucket-Sort: Analyse

Erwarteter Sortieraufwand fiir Bucket i:

EfT(n)< -

I/

@)
m
—
N
~

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Bucket-Sort: Analyse

Erwarteter Sortieraufwand fiir alle Buckets:

Informatik Vill
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt
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Bucket-Sort: Analyse

Bucket-Sort: Analyse

Bucket-Sort: Analyse

Bucket-Sort: Analyse
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Bucket-Sort: Analyse

Spezielle Sortierverfahren

« Counting-Sort: O(n+k)
¢ Radix-Sort: O(d(n+k))

e Bucket-Sort:  O(n) erwartet

Informatik Vill
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt
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Vergleich

Average Case Worst Cale
* Quick-Sort:  O(nlog(n)) O(n ?

* Merge-Sort:  O(n log(n)) O(n Iog(nl )
(doppelter Speicher)

« Heap-Sort:  O(nlog(n)) O(n Iog(jl

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Optimaler Sortieralgorithmus

» Was ist die theoretische Untergrenze fii
die Komplexitat eines Sortieralgorithmug?

* Wann kénnen wir mit einem Sortier -
algorithmus zufrieden sein?

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Optimaler Sortieralgorithmus

e Der Ablauf eines nur auf Vergleichen
basierenden Sortieralgorithmus kann
durch einen Entscheidungsbaum
dargestellt werden

— innere Knoten = Vergleich

— Blatter = sortierende Permutation

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Insertion-Sort Entscheidungsbaum

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Insertion-Sort Entscheidungsbaum

D

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Insertion-Sort Entscheidungsbaum

Rusk)

T=1,2,3
Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt




Insertion-Sort Entscheidungsbaum

T=1,23

Informatik VIl
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Insertion-Sort Entscheidungsbaum

T=1,23

T=1,3,2
Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Insertion-Sort Entscheidungsbaum

=123

T=1,3,2 =312

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Insertion-Sort Entscheidungsbaum

T=1,23

T=1,3.22 =312

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Optimaler Sortieralgorithmus

1. Zahl der méglichen Permutationen: n!
= jeder Entscheidungsbaum hat
mindestens n! Blatter

2. Maximale Zahl von Blattern in einem
Binarbaum der Hohe h betragt 2"
= jeder Entscheidungsbaum hat
hochstens 2 Blatter

also gilt: 2" > n!|

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Optimaler Sortieralgorithmus

1. Zahl der méglichen Permutationen: n!
= jeder Entscheidungsbaum hat
mindestens n! Blatter

2. Maximale Zahl von Blattern in einem
Binarbaum der Hohe h betragt 2h
= jeder Entscheidungsbaum hat
hochstens 2" Blatter

[aiso gilt: h > ¢ log(n!) = Q(n log(n))]

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt




Typen von Sortieralgorithmen

* Einfache

« Selection-Sort, Bubble-Sort, Insertion-Sort

* Hbhere
* Quick-Sort, Merge-Sort, Heap-Sort

» Spezielle
« Counting-Sort, Radix-Sort, Bucket-Sort

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Counting-Sort

* Annahme: R, R,, ..., R, {1,....k}
* k<<n
* Idee: Bestimme zu jedem R, die Zahl

der Elemente < R, und sortiere R; an
die entsprechende Stelle

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Counting-Sort: Algorithmus

CountingSort(A.B)

for (i=1;i<=k; ++i)
Cl[i1=0;

for (1=1;i<=n; ++)
++C[A[]l;

for (i=2;i<=k; ++i)
C[i] +=C[i-1];

for(1=n;1>=1; --)

BICIA[i]l] = ALi];

CIALI -

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Counting-Sort: Beispiel

A[s[cl][3[4]1]4] n=8k=6

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Counting-Sort: Beispiel

As[cl1][3][4]1]&] n=8kK=6
1 2 3 4 5 6
C[ofoJofofo]o]

Counting-Sort: Beispiel

As[cl1][3[4]1]8] n=8k=6

1 2 3 4 5 6
Cl2]of2[3]o]1]

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Informatik VIl
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Counting-Sort: Beispiel

AGCEZEAE n=8k=6
1 2 3 4 5 6
¢ [2[o]2[2]o[1]

%

+

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Counting-Sort: Beispiel

AGCMZA @ n=8k=6
1 2 3 4 5 6
¢ [2[]2[z]o[1]

Informatik Vill
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt
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Counting-Sort: Beispiel

A[3]c:3[4]:[&] n=8k=6
1 2 3 4 5 6
Cl2]2]4]7]7]8]
1 2 3 4 5 6 7 8

LI LTI TTTT]

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Counting-Sort: Beispiel

A[3]e [l :[3[4]:[&] n=8k=6
1 2 3 4 5 6
Cl2]2]4]7]7 (s8]

Informatik Vill
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt
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Counting-Sort: Beispiel

A[3]c:3[4]:[&] n=8k=6
1 2 3 4 5 6
Clz]2]af6]7]s]
1 2 3 4 5 6 7 8
LT TTTT W]

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Counting-Sort: Beispiel

AGTEMGELE n=8k=6
1 2 3 4 5 6

¢ [o]z[a]s[77]
1 2 3 4 5 6 7 8

8 [ [o = 4THLs]

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Counting-Sort: Aufwand

CountingSort(A,B)
for (i=1; i <= k; ++i) O(k)
C[i]=0;
for (i=1;i<=n; ++) O(n)
++CIA[I]];
for (i = 2; i <= k; ++i) O(k)
CI[i] += C[i-1];

for(i=n;i>=1; --i) o(n)
BICIALIN =All; —————
CIA[T-- O(n+k)

Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

@

Counting-Sort: Aufwand

» Counting-Sort ist nur sinnvoll, wenn

k = O(n) und damit
T(n) =0O(n)

» Counting-Sort verwendet keine
Vergleiche

e Counting-Sort ist stabil

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt
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Radix-Sort

¢ Annahme:
R;, Ry, ..., R, {O,... kd-1}

- ,d-stellige Zahlen zur Basis k*

e .Worter der L&dnge d aus einem
Alphabet der GroRRe k*

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Radix-Sort: Algorithmus

RadixSort(A)

for (i = 0; i < d; ++i)

L.sortiere A stabil nach ki-wertiger Stelle*

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt
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Radix-Sort: Beispiel

FCT
HLP
NLP
RFT
HFN
PCA
FLL

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Radix-Sort: Beispiel

FCT
HLP
NLP
RFT
HF N
PCA
FLL

Informatik VIl
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Radix-Sort: Beispiel

Radix-Sort: Beispiel

FCT PCA
HLP FLL
NLP HFN
RFT |:> HLP
HFN NLP
PCA FCT
FLL RFT
Informatik VIl Q )
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
Radix-Sort: Beispiel
FCT PCA
HLP FLL
NLP HFN
RFT |:> HLP
HFN NLP
PCA FCT
FLL RFT
Informatik VIl ( )
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
Radix-Sort: Beispiel
FCT PCA PCA
HLP FLL FCT
RFT |:> HLP |:> RFT
HFN NLP FLL
PCA FCT HLP
FLL RFT NLP

Informatik VI

Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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FCT PCA

HLP FLL

NLP HFN

RFT |:> HLP

HF N NLP

PCA FCT

FLL RFT

Informatik Vill Q )
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt
Radix-Sort: Beispiel
FCT PCA PCA
HLP FLL FCT
NLP HFN HF N
RFT |:> HLP |:> RFT
HFN NLP FLL
PCA FCT HLP
FLL RFT NLP
Informatik Vill ( )
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt
Radix-Sort: Beispiel

FCT PCA PCA
HLP FLL FCT
NLP HFEN HFN
RFT |:> HLP |:> RFT
HF N NLP FLL
PCA FCT HLP
FLL RFT NLP

Informatik VIl

Computergraphics - & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Radix-Sort: Beispiel Radix-Sort: Aufwand

FCT PCA PCA FCT

HLP FLL FCT FLL RadixSort(A)

NLP HFEN HFEN HEN for (i=0;i < d; ++i)

RFT |:> HLP |:> RFT |:> HLP ,sortiere A stabil mit Counting-Sort
HFN NLP FLL NLP nach ki-wertiger Stelle®

PCA FCT HLP PCA

FLL RFT NLP RET

T(k,d,n)=0(d (n+k))

Informatik VIl Informatik Vill
Computergraphics & Multimedia Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Bucket-Sort Bucket-Sort: Algorithmus
. BucketSort(A,R)
* Annahme: _ _ for (i =0, 1< n; ++)
R, R, ..., R, gleichverteilt aus [0,1) BIil = [I;
e Idee: for (=0;i<n;++)
1. Unterteile [0,1) in n ,Buckets* B[ LnAlil| 1.push(A[i]);
[0,1/n), [1/n,2/n), ..., [(n-1)/n,1) [Tor (I=0; 1< n; ++1)
2. Fuge die R;in die Buckets ein _Sor.t(B[']);
(erwartet: ein Element pro Bucket) L .
3. Sortiere die Buckets for (i :.0; l<n ++.') . .
4. Hange die Buckets hintereinander for (j=0; j < Bli].size(); ++j)
' R.push(B[i[i);

Informatik VIl Informatik Vill
Computergraphics & Multimedia Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Bucket-Sort: Beis

Bucket-Sort: Beispiel




Bucket-Sort: Beis

Bucket-Sort: Beispiel

Informatik Vill
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Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Bucket-Sort: Analyse

Sei X eine diskrete Zufallsvariable, d.h.
X O{ %%, %, }
Erwartungswert:
E(X)=p=2%xP(X=x)
Varianz: =
V(x)=0? =[x - u}t)= E(x?)-E2(X)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Beispiel

¢ X=1 mit 50 % Wahrscheinlichkeit
X=3 mit 50 % Wahrscheinlichkeit

« Erwartungswert: E(X) = 1*0.5 + 3*0.5=2.0

¢ X=1 mit 75 % Wabhrscheinlichkeit
X=3 mit 25 % Wahrscheinlichkeit

« Erwartungswert: E(X) = 1*0.75 + 3*0.25 = 11

Informatik Vill
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Beispiel

¢ X=1 mit 50 % Wahrscheinlichkeit
X=3 mit 50 % Wahrscheinlichkeit

* Varianz: V(X) = (1-2)2*0.5 + (3-2)2*0.5=1.0

e X=1 mit 75 % Wahrscheinlichkeit
X=3 mit 25 % Wahrscheinlichkeit

« Varianz: V(X) = (1-1.5)2+0.75 + (3-1.5)2*0.25
=0.75

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Bucket-Sort: Analyse

« Sei n, die Zahl der Elemente in Bucket i
« Wabhrscheinlichkeit, dass ein Element in
Bucket i falltist p=1/n
« Wabhrscheinlichkeit, dass genau
k Elemente in Bucket i fallen ist

P(n =k)= (:ka -

~Binomialverteilung*

Informatik VIl
Computergraphics - & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt




Bucket-Sort: Analyse Bucket-Sort: Analyse

 Der Sortieraufwand fiir jeden einzelnen
Erwartungswert: Bucket kann im erwarteten Fall durch
O(1) abgeschéatzt werden.

E(n)=np=1

* Verteilen und Zusammenfugen: O(n)

Varianz: 1

V(n)=npl-p)=1-= « Gesamtaufwand im average case: O(n)
n

* Performanz ???

Spezielle Sortierverfahren (2.4) Suchen

» Counting-Sort:  O(n+k) * (2.4.1) k-Selektion

¢ (2.4.2) String-Suche

* Radix-Sort: O(d (n+k)) . (2.4.3) Hashing

* Bucket-Sort:  O(n) erwartet

Informatik VIl Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

(2.4.1) k-Selektion k-Selektion

Man nennt das k-kleinste Element

Selektions-Problem: 0 A fiir

—gegeben: . — k=1 das Minimum
* n (verschiedene) Zahlen A[1..n] — k=L+1)2), k = [(n+1)/2] den
+ eine Zahlkmit1<k< n unteren / oberen Median
— gesucht: k-kleinstes Element von A, — k=n das Maximum
d.h. dasjenige x 00 A mit

[{i:Af<x}=k-1 von A

Informatik VI Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt Prof. Dr. Leif P. Kobbelt




k-Selektion: Beispiel

Beispiel:
A[1..10] =41, 76, 32, 62, 21, 52, 19, 83,0, 91

Minimum: 0
Maximum: 91

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

k-Selektion: Beispiel

Beispiel:
A[1..10] =41, 76, 32, 62, 21,52, 19, 83,0, 91

Unterer Median: 41, denn
{i:All<41}=1{3,5,7,9}=4= [(10+1)/2]f1

Oberer Median: 52, denn
[{i:Al<52}=K13579}=5= [(@o+1)2}-1

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

k-Selektion: Beispiel

Beispiel:
A[1..10] =41, 76, 32, 62, 21, 52, 19, 83, 0,91
Sortieren liefert:

Minimum 3-kleinstes Maxin']m
/Element

0,19, 21, 32, 41, 52, 62, 76, 83, 91

Unterer Median Oberer Median

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Selektion durch Sortieren

SortSelect(A,k)
sort(A);
return A[K];

Aufwand = Aufwand fur Sortierung:
T (n) =O(n log n)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Selektion durch Partitionierung

PartitionSelect(A,l,r,k)
if(I==r)

return A[p];
m = Partition(A,l,r);
i=m-—-1+1;
if (k==1)

return A[m];
elseif (k <)

return PartitionSelect(A,l,m-1,i);
else

return PartitionSelect(A,m+1,r,k-i)

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Selektion durch Partitionierung

PartitionSelect(A,l,r,k)

if (I==r)
return Alpl;
m = Partition(A,l,r);
=m-—I+1;]
f(k==1)
return A[m];
elseif (k <1)
return PartitionSelect(A,l,m-1,i);
else
return PartitionSelect(A,m+1,r,k-i)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Selektion durch Partitionierung: Beispiel

298375164
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Selektion durch Partitionierung: Beispiel

2983751614
Pivot: 4

29837516

t t

Informatik Vill
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Selektion durch Partitionierung: Beispiel

2983751614
Pivot: 4

29837516
t t
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Selektion durch Partitionierung: Beispiel

2983751614
Pivot: 4

29837516

t t
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Selektion durch Partitionierung: Beispiel

298375164
Pivot: 4
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Selektion durch Partitionierung: Beispiel

298375164
Pivot: 4
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Selektion durch Partitionierung: Beispiel

2983751614
Pivot: 4
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Selektion durch Partitionierung: Beispiel

2983751614
Pivot: 4
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Selektion durch Partitionierung: Beispiel

298375164
Pivot: 4

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Selektion durch Partitionierung: Beispiel

2983751614
Pivot: 4
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Selektion durch Partitionierung: Beispiel

298375164
Pivot: 4
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Selektion durch Partitionierung: Beispiel

298375164
Pivot: 4
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Selektion durch Partitionierung: Beispiel

2983751614
Pivot: 4
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Selektion durch Partitionierung: Beispiel

2983751614
Pivot: 4
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Selektion durch Partitionierung: Beispiel

298375164
Pivot: 4
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Selektion durch Partitionierung: Beispiel

2983751614
Pivot: 4
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Selektion durch Partitionierung: Beispiel

298375164
Pivot: 4

213875096
#
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Selektion durch Partitionierung: Beispiel

298375164
Pivot: 4

213875096
)
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Selektion durch Partitionierung: Beispiel

298375164
K=6 Pivot: 4
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Selektion durch Partitionierung: Beispiel

298375164
K=6 Pivot: 4
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Selektion durch Partitionierung: Beispiel

298375164
K=6 Pivot: 4
2134759638

H_fa\_,_/

m=4,i=m-l+1=4
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Computergraphics ~ & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Selektion durch Partitionierung: Beispiel

298375164

2134|7596 8

k=2

Informatik Vill
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Selektion durch Partitionierung: Beispiel

298375164

2134759638

k=2 Pivot: 8

Selektion durch Partitionierung: Beispiel

298375164

k=6
2134759638
k=2 Pivot: 8
7596
tt

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt




Selektion durch Partitionierung: Beispiel

298375164

2134759638

k=2 Pivot: 8

- o0
- o

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Selektion durch Partitionierung: Beispiel

298375164

k=6
2134759638
k=2 Pivot: 8
7596
tt

Informatik Vill
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Selektion durch Partitionierung: Beispiel

298375164

k=6
213475968
k=2 Pivot: 8
7596
t4

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Selektion durch Partitionierung: Beispiel

298375164

k=6
2134759638
k=2 Pivot: 8
7596
tt

Informatik Vill
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Selektion durch Partitionierung: Beispiel

298375164

2134759638

k=2 Pivot: 8
75609
t4

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Selektion durch Partitionierung: Beispiel

298375164

k=6
2134759638
k=2 Pivot: 8
7569
e

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt




Selektion durch Partitionierung: Beispiel

Selektion durch Partitionierung: Beispiel

298375164

k=6
213475968
k=2 Pivot: 8
75609
#

298375164

2134759638

k=2 Pivot: 8
75609
#*

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Informatik Vill
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Selektion durch Partitionierung: Beispiel

Selektion durch Partitionierung: Beispiel

298375164

k=6
2134759638
k=2 Pivot: 8
7569
t

298375164

k=6
2134759638
k=2 Pivot: 8
75689
t4

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Informatik Vill
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Selektion durch Partitionierung: Beispiel

Selektion durch Partitionierung: Beispiel

298375164

k=6
213475968
k=2 Pivot: 8
75689
H_$/L"'

m=8,i=m-l+1=4

298375164

k=6
2134759638
k=2
756 8|9
k=2

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Selektion durch Partitionierung: Beispiel

298375164

k=6
213475968
k=2
75689
k=2

Selektion durch Partitionierung: Beispiel

298375164

k=6
2134759638
k=2
75689
k=2
56789

Selektion durch Partitionierung

Aufwand von PartitionSelect:

— Worst-case: (vgl. Quick-Sort)
T(n) =0(n?)

— Average-case (ohne Beweis):
T(n) =0(n)

—anschaulich: n/2+n/4+ ... <n

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Median der Mediane: Algorithmus

Median der Mediane: Algorithmus

Median der Mediane: Algorithmus

17



Median der Mediane: Algorithmus

Median der Mediane: Algorithmus

Median der Mediane: Algorithmus

Median der Mediane: Algorithmus

Median der Mediane: Algorithmus

Median der Mediane: Aufwand

Ausgangs-Situation:
000000000000 .- OO0O

Informatik VIl
Computergraphics - & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Median der Mediane: Aufwand

Anordnung in 5er Gruppen:
werden vernachlassigt

/

00000
00000
ocoo0o0O0

{ ooooo0
00000
ocoo0o0O0

\ coooo0o0

Ln/5] Gruppen

Median der Mediane: Aufwand

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Anordnung in 5er Gruppen:

0O 0O 0O 0 0 0O ©o
O 0 0O 0O 0 0 ©o
0O 0O 0O 0 0o 0 o
0O 0O 0O 0 0 0O ©o
0O 0O 0O 0O 0o 0 ©o
Ln/5] Gruppen
Informatik VIl

Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Median der Mediane: Aufwand

Anordnung in 5er Gruppen, sortiert dargestellt:

Median der Mediane: Aufwand

O 0 0 o o o o M=Median| r
© 0 0 0 0 0 0  GerGr n
o [O O O O O 0 O
A O 0O 0O O O 0 O
0<©0 O 0 00O 0O 0O
Ln/5] Gruppen
Informatik VI

Computergraphics ~ & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Anordnung in 5er Gruppen, sortiert dargestellt:

6 000 o0 0 o M = Medi er

0o o0oo0o0o0o0o0  ~ 5€G n
o O O O 04, O O
A 0o o o o 'o\so\ )
o<o 0O 0 00 0 O O m = Medi r

~— - Medial
Ln/5] Gruppen
Informatik VIl

Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Median der Mediane: Aufwand

Anordnung in 5er Gruppen, sortiert dargestellt:

>[n/10] Gruppen
——t—
0O O 0O O 0O 0o o
O O 0O 0O 0O 0 ©°
o O O 0O 0O 0O 0 ©°
A O O 0O 0O 0O 0o o
©<o O 0 0 0O 0 O
—————
>[n/10] Gruppen

Median der Mediane: Aufwand

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Anordnung in 5er Gruppen, sortiert dargestellt:

>[n/10] Gruppen
>3ln/10] Elemente ——t
O O 0O 0oj0 O O
O O O 0|0 O O
o O O O|j0oJO0O O ©
A O O 0|0 0O O ©o
O<©O o o0 o|lo o0 o0 o0
_— >3 n/10] Elemente
>[n/10] Gruppen

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

19



Median der Mediane: Aufwand

mind. 3 n/10] Elemente sind < m
= héchstens n - 3|.n/10] Elemente sind > m
= flirn 250 ist |S.| < n - 3[n/10] < 3n/4

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Median der Mediane: Aufwand

mind. 3 n/10] Elemente sind < m
= hochstens n - 3|.n/10] Elemente sind > m
= firn =50ist|S,| <n-3|n/10]<3n/4

n=47 n-3Ln/10l=35 3n/4=35.25
n=48 n-3ln/10/=36 3n/4 = 36.00
n=49 n-3ln/10l=37 3n/4=36.75
n=50 n-3ln/10l=35 3n/4 = 37.50
n=51 n-3ln/10/=36 3n/4 = 38.25

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Median der Mediane: Aufwand

mind. 3 n/10] Elemente sind < m
= héchstens n - 3|.n/10] Elemente sind > m
= flirn 250 ist |S.| < n - 3[n/10] < 3n/4

Analog: fur n 250 ist |S_| < 3n/4

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Median der Mediane: Aufwand

Select(A k)
n=Al;
if (n < 50)

return SortSelect(A, k);
M = { SortSelect(A[5i+1..5i+5]) : i =0,...Ln/5] };
m = Select(M, L|MJ/2]);
S.={A[i]:Alij<m};
S_={A[i]: All=m};
S.={Al[i]: Ali]>m};
if (IS| > k) return Select(S_, k);
if (S| +|S-| < k) return m;
return Select(S., k - |S| - |S.]);

o@)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Median der Mediane: Aufwand

Select(A k)

n=1A[;

if (n <50)
return SortSelect(A, k); o)

M = { SortSelect(A[5i+1..5i+5]) :i = 0,...,.Ln/5] }; } O(n)

m = Select(M, L|MJ/2]);

S ={Al]:Al]<m}

S_={Al]:All=m}

S, ={A[i]:Alil>m};

if (IS.| > k) return Select(S_, k);

if (IS + [S2| <k) return m;

return Select(S., k - |S| - |S.]);

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Median der Mediane: Aufwand

Select(A k)
n=Al;
if (n < 50)

return SortSelect(A, k); Oo(1)
M = { SortSelect(A[5i+1..5i+5]) : i = 0,...,Ln/5] }; O(n)
m = Select(M, L|M|/2]); T T(n/s5)

S ={All:All<m},
S_.={Ali]: All=m};
S.={A[i]:Ali]>m};

if (IS.] > k) return Select(S_, k);
if (IS.| + [S2| <k) return m;
return Select(S., k - |S| - |S.]);

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Median der Mediane: Aufwand

Select(A k)
n=|Af;
if (n < 50)

return SortSelect(A, k); o(1)
M = { SortSelect(A[5i+1..5i+5]) : i = 0,...,Ln/5] }; O(n)
m = Select(M, L|M|/2]); T(n/5)
S.={A[i]:Alil<m};
S.={All:All=m}; o(n)
S, ={Al]:Al]>m},

if (IS.| > k) return Select(S_, k);
if (S| + |S-| < k) return m;
return Select(S., k - |S| - |S.]);

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Median der Mediane: Aufwand

Select(A k)
n=|Al;
if (n < 50)
return SortSelect(A, k); o)
M = { SortSelect(A[5i+1..51+5]) : i = 0,...,Ln/5] }; O(n)

m = Select(M, L|M|/2]);

P T(n/5)
S ={All]:All<m}

S.={Al]: All=m}; o(n)

S, ={All:Al]>m}

if (IS.] > k) return Select(S_, k);

if (IS| +[S-| < K) return m; <T(3n/4)
return Select(S., k - |S| - |S.]);

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Median der Mediane: Aufwand

Rekurrenz

™) C; fir n <50
n) <
c,n + T(n/5) + T(3n/4) firn =50

Behauptung: Fiir ¢ = max(c,, 20c,) ist

T(n) <cn=0(n)

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Median der Mediane: Aufwand

Induktionsanfang: fiir n < 50: okay, da ¢ = c;.
Induktionsannahme: T(m) < cm fir m<n.
Induktionsschluss:
T(n)<c,n+T(n/5)+T(3n/4)
sc,n+cn/5+3cn/4
<c,n+19cn/20
=cn+n(c,—c/20)

scn 20czsc=czsc/20=c2-c/io

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Selektion: Zusammenfassung

 Selektion durch Sortieren: O(n log n)

* Selektion durch Partitionieren:
— average case: O(n)
— worst case: O(n?)

* Median der Mediane: O(n)

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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(2.4) Suchen

* (2.4.1) k-Selektion
* (2.4.2) String-Suche
* (2.4.3) Hashing

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

(2.4.1) k-Selektion

Selektions-Problem:
— gegeben:
« n (verschiedene) Zahlen A[1..n]
e eineZahlkmitl<k< n
— gesucht: k-kleinstes Element von A,
d.h. dasjenige x 0 A mit
[{i:Ali1<x} =k-1

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

k-Selektion

k=1 ... suche Minimum ... O(n)
k=2 ... zweitkleinstes Element ... O(n)

k-kleinstes Element ... O(k n)

allgemeiner Fall: k= 0(n) = O(kn) = @n?)

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Selektion durch Sortieren

SortSelect(A,k)
sort(A);
return A[K];
Aufwand = Aufwand fur Sortierung:

T(n) =0(n log n)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Selektion durch Partitionierung

PartitionSelect(A,l,r,k)
if(I==r)
return A
m = Partition(A,l,r);
=m-—T1+1;]
fk==1)
return A[m;
elseif (k <1i)
return PartitionSelect(A,l,m-1 k);
else
return PartitionSelect(A,m+1,r,k-i)

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Selektion durch Partitionierung

) ) V'
[T

Informatik VIl
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Prof. Dr. Leif P. Kobbelt




Selektion durch Partitionierung

) ) V'
[T

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Selektion durch Partitionierung

) i V'
[T ]

[

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Selektion durch Partitionierung

) ) V'
[T

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Selektion durch Patrtitionierung

) ¥ V'
[T

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Selektion durch Partitionierung

) i Y
[T [T

I ?HLI‘ ILI(‘i:_iI Tr‘

= k-(m-1+1)

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Selektion durch Partitionierung

Aufwand von PartitionSelect:
— Average-case (ohne Beweis):
T(n) =0(n)
—anschaulich: n/2+n/4 +... <n
(b=1) n/b+nb2+..<cn
— Worst-case: (vgl. Quick-Sort)
T (n) = 0(n2)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt




Median der Mediane: Algorithmus

Select(A k)
n=1A[;
if (n < 50)

return SortSelect(A, k);
M = { SortSelect(A[5i+1..5i+5]) : i = 0,....Ln/5J};
m = Select(M, L|M|/2J);
S.={Alll:All<m}
S.={Al]:All=m}
S, ={Al]:Al]>m}
if (IS > k)

return Select(S,, k);

if (ISd + 152 < k)
return m;
return Select(S., k - [S.| - |S.]);

Median der Mediane: Algorithmus

f‘i“?;‘l@"‘) Basisfall der Rekursipn
if (n < 50) (I?le me{glsche Konstante
return SortSelect(A, k); wird spéter klar.)

M = { SortSelect(A[5i+1..51+5]) : i = 0,...,Ln/5J};
m = Select(M, L|M|/2]);
S.={Al]l: All<m}
S_={Al]:All=m}
S, ={Ali]: Al >m};
if (IS > k)
return Select(S., k);

if (ISd + 18- < k)
return m;
return Select(S., k - |S.| - |S.]);

Median der Mediane: Algorithmus

Select(A k)
n=1A[;
if (n < 50)
return SortSelect(A, k);
M = { SortSelect(A[5i+1..5i+5]) : i = 0,...,.Ln/5J};

m = Select(M, L|M|/2]);

S.={All: Alij<m}); W

S.={A[i]: All=m}; Bilde Ln/5] Gruppen von je
S.={All:Alil>m} 5 Elementen (es bleiben

it (IS > k) 0-4 Elemente (ibrig) und

return Select(S., k);
if (IS + 18-l <k)
return m;
return Select(S., k - |S| - |S.]);

bestimme deren Median.

Median der Mediane: Algorithmus

Select(A k)
n=Al;
if (n < 50)
return SortSelect(A, k);
M = { SortSelect(A[5i+1..51+5]) : i = 0,...,Ln/5J};
m = Select(M, L|M|/2]);
S ={Ali] :(A[i] i n|1 };) \ Bestimme rekursiv den
S.={A[i]: Alil=m}; Median der Mediane.
S.={A[i]: Ali]>m};
if (IS > k)
return Select(S., k);

if (ISd + 18- < k)
return m;
return Select(S., k - |S.| - |S.]);

Median der Mediane: Algorithmus

Select(A k)
n=|Af;
if (n <50)

return SortSelect(A, k);
M = { SortSelect(A[5i+1..5i+5]) : i = 0,...,.Ln/5};
m = Select(M, LIMJ/2]);
S.={A[i]:Alil<m};
S.={Al]:Al]=m}
S, ={Al]:Al]>m}
if (ISl > k)

return Select(S_, k);

if (ISd +1S-] < k)
return m;
return Select(S., k - [S| - |S.]);

Median der Mediane: Algorithmus

Select(A k)
n=1Al;
if (n < 50)
return SortSelect(A, k);
M = { SortSelect(A[5i+1..5i+5]) : i = 0,...,Ln/5};
m = Select(M, L|M]/2));
S.={A[i]:Alij<m};
S_={Al]:Alil=m}
S, ={All: All>m}; Das k-te Element liegtin S
if (IS</ > k)
return Select(S,, k);

if (IS + 18- < k)
return m;
return Select(S., k - |S| - |S.]);




Median der Mediane: Algorithmus

Select(A k)
n=1A[;
if (n < 50)
return SortSelect(A, k);
M = { SortSelect(A[5i+1..5i+5]) : i = 0,....Ln/5J};
m = Select(M, L|M/2l);
S.={A[]:All<m},
S.={Al]:All=m};
S, ={Al]: All>m};

if(Sd>k) Das k-te Element liegtin S_=
return Select(S., k);

if (ISd + 152 < k)
return m;

return Select(S., k - [S.| - |S.]);

Median der Mediane: Algorithmus

Select(A k)
n=Al;
if (n < 50)
return SortSelect(A, k);
M = { SortSelect(A[5i+1..51+5]) : i = 0,...,Ln/5J};
m = Select(M, L|M|/2]);
S.={Alll:All<m}
S.={Alil:All=m}
S.={Alil: All>m}
if (IS > k) Das k-te Element ist das

return Select(S, K):  (k - |S_| - |S.|)- te Element aus S_
if (ISd + 18- < k)

return m; /
return Select(S., k - |S.| - |S.]);

Median der Mediane: Aufwand

Ausgangs-Situation:
000000000000 --- 0000

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Median der Mediane: Aufwand

Anordnung in 5er Gruppen:
werden vernachléssigt

/

ocoo0o0o0
ocoo0o0o0
00000
{ ooooo
ocoo0o0o0
00000
\ 0o0o0O0O0

Ln/5] Gruppen

Informatik VIl
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Median der Mediane: Aufwand

Anordnung in 5er Gruppen:

O O O O O O o

O O 0O 0O 0O O ©o

O O 0O 0O 0O 0O O

O O O O O O o

O O 0O 0O 0O O ©o
Ln/5] Gruppen

Informatik VI
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Median der Mediane: Aufwand

Anordnung in 5er Gruppen, sortiert dargestellt:

M = Median r
‘ o~ 5erGr n
Ln/5] Gruppen

o0>o0
o ololo o
oolojoo
oololoo
{ oolojoo
oololoo
oololoo
\ 0ojojoo

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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Median der Mediane: Aufwand

Anordnung in 5er Gruppen, sortiert dargestellt:

6 00 o0 o0 0 o M = Medi er
oo oo o o o - SerGiiigen
° O O O 0L O O
A o o o o 'o\eo\ i
o<o 0O 0 00O 0O m = Medi r
~— Media
Ln/5] Gruppen

Informatik VIl
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Median der Mediane: Aufwand

Anordnung in 5er Gruppen, sortiert dargestellt:

>n/10] Gruppen
——t
O O 0O O 0O o o
O O O O 0O 0O ©o
o O 0O 0O O 0O 0O ©°
A O O 0O O 0O o o
o<o 0O 0 0 0 0 0 O
—_—
>[n/10] Gruppen

Informatik VIl
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Median der Mediane: Aufwand

Anordnung in 5er Gruppen, sortiert dargestellt:

>[n/10] Gruppen
> 3[n/10] Elemente —_—
O O O OO0 O o
O O O 0|0 O ©
o O O Oo|ojJO O O
A O O O|0O O O o
©<o 0O 0o 0|0 O 0 ©
_— > 3[n/10] Elemente
>n/10] Gruppen

Informatik VIl
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Median der Mediane: Aufwand

Select(A k)
n=1A[;
if (n < 50)

return SortSelect(A, k); O(l)
M = { SortSelect(A[5i+1..51+5]) : i = 0,...,.Ln/5] }; O(n)
m = Select(M, L|MJ/2]); T(/5)
S.={A[i]:Alij<m};
S.={Alil:All=m} o(n)
S, ={Ali]: All>m};
if (IS| > k) return Select(S_, k);
if (IS| +[S-| <Kk) return m; <T(3n/4)
return Select(S., k - |S| - |S.]);

Informatik VIl
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Median der Mediane: Aufwand

Rekurrenz

T(n) Cy fir n <50
n) <
c,n + T(n/5) + T(3n/4) furn =50

Behauptung: Fir ¢ = max(c,, 20c,) ist

T(n) <cn=0(n)

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Selektion: Zusammenfassung

Selektion durch Sortieren: O(n log n)

Selektion durch Partitionieren:
— average case: O(n)
—worst case: O(n?)

¢ Median der Mediane: O(n)

Informatik VIl
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(2.4) Suchen

* (2.4.1) k-Selektion
* (2.4.2) String-Suche
* (2.4.3) Hashing

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

@

(2.4.2) String Matching

* String-Matching Problem:

—gegeben: Text T[1..n] (Folge von Symbolgh)
Muster P[1..m]

— gesucht: erstes / alle Vorkommen von P i

» Anwendung in Text-Editoren,
DNA Analyse, Video-Kompression,
Computer-Vision ...

Informatik Vill
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String Matching: Begriffe

+ Alphabet: >

* Menge aller Worter der Lange n:

:{aiaZ'”aﬂ |a| DZ}

(Menge von Symbolen)

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

@

String Matching: Begriffe

Beispiel: > ={0,1}

2 ={¢}
'={o3

={00,01,10,11}

*={000,001,00,011,100101,110,11}

Informatik Vill
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

String Matching: Begriffe

Beispiel: > ={a,b,c,...x v, 7}
ZO :{g} Jeeres* Wort

{a b.c,..xYy, z}
{aaab ac,. . Kp, ... .ZX zy,zz}
{aaaaabaac dtp, zzz}

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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String Matching: Begriffe

Menge aller endlichen Worter:
PIREDRAND RN DEND AN H P
— Uzn
n=0

.. Elemente dieser Menge
nennt man auch Strings

Informatik VIl
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String Matching: Begriffe

Beispiel: > ={0,1}

010010% 010210%

0110% abcX

000011111 0000--0O0%
e

String Matching: Begriffe
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« String: P={a,, a,,....a,}

« Prafix: P.={a; a,, ..., a,} PO

» Suffix: P, ={a, 41, --» 85} PO
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Naives String Matching

NaiveStringMatch(T,P)
|for (s=0;s <n-m; s++)|

Naives String Matching: Beispiel

i=1;
while (i <m && P[] ==T[ s+i])
i++;
if(i==m+1)
print ,Muster gefunden an Stelle* s+1;

Informatik VIl
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T =00010110001100

P =00100
00010010001100
s=0 00100
4

i=1
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Naives String Matching: Beispiel

T =00010110001100

P =00100
00010010001100
s=0 00100
*
i=2

Naives String Matching: Beispiel

Informatik VI
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T =00010110001100

P =00100
00010010001100
s=0 00100
*
i=3
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Naives String Matching: Beispiel

T =00010110001100
P =00100

00010010001100
061660~

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

@

Naives String Matching: Beispiel

T =00010110001100

P =00100
00010010001100
©6166-
s=1 00100
*
i=1
Informatik VIl
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Naives String Matching: Beispiel

T =00010110001100

P =00100
00010010001100
06106~

s=1 00100
*
i=2
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Naives String Matching: Beispiel

T =00010110001100

P =00100
00010010001100
©6166-
s=1 00100
*
i=3
Informatik VIl

Computergraphics & Multimedia
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Naives String Matching: Beispiel

T =00010110001100

P = 00100
00010010001100
00166~

s=1 00100
*
i=4
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Naives String Matching: Beispiel

T =00010110001100

P =00100
0001001000110
-66166-
s=1 00100
?
i=5
Informatik VIII

Computergraphics & Multimedia
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Naives String Matching: Beispiel

T =00010110001100

P =00100
00010010001100
061660~
s=1 00100
*
i=6
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Naives String Matching: Beispiel

T =00010110001100
P =00100

00010010001100
06166~
00100  (Output s+1=2)
s=2 00100

i=1
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Naives String Matching: Beispiel

T =00010110001100
P =00100

00010010001100
66166~
00100  (Output s+1=2)
s=2 00100

i=2
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Naives String Matching

NaiveStringMatch(T,P)
for(s=0;s <n-m;s++)
i=1;
whil_e(ism&&P[i]::T[s+i])}Sm nl,I+1
i++;
if(i==m+1)
print ,Muster gefunden an Stelle* s+1;
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Rabin-Karp Algorithmus

« Der Einfachheit halber sei

>={0,1,2,3,45,6,7,8,9

« Idee: Fasse Worter aus 2. als Zahlen aus IN
auf:

String 145=10405 ~Concatenati@h"
Zahl 145=100+40+4 LAddition“

Informatik VI
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Rabin-Karp Algorithmus

« Zwei Worte aus 2* sind gleich, wenn die
entsprechenden Zahlen gleich sind

= Vergleich von Zahlen statt Vergleich
von Worten (mehrere Ziffern parallel)

* Seip die zu P[1..m] korrespondierende Zahl

* Seitg die zu T[s+1...s+m] korrespondierende

Zahl
Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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Rabin-Karp Algorithmus
o T =,58721537543% n=11
Beispiel: {, = 58721
t, = 87215
P =,72153" t, = 72153
m=5 t, = 21537
p=72153 t, = 15375
ts = 53754
tg = 37543

Informatik VIl
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Rabin-Karp Algorithmus

Berechnung von p aus P[1..m]:
p = P[1]*10m1 + P[2] *10m2 + ... + P[m-1] * 10 + Fjih]
Aufwand:

« Additionen: m-1 = O(m)

* Multiplikationen: m*(m-1)/2 = O(m?2)
e Gesamt: O(m?2)

= diese naive Berechung ist ineffizient!

Informatik VIl
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Rabin-Karp Algorithmus

Berechnung von p mit Horner-Schema:

P[1]* 10™1+P[2]*10m2 + ... + P[m-2] * 102 + P[m-1] * 1
= (P[1]* 10m2 + P[2] ¥ 10™3 + ... + P[m-2] * 101 + P[m-1]) *

((P[1]* 103+ P[2] ¥ 10™2 + ... + P[m-2]) * 10 + P[m-1]) *

= ((.(P[1]* 10 +P[2]) * 10+ ... + P[m-2]) * 10 + P[m-1]) * 10 4| P[m]

Informatik VIl
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Rabin-Karp Algorithmus

Berechnung von p mit Horner-Schema:

p=((.(P[L1*10+P[2]) ...) *10+ Pm-1]) * 10 [fm]

Algorithmus:
p=0;
for (i=1;1 < m; ++i)
p=p*10+Pfi[;

Informatik VIl
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Rabin-Karp Algorithmus

Horner-Schema: p=0;
for (i=1;i <m; ++i)

Beispiel: p=p*10+P[i;
P=72153m=5

i - 1 2 3 4 5
Plil| - 7 2 1 5 3
p 0

Rabin-Karp Algorithmus

Horner-Schema: p=0;
for (i=1;i <m; ++i)

Beispiel: p=p*10+P[];
P=72153,m=5
i - 1 2 3 4 5
Pl - 7 2 1 5 3
¥

p 0 7

\/V

*10

10



Rabin-Karp Algorithmus

Horner-Schema: p=0;
for (i=1;i < m; ++i)

Rabin-Karp Algorithmus

Horner-Schema: p=0;
for (i=1;i < m;++i)

Beispiel: p=p*10+P[i;
P=72153;m=5
i - 1 2 3 4 5
Plil| - 7 2 1 5 3

\4
p | o 7 72

\/
*10

Beispiel: p=p*10+P[i;
P=72153,m=5
i - 1 2 3 4 5
Pl - 7 2 1 5 3
v

p 0 7 72 721

\/v

*10

Rabin-Karp Algorithmus

Horner-Schema: p=0;
for (i=1;i < m; ++i)

Rabin-Karp Algorithmus

Horner-Schema: p=0;
for (i=1;i < m; ++i)

Beispiel: p=p*10+P[i];
P=72153 m=5
i - 1 2 3 4 5
Plill - 7 2 1 5 3
\4

p 0 7 72 721 7215

\/V

*10

Beispiel: p=p*10+P[];
P=72153,m=5
i - 1 2 3 4 5
Pl - 7 2 1 5 3
v
p 0 7 72 721 7215 | 72153
\/v
*10

Rabin-Karp Algorithmus

Aufwand des Horner-Schemas:
p=0;
for(i=1;i <m; ++i)

p=p*10 + P[i; m Durchlaufe:

« Additionen: 1
« Multiplikationen: 1

= Aufwand des Horner-Schemas: O(m)

Informatik VI
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Rabin-Karp Algorithmus

* Analog zu p lassen sich auch die tg mittels
des Horner-Schemas berechnen.

« Aufwand zur Berechung aller tg: O((n-m+1)m)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Rabin-Karp Algorithmus

* Analog zu p lassen sich auch die t; mittels
des Horner-Schemas berechnen.

« Aufwand zur Berechung aller tg: O((n-m+1)m)

* Noch besser:
» Berechne nur t, mit Horner-Schema

» Berechne tg,, aus t, durch

to; =10 (tg— T[s+1] * 10™1) + T[s+m+1]

Informatik VIl
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Rabin-Karp Algorithmus

Beispiel: ty,; =10 (t;— T[s+1]* 10™1 ) + T[s+nfj1]
T =38721537543, m=5
t, = 38721
t, = 87215

Informatik VIl
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Rabin-Karp Algorithmus

Beispiel: o,y =10 (t;— T[s+1] *10™1 ) + T[s+rff+1]
T =38721537543, m=5

t, = 38721
t, = 87215 =10 (t,—30000) + 5
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Rabin-Karp Algorithmus

Beispiel: ty,; =10 ((t;— T[s+1] *10™1 ) + T[s+rff+1]
T =38721537543, m=5

t, = 38721
t, = 87215 =10 (t,—30000) +5
t, = 72153 =10(t,—80000) + 3
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Rabin-Karp Algorithmus

Beispiel: tg,; =10 (ty— T[s+1] *10m1) + T[s+r|+1]
T =38721537543, m=5

t, = 38721
t, = 87215 =10 (t,—30000) +5
t, = 72153 =10(t,—80000) + 3
t,= 21537 =10(t,—70000)+7
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Rabin-Karp Algorithmus

Beispiel: tg,; =10 (t;— T[s+1] *10m1) + T[s+r|+l]
T =38721537543, m=5

t, = 38721
t, = 87215 =10 (t,—30000) +5
t, = 72153 =10(t,—80000) + 3
t,= 21537 =10 (t,—70000) + 7
t,= 15375 =..
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Rabin-Karp Algorithmus

RabinKarpPre(T,P)

h=10m%
p=0;
t=0;

for(i=1;i<m;i++)

p +=10*p+P[i];

t +=10*t+T[i];
for(s=0;s<n—-m;s++)

if (p="1)
print ,Muster an der Stelle” s+1 ,gefunden®;
if(s<n-m)

t=10* (t — h*T[s+1])+T[s+m+1];

Rabin-Karp Algorithmus

RabinKarpPre(T,P)
h=10m% —_— . .
p=0; Vorberechnung, einmaliger
t=0; Aufwand von O(m)
for(i=21;i<m;i++)

p +=10*p+P[i];

t +=10*t+T[i];
for(s=0;s <n—-m;s++)

if(p=1)
print ,Muster an der Stelle” s+1 ,gefunden®;
if(s<n—-m

t=10* (t — h*T[s+1])+T[s+m+1];

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Rabin-Karp Algorithmus

RabinKarpPre(T,P)

h=10m%
p=0;
t =0;

for(i=1;i<m;i++) 2 x Horner-Schema: O(m)
p +=10*p+P[i];
t +=10*t+T[i];

for(s=0;s<n-m;s++)

if(p=1)
print ,Muster an der Stelle” s+1 ,gefunden®;
if(s<n-m)

t=10* (t — h*T[s+1])+T[s+m+1];
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Rabin-Karp Algorithmus

RabinKarpPre(T,P)

h=10mL
p=0;
t=0; Schleife wird O(n)-mal

for(i=21;i<m;i++)
p +=10*p+P[i]; durchlaufen

t +=10*t+T[i]; /'

for(s=0;s <n-m;s++)

if(p=1)
print ,Muster an der Stelle s+1 ,gefunden®;
if(s<n-m)

t=10* (t — h*T[s+1])+T[s+m+1];
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Rabin-Karp Algorithmus

RabinKarpPre(T,P)

h=10m%
p=0;
t=0;

for(i=1;i<m;i++)
p +=10*p+P[i];
t +=10*t+T[i];
for(s=0;s <n—m;s++)
if (p=1)
print ,Muster an der Stelle” s+1 ,gefunden®;
if(s<n-m)
t=10* (t — h*T[s+1])+T[s+m+1];
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Rabin-Karp Algorithmus

RabinKarpPre(T,P)

h=10m%
p=0;
t =0;

for(i=21;i<m;i++)

p +=10*p+P[i];

t +=10*t+T[i];
for(s=0;s <n—-m;s++)

if(p=t)
print ,Muster an der Stelle” s+1 ,gefundery’;
if(s<n-m)

t=10* (t — h*T[s+1])+T[s+m+1];

Muster nach rechts schiebiw.
Aufwand O(1) vs. O(m)

Informatik VIl
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Rabin-Karp Algorithmus

RabinKarpPre(T,P)
h=10m%

tp 2 8 Nicht-uniformes Kostenmal
for (i =1 ismive) = Aufwand fiir Vergleich: O(m)

p +=10*p+P[i];

t +=10*t+T[i];
for(s=0;s<n—-m;s++)

if (p=1)

print ,Muster an der Stelle” s+1 ,gefunden®;
if(s<n-m
t=10* (t — h*T[s+1])+T[s+m+1];
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Exkurs: Modulo

e a=bmodq := 0Ok a=b+k*q
¢ JaldIN [bO,..,g-1}: a=bmodq
¢ Esqgilt:

(atb) mod q = (a, + g*a, + b, + q*b,) mod
=(a; +b; +g*(a, + by)) mod
=(a; +by)modq
= ((amod g) + (b mod g)) mod

Informatik VIl
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Exkurs: Modulo

e Esqilt

(a*b) mod g
=((a;+ g*ap) * (by+ g*b,)) mod g
= (a,*by+ g*(@s*b,* a,*by)+ 42 "a,*b,) mod |y
= (a;*b,) mod g
=((amod qg) * (b mod g)) mod q
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Exkurs: Modulo

* Beispiele ...
*«10=-4=3 mod7
* 14*27=3*5=15=4 mod 11
*+ 100+5462 =0+0=0 mod 2

» Esqilt
a=b = a=bmodq
aber nicht umgekehrt!
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Rabin-Karp Algorithmus

RabinKarp(T,P)
h=10m1mod qg;
p=0;
t=0;
for(i=1;i<m;i++)
p +=(10*p +P[i]) mod q;
t +=(10*t+ T[i]) modq;
for(s=0;s <n—-m;s++)
if(p=1
if (P[1..m] = T[s+1..s+m])
print ,Muster an der Stelle” s+1 ,gefunden®;
if(s<n-m
t= (10 * (t — h*T[s+1])+T[s+m+1]) mod g;
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Rabin-Karp Algorithmus: Beispiel

T =383153054324562, P =153, n=15, m=3

q=13, h =10™ = (-3)2=9 mod 13

Informatik VIl
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Rabin-Karp Algorithmus: Beispiel

T =383153054324562, P =153, n=15 m=3

q=13, h=10™1 =(-3)2=9 mod 13
Initialisierung: p=0

Horner-Schema: mod13:p=(1*10+5)*10+3

=(-3+5)*10+3
=20+3
=10
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Rabin-Karp Algorithmus: Beispiel

T =383153054324562, P=153, n=15, m=3
q=13, h=9, p=10

=6

t; =10%(t,- h*3) + 1 =10%6-27) + 1 =10*5+1 =51 EI12
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Rabin-Karp Algorithmus: Beispiel

T =383153054324562, P =153, n=15, m=3
g=13, h=9, p=10

L, =6
t, =12
,=3

t, = 10%(t,- h*3) + 3= 10%3 - 27) + 3= 102 +3 =10

()
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Rabin-Karp Algorithmus: Beispiel

T =383153054324562, P =153, n=15 m=3
q=13, h=9, p=10

=6
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Rabin-Karp Algorithmus: Beispiel

T =383153054324562, P =153, n=15, m=3
q=13, h=9, p=10

,=6
L, =12

t, =10%(t, - h*8) + 5 =10%(12 - 72) + 5 = 10%(-1+6) + 5§ 3
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Rabin-Karp Algorithmus: Beispiel

T =383153054324562, P =153, n=15 m=3
q=13, h=9, p=10

tL,=6

t, =12

t, =3

t; =10

t, = 10*(t;- h*1) + 0=10%(10-9)+0 =10
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Rabin-Karp Algorithmus: Beispiel

T =383153054324562, P =153, n=15 m=3
=13, h=9, p=10

t,=6

Rabin-Karp Algorithmus: Beispiel

T =383153054324562, P =153, n=15 m=3
q=13, h=9, p=10

Informatik VIl
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Rabin-Karp Algorithmus: Aufwand

RabinKarp(T,P)

h=10m1 mod g; } Oo(m)

p=0;

t=0;

for(i=21;i<m;i++) o(m)
p +=(10*p+P[i]) mod g;

t +=(10*t+T[i]) mod q;
for(s=0;s <n—-m;s++)
if(p=1)

if (P[L.m] = Tls+1..s+m])  FO(m) o(n-ffrnm)

print ,Muster an der Stelle" s+1 ,gefinden®;
if (s<n-m)

t= (10 * (t — h*T[s+1])+T[s+m+1]) mod q;
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Rabin-Karp Algorithmus: Aufwand

RabinKarp(T,P)

h=10m1mod g; } O(m)

p=0;

t=0;

for(i=1;i<m;i++) o(m)
p +=(10*p+P[i]) mod q;

t +=(10*t+T[i]) mod q;
for(s=0;s<n—-m;s++)
if(p=1) F O(log(q)) o)
if (P[1..m] = T[s+1..s+m)]) F O(m)
print ,Muster an der Stelle” s+1 ,gefanden®;
if(s<n-m
t= (10 * (t — h*T[s+1])+T[s+m+1]) mod q;

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Rabin-Karp Algorithmus:
Zusammenfassung

Aufwand von RabinKarp:
— Worst case:
O((n-m+21)*m)
— Average case: Ist g = m und ist die
erwartete Anzahl von Matches in O(1),

dann hat RabinKarp einen erwarteten
Aufwand von O(n)
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Rabin-Karp Algorithmus:
Zusammenfassung

Aufwand von RabinKarp:
— Average case: O(n)

— Annahme: (mod q) - Schlissel sind
gleichverteilt

— Bei O(n) méglichen Sub-Strings sind
O(n/q) passende Schlissel zu erwarten
— Aufwand: O(n+m*n/q) = O(n) fir g=m

Informatik VIl
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Knuth-Morris-Pratt

e Geg.: Text T[1...n], Muster P[1..m]

» Beim naiven Ansatz und bei Rabin -Kar'

werden Symbole aus T[] mehrfach
verglichen (bis zu m Mal!)

* Finde Algorithmus, der jedes T[i] nur

einmal vergleicht ...

Informatik VIl
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Knuth-Morris-Pratt

569145636248175...
56923
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Knuth-Morris-Pratt
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Knuth-Morris-Pratt
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Knuth-Morris-Pratt
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Knuth-Morris-Pratt
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Knuth-Morris-Pratt
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Knuth-Morris-Pratt

* Sei s der Index der auBeren Schleife
und i der Index der inneren Schleife
beim naiven String-Matching

e Danngilt T[s+1..s+i]=P[1...i]

« Eine Verschiebung des Index s nach s+1
macht nur Sinn wenn
T[s+2...s+i]=P[1...i-1]
bzw.
P[1..i-1]1=P[2...1]

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Knuth-Morris-Pratt

» Die Bedingung P[1...i-1]=P[2 ...1]
h&angt nur vom Suchmuster P[] ab,
kann also vorberechnet werden.

» Genauso: Verschiebung auf s+2 macht
nur Sinn, wenn P[1...i-2] =P[3 ...1]

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Knuth-Morris-Pratt

« Allgemein: suche das grof3te j, fir das
P[1...j]=Pli-j*+1...1] gilt.

« Dann ist s+i-j die nachste Moglichkeit
fur einen Match

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt(T[1...n],P[1...m])
Q = PrefixFunction(P);
i =0;
for (i=1;i<n;i++)
while (j>0 && P[ j+1] # T[i])
1=QLJE
if P[j+1] = T[i]) j++;
if j=m)
print ,Muster an der Stelle“ i-m ,gefundef®;

i=Qll;

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Knuth-Morris-Pratt

v
569145636248175..
45623

t

+1
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v
569145636248175..
45623

t

1
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Knuth-Morris-Pratt

v
569145636248175..
45623

f

+1
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt(T[1...n],P[1...m])
Q = PrefixFunction(P); |

;SN i++)

while (j>0 && P[ j+1] £ T[i])
1= QIjl;

[TPTFIT=TT11] [+ ]

ifg=m)
print ,Muster an der Stelle “ i-m ,,gefunde!“;
i=Qljl

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Knuth-Morris-Pratt

» Bedeutung von Q:
—-Q[il=] = P[1..j]=Pli-j+1...i]
und es gibt kein gréReres j<i
—Insbesondere: 0<Q[i]<i
— Offensichtlich Q[1]=0

—AUS P[L...}] = P[i-+1 ... ] und P[j+1] = P[i+1

folgt P[L... j+1] = P[i-j+1 ... i+1]
— Aus Q[i] =] und P[j+1] = P[i+1] folgt Q[i+1]

1

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Knuth-Morris-Pratt

Bedeutung von Q:
~Qli]=] = P[L..j]=P[i-+1..i]
und es gibt kein groReresj<i
—Insbesondere: 0<Q[i]<i
— Offensichtlich Q[1] =0

~Aus P[1...j] = Pfij+1 ... 1] und P[j+1] # P[i+1}|
folgt Q[i+1] < Q[i]+ 1

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P.  Kobbelt

Knuth-Morris-Pratt

Pl it ifivd]  m|

P 1 jli+1] m|

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia
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Knuth-Morris-Pratt

 PrefixFunction(P[1...m]);

Q1] =0;

1=0;

for (=2 1sm ; i++) |

while (>0 && P j+1] Z P[i])
1=0ljl

if (P[+1]=P[i]) j++; |

Qlil=1J;

return Q;

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Knuth-Morris-Pratt

PrefixFunction() : Q[]1=10, ...]

li
ababaca
ababaca

j+1

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
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Knuth-Morris-Pratt

PrefixFunction() : Q[]1=[0,0, ...]

li
ababaca
ababaca

+1

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Knuth-Morris-Pratt

PrefixFunction() : Q[1=[0,0, ... ]

li
ababaca
ababaca

TJ+1
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Knuth-Morris-Pratt

PrefixFunction() : Q[]1=[0,0,1 ... ]

li
ababaca
ababaca

1
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Knuth-Morris-Pratt

PrefixFunction() : Q[1=[0,0,1,2 ... ]

li
ababaca
ababaca

t

1
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Knuth-Morris-Pratt

PrefixFunction() : Q[]1=[0,0,1,2,3 ...

ll
ababaca
ababaca

i+l
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Knuth-Morris-Pratt

PrefixFunction() : Q[]1=10,0,1,2,3 ...

li
ababaca
ababaca

+1
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Knuth-Morris-Pratt

PrefixFunction() : Q[1=[0,0,1,2,3 ...

li
ababaca
ababaca

j+1
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Knuth-Morris-Pratt

PrefixFunction() : Q[1=1[0,0,1,2,3 ... ]

ll
ababaca
ababaca

TJ+1
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Knuth-Morris-Pratt

PrefixFunction() : Q[1=[0,0,1,2,3 ... ]

ll
ababaca
ababaca

1
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Knuth-Morris-Pratt

PrefixFunction() : Q[1=[0,0,1,2,3,0 ... ]

li
ababaca
ababaca

Tj+l
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Knuth-Morris-Pratt

PrefixFunction() : Q[1=[0,0,1,2,3,0,1]

li
ababaca
ababaca

j*l
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]1=1[0,0,1,2,3,0,1]

li
bacbababaabchbab
ababaca

+1
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[1=10,0,1,2,3,0,1]

li
bacbababaabcbab
ababaca

j+1
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]=1[0,0,1,2,3,0,1]
i
bacbababaabcbab

ababaca

TJ+1
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]=1[0,0,1,2,3,0,1]
[

bacbababaabcbab
ababaca

1
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]=1[0,0,1,2,3,0,1]

li
bacbababaabcbab
ababaca

Tj+l
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]=1[0,0,1,2,3,0,1]
i

bacbababaabcbab
ababaca

j*l

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P._ Kobbelt

Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]1=1[0,0,1,2,3,0,1]

li
bacbababaabchbab
ababaca

+1
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[1=10,0,1,2,3,0,1]

li
bacbababaabcbab
ababaca

+1
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]=1[0,0,1,2,3,0,1]
i

bacbababaabcbab
ababaca

TJ+1
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]=1[0,0,1,2,3,0,1]
[

bacbababaabcbab
ababaca

+1
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]=1[0,0,1,2,3,0,1]

li
bacbababaabcbab
ababaca

t

+1
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]=1[0,0,1,2,3,0,1]
[

bacbababaabcbab
ababaca

1
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]1=1[0,0,1,2,3,0,1]

li
bacbababaabchbab
ababaca

+1
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[1=10,0,1,2,3,0,1]

li
bacbababaabcbab
ababaca

+1
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]=1[0,0,1,2,3,0,1]

li
bacbababaabcbab
ababaca

TJ+1
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KnuthMorrisPratt() : Q[]=1[0,0,1,2,3,0,1]
[

bacbababaabcbab
ababaca

*1
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]=1[0,0,1,2,3,0,1]

li
bacbababaabcbab
ababaca

t

+1
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KnuthMorrisPratt() : Q[]=1[0,0,1,2,3,0,1]
[

bacbababaabcbab
ababaca

1
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]1=1[0,0,1,2,3,0,1]

li
bacbababaabchbab
ababaca

+1
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[1=10,0,1,2,3,0,1]

li
bacbababaabcbab
ababaca

+1
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]=1[0,0,1,2,3,0,1]

ll
bacbababaabcbab
ababaca

TJ+1
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]=1[0,0,1,2,3,0,1]
[

bacbababaabcbab
ababaca

1
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]=1[0,0,1,2,3,0,1]

li
bacbababaabcbab
ababaca

t

+1
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]=1[0,0,1,2,3,0,1]
[

bacbababaabcbab
ababaca

j*l
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]1=1[0,0,1,2,3,0,1]

li

ababaca

bacbababaabchbab

!
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt(T[1...n],P[1...m])
Q = PrefixFunction(P);
] =0
for (i=1;i<n;i++)
while (j>0 && P[ j+1] # T[i])

1=Q[jl;
if (P[j+1] = T[i]) j++;
if j =m)
pﬂm"MuﬁerandersmHe“Lm,gemndi!i

i=Qlil;
Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Knuth-Morris-Pratt

» Aufwand

— auBere Schleife wird O(n)-mal durchlaufen

— In jedem Durchlauf wird j maximal
um 1 erhoht.

— In der inneren Schleife wird j nur verringert
— Innere Schleife kann insgesamt nur O(n)

mal durchlaufen werden (Potential -Argument

— Gesamtaufwand O(n)

Informatik VIl
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Knuth-Morris-Pratt

* Aufwand
— KnuthMorrisPratt() ... O(n)
— PrefixFunction() ... O(m)

- ... O(n+m)

Informatik VIl
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(2.4) Suchen

* (2.4.1) k-Selektion
* (2.4.2) String-Suche
* (2.4.3) Hashing

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

(2.4.2) String Matching

* String-Matching Problem:

—gegeben: Text T[1..n] (Folge von Symbol&h)
Muster P[1..m]

— gesucht: erstes / alle Vorkommen von P i

* Anwendung in Text-Editoren,
DNA Analyse, Video-Kompression,
Computer-Vision ...

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

String Matching: Begriffe

 Alphabet: > (Menge von Symbolen)

» Menge aller Woérter der Lange n:

2" :{alaZ‘”aﬂ |a1 jZ}

Informatik VIl
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String Matching: Begriffe

Menge aller endlichen Worter:
f=xptozrozio.-
— Uzn
n=0

... Elemente dieser Menge
nennt man auch Strings

Informatik VIil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

String Matching: Begriffe

» String: P={a;, a, ..., a,}

o Prafix: P ={a;, a, ..., a} P, O

o Suffix: P, ={a, 41 ---» a,} P, O

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Naives String Matching

NaiveStringMatch(T,P)
|for (s=0;s<nm; s++)|

i=1;
while (ism && P[i] == T[s+i])
i++;
if(i==m+1)
print ,Muster gefunden an Stelle” s+1;

Informatik VIIl
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Naives String Matching

NaiveStringMatch(T,P)
for(s=0;s<n-m;s++)
i=1;
Whil.e (ism&&P[i]==T[s+i]) } <m
i++;
ifi==m+1)
print ,Muster gefunden an Stelle* s+1;

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Rabin-Karp Algorithmus

« Kodiere Folgen von Symbolen als Zahlen

« Zwei Worte aus 2* sind gleich, wenn die
entsprechenden Zahlen gleich sind

= Vergleich von Zahlen statt Vergleich
von Worten (mehrere Ziffern parallel)

« Seip die zu P[1..m] korrespondierende Zahl
und t, die zu T[s+1...s+m] korrespondierende

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Rabin-Karp Algorithmus

o T =,58721537543", n=
Beispiel: {, = 58721
t, = 87215
P =,72153" t, = 72153
m=5 t, = 21537
p =72153 t, = 15375
ts = 53754
ty = 37543

11

Informatik VIl
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Rabin-Karp Algorithmus

Beispiel: Z ={a,b, ... .z, _}, #2 =27

a=0, b=1, ..., z=25, _=26

o the 0 19*272+ 7%27+ 4 = 14044
pet O 15*272+ 4*27 +19 = 11062
got 0 6*272+14*27 +19 = 4771
wet 0 22*272+ 4*27 +19 = 16165

Achtung: nur eindeutig, bei fester String—L'arEI!';!

Informatik VIl
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Rabin-Karp Algorithmus

« T=,you never met _a pet as_wet_ ...

Informatik VIII
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Rabin-Karp Algorithmus

« T=,you never_met_a pet as wet_...

17894
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Rabin-Karp Algorithmus

« T =,you_never_met_a pet as wet_ ...

17894
10772
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Rabin-Karp Algorithmus

e T =,you_never_met_a pet as wet_ ...

17894
10772
15295
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Rabin-Karp Algorithmus

“

« T =,you_never_met_a_pet_as_wet_ ...

17894
10772
15295
19309
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Rabin-Karp Algorithmus

Berechnung von p mit Horner-Schema: #2 = 10
p=((.(Pr11*10+P[21) ...) * 10+ PIm-1]) * 10 [ifhm]
Algorithmus:
p=0;
for (i=1;i<sm;++)
p=p* 10+ P;

Informatik VIil
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Rabin-Karp Algorithmus

Berechnung von p mit Horner-Schema: #2 = 27
p=((-.(P121*27 + P[2]) ...) *27 + P[m-11) * 27 [{ifm]
Algorithmus:
p=0;
for (i=1;i<m,; ++i)
p=p*27+PJi;

Informatik VIII
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Rabin-Karp Algorithmus

Aufwand des Horner-Schemas:

p=0;

for (i=1;i<m; ++i) .

m Durchlaufe:
. * -

p=p*#2 +P[i; - Additionen: 1

» Multiplikationen: 1

= Aufwand des Horner-Schemas: O(m)

Informatik VIIl
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Rabin-Karp Algorithmus

* Analog zu p lassen sich auch die t; mittels
des Horner-Schemas berechnen.

« Aufwand zur Berechung aller t;: O((n-m+1)m)

Informatik VIl
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Rabin-Karp Algorithmus

» Analog zu p lassen sich auch die tg mittels
des Horner-Schemas berechnen.

» Aufwand zur Berechung aller t;: O((n-m+1)m)
* Noch besser:

 Berechne nur t, mit Horner-Schema
* Berechne ty,, aus t, durch

tog = #Z (t— T[s+1] * #Z™ 1) + T[s+m+1]

Informatik VIl
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Rabin-Karp Algorithmus

e« T =,you_never_met_a pet as_wet_...“

17894
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Rabin-Karp Algorithmus

e« T =,you_never_met_a pet as wet_...“

17894
10772 = 27%(17894 - 24*272)+26
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Rabin-Karp Algorithmus

« T=,you never met a pet as wet_..."

17894
10772
15295 = 27*(10772 - 14*272)+13
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Rabin-Karp Algorithmus

« T=,you never met a pet as wet_..."

17894
10772
15295
19309 = 27*%(15295 - 20¥272)+4

Informatik VIIl
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Rabin-Karp Algorithmus

RabinKarpPre(T,P)
h = @#z)mL

t =0;
for(i=1;ism;i++)
=(#2)*p + P[i];
t +=#X) *t+ Til;
for(s=0;s<n—-m;s++)

if(p=t)
print ,Muster an der Stelle" s+1 ,gefunden®;
if (s<n-m)

t=(#Z) * (t — h*T[s+1])+T[s+m+1];

Informatik VIl
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Rabin-Karp Algorithmus

RabinKarpPre(T,P)

= m-1;
B - gfz) T Vorberechnung, einmaliger
t = o Aufwand von O(m)
for(i=1;i<m;i++)
p +=(#2) *p +Pli];
t +=#D) *t+T[i];
for(s=0;s<n-m;s++)

if(p=t)
print ,Muster an der Stelle" s+1 ,gefunden®;
if(s<n-m)

t=#) * (t— h*T[s+1])+T[s+m+1];

@
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Rabin-Karp Algorithmus

RabinKarpPre(T,P)

h = #z)mL
p=0;
t =0;

for(i=21;i<sm;i++) 2 x Horner-Schema: O(
p +=#Z) *p+Pli];
t +=#D) *t+ T[]

for(s=0;s<n—-m;s++)

if(p=t)
print ,Muster an der Stelle" s+1 ,gefunden®;
if (s<n-m)

t=(#Z) * (t — h*T[s+1])+T[s+m+1];

m)
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Rabin-Karp Algorithmus

RabinKarpPre(T,P)

h = (#z)m
p=0;
t=0;

for (i - Sem ;i) Schleife wird O(n)-mal
p +=#5) *p+Pli]; durchlaufen

to+=#Z) *t+T[i];
for (s=0;s<n—m;s++) /

if(p=t)
print ,Muster an der Stelle" s+1 ,gefunden®;
if(s<n-m)

t=#Z) * (t— h*T[s+1])+T[s+m+1];
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Rabin-Karp Algorithmus

RabinKarpPre(T,P)

h = @)™
p=0;
t=0;

for(i=21;i<sm;i++)
p +=(#z)*p+P[i];
t A= #D) *t+ T[],
for(s=0;s<n—m;s++)
if (p=1)
print ,Muster an der Stelle“ s+1 ,gefunden®;
if(s<n-m)
t=(#2) * (t — h*T[s+1])+T[s+m+1];
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Rabin-Karp Algorithmus

RabinKarpPre(T,P)

h = @#z)ms
p=0;
t =0;

for(i=1;i<m;i++)

p +=(#%) *p +P[i];

t += #D) *t+T[i];
for(s=0;s<n-—m;s++)

Muster nach rechts schieberl
Aufwand O(1) vs. O(m)

()

if(p=t)
print ,Muster an der Stelle“ s+1 ,gefunden®;
if (s<n-m)

t=(#2) * (t — h*T[s+1])+T[s+m+1];
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Rabin-Karp Algorithmus

RabinKarpPre(T,P)
h = @#z)mL

F z 0; Nicht-uniformes Kostenmaf

o

for (i -1 si<m;i++) = Aufwand fir Vergleich: O(m)

p +=(#3)*p+P[i]; /

t A= #D) *t+T[i];
for(s=0;s<n—-m;s++)

if (p=1)

print ,Muster an der Stelle* s+1 ,gefunden®;
if (s<n-m)
t=(#X) * (t — h*T[s+1])+T[s+m+1];
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Exkurs: Modulo

e a=bmodq := Ok a=b+k*q

¢ JaldIN [bHO,..,g-1}: a=bmodq

¢ (at+b) mod g = ((a mod q) + (b mod qg)) mod g
« (a*b) mod g = ((a mod q) * (b mod q)) mod g
« Es gilt

a=b = a=bmodg
aber nicht umgekehrt!
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Rabin-Karp Algorithmus

RabinKarp(T,P)
h = #Z)™mod g;
p=0;
t =0;
for(i=1;i<m;i++)
p +=(#X)*p+P[i]mod qg;
t +=#Z)*t+ T[i] mod q;
for(s=0;s<n-m;s++)
if(p=1
if (P[1..m] = T[s+1..s+m])

print ,Muster an der Stelle" s+1 ,gefunden®;

if (s<n-m)
t= (#2) * (t— h*T[s+1])+T[s+m+1] mod q;
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Rabin-Karp Algorithmus

RabinKarp(T,P)
h = (#Z)™1mod q;
p=0;
t =0;
for(i=21;ism;i++)
p +=(#2)*p+P[i]mod g;
t +=#Z)*t+ T[i] mod q;
for(s=0;s<n—-m;s++)
if (p=1
if (P[1..m] = T[s+1..s+m])
print ,Muster an der Stelle" s+1 ,gefunden®;
if (s<n-m)
t= (#2) * (t — h*T[s+1])+T[s+m+1] mod q;
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Rabin-Karp Algorithmus

« T=,you never_met_a pet as_wet_ ...

17894 = 184 mod 253
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Rabin-Karp Algorithmus

« T=,you never_met_a _pet as wet_...

17894 = 184 mod 253
10772 = 146 mod 253
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Rabin-Karp Algorithmus Rabin-Karp Algorithmus

* T =,you_never_met_a_pet_as_wet_..." e T = ,you_never_met_a_pet_as_wet_..."
17894 = 184 mod 253 17894 = 184 mod 253
10772 = 146 mod 253 10772 = 146 mod 253
15295 = 115 mod 253 15295 = 115 mod 253

19309 = 81 mod 253

Informatik VIl Informatik VIl
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Rabin-Karp Algorithmus: Aufwand Rabin-Karp Algorithmus: Aufwand
RabinKarp(T,P) RabinKarp(T,P)
h = #=)™ mod g; ¥} om) h = #2)™ mod g; T} om)
p=0. pzo
for (i ':_1 Hsmiisn) _ om) for (i '=_1 smiis ‘ om)
p +=(#Z) *p+P[i] mod g; p +=(#Z)*p + P[i] mod q;
. t( +=é#2):t+T[|]moc)Jq; . t( +=é#2)*t+T[l]m0t)Jq:
or(s=0;s<n—-m;s++ or(s=0;s<n-m;s++
if (p=1) if (p=1) } O(log(a))
if (P[L.m] = T[s+L.s+m])  FO(m) o(n-ffrnm if (P[L.m] = T[s+1.s+m)) = Fo(m) | OO 'Clq»
print ,Muster an der Stelle" s+1 ,gefundgn®; print ,Muster an der Stelle" s+1 ,gefundgn®;
if (s<n-m) if (s<n-m)
t= (#2) * (t — h*T[s+1])+T[s+m+1] mod q; t= (#2) * (t— h*T[s+1])+T[s+m+1] mod q;
( ) ( )
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Rabin-Karp Algorithmus: .
Zusammenfassung Knuth-Morris-Pratt

Aufwand von RabinKarp: e Geg.: Text T[1...n], Muster P[1..m]

— Worst Coa‘se: )  Beim naiven Ansatz und bei Rabin-Kar'
((n-m+1)*m) werden Symbole aus T[] mehrfach

— Average case: Ist g = m und ist die : . |
erwartete Anzahl von Matches in O(1), verglichen (bis zu m Mal!)

dann hat RabinKarp einen erwarteten « Finde Algorithmus, der jedes T[i] nur
Aufwand von O(n) . . '
einmal vergleicht ...
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Knuth-Morris-Pratt

569145636248175...

56923
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Knuth-Morris-Pratt

569145636248175..

56923
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Knuth-Morris-Pratt

569145636248175...

56923
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Knuth-Morris-Pratt

569145636248175..

56923
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Knuth-Morris-Pratt

569145636248175...

56923
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Knuth-Morris-Pratt

569145636248175...

56923
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Knuth-Morris-Pratt

569145636248175...
56923
56923
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Knuth-Morris-Pratt

569145636248175..
56923
56923
56923
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Knuth-Morris-Pratt

569145636248175...
56923
56923
56923
56923
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Knuth-Morris-Pratt

¢ Sei s der Index der au3eren Schleife
und i der Index der inneren Schleife
beim naiven String-Matching

e Danngilt T[s+1...s+i]=P[1...i]

« Eine Verschiebung des Index s nach s+1
macht nur Sinn wenn
T[s+2...s+i]=P[1...i-1]
bzw.
P[1..i-1]=P[2...1]

Informatik VIil
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Knuth-Morris-Pratt

e Die Bedingung P[1...i-1] = P[2...1]
hangt nur vom Suchmuster P[] ab,
kann also vorberechnet werden.

¢ Genauso: Verschiebung auf s+2 macht
nur Sinn, wenn P[1...i-2] = P[3...1]

Informatik VIII
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Knuth-Morris-Pratt

» Allgemein: suche das grof3te j, fur das
P[1...j] = Pli-j+1...1] qilt.

» Dann ist s+i-j die ndchste Mdglichkeit
fur einen Match (nachste sinnvolle
Verschiebung)
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Knuth-Morris-Pratt

uthMorrisPratt(T[1...n],P[1...m])
efixFunction(P);

for (i=1; i<n;
while (j>0 &&
i=Qljl;

if (P[j+1L

if (3

print ,Muster an der Stelle* i-m ,,

i=Qll

i
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt(T[1...n],P[1...m])
i=1; j=1; Q = PrefixFunction(P);
while (i<n)

if(j=0 0 P[jI=T[iT)
i++;
else _
_J=Qlik
if  =m)
print ,Muster an der Stelle" i-m ,gefund@n®;

1=Qlijl
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Knuth-Morris-Pratt

v
569145636248175...
45623

t

J
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Knuth-Morris-Pratt

v
569145636248175...
45623

J
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Knuth-Morris-Pratt

v
569145636248175...
45623

t

J
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt(T[1...n],P[1...m])
i=1,j=1; O= PrefixFunction(P);|

while (1<)
T(J=0 u.—? Index rang§!!!
i++;

else
i=Qlil:

if = m)
print ,Muster an der Stelle" i-m ,gefundgn®;
i=Qlijl:

e

Informatik VIIl
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Knuth-Morris-Pratt Knuth-Morris-Pratt

Bedeutung von Q:

-Q[i]=j = P[1..J-1]=P[i-j+1...i-1]
P |1 |i-j+1 i-1| i | m| und es gibt kein groReres j < i
—Insbesondere: 0 <Q[i]<i
- - —Basisfall: Q[1] =0
P 1 i1 | m| — Aus P[L... -1]= P[i-+1 ... i-1] und P[j] = P[i
folgt P[1...j] = P[i-j+1 ...i]

—Aus Q[i]=jund P[j] = P[i] folgt Q[i+1] = j+

Informatik VIl Informatik VIl
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Knuth-Morris-Pratt Knuth-Morris-Pratt

» Bedeutung von Q:

L . . ) PrefixFunction(P[1...m])

—-Q[i]=] = P[..j1]=P[i-+1..i-1] ——— —— Index rang@§!!!
und es gibt kein groReres j < i i=1j=0; Q1= 0;]

—Insbesondere: 0< Q[i]<i while (i<m)

— Basisfall: Q[1] = 0 if(j=0 O

i++; j++;
—Aus P[1... j-1] = P[i-j+1 ... i-1]und P[j] # P[il else
folgt Q[i+1] < Q[j]
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Knuth-Morris-Pratt Knuth-Morris-Pratt

PrefixFunction() : Q[]1=10, ... ] PrefixFunction() : Q[]1=10,1, ... ]

J J
ababaca

ababaca
ababaca

ababaca

Informatik VIII
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Knuth-Morris-Pratt

PrefixFunction() : Q[1=[0,1, ... ]

li
ababaca

ababaca
U
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Knuth-Morris-Pratt

PrefixFunction() : Q[]1=[0,1, ... ]

li
ababaca
ababaca
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Knuth-Morris-Pratt

PrefixFunction() : Q[]1=[0,1,1, ... ]

li
ababaca
ababaca

t

J
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Knuth-Morris-Pratt

PrefixFunction() : Q[1=[0,1,1,2, ... ]

li
ababaca
ababaca

j
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Knuth-Morris-Pratt

PrefixFunction() : Q[]1=10,1,1,2,3, ...

li
ababaca
ababaca

j
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Knuth-Morris-Pratt

PrefixFunction() : Q[]1=10,1,1,2,3,4, ... ]

li
ababaca
ababaca

j
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Knuth-Morris-Pratt

PrefixFunction() : Q[1=[0,1,1,2,3,4, ...

ll
ababaca

ababaca
ababaca

!

J
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Knuth-Morris-Pratt

PrefixFunction() : Q[1=[0,1,1,2,3,4, ...

ll
ababaca

ababaca
ababaca

!

J
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Knuth-Morris-Pratt

PrefixFunction() : Q[1=[0,1,1,2,3,4, ...

ll
ababaca

ababaca
ababaca

!

J
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Knuth-Morris-Pratt

PrefixFunction() : Q[1=1[0,1,1,2,3,4,

ll
ababaca
ababaca

j

]
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Knuth-Morris-Pratt

PrefixFunction() : Q[]1=10,1,1,2,3,4,

li
ababaca
ababaca

j

-]
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Knuth-Morris-Pratt

PrefixFunction() : Q[]1=10,1,1,2,3,4,

li
ababaca
ababaca

j

]
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Knuth-Morris-Pratt

PrefixFunction() : Q[1=1[0,1,1,2,3,4, ... ]

ll
ababaca

ababaca
1
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Knuth-Morris-Pratt

PrefixFunction() : Q[1=[0,1,1,2,3,4, ... ]

ll
ababaca
ababaca
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Knuth-Morris-Pratt

PrefixFunction() : Q[1=1[0,1,1,2,3,4,1]

li
ababaca
ababaca

t

J
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]=1[0,1,1,2,3,4,1]

li
bacbababaabcbab
ababaca

j
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]1=10,1,1,2,3,4,1]

li
bacbababaabcbab
ababaca

j
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]1=10,1,1,2,3,4,1]

li
bacbababaabcbab
ababaca

j
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]1=1[0,1,1,2,3,4,1]

li
bacbababaabcbab
ababaca

J
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]=1[0,1,1,2,3,4,1]
[

bacbababaabcbab
ababaca

j
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]1=1[0,1,1,2,3,4,1]

li
bacbababaabcbab
ababaca

J
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]=1[0,1,1,2,3,4,1]
[

bacbababaabcbab
ababaca

j
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]1=10,1,1,2,3,4,1]

li
bacbababaabcbab
ababaca
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]1=10,1,1,2,3,4,1]

li
bacbababaabcbab
ababaca
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]1=1[0,1,1,2,3,4,1]

li
bacbababaabcbab
ababaca
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]=1[0,1,1,2,3,4,1]
i
bacbababaabcbab
ababaca
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]1=1[0,1,1,2,3,4,1]

li
bacbababaabcbab
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]=1[0,1,1,2,3,4,1]
i

bacbababaabcbab
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]1=10,1,1,2,3,4,1]

li
bacbababaabcbab
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]1=10,1,1,2,3,4,1]

li
bacbababaabcbab
ababaca

j
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]1=1[0,1,1,2,3,4,1]
i
bacbababaabcbab
ababaca

t

J
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]=1[0,1,1,2,3,4,1]
i

bacbababaabcbab
ababaca

j
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]1=1[0,1,1,2,3,4,1]

ll
bacbababaabcbab
ababaca

t
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]=1[0,1,1,2,3,4,1]
[

bacbababaabcbab
ababaca

]
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]1=10,1,1,2,3,4,1]

li
bacbababaabcbab
ababaca

j
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]1=10,1,1,2,3,4,1]

li
bacbababaabcbab
ababaca

j
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]1=1[0,1,1,2,3,4,1]

ll
bacbababaabcbab
ababaca

t

J
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]=1[0,1,1,2,3,4,1]
[

bacbababaabcbab
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j
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]1=1[0,1,1,2,3,4,1]

ll
bacbababaabcbab
ababaca

t

J
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]=1[0,1,1,2,3,4,1]
i

bacbababaabcbab
ababaca

]
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]1=10,1,1,2,3,4,1]

li
bacbababaabcbab
ababaca

j
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]1=10,1,1,2,3,4,1]

li
bacbababaabcbab
ababaca

j
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]1=1[0,1,1,2,3,4,1]

li
bacbababaabcbab
ababaca

t

J
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]=1[0,1,1,2,3,4,1]
i

bacbababaabcbab
ababaca

j
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]1=1[0,1,1,2,3,4,1]

li
bacbababaabcbab
ababaca

J
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]=1[0,1,1,2,3,4,1]

li
bacbababaabcbab
ababaca

j
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]1=10,1,1,2,3,4,1]

li
bacbababaabcbab
ababaca

j
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]1=10,1,1,2,3,4,1]

li
bacbababaabcbab
ababaca
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]1=1[0,1,1,2,3,4,1]

li
bacbababaabcbab
ababaca

t

J
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt() : Q[]=1[0,1,1,2,3,4,1]
i
bacbababaabcbab
ababaca

t

J
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Knuth-Morris-Pratt

KnuthMorrisPratt(T[1...n],P[1...m])
i=1; j=1; Q = PrefixFunction(P);
while (i<n)

if(j=0 O P[j]=T[i])
i+t
else _
~§=Qlil
if =m)
print ,Muster an der Stelle* i-m ,,gefuni!i“;

i=Qlil
Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Knuth-Morris-Pratt

» Aufwand

— Die auRere Schleife wird mehr als n-mal
durchlaufen !

— If-Zweig wird maximal n-mal durchlaufen
— Der Wert von j wird maximal n-mal erhéht
— Der Else-Zweig verringert den Wert von j

— Der Else-Zweig kann maximal n-mal
durchlaufen werden (Potential-Argument)

— Gesamtaufwand O(n)

Informatik VIil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Knuth-Morris-Pratt

¢ Aufwand
— KnuthMorrisPratt() ... O(n)
— PrefixFunction() ... O(m)

- ... O(n+m)

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Boyer-Moore Algorithmus

* KMP: nutze Vorwissen Uber die
Gleichheit von Symbolen aus.

* BM: nutze Vorwissen uber die
Ungleichheit von Symbolen aus.

» Beide Ansatze kbénnen kombiniert

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Boyer-Moore Algorithmus

Vergleichsrichtung
e >

'

bacbbacacdabcaca
abcaca
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Boyer-Moore Algorithmus

Vergleichsrichtung
——

'

bacbbacacdabcaca
abcaca
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Boyer-Moore Algorithmus

Vergleichsrichtung
e >

'

bacbbacacdabcaca
abea-ea
Naiv: a b cac a
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Boyer-Moore Algorithmus

Vergleichsrichtung
—— "

V

bacbbacacdabcaca
abhbeaea
Heuristik: abcaca
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Boyer-Moore Algorithmus

Vergleichsrichtung
—

'

bacbbacacdabcaca
abhbecaea
abcaca
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Boyer-Moore Algorithmus

Vergleichsrichtung
—

'

bacbbacacdabcaca
abecaeca
abecaeca
abcaca

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

()

21



Boyer-Moore Algorithmus

Vergleichsrichtung
e >

'

bacbbacacdabcaca
abea-ea
abeaea
abcaca
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Boyer-Moore Algorithmus

Vergleichsrichtung
——

'

bacbbacacdabcaca
abhbeaea
abhbeaea
abea-ea
abcaca
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Boyer-Moore Algorithmus

Vergleichsrichtung
e >

'

bacbbacacdabcaca
abea-ea
abeaea
ahbeaea
abcaca
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Boyer-Moore Algorithmus

Vergleichsrichtung
—— "

bacbbacacdabcaca
abhbeaea
abhbeaea
abea-ea
abcaca
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Boyer-Moore Algorithmus

Vergleichsrichtung
—

'

bacbbacacdabcaca
abhbecaea
abhbecaeca
abecaeca
abcaca

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

()

Boyer-Moore Algorithmus

Vergleichsrichtung
—

'

bacbbacacdabcaca
abecaeca
abecaeca
abecaea
abcaca

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

()

22



Boyer-Moore Algorithmus

Vergleichsrichtung
e >

y

bacbbacacdabcaca
abea-ea
abeaea
ahbeaea
abcaca
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Boyer-Moore Algorithmus

Vergleichsrichtung
——

bacbbacacdabcaca
abhbeaea
abhbeaea
abea-ea
abcaca
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Boyer-Moore Algorithmus

Muster:
abcaca

Skip-Array:
a—0 abcaca
b— 4 abcaca
c—1 abcaca
d—6 abcaca

Informatik VIl
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Boyer-Moore Algorithmus
InitSkipArray(X,P);
for (each a 0 %)

} O(Z))
skip[a] = m;

for = 1; j < m; ++) } o(m)
skip[P[} 1] = m

,Lange minus letztes Auftreten eines Symbols*

Informatik VIil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Boyer-Moore Algorithmus

BoyerMoore(T,P)

InitSkipArray(X,P);

s=0;

while (s<n-m)
j=m;

while (>0 && P[j] = T[s+j])} o(m)

i
if j ==0)
print “Muster an Stelle” s+1
++S;
else
s += max(l, skip[T[s+i]l - m +j);

O(n-m+1)

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Boyer-Moore Algorithmus

[} 7]

O 0O 0O 0O O 0O 0o 0o 0o o
#

0O 0O 0O 0 0o 0 o

‘nT -
—_—— s +=skip(0) — (m - )
]
—_——
skip(0)

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

23



Boyer-Moore Algorithmus

Boyer-Moore Algorithmus: Beispiel

(oI 2]

O O 0O 0O 0O 0O OO0 o o

0O 0 0O 0 0O 0 o

m -
—_—— s +=skip(0) - (m —})
i
[ —
skip(0)

Informatik VIl
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Alphabet: ~£={ab,c,d}

SkipArray: alblc|d
0131215

bcbcbaacaaa
abcaa

abcaa

}
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Boyer-Moore Algorithmus: Beispiel

Alphabet: ~={ab,c,d}

Muster: abcaa

SkipArray: alblc]|d
0l31215

; }
v
bcbcbaacaaa
b
abeaa s maxLskipb) - (5—4))
=2
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Boyer-Moore Algorithmus: Beispiel

Alphabet: ~={ab,c,d}

SkipArray: alb|c|d
0131215

bcbcbaacaaa

abcaa

Vo

abcaa
j=5
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Boyer-Moore Algorithmus: Beispiel

Alphabet: X={ab,c,d}

Muster: abcaa

SkipArray: alb|c]|d
0131215

s ’

: !

bcbcbaacaaa

b
a caasa s += max(1,skip(c) — (5-
=2
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Boyer-Moore Algorithmus: Beispiel

Alphabet: X={ab,c,d}

bcbcbaacaaa

abcaa
alb|c|d
0131215
S .
Voo

abcaa
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Boyer-Moore Algorithmus: Beispiel

Alphabet: ~2={ab,c,d}

Muster: abcaa

SkipArray: a|b|c]|d
0131215
s .
' '
bcbcbaacaaa

abcaa
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Boyer-Moore Algorithmus: Beispiel

Alphabet: ~£={ab,c,d}

Muster: abcaa

SkipArray: alblc|d
0l31215
s .
v '
bcbcbaacaaa

abcaa
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Boyer-Moore Algorithmus: Beispiel

Alphabet: ~={ab,c,d}

Muster: abcaa

SkipArray: alblc]|d
0131215
s .
Voo

bcbcbaacaaa

abcaa
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Boyer-Moore Algorithmus: Beispiel

Alphabet: Z={ab,c,d}

Muster: abcaa

SkipArray: i'i'&'d_
0131215
s )
Vo

bcbcbaacaaa

abcaa g+=max(lskip) HB-2)
=max(1,-3)=1
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Boyer-Moore Algorithmus: Beispiel

Alphabet: X={ab,c,d}

Muster: abcaa

SkipArray: alb|c]|d
0131215
s .
: !

bcbcbaacaaa

abcaa

Informatik VIII
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Boyer-Moore Algorithmus

Aufwand:

— Worst case: O((n-m+1)m + |X])
(konstante Folge, alle Skips = 1)

— In der Praxis ergibt sich eine signifikante
Beschleunigung durch groRe Skip-Werte
(vor allem bei langen Such-Strings)

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Vergleich

 Naiver Algorithmus: O(n m)

» Rabin-Karp: O(n + m) erwartet

* Knuth-Morris-Pratt: O(n + m)

» Boyer-Moore: O(n m)

« BM wird in der Regel mit KMP kombinief.
= schneller O(n + m) Algorithmus

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

(2.4) Suchen

* (2.4.1) k-Selektion
¢ (2.4.2) String-Suche
* (2.4.3) Hashing

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

(2.4.3) Hashing

* Suche ein bestimmtes Element in einer
gegebenen Menge

— GroR3e der Menge
— Anzahl der Anfragen
— GroR3e des Wertebereiches

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Beispiel-Problem

* Geg.: zwei Mengen A ={a,, ...

und B ={b,, ..., b}
* Wertebereich: p<a;,b,<q

* Frage:AB?

Parameter:

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Naiver Algorithmus

* SubSet(A,B)
|f0r(i:1;ism;i++)|

=1

while s n OA[i]#B[j])
j++;

if  >n)
return (false);

return (true);

Informatik VIII
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Naiver Algorithmus

* SubSet(A,B)
for(i=1;ism;i++)
=L
j++;
if  >n)
return (false);
return (true);

while (j < n DAi] # B[j])}O(n) ofnm)

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Sortieren und Suchen

* SubSetSort(A,B)
sort(B);
for(i=1;i<m;i++)

if ((find(A[i],B))
return (false);
return (true);

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Sortieren und Suchen

Aufwand: O(n)

* Find(a,B)
for(i=1;isn;i++)
if (@=B[i])
return (true);
return(false);

Informatik VIl
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Sortieren und Suchen

« Find(a,B) Aufwand: O(log(n))

I=1; r=n;
while (1<)
m = (I+r)/ 2;
if (a<B[m]) r=m-1,
elseif (a > B[m]) | = m+1;
else return (true);
return(false);

Informatik Vil
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Sortieren und Suchen

* SubSetSort(A,B)
sort(B); }O(n log(n))
for(i=1;i<m;i++)
if (tfind(A[i1,B)) } O(log(n) )}O(m Idh(n))
return (false);
return (true);

Gesamtaufwand: O((n+m) log(n))

Informatik VIil
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Kleiner Wertebereich

« Wenn der Wertebereich klein ist, konn
Mengen als Array of Bool implementi
werden.

—

» setA[0, ..., g-p+1] = { true, false }

* 7.B. setze Bit-Werte auf ,1“ oder ,0“

Informatik VIII
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Kleiner Wertebereich

¢ SubSet(A,B)
setA = Empty(g-p+1);
setB = Empty(q-p+1);
for(i=1;1<m;i++)
setA[A[i]-p] = true;
for(0=1;1<n;i+¥)
setB[B[i]-p] = true;
for(1=0;1<Qg-p;I++)
if (setA[i] = true OsetB[i] = false)
return (false);
return (true);]

Informatik VIIl
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Kleiner Wertebereich

¢ SubSet(A,B)
e = Emp(a o). L OGP
AL ) - ks J O
forgeTBl[é[liT-B];zli:Je; O(n)
for(i=0;i<q-p;i++) }

if (setA[i] = true OsetB[i] = false) - O(§-p)
return (false);
return (true);

Informatik VIl
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Kleiner Wertebereich

* Gesamtaufwand:
O(n+m+(g-p)) = O(n+m)

* Wertebereich wird als konstant
angenommen.

* Anwendung bei Mehrfachmengen

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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Grol3er Wertebereich

¢ z.B. Matrikelnummern : 6-stellig

« GroRRe Wertebereiche sind in der Regel
nicht dicht besetzt

» Bilde den Wertebereich auf eine
(kleinere) Index-Menge ab.

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia
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Hash-Funktion

* Hash-Funktion... F: W - |
» Schlussel ... F(w) =i

« Effiziente Suche in der Index-Menge |,
wenn die Funktion F einfach ist.

Informatik VIil
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Hash-Funktion

¢ Index-Menge in der Regel deutlich
kleiner als der Wertebereich

« Kollisionen: F(w) = F(w') obwohl w # w'

« Wie haufig sind Kollisionen ?

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Kollisionen

* Identifiziere Studenten Uber die
Matrikelnummer ... 106 Moglichkeiten

» Studenten in dieser Vorlesung < 800

* Finde eine Funktion F, die den Bereich
[0..108-1] moglichst gleichverteilt in den
Bereich [0..799] abbildet.

(z.B. Matrikelnummer mod 800)

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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(2.4) Suchen

Rabin-Karp Algorithmus

* (2.4.1) k-Selektion
* (2.4.2) String-Suche
* (2.4.3) Hashing

« Kodiere Folgen von Symbolen als Zahlen

« Zwei Worte aus 2* sind gleich, wenn die
entsprechenden Zahlen gleich sind

= Vergleich von Zahlen statt Vergleich
von Worten (mehrere Ziffern parallel)

¢ Schnelltest durch Berechnungen mod g

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Knuth-Morris-Pratt

Boyer-Moore Algorithmus

e Geg.: Text T[1...n], Muster P[1..m]

* Beim naiven Ansatz und bei Rabin -Kar'
werden Symbole aus T[] mehrfach
verglichen (bis zu m Mal!)

 Finde Algorithmus, der jedes T[i] nur
einmal vergleicht ... Préfixtabelle

« KMP: nutze Vorwissen ber die
Gleichheit von Symbolen aus.

* BM: nutze Vorwissen Uber die
Ungleichheit von Symbolen aus.

» Beide Ansatze kdnnen kombiniert
werden

Informatik VIl
Computergraphics ~ & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Vergleich

(2.4) Suchen

Naiver Algorithmus: O(h m)
Rabin-Karp: O(n + m) erwartet
Knuth-Morris-Pratt: O(n + m)
Boyer-Moore: O(n m)

BM wird in der Regel mit KMP kombinierf

= schneller O(n + m) Algorithmus

e (2.4.1) k-Selektion
* (2.4.2) String-Suche
* (2.4.3) Hashing

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
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(2.4.3) Hashing

* Suche ein bestimmtes Element in einer
gegebenen Menge

— GrofRe der Menge
— Anzahl der Anfragen
— GrolRe des Wertebereiches

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Beispiel-Problem

* Geg.: zwei Mengen A={a,, ..., a,}
und B={b,, ..., b}

* Wertebereich: p<a;,b,<q

* Frage:AOB?

Parameter:
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Naiver Algorithmus

* SubSet(A,B)
[for(i=1;i<m;i+d)]

1=1;

while j <n OA[i] #B[j])
j+

if  >n)
return (false);

return (true);
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Naiver Algorithmus

» SubSet(A,B)
for(i=1;i <m;i++)
=1 }
while j<n OA[i]#B[j]){O(n)
j++g [i1# BIj)) ofnm)
if (j>n)
return (false);
return (true);

Informatik VIl
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Sortieren und Suchen

e SubSetSort(A,B)
sort(B);
[for(i=1;i<m;i++)]
if ("find(A[1],B))
return (false);

return (true);

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
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Halbierungssuche

Aufwand: O(log(n))

* Find(a,B
. I=1; r=n;
while (I <)

m=(+1 /2; |

if (a<B[m]) r=m-1;
elseif (a>B[m]) | =m+1;
else return (true);
[return(false);]

Informatik VIl
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Sortieren und Suchen

» SubSetSort(A,B)
sort(B); }O(n log(n))
for(i=1;i <m;i++)
if (tfind(A[],B)) }O(log(n) )}O(m Idb(n))
return (false);
return (true);

Gesamtaufwand: O((n+m) log(n))

@
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Kleiner Wertebereich

* Wenn der Wertebereich klein ist, kbnne
Mengen als Array of Bool implementi

werden.
» setAlp, ..., q] ={true, false }

» 7.B. setze Bit-Werte auf ,1" oder ,0“

—

Informatik VIl
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Kleiner Wertebereich

¢ SubSet(A,B)

setA = Empty(p,q);

setB = Empty(p,q):

for(0=1;1<m;i++)
setA[A[i]] = true;

for(iI=1;1<n;i++)
setB[B[i]] = true;

for(i=p;1<q;I++)
if (setA[i] =true OsetB[i] = false)

return (false);
return (true); |
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Kleiner Wertebereich

e SubSet(A,B)
B Empy G ) OP)
AT } O
I D
for(i=p;i<q;it+)

return (true);

if (setA[i] = true O'setB[i] = false)} oip)
return (false);
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Kleiner Wertebereich

¢ SubSet(A,B)

setB = Empty(p,q); } 0O(a-p)

for(i=21;i <n;it++)
setB[B[i]] = true; } O(n)
for(i=21;i <m;i++)
if (setB[A[i]] = false) O(m)
return (false);
return (true);
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()

Kleiner Wertebereich

* Gesamtaufwand:
O(n+m+(g-p)) = O(n+m)

» Wertebereich wird als konstant
(und klein) angenommen.

» Anwendung bei Mehrfachmengen

Informatik VIl
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Mittlerer Wertebereich

« Implementierung des Datentyps Mengg
als ArrayOfBool ist elegant, da
Einfigen, Zugriff und Loschen in O(1)
realisiert werden kdnnen.

¢ Probleme
— Speicherbedarf O(g-p)
— Initialisierung O(g-p)

Informatik VIl
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Lazy Initialization
* Verwende:
— array ofbool:  Blp...q]
— array of int: Plp...q]
— array ofint: Qlp...q]
— int top

Informatik Vill
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Lazy Initialization

 top: Anzahl der bereits initialisierten
Eintrage im Array B[ ]

* P[], Q[]: zeigen an, ob der entsprecherjfie
Eintrag bereits initialisiert ist
* P[]: in welchem Insert/Delete Schritt
* Q[]: Bestétigung, dass P[] glltig ist
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Lazy Initialization

B[] | |
PI1: | |
Qll: | |
top <j
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Lazy Initialization
B[] | |
P[]: | |
Qll:| |
p<i<top

Lazy Initialization
B[] | |
P[]: | |
Qll: | |
p<i<top
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Lazy Initialization

« Init()
top = p-1;
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Lazy Initialization
* Insert(k)

[if (p < P[K] < top O Q[P[k]] = k)|
B[K] = true;

else
top++;
P[k] = top;
Qltop] = k;
B[K] = true;
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Lazy Initialization

¢ Delete(k)
|if (p < P[K] < top OQ[P[K]] = k)|

BIK] = false;
else

top++;

P[k] = top;

Q[top] = k;

BI[K] = false;
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Lazy Initialization

e Search(k)
if (p < P[k] <top OQ[P[K] ] =k)
return B[K];

return (false);
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Grol3er Wertebereich

¢ 7.B. Matrikelnummern : 6-stellig
Filenamen: (26+10+3)8 = 1(’

N

» GrolRe Wertebereiche sind in der Regel
nicht dicht besetzt

 Bilde den Wertebereich auf eine (kleinerg)
Index-Menge ab.

Informatik VI
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Hashing

Speichere Elemente a, ... a, mit a; JW
in einer Tabelle der Gr 63e O(n)

* Hash-Funktion... F:W - J
* WO IN: beliebig groRer Wertebereich
¢ JOIN: Hash-Tabelle

Schlissel ... F(w) =i

» Wahle F so, dass die Schlussel F(a;)
gleichverteilt in J liegen.

Informatik VIl
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Hashing

» Bucket-Sort
— Gleichverteilte Schlussel
— Berechne Speicheradresse aus Schlissel
— Erwarteter Fullungsgrad der Buckets O(1)

» Hashing

— Berechne Index-Adresse aus dem SchIUsseI

— Wahle die GroRRe der Indexmenge in der
GréRenordnung der Anzahl der Schliissel

— Erzeuge Gleichverteilung durch ,Streuung”

Informatik VIl
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Hash-Funktion

 Index-Menge J in der Regel deutlich
kleiner als der Wertebereich W

* Kollisionen: F(w) = F(w') obwohl w # w"*

» Wie haufig sind Kollisionen ?

Informatik VIl
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Beispiel

Identifiziere Studenten Uber die
Matrikelnummer ... 108 Mdglichkeiten

Studenten in dieser Vorlesung < 800

Finde eine Funktion F, die den Bereich
[0..108-1] moglichst gleichverteilt in den
Bereich [0..799] abbildet.

(z.B. Matrikelnummer mod 800)

Informatik VIl
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Kollisionen

x RN
Elo Est View fied Toos Vendow tep
DsEaNAr/[ 280
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Kollisionen

» Kollisionswahrscheinlichkeit 50%
schon bei 34 Studenten erreicht !

» Bei 50 Studenten bereits 79%

* Vgl. Geburtstagsparadoxon
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Kollisionen

+ Kollisionswahrscheinlichkeit: Q, = 1- P,

» Wabhrscheinlichkeit fiir Kollisionsfreiheit
« 1. Student: P, = 800/800
2. Student: P, = 800/800 * 799/800
* 3. Student: P, = 800/800 * 799/800 * 798/80'

* k. Student: P, =800/800 * ... * (801 -k)/800
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Kollisionen
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Kollisionen

» 226 Studenten haben schon mal ein
Ubungsblatt abgegeben ...

* 20 einfache Kollisionen
« 2 mehrfache Kollisionen
* Obwohl Tabelle nur zu 28% gefullt
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Kollisionen

» 226 Studenten haben schon mal ein
Ubungsblatt abgegeben ...

=)
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Hashing

 Finde gute Hash-Funktionen
— Surjektivitat
— Gute Streuung auch bei koharenten
Originalschliisseln
* Kollisionsbehandlung
—geschlossen

— offen
Informatik Vill
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Hash-Funktionen

« Perfekte Hash-Funktion
«SOW={0,..,N-1}, |W|=N, [S|=n
* Finde eine Funktion F, die die Elemente voI

S injektiv auf die Indexmenge {0, ..., m-1
abbildet (m = n)

« Existiertimmer, aber schwer zu finden
e Firm =3nin O(n N)

Informatik VI
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Hash-Funktionen

¢ Universelle Hash-Funktion
— Erwarteter Aufwand fir Elementzugriff O(1)
— Worst-case Aufwand O(n) (vgl. Bucket-Sort)
— Hangt von der Struktur der Menge S O W ab

— Definiere eine Menge H = { F() } von Hash-Funktioflen,
so dass die Wahrscheinlichkeit fir F(w) = F(w") unIe
Fi(w) = Fi(w") bei w # w* und i # j kleiner als 1/m ist.
(m = GroRe der Indexmenge)

— Wahle Hash-Funktion aus dieser Menge zufallig aﬂ.\
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Hash-Funktionen

» Prafix, Suffix ...

* F(w)=wmodq

» g =2k... benutzt nur die letzten k Binérstellerl
llen

e g =10k ... benutzt nur die letzten k Dezimalsti
¢ q = Primzahl ... Optimale Streuung

* F(w)=(w*s+t)ymodq
— Beliebige g mdglich, aber Primzahlen bessej\

Hash-Funktionen

Informatik VIl
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» Problem: Tabellengréf3e # Primzahl

¢ F(w) = (w*s + t) mod q)
(g groRBe Primzahl)

¢ G(w)=wmodq’
(g TabellengrofRe)

Hash-Funktionen

¢ Mittel-Quadrat-Methode

» Seien die Originalschlussel
p-stellige Dezimalzahlen

* Quadrate sind 2p-stellig

« TabellengréRe 109, g<p

« F(w) = 107P21w2] mod 109
« Hangt von allen p Stellen ab

Informatik VIl
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* G(F(w))
Kollisionsbehandlung

» Offenes Hashing
(geschlossene Adressierung)

» Geschlossenes Hashing
(offene Adressierung)
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Offenes Hashing

Jeder Tabelleneintrag ist Anchor -Element
einer verketteten Liste

Alle Objekte mit gleichem Hash -Key werden
in die entsprechende Liste eingefiigt.

« Offen : es wird dynamisch mehr
Speicherplatz belegt

¢ Geschlossen : es werden keine alternativen
Adressen berechnet.

Informatik VI
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Offenes Hashing
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Offenes Hashing

« Die erwartete Lange der Listen bei Belegungl; -
faktor a =n/m ist ebenfalls gleich a
(n: Anzahl der Objekte, m: GréR3e der Tabelle)

« Vgl. Analyse von Bucket-Sort

« Erwarteter Aufwand: O(1+ a)

e a<<1l .. ,Array“-Verhalten
ca=1
e a>>1 .. ,Listen“Verhalten
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Geschlossenes Hashing

* Wenn eine Kollision auftritt (weil der
adressierte Tabellenplatz schon belegt ist)
wird ein alternativer Schliissel berechnet.

¢ Geschlossen: es wird kein neuer
Speicherplatz belegt

« Offen: es werden andere Adressen
verwendet

Informatik VIl
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Geschlossenes Hashing

e Anstatt nur den Index F(w) zu verwenden,
wird eine Sequenz von Indizes
F(w,0), F(w,1), ..., F(w,m-1) berechnet.

e Das Objekt w wird im ersten freien
Tabellenplatz dieser Sequenz gespeichert.

« Nachteil: Die Sequenz muf3 bei jedem
Zugriff durchsucht werden.
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Geschlossenes Hashing

» Nachteil: Die Sequenz muf3 bei jedem
Zugriff durchsucht werden.
— Positiver Fall ... erwartet bis zur Halfte
— Negativer Fall ... immer bis zum Ende

» Die Sequenzen sind typischerweise
langer als die Listen beim offenen

Hashing !!!
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Kollisionsaufldsung

¢ Lineares Sondieren
F(w,i) = (F(w) +i) mod m

e Fihrt in der Regel zur Cluster -Bildung,
da jedes Element, das mit einem kleineil
Cluster kollidiert, an dessen Ende
angefugt wird und damit den Cluster

vergrofert.
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Lineares Sondieren

F(w,0) e——1»

D F(w,1)
D F(w,2)
D F(w,3)
D F(w,4)
D F(w,5)

AlPA (P2 [PA(0A1T
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Kollisionsaufldsung

» Quadratisches Sondieren
F(w,i) = (F(w) +i2) mod m

» Besseres Streuverhalten, insbesonderel
wenn m eine Primzahl ist.
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Kollisionsaufldsung

¢ Quadratisches Sondieren
F(w,i) = (F(w) +i2) mod m

* Besseres Streuverhalten, insbesonder
wenn m eine Primzahl ist.

* Noch besser: m Primzahl mit m = 3 mo§l 4
F(w,2i+1) = (F(w) +i2) mod m
F(w,2i) = (F(w) - i2) mod m

Informatik VIl
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Lineares Sondieren

F(w,0) e——»

P Fw.1)
[ W

) F(w,2)
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Kollisionsaufldsung

» Doppeltes Hashing
F(w,i) = (Fy(w) + F,(w) *i2) mod m
« Fastideales Verhalten
— Kollisionswahrscheinlichkeiten:

Prob(F,(w) = F;(w) mod m) = 1/m

Prob(F,(w) = F,(w') mod m) = 1/m

Prob(F,(w) = F;(w) mod m [

F,(w) = F,(w') mod m) = 1/m?2
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Kollisionsaufldsung

» Doppeltes Hashing
F(w,i) = (Fy(w) + F,(w) *i2) mod m
» Fastideales Verhalten
— Kollisionswahrscheinlichkeiten:

Prob(F,(w) = F;(w) mod m) = 1/m
Prob(F,(w) = F,(w) mod m) = 1/m
Prob(F, (W) + F,(w) = F, (W) + F,(w") mod m)J\l/m
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Loschen

 Bei offenem Hashing einfach

* Bei geschlossenem Hashing
— Markiere Tabelleneintrage als geloscht
— Gelbschte Eintrage kénnen
Uberschrieben werden
— Gelbschte Eintréage werden
beim Suchen berucksichtigt

Informatik VIl
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Ldschen

F(w,0) Fw.1)

F(w,2)
F(w,3)
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Ldschen

F(w.0) Fw',1)
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Ldschen

F(w.0) F(w,1)
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Ldschen

F(w.0) Fw',1)
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Loschen

F(w.0) F(w,1)

F(w,2)
F(w,3)
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Aufwandsabschatzung

* Wie viele Kollisionen treten auf?
* Wie oft muR® sondiert werden?

* Annahme: ideale Hash-Funktion

(aber nicht perfekt)

 Schlissel werden gleichverteilt

Informatik VIl
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Aufwandsabschatzung

¢ Q(i,n,m) ... Wahrscheinlichkeit, dass
— mindestens i Sondierungsschritte
— bei bereits n Elementen
—in einer Tabelle der Grol3e m

notwendig sind.
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Aufwandsabschatzung

* QONM)=1

* Q,nm)=n/m

* Q2,nm)=n/m*(n-1)/(m-1)

* Q@B,NmM)=...

e Q(i,nm)=n/m*_. *(n+1-i)/ (m+1-i)

Informatik VIl
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Aufwandsabschatzung

 Mittlere Kosten fiir das Einfiigen des
(n+1)sten Elementes:
n

C.,.s(n,m)=z_:(j+1)(Q(j,n,m)-Q(j+Ln, )

=3 (14D QCnm-3, | Qi
=z'j:Q(j,n,m)—(n+]) Q(n+1Ln,
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Aufwandsabschatzung

 Mittlere Kosten fur das Einfligen des
(n+1)sten Elementes:
n

G = 3Q(1, 1) = (1+2) Q+1n, 1)
=Z:‘,)Q(J'.n.m)

- m+1
m+1l-n
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Aufwandsabschatzung

« Mittlere Kosten fiir das Einfigen des
(n+1)sten Elementes:

Cins(nv m) = m+1
m+1-n

e Sei a =n/m,dann gilt

Cins(nl m) = ﬁ

Informatik VI
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Aufwandsabschatzung
1
C.(nm)=——
«a =50% 70% 90% 95% 99% 99.9%
*C,=2 33 10 20 100 1000

Informatik VIl
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(2.4.3) Hashing

Kleiner Wertebereich

* Suche ein bestimmtes Element in einer
gegebenen Menge

— GrofR3e der Menge
— Anzahl der Anfragen
— GrofR3e des Wertebereiches

* Wenn der Wertebereich klein ist, kdnn
Mengen als Array of Bool implementi
werden.

» setA[p, ..., q] ={true, false }

» 7.B. setze Bit-Werte auf ,1“ oder ,0“

3

—
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Kleiner Wertebereich

Kleiner Wertebereich

¢ SubSet(A,B)

setB = Empty(p,q); } O(a-p)

fori=1:in:i
o getB[B[liT]nz tlr:e) } o)

for(i=1;i<m;i+t)
if (setB[A[i]] = false) }O(m)
return (false);
return (true);

* Gesamtaufwand:
O(n+m+(g-p)) = O(n+m)

* Wertebereich wird als konstant
(und klein) angenommen.

« Anwendung bei Mehrfachmengen

Informatik VIl
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Mittlerer Wertebereich

Lazy Initialization

« Implementierung des Datentyps Meng

als ArrayOfBool ist elegant, da
Einfigen, Zugriff und Léschen in O(1)
realisiert werden konnen.

* Probleme
— Speicherbedarf O(g-p)
— Initialisierung O(g-p)

Qll:| |

p<i<top
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Lazy Initialization

B[]: |

P[]: |

Lazy Initialization

Bl]: |

P[]: |

Q| |
p<i<top
Lazy Initialization
« Insert(k)

if (p < P[K] < top OQ[P[K]] = k)
B[K] = true;

else
top++;
P[k] = top;
Qltop] = k;

B[K] = true;

Informatik Vil
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Qll:| |
top <j
Lazy Initialization
« Init()
top = p-1;
Lazy Initialization
 Delete(k)

if (p < P[k] < top OQ[P[k]] =k)
B[K] = false;
else
top++;
P[k] = top;
Qltop] =k;
B[K] = false;

Informatik VIII
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Lazy Initialization

» Search(k)
if (p < P[K] < top O Q[P[K]] = k)
return B[K];
return (false);

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

()




Hashing

* Speichere Elemente a, ... a, mita, OW
in einer Tabelle der GréRe O(n)

¢ Hash-Funktion ... F: W - J
« WO IN: beliebig groRer Wertebereich
« J OIN: Hash-Tabelle

Schlissel ... F(w) =i

» Wabhle F so, dass die Schliissel F(a;)
gleichverteilt in J liegen.

Informatik VIl
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Kollisionen

» Wahrscheinlichkeit fur Kollisionsfreiheit
» Tabellengrofe: n
« ersterEintrag: P;=n/n
 zweiter Eintrag: P, =n/n*(n-1)/n

« k-ter Eintrag : Pc,=n/n*.. *(n+l-k)/ I

* Kollisionswahrscheinlichkeit: Q, = 1- P,

Informatik VIl
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Kollisionen

e EGt View iset Toos Window e
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Hashing

 Finde gute Hash-Funktionen
— Surjektivitat
— Gute Streuung auch bei kohéarenten
Originalschlisseln

* Kollisionsbehandlung
— geschlossen

— offen
Informatik VIIl
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Hash-Funktionen

» Perfekte Hash-Funktion
e SOW={0,..,N-1}, |W|=N, |S|=n
* Finde eine Funktion F, die die Elemente VCI\

S injektiv auf die Indexmenge {0, ..., m-1
abbildet (m = n)

« Existiert immer, aber schwer zu finden
e Firm =3nin O(n N)
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Hash-Funktionen

* Prafix, Suffix ...

 F(w)=wmodq
« g = 2%... benutzt nur die letzten k Binarstelle
e g = 10% ... benutzt nur die letzten k DezimaIsIeIIen
e q = Primzahl ... Optimale Streuung

e F(w) = (w*s +t) mod g
— Beliebige g mdglich, aber Primzahlen bessi
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Hash-Funktionen

* Problem: TabellengréfRe # Primzahl

e F(w) = (w*s + t) mod g
(q grof3e Primzahl)

e G(w) =wmod q'
(q* Tabellengrofie)

* G(F(w))

Informatik VIl
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Kollisionsbehandlung

» Offenes Hashing
(geschlossene Adressierung)

* Geschlossenes Hashing
(offene Adressierung)
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Offenes Hashing

Jeder Tabelleneintrag ist Anchor-Element
einer verketteten Liste

Alle Objekte mit gleichem Hash-Key werden
in die entsprechende Liste eingefigt.

Offen : es wird dynamisch mehr
Speicherplatz belegt

Geschlossen : es werden keine alternativen
Adressen berechnet.
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Offenes Hashing

e S
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Informatik VIil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Offenes Hashing

« Die erwartete Lange der Listen bei Belegunls-
faktor a = n / m ist ebenfalls gleich a
(n: Anzahl der Objekte, m: Grof3e der Tabelle)

* Vgl. Analyse von Bucket-Sort

« Erwarteter Aufwand: O(1+ a)

e a<<1 .. ,Array“-Verhalten
cea=1
e a>>1 ..  Listen“-Verhalten
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Geschlossenes Hashing

* Wenn eine Kollision auftritt (weil der
adressierte Tabellenplatz schon belegt ist)
wird ein alternativer Schliissel berechnet.

¢ Geschlossen: es wird kein neuer
Speicherplatz belegt

« Offen: es werden andere Adressen
verwendet
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Geschlossenes Hashing

¢ Anstatt nur den Index F(w) zu verwenden,
wird eine Sequenz von Indizes
F(w,0), F(w,1), ..., F(w,m-1) berechnet.

« Das Objekt w wird im ersten freien
Tabellenplatz dieser Sequenz gespeichert.

« Nachteil: Die Sequenz muf} bei jedem
Zugriff durchsucht werden.
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Kollisionsauflésung

» Lineares Sondieren
F(w,i) = (F(w) +i) mod m

Fuhrt in der Regel zur Cluster-Bildung,
da jedes Element, das mit einem kleinef
Cluster kollidiert, an dessen Ende

angefiigt wird und damit den Cluster

Lineares Sondieren

F(w,0) o——»

D F(w,1)
D F(w,2)
D F(w,3)
D F(w,4)
D F(w,5)
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Kollisionsauflésung

¢ Quadratisches Sondieren
F(w,i) = (F(w) +i?2) mod m

» Besseres Streuverhalten, insbesonder
wenn m eine Primzahl ist.

* Noch besser: m Primzahl mit m =3 mo@ 4
F(w,2i+1) = (F(w) +i2) mod m
F(w,2i) = (F(w) - i?) mod m
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Lineares Sondieren

F(w,0) o——»

<P Fw,1)
oy

) F(w,2)
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Kollisionsauflésung

» Doppeltes Hashing
F(w,i) = (Fy(w) + F,(w) *i2) mod m
 Fast ideales Verhalten
— Kollisionswahrscheinlichkeiten:
Prob(F;(w) = F;(w) mod m) = 1/m
Prob(F,(w) = F,(w) mod m) = 1/m
Prob(F,(w) + F,(W) = F, (W) + F,(w*) mod m)J\l/m
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Ldschen

« Bei offenem Hashing einfach

 Bei geschlossenem Hashing

— Markiere Tabelleneintrage als geldscht

— Geldschte Eintrage kdnnen
Uiberschrieben werden

— Geldschte Eintrage werden
beim Suchen beriicksichtigt
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Ldschen

F(w,0) Fw.1)
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Ldschen

F(w',0)

F(w',1)
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Ldschen

F(w,1)
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Loschen

F(w',0) Fw' 1)
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Loschen

F(w,1)
F(w,2)
F(w,3)
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Aufwandsabschatzung

* Wie viele Kollisionen treten auf?
* Wie oft mul3 sondiert werden?

* Annahme: ideale Hash-Funktion
(aber nicht perfekt)

» Schlussel werden gleichverteilt
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Aufwandsabschatzung

* Q(i,n,m) ... Wahrscheinlichkeit, dass
— mindestens i Sondierungsschritte
— bei bereits n Elementen
—in einer Tabelle der Grof3e m

notwendig sind.

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Aufwandsabschatzung

e QOnm)=1

e Q(A,nm)=n/m

* Q(2,n,m)=n/m*(n-1)/(m-1)

* Q(3,n,m) =...

e Q(i,nm)=n/m?* .. *(n+1-i) / (m+1-i)
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Aufwandsabschatzung

 Mittlere Kosten fir das Einfigen des
(n+1)sten Elementes:

Cins(nv m) = ZI_];Q(J ) nv ITI) =

m+1
m+1-n

* Sei a =n/m, dann gilt

Cins(nv m) = i
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Aufwandsabschatzung

1
C.(nm=——70o
|ns( ) 1_a

«a =50% 70% 90% 95% 99% 99.9%
«Ch= 2 33 10 20 100 10
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Aufwandsabschatzung

¢ Suchen eines Elementes in der
Hash-Tabelle

— Es muR3 dieselbe Sondierungssequenz zur
Kollisionsauflésung abgearbeitet werden

— Negative Suche endet beim ersten freien
Tabelleneintrag = Cgg,cn(n.m) = Cjs(N,mM)

— Positive Suche bricht friiher ab ...
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Aufwandsabschatzung

» Positive Suche

— Kosten entsprechen den Kosten bei der
Einfigung (gleiche Sondierungssequenz)

— Bei welchem Fillungsgrad wurde das
Element eingefugt?

— Bilde Mittelwert tiber alle méglichen
Einflige-Reihenfolgen
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Aufwandsabschéatzung
Cmt‘h(n' m) :%ECiHS(j‘m) = :w

a =50% 70% 90% 95% 99% 990%
Coomer=1.38 1.72 256 3.15 465 691
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(2.5) Baume

* (2.5.1) Binare Suchbaume
* (2.5.2) Optimale Suchbaume

* (2.5.3) Balancierte Baume
— AVL-Baume

— Red-Black Baume
— B-Baume
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Baume

* Nochmal: Suchen in Mengen ...

 Sortieren und Suchen
— Nur sinnvoll fur statische Mengen
— Insert(), Delete() sind O(n)
— Search() ist O(log(n))
— Speichermanagement
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Baume

¢ Nochmal: Suchen in Mengen ...

» Hashing
— Anzahl der Objekte muR3 vorher
bekannt sein = TabellengroRle
— Insert(), Search() sind O(1)

— Delete() nicht praktikabel bei
geschlossenem Hashing
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Baume

Nochmal: Suchen in Mengen ...
Binar-Baume

— Beliebig dynamisch erweiterbar

— Insert(), Delete(), Search() sind O(log(n))

Knoten ... enthalten mindestens
— Zeiger P zum Vorgénger

— Zeiger L und R zum linken und rechten Nachfol/g!r\

— Suchschlussel X
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Binar-Baume
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Binar-Baume

/X
Sentinel A( A‘A

ede

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Baume

Effiziente und flexible Suchstruktur
— Speichere Daten in jedem Knoten

— Speichere Daten nur in den Blattern
(z.B. Suchstruktur im Hauptspeicher,
Datenblocke auf der Festplatte)

— Begriffe: Ordnung, Hohe, Pfad, ...

Binar-Baume

Grad =2 Hohe =3

Teilbaum

Pfad
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Baume

* Suchbaume

— Sei X; ein Knoten und X; ... X;; die Knoterl
im linken und X, ... X, die Knoten im
rechten Teilbaum, dann gilt

—max{X; ... X1} < X; <min{X;,; ... X;}

Insert(), Delete(), Search(), ...
— Aufwand proportional zur Pfadlange
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Baume

®

@O

a{( o\~ @
@2

Inorder Traversal
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Operationen

e Search(X,R)

Finde Element mit Schlussel X in Teilbaum R
* Min(N), Max(N)

Finde minimales/maximales Element in Teilbaum I\I

» Successor(N), Predecessor(N)
Finde Vorgéanger / Nachfolger zum Knoten N

« Insert(N,R) ...
e Delete(N,R) ...
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Operationen

e Search(X,R)

if (R=NIL OX =R.X)
return R;

else

if (X <R.X)
Search(X,R.L);

else
Search(X,R.R);
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Operationen

* Min(N)

while (N.L # NIL)
N = N.L;

return N;

* Max(N)

while (N.R # NIL)
N = N.R;

return N;
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Operationen

* Successor(N)

if (N.R # NIL)
return Min(N.R);

else

Q=N.P;

while (Q ZNIL ON = Q.R)
N=Q;
Q=Q.P;

return Q;
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Operationen

(1)

(5)
(3]

(4)
(9)
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Operationen

(1) (8)
(7 §9)
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Operationen

(1)

(3]

(4)
(7)
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Operationen

¢ Insert(N,R)

e TR NID) F]J

if (N.X<R.X) R=R.L; else R=R.

I\ID—ﬁ; N —l\lll; DD — NI
if (Q = NIl )

root = N;
else

if (NX<Q.X) Q.L=N; else Q.R=N:
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Operationen

R (5)
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Operationen

Q) @
R (3] 6)

(1 4 (8)
(7 §9)
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Operationen

(5) @

Q(3) 6)

NSO (8)
(1 §9)
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Operationen
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Operationen
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Operationen

Delete(N,R)
Fallunterscheindung:

1) N hat keine Kinder (Blatt)
2) N hat ein Kind
3) N hat zwei Kinder
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Operationen
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Operationen
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Operationen
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Operationen
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Operationen
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Operationen

Depth(Successor(3)) > Depth(3)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

@

Operationen

Successor(3) hat maximal ein Kind
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Operationen
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Operationen

Kopiere Daten von (4) nach (3)
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Operationen
Delete(N.R)
if (NL=NILON.R=NIL) Q=N; I‘J
else Q = Successor(N);

(Q.LZNIL) S=0.L; else S=Q.R;]
(S#NIL) S.P=0.P;
(Q.P =NIL) root =S;
else

[f(Q=Q.P.L) QPL=5S; else Q.P.RIYS]
if (Q #N)
N.K = Q.K; ... copy data ...

Operationen

« Search(X,R)
* Min(N), Max(N)
« Successor(N), Predecessor(N)
« Insert(N,R)
« Delete(N,R)
« Alle Operationen bearbeiten genau
einen Pfad im Baum

» Komplexitat = O(erwartete Pfadlange)
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return Q; |
Aufwandsabschatzung

» Erwartete Hohe eines Suchbaums
mit n Knoten Ny, ..., N,
« Alle Schliissel verschieden
¢ NpX <Ny X

» Hangt von der Einflgereihenfolge ab

» Mittelwert tber alle Permutationen
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Aufwandsabschatzung

* Hbhe eines bindren Suchbaums
mit n Knoten: H,

» Exponentielle Hohe: X, = 2Mn

* Sei N; der Wurzelknoten, dann bilden
N;...N;; und N;,,...N,, die Teilbdume

e =>H,=1+max{H,, H,}

e = X, =2*max { X5, X}
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Aufwandsabschatzung

» Erwartungswert ... Mittelwert Uber alle
mdglichen Indizes i des Wurzelknotens

-

1
E(X,)= ﬁ E(max{ X,_, X, })
i

™M

n-1

S

[Tl
™
m

1
s

IA

SN

(X)) +E(X,) = ()

o
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Aufwandsabschatzung

« Erwartungswert ... Mittelwert Gber alle
moglichen Indizes i des Wurzelknotens

E(X,) =43 Ex)

1(n+3

EX)==7( ]=O(n3)
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Aufwandsabschatzung

Erwartungswert ... Mittelwert Giber alle
moglichen Indizes i des Wurzelknotens

28 < E(2™) = E(X,) s cn®

E(H,) =log(cn®) = 3log(n) +log(c) = O(log(f))
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Aufwandsabschatzung

» E(H,) = O(log(n)) bedeutet, dass die

Pfadlangen in einem Suchbaum mit

n Knoten im erwarteten Fall O(log(n))

sind.

 Alle Operationen: Insert(), Delete(),
haben einen erwarteten Aufwand
von O(log(n))

» ABER: worst-case Aufwand O(n) !!!
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(2.5) Baume

 (2.5.1) Binare Suchbaume
* (2.5.2) Optimale Suchbaume

* (2.5.3) Balancierte Baume
— AVL-Baume

— Red-Black Baume
— B-Baume
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Baume

* Nochmal: Suchen in Mengen ...

e Hashing
— Anzahl der Objekte muR3 vorher
bekannt sein = TabellengroRle
— Insert(), Search() sind O(1)

— Delete() nicht praktikabel bei
geschlossenem Hashing
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Baume

Nochmal: Suchen in Mengen ...

* Sortieren und Suchen
— Nur sinnvoll fur statische Mengen
— Insert(), Delete() sind O(n)
— Search() ist O(log(n))
— Speichermanagement
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Baume

* Nochmal: Suchen in Mengen ...
* Binar-Baume
— Beliebig dynamisch erweiterbar
— Insert(), Delete(), Search() sind O(log(n))

* Knoten ... enthalten mindestens
— Zeiger P zum Vorgénger

— Zeiger L und R zum linken und rechten Nachfolg@r
— Suchschlussel X
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Binar-Baume

Grad =2 Hohe = 3

Teilbaum

Pfad
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Baume

¢ Suchbaume

— Sei X; ein Knoten und X; ... X, die Knoterl
im linken und X, ... X, die Knoten im
rechten Teilbaum, dann gilt

—max{X; ... Xi3} < X <min{X,, ... X}

« Insert(), Delete(), Search(), ...
— Aufwand proportional zur Pfadléange
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Operationen

e Search(X,R)

Finde Element mit Schlussel X in Teilbaum R
* Min(N), Max(N)

Finde minimales/maximales Element in Teilbaum I\I

» Successor(N), Predecessor(N)
Finde Vorganger / Nachfolger zum Knoten N

¢ Insert(N,R) ...
* Delete(N,R) ...
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Operationen

» Search(X,R)

if (R=NIL OX =R.X)
return R;

else

if (X <R.X)
Search(X,R.L);

else
Search(X,R.R);

Informatik VIl
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Operationen

* Min(N)

while (N.L # NIL)
N =N.L;

return N;

* Max(N)
while (N.R # NIL)
N = N.R;

return N;
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Operationen

» Successor(N)

if (N.R # NIL)
return Min(N.R);

else

Q=N.P;

while (Q ZNIL ON = Q.R)
N=0Q;
Q=Q.P;

return Q;
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Operationen

(5)
(3]

(1[4
(9)
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Operationen

(1) (8)
(7 §9)
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Operationen

(3]

(1 4
(7)
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Operationen

¢ Insert(N,R)

Rl GEANIN F.J

if (N.X<R.X) R=R.L; else R=R.

I\ID—{\; DL —l\lll; DD — NI
if (Q = NIL)

root = N;
else

if (NX<Q.X) Q.L=N; else Q.R=N;
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Operationen

R (5)
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@

Operationen

Qe @
R (3] 62

(1 4 (8)
(7 §9)
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Operationen

(5)
Q(3) 6)

R@ @ (8)
(7)

(9)
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Operationen
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Operationen
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Operationen

Delete(N,R)
Fallunterscheindung:

1) N hat keine Kinder (Blatt)
2) N hat ein Kind
3) N hat zwei Kinder

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

()

Operationen
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Operationen
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Operationen
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Operationen
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Operationen
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Operationen

Depth(Successor(3)) > Depth(3)
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Operationen

Successor(3) hat maximal ein Kind
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Operationen
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Operationen

Kopiere Daten von (4) nach (3)

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

()

Operationen

D

D

ete(N,R)

if(NL=NILON.R=NIL) Q=N; U
)i

else Q = Successor(

(Q.L#£NIL) S=0.L; else S=0Q.R;]

(S#NIL) S.P=0.P;

(Q.P =NIL) root =S;

else
[f(Q=QP.L) QPL=sS; else QPRI

N.K=Q.K; ... copy data ...

return Q; |
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Successor()
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Operationen

* Search(X,R)
* Min(N), Max(N)
» Successor(N), Predecessor(N)
* Insert(N,R)
* Delete(N,R)
« Alle Operationen bearbeiten genau
einen Pfad im Baum

» Komplexitat = O(erwartete Pfadlange)
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Aufwandsabschatzung

¢ Erwartete Héhe eines Suchbaums
mit n Knoten Ny, ..., N,
« Alle Schliissel verschieden
o N.X < Ny X

» Héangt von der Einfligereihenfolge ab

* Mittelwert Gber alle Permutationen
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Aufwandsabschatzung

» Hohe eines binaren Suchbaums
mit n Knoten: H,

+ Exponentielle Hohe: X, = 2

* Sei N, der Wurzelknoten, dann bilden
N,...N;; und N,,,...N, die Teilbdume

* =>H,=1+max{H, H,}

e = X, =2*max { X5, X, }
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Aufwandsabschatzung

e Erwartungswert ... Mittelwert tber alle
mdglichen Indizes i des Wurzelknotens

E(X,) =2 Emax{ X, X, })

<23 B B = 2 E])
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Aufwandsabschatzung

» Erwartungswert ... Mittelwert Uber alle
mdglichen Indizes i des Wurzelknotens

E(X,) =235 ()

E(X.) = ...=%(”;3j =0(r®)
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Aufwandsabschatzung

« Erwartungswert ... Mittelwert Gber alle
moglichen Indizes i des Wurzelknotens

2E(Hn) < E('/H”) = F(Xn) <cn®

E(H,) =log(cn®) =3log(n) +log(c) = O(Jog(il))

Informatik VIl
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Aufwandsabschatzung

* E(H,) = O(log(n)) bedeutet, dass die
Pfadlangen in einem Suchbaum mit
n Knoten im erwarteten Fall O(log(n))
sind.

« Alle Operationen: Insert(), Delete(), ...
haben einen erwarteten Aufwand
von O(log(n))

» ABER: worst-case Aufwand O(n) !!!

Informatik VIl
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(2.5.2) Optimale Suchb&aume

¢ In manchen Anwendungen ist die
Zugriffswahrscheinlichkeit auf die
Elemente a priori bekannt.

* Versuche die Elemente, auf die am
haufigsten zugegriffen wird, in der
Nahe der Wurzel zu speichern

* Beispiel: Worthaufigkeiten,
Ubersetzungstabelle

Informatik Vil
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Optimale Suchbaume

Informatik VIil
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Optimale Suchbaume

Explizite Blatter
fur negative
Suchanfragen
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Zugriffswahrscheinlichkeiten

» Seien N; ... N, die (echten) Knoten
des Suchbaums

» Dann gibt es genau n+1 Intervalle

* p; sei die Wahrscheinlichkeit, dass auf
Knoten N; zugriffen wird.

* (; sei die Wahrscheinlichkeit, dass nac
einem Schlissel X mit N.X < X < N,,;.
gesucht wird.
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Optimale Suchb&ume
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Aufwandsabschatzung

C’a\/arage YA

n
= ) (depth (N,)+1) p, +  (depth (1,) § D g
i=1 i=0
o o
=1+ ) depth(N,) g+ depth(l;) g
i=1 i=0
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Aufwandsabschatzung

* Betrachte einen Teilbaum mit Wurzel
N, des optimalen Suchbaums

¢ Dieser Baum enthélt eine Teilmenge
Ni ..., NJ- der Knotenund |4, ..., IJ- der
Blatt-Intervalle

* Dieser Teilbaum ist ebenfalls ein
optimaler Suchbaum (cut & paste)
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Aufwandsabschatzung

» Die Wahrscheinlichkeit, dass auf den
Teilbaum mit Wurzel N, zugegriffen

wird, ist j i
wi,j)=) p+2.q
=i |

=il

e Seien C(i,j) die Kosten, die durch den
Teilbaum N; ... N; verursacht werden.
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Rekursive Optimierung

* Der Teilbaum mit Wurzel N, besitzt zwel
weitere TeilbAume mit den Knoten
e N;... N, und lq... I, bzw.
* Nggg - Njund I ... |

die jeder fur sich wieder optimal sind.

* Jeder Pfad im Teilbaum N; ... N,_; wird
durch N, um einen Schritt verlangert
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Rekursive Optimierung

C(i,j)=p, +CO, k=1 +w(, k-1

+C(k+1, ) +wik+1 J)

wii, j) =wii, k=1 + p, +w(k+1, J)

C,))=Cli,k=D+C(k+1,])+w(,])

Informatik VIIl
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Cli,i-1) =g

=1




Rekursive Optimierung

* Flr jeden Teilbaum N; ... N; soll der
optimale Wurzelknoten bestimmt
werden ...

Cli,i-) =g,

C(,j)= rn]n{C(]“A—l) +C(k+1, j)}-‘r w(]l

i<ks]

)

—
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Rekursive Optimierung

* FUr jeden Teilbaum N; ... N; soll der
optimale Wurzelknoten bestimmt
werden ...

C(i,i-)=q
C(i, ) =min{Ci, k-D+Ck+1, jh+wif j)
ickg]

* = dynamische Programmierung
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Dynamische Programmierung

» Speichere Zwischenergebnisse in
Tabellen ...
—CJi,j]: Kosten des optimalen Suchbaums
fur die Knoten N; ... Njund I, ... |;
—WI[i,j]: Zugriffswahrscheinlichkeit fur den
entsprechenden Teilbaum

—R[i,j]: Wurzelknoten des optimalen

Suchbaums
Informatik VIII
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Dynamische Programmierung

¢ OptTree(P[1..n], Q[O0..n], n)
for (i=1 ; isn+1 ; i++)
Cli,i-1] = WI[i,i-1] = Q[i-1];
for (I=1; I<n ; ++) |
for (i=1; isn-I+1 ; i++)
j=i+l-1;
WIij] = WIi,ji-1] + P[] + Q[j1;
C[i,j] = min { C[Lk-1]+C[k+1 ]} + Wi jI;
R[i,j] = argmin { C[i,k-1]+C[k+1,]] };
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Optimaler Suchbaum

Der optimale Suchbaum muf nicht
immer minimale Hohe besitzen

« Das haufigst gefragte Element muf3
nicht der Wurzelknoten sein

Berechnungsaufwand mit D.P.: O(n3)
e Lohnt nur fur viele Anfragen

Wahrscheinlichkeiten konnen aus der
Zugriffsstatistik extrapoliert werden

Informatik VIII
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(2.5.3) Balancierte Baume

Nachteil bei normalen Suchbaumen:
worst-case Aufwand ist O(n)

Tritt bei ,degenerierten Baumen* auf

Kann durch Balancierung verhindert
werden.

» Problem: stelle Balance in O(log(n))

wieder her.
Informatik VIII
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Balancierte Baume

» Gewichtsbalance: Fir jeden Knoten N
unterscheidet sich die Anzahl der Knotef
im linken und rechten Teilbaum um
maximal eins.

» Hohenbalance: Fir jeden Knoten N
unterscheidet sich die Hohe des linken
und rechten Teilbaums um maximal einJ.\
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Balancierte Baume

* Zur Erinnerung:

— Maximale Anzahl von Knoten in einem
Baum der Hoéhe h ist O(2h)

— Minimale Anzahl von Knoten in einem
Baum der Hohe h ist O(h)

— Minimale Anzahl von Knoten in einem
balancierten Baum der Hohe h ist O(2"2)
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Balancierte Baume

e Zur Erinnerung:

— Minimale Hbhe eines Baumes mit
n Knoten ist O(log(n))

— Maximale Hoéhe eines Baumes mit
n Knoten ist O(n)

— Maximale Hohe eines balancierten Baumgs
mit n Knoten ist O(2 log(n)) = O(log(n))
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AVL-Baume

* Werden wie normale binare
Suchbaume behandelt

¢ Jeder Knoten speichert sein
Ungleichgewicht (+1, 0, -1, X)

» Nach Insert() oder Delete()
Wiederherstellung der Balance
durch Rotationen
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AVL-Baume
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AVL-Baume

Einfache
Rotation
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AVL-Baume

| Einfache

Rotation
(O—

B\ o\

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

AVL-Baume

| Einfache
Rotation

A\ o\
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()

AVL-Baume

Einfache
(2 Rotation

A o\
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AVL-Baume
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AVL-Baume

Doppelte
Rotation
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AVL-Baume

Doppelte
Rotation
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AVL-Baume

Doppelte
Rotation
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AVL-Baume

Doppelte
Rotation
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AVL-Baume

Doppelte
Rotation
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AVL-Baume

| Doppelte
Rotation
O—L2

BALA
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AVL-Baume

| Doppelte

Rotation
(—Q

AALA
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AVL-Baume

Doppelte
Rotation
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AVL-Baume

» Rotationen missen ggf. nach
oben propagiert werden

 Im schlechtesten Fall O(log(n))
Rotationen bei Delete()

* Nur praktikabel, wenn gesamte
Datenstruktur im Hauptspeicher
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Rot/Schwarz-Baume

Binarer Suchbaum
Rote und Schwarze Knoten

Verhéltnis
langster zu kirzester Pfad =2 : 1

Re-Balancing durch Rotationen
und Umfarben
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Rot/Schwarz-Baume

e Konsistenzregeln ...
— Jeder Knoten ist rot oder schwarz

— Auf keinem Pfad folgen zwei rote Knoten
direkt aufeinander

— Alle Pfade von der Wurzel zu den Blattern
haben dieselbe Anzahl schwarzer Knoten

— Wourzel und Blatter sind immer Schwarz
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Rot/Schwarz-Baume
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Rot/Schwarz-Baume
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Rot/Schwarz-Baume
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Rot/Schwarz-Baume

 Eigenschaften

— Jeder Knoten hat zwei Séhne oder keinef
— Maximales Pfadlangenverhéltnis 2 : 1

— Pfadlangen ©(log(n))
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Rot/Schwarz-Baume
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Rot/Schwarz-Baume
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Rot/Schwarz-Baume
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Rot/Schwarz-Baume

Rot/Schwarz-Baume
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Rot/Schwarz-Baume
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Rot/Schwarz-Baume

« Insert(), Delete()

— Wie bei normalen bindren Suchbaumen
mit anschlieBender Widerherstellung der
Konsistenzbedingungen

—Insert() ... drei verschiedene Falle
— Delete() ... vier verschiedene Félle

— Pseudo-Code ... siehe , T. H. Cormen*
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Rot/Schwarz-Baume

* Insert()

— Jeder eingefiigte Knoten ist zunachst rot

— Es tritt genau eine Konsistenzverletzung all
— Bei Wiederherstellung durch Umféarben

oder Rotation kann genau eine weitere
Verletzung auftreten

— Propagiere Modifikationen nach oben

=
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Rot/Schwarz-Baume

* Insert()
» Mdgliche Konsistenzverletzungen
— Neuer Knoten ist Wurzel

— Neuer Knoten ist Nachfolger eines
roten Knotens

— Fallunterscheidung nach der Farbe des

“
,Onkels'
Informatik VIIl
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Mannliche Verwandtschaft

GrolRvater
Vater ~ /Onkel

Bruder

\ /

Neffen

Weibliche Verwandtschaft

Gro3mutter
Mutter ~ Tante

—

Schwester
\ /

Nichten
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Rot/Schwarz-Baume
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Rot/Schwarz-Baume

)
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Rot/Schwarz-Baume
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Rot/Schwarz-Baume

)
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Rot/Schwarz-Baume
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()

Rot/Schwarz-Baume

3
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Rot/Schwarz-Baume
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Rot/Schwarz-Baume
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Rot/Schwarz-Baume
',i.rl‘\‘\.
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Rot/Schwarz-Baume
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Rot/Schwarz-Baume
I

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Rot/Schwarz-Baume
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Rot/Schwarz-Baume
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Fallunterscheidung Insert()

1) Onkelist rot
¢ Umféarben
2) Onkel ist schwarz

a) Sohn < Vater < GrolRvater oder
Sohn > Vater > GroRvater
« Einfache Rotation, Umfarben

b) Sohn < Vater > GroRRvater oder
Sohn > Vater < GroRvater
+ Doppelte Rotation (Rickfiihrung auf Fall 2a) |

Informatik VIl
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Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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(2.5) Baume

 (2.5.1) Binare Suchbaume
* (2.5.2) Optimale Suchbaume

* (2.5.3) Balancierte Baume
— AVL-Baume
— Red-Black Baume
— B-Baume

Informatik VIl
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Optimale Suchbdume

®

® @
@@
@

(2.5.2) Optimale Suchbaume

* In manchen Anwendungen ist die
Zugriffswahrscheinlichkeit auf die
Elemente a priori bekannt.

» Versuche die Elemente, auf die am
haufigsten zugegriffen wird, in der
Nahe der Wurzel zu speichern

* Beispiel: Worthaufigkeiten,
Ubersetzungstabelle

Informatik VIl
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Aufwandsabschatzung

Cswarage = o

(depth (M) +2) p + ) (depth (1) §D g
i=1 i=0
=1+ ) depth(N) p + ) > de oth(l,) o

i=1 =

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Informatik VIil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Aufwandsabschatzung

» Betrachte einen Teilbaum mit Wurzel
des optimalen Suchbaums

» Dieser Baum enthalt eine Teilmenge
der Knoten und der
Blatt-Intervalle

* Dieser Teilbaum ist ebenfalls ein
optimaler Suchbaum (cut & paste)
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Aufwandsabschatzung

* Die Wahrscheinlichkeit, dass auf den
Teilbaum mit Wurzel zugegriffen
wird, ist

w(i )—7 P+ 7 q
I=i-1
* Seien die Kosten, die durch den
Teilbaum verursacht werden.
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Rekursive Optimierung

e Der Teilbaum mit Wurzel N, besitzt zwel
weitere Teilbdume mit den Knoten
. und bzw.
. und

die jeder fir sich wieder optimal sind.

 Jeder Pfad im Teilbaum wird
durch N, um einen Schritt verlangert

Informatik VIl
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Rekursive Optimierung

®

® ®
la] [1] [
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Rekursive Optimierung
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Rekursive Optimierung
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Rekursive Optimierung

Cl,j)=p, +CO, k= +w(, k-1
+Ck+1, J)+wik+1,])

w(i, ) =wii, k=1 +p, +wlk+1,j)

C@,])=Cli,k=D+C(k+1,j)+wl(, J)

Cli,i-)=q_

Informatik VIII
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Rekursive Optimierung

» Fir jeden Teilbaum soll der
optimale Wurzelknoten bestimmt
werden ...

C,i-)=qg_

Cli,j)= m]n{C(],k - +C(k+1, j)} + vv(]l i)

i<ks]
Informatik VIl
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Rekursive Optimierung

e FUr jeden Teilbaum soll der
optimale Wurzelknoten bestimmt
werden ...

C(i,i-)=qg_

C(i, j)=mi n{C(] k=) +C(k+1, j)} + vv(]l

izks]

)

—

* = dynamische Programmierung
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Dynamische Programmierung

 Speichere Zwischenergebnisse in
Tabellen ...

: Kosten des optimalen Suchbaums
fur die Knoten und

. Zugriffswahrscheinlichkeit fur den
entsprechenden Teilbaum

: Wurzelknoten des optimalen

Suchbaums
Informatik VIl
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Dynamische Programmierung

e OptTree(P[1..n], Q[O..n], n)
for (i=1; i<n+1 ; i++)
Cli,i-1] = W[i,i-1] = Q[i-1];
for (I=1; In ; 1++) |
for (i=1; isn-l+1 ; i++)
j=i+l-1;
WIij] = WIi,j-1] + P[j] + Q[j1;
C[i,j] = min { C[i,k-1+C[k+1 ]} + Wi, |
R[i,j] = argmin { C[i,k-1]+C[k+1,j] };
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Optimaler Suchbaum

Der optimale Suchbaum muf3 nicht
immer minimale Hohe besitzen

Das haufigst gefragte Element mul3
nicht der Wurzelknoten sein

Berechnungsaufwand mit D.P.:
Lohnt nur fur viele Anfragen

» Wahrscheinlichkeiten kénnen aus der
Zugriffsstatistik extrapoliert werden
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(2.5.3) Balancierte Baume

Nachteil bei normalen Suchbdumen:
worst-case Aufwand ist

Tritt bei ,degenerierten Baumen* auf

» Kann durch Balancierung verhindert
werden.

» Problem: stelle Balance in

wieder her.
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Balancierte Baume

Gewichtsbalance: Fir jeden Knoten
unterscheidet sich die Anzahl der Knotef
im linken und rechten Teilbaum um
maximal eins.

Héhenbalance: Fur jeden Knoten
unterscheidet sich die Hohe des linken
und rechten Teilbaums um maximal eiﬂ.\
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AVL-Baume

* Werden wie normale binare
Suchbaume behandelt

» Jeder Knoten speichert sein
Ungleichgewicht (+1, 0, -1, X)

» Nach Insert() oder Delete()
Wiederherstellung der Balance
durch Rotationen
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@)
@)

LY

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

@

AVL-Baume
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AVL-Baume
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AVL-Baume
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AVL-Baume
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AVL-Baume
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AVL-Baume
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AVL-Baume
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AVL-Baume
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AVL-Baume

@)

AAAA

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

AVL-Baume

» Rotationen missen ggf. nach
oben propagiert werden

* Im schlechtesten Fall
Rotationen bei Delete()

* Nur praktikabel, wenn gesamte
Datenstruktur im Hauptspeicher
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Rot/Schwarz-Baume

Binarer Suchbaum
Rote und Schwarze Knoten

Verhaltnis
langster zu kurzester Pfad =2 : 1

Re-Balancing durch Rotationen
und Umfarben

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Rot/Schwarz-Baume

Konsistenzregeln ...
— Jeder Knoten ist rot oder schwarz

— Auf keinem Pfad folgen zwei rote Knoten
direkt aufeinander

— Alle Pfade von der Wurzel zu den Blattern
haben dieselbe Anzahl schwarzer Knoten

— Wurzel und Blatter sind immer schwarz

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt




Rot/Schwarz-Baume
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Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Rot/Schwarz-Baume
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Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Rot/Schwarz-Baume

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Rot/Schwarz-Baume

 Eigenschaften
— Jeder Knoten hat zwei Sohne oder keineff
— Maximales Pfadlangenverhdltnis 2 : 1

— Pfadlangen ©(log(n))

Informatik VIil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Rot/Schwarz-Baume

Rot/Schwarz-Baume

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt




Rot/Schwarz-Baume

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Rot/Schwarz-Baume

Rot/Schwarz-Baume

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Rot/Schwarz-Baume

* Insert(), Delete()

— Wie bei normalen bindren Suchb&umen
mit anschlieBender Widerherstellung der
Konsistenzbedingungen

— Insert() ... drei verschiedene Félle

— Delete() ... vier verschiedene Félle
— Pseudo-Code ... siehe

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Rot/Schwarz-Baume

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Rot/Schwarz-Baume

* Insert()

— Jeder eingefugte Knoten ist zuné&chst rot

— Es tritt genau eine Konsistenzverletzung allf

— Bei Wiederherstellung durch Umfarben
oder Rotation kann genau eine weitere
Verletzung auftreten

— Propagiere Modifikationen nach oben

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt




Rot/Schwarz-Baume

* Insert()
* Mogliche Konsistenzverletzungen
— Neuer Knoten ist Wurzel

— Neuer Knoten ist Nachfolger eines
roten Knotens

— Fallunterscheidung nach der Farbe des

“
,Onkels
Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Mannliche Verwandtschaft

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Rot/Schwarz-Baume

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Rot/Schwarz-Baume
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Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Rot/Schwarz-Baume

Rot/Schwarz-Baume

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt




Rot/Schwarz-Baume

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Rot/Schwarz-Baume

Informati Kk VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Rot/Schwarz-Baume

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Rot/Schwarz-Baume
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Informati K VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

@

Rot/Schwarz-Baume

Informatil k Vil
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

()

Rot/Schwarz-Baume

Informati k Vil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

()
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Rot/Schwarz-Baume

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Rot/Schwarz-Baume

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

()

Rot/Schwarz-Baume

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Rot/Schwarz-Baume
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Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Rot/Schwarz-Baume
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Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

®
()

Rot/Schwarz-Baume

®
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Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

®
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Rot/Schwarz-Baume
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Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Rot/Schwarz-Baume
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Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Rot/Schwarz-Baume

repLa [
e

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Fallunterscheidung Insert()

1) Onkelist rot
¢ Umféarben
2) Onkel ist schwarz
a) Sohn < Vater < GrolRvater oder
Sohn > Vater > GroRvater
« Einfache Rotation, Umférben
b) Sohn < Vater > GroRRvater oder
Sohn > Vater < GroRvater
« Doppelte Rotation (Ruckfuhrung auf Fall 2a)

Informatik VIil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Aufwandsabschatzung

Suchen der Einfugestelle:
Einfligen:
Konsistenzwiederherstellung

— Umféarbe-Schritte:
(Schritt vom Enkel zum Grof3vater)

— Rotationen:
Insgesamt:

(maximal zwei)

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Rot/Schwarz-Baume

* Delete()

— Wie bei normalen bindren Suchbaumen wir
der Knoten entweder direkt gel6scht oder s
Successor wird geldscht und Giberschreibt dén
eigentlichen Knoten

— Konsistenzwiederherstellung
« Wenn der Knoten rot war, ist nichts zu tun
« Wann der Knoten schwarz war, gibt es 4 Falle

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

12



Rot/Schwarz-Baume

 Delete()

— Falls der (tatsachlich) entfernte Knoten schwarz is
fehlt auf allen Pfaden innerhalb des entsprechend
Teil-Baumes eine schwarze Marke

— Weise diese schwarze Marke dem Nachfolger des
geldschten Knotens zu.

Dadurch wird dieser schwarz-rot oder doppel-schwiarz

— Verschiebe die schwarze Marke im Baum nach obfgn

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Rot/Schwarz-Baume

« Delete()

« Umfarben und Rotationen
— Erhalte die Anzahl schwarzer Marken der Sub—BaLIne
* Abbruchbedingungen
— Ein schwarz-roter Knoten wird schwarz gefarbt

— Der Wurzelknoten wird erreicht
(doppel-schwarz kann einfach wegfallen,
da die Wurzel auf allen Pfaden liegt)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Fallunterscheidung Delete()

AA&AAA

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Fallunterscheidung Delete()

AA&AAA

Informatik VIil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Fallunterscheidung Delete()

AA&AAA

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Fallunterscheidung Delete()
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Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Fallunterscheidung Delete()
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Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Fallunterscheidung Delete()
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Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Fallunterscheidung Delete()

®
v

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Fallunterscheidung Delete()

AA&AAA

Informatik VIil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Fallunterscheidung Delete()

AA&AAA

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Fallunterscheidung Delete()

LYYy

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Fallunterscheidung Delete()

@
o @

A A ~ —~
B ist rot = stop
B ist schwarz = continue

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Fallunterscheidung Delete()

AA&AAA

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Fallunterscheidung Delete()

AA.Q
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Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Fallunterscheidung Delete()
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Informatik VIil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Fallunterscheidung Delete()

® o
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nformati
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Fallunterscheidung Delete()

® o o
b 42,

nformati
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Fallunterscheidung Delete()
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Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Fallunterscheidung Delete()
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Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Fallunterscheidung Delete()
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Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Fallunterscheidung Delete()
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Informatik VIil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Fallunterscheidung Delete()
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Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Fallunterscheidung Delete()

@
VY

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Fallunterscheidung Delete() Fallunterscheidung Delete()

Informatik VIl Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Fallunterscheidung Delete() Fallunterscheidung Delete()

1) Bruder ist rot
%) * Rotation, Umfarben = Bruder schwarz

2) Bruder ist schwarz
Balancierung a) beide Neffen schwarz

* Umfarben ... continue ?
AA abgeschlossen ! b) innerer Neffe rot, 4uRerer schwarz
(Farbe von B + Rotation, Umfarben = Fall 2c
AA &A war konsistent) c) aulerer Neffe rot

Rotation, Umférben ... done !

Informatik VIl Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Aufwandsabschatzung (2.5) Baume

¢ Suchen des Ldschknotens:

¢ (2.5.1) Bindre Suchbaume
* Loschen: ¢ (2.5.2) Optimale Suchbdaume
« Konsistenzwiederherstellung . .
) L * (2.5.3) Balancierte Baume
— Umférbe-Schritte: _ AVL-Biume
— Rotationen: (maximal drei) — Red-Black Baume
* Insgesamt: —B-Baume

Informatik VIII Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt Prof. Dr. Leif P. Kobbelt




B-Baume

« Alternative Interpretation/Implementierung
der Rot/Schwarz-Baume fuhrt auf

« Diese sind ein Spezialfall des allgemeineren
Konzepts von

« Vorteil: groRere Mengen von Knoten werden
zusammengefallt und passen dadurch bessel
in einen Festplatten-Block

e Hysterese: nicht in jedem Schritt muR re-
balanciert werden.

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Speicherhierarchie

Prozessor

L2-Cache

Hauptspeicher

Festplatte

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Speicherhierarchie

* Mit zunehmendem ,Abstand"“ vom
Prozessor ...

— Steigt die Speicherkapazitat
— Wéchst die zugreifbare Blockgrofie
— Sinkt die Zugriffsgeschwindigkeit

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Speicherhierarchie

« Effiziente Algorithmen ...
— fuhren haufige Berechnungen auf kleinen
Datenmengen durch (,innere Schleife®)

— minimieren die Zugriffe auf externe
Speicher-Ebenen

— passen die GrofRe der Datenstrukturen
an die jeweiligen Blockgréen an

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Speicherhierarchie

* Bei der Suche in externen Binar-
Baumstrukturen hangt die Zugriffszeit
im wesentlichen von der Verteilung der
Knoten auf Festplatten-Sektoren ab.

» Fasse Teilbaume in Sektoren zusammj\

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Speicherhierarchie

0000000O0COCOOOOOODO
00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Speicherhierarchie

0 0/0 0/O0 OO O||0 0|0 OO O[O O
00 00|00 00,00 00|00 00//00 00,00 00,00 00

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Speicherhierarchie

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

N-are Suchbdume

« Jeder Knoten hat bis zu verschiedenf
Schliissel und bis zu n Nachfolger

In wird der aktuelle Fullungsgrad
gespeichert

e In stehen die Schlissé|l
e In stehen die Nachfoldger
* Der Bool-Wert zeigt, ob K ein Blatf ist

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

N-are Suchbaume

* Seien die Schlissel, die in
einem Teil-Baum vorkommen,
dann gilt

 Fur die Schlussel v, aus gilt

» Fir die Schlussel v, aus gilt

Informatik VIil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

N-are Suchbdume

» Wahle n so, dass die Daten genau
in einen Festplattensektor passen

* Die Hb6he eines n-aren Suchbaums
mit k Knoten betréagt maximal

wenn der Fullgrad mindestens ist

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

N-are Suchbaume

* Halte den Wurzelknoten immer im
Hauptspeicher (fir jeden Zugriff notwendig)

» Erwartete Festplattenzugriffe

* Beispiel:
- Telefonnummern in Deutschland
— BlockgrofR3e
— Maximal 2 Festplattenzugriffe

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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B-Baume

,Balancierte n-are Suchbaume*
Alle Blatter haben dieselbe Tiefe

Alle Knoten, auRer der Wurzel, haben
mindestens Schlissel mit

« Alle inneren Knoten, auf3er der Wurzel,
haben mindestens t Nachfolger

* Normalerweise

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

B-Baume

» Die meisten Daten stehen in Blattern
» Re-Balancierung durch Rotationen

» ,Hysterese*

— Insert() in Blatter mit Fillgrad
bendtigen keine Re-Balancierung

— Delete() aus Blattern mit Fillgrad
bendétigen keine Re-Balancierung

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

B-Baume

Was ist der Zusammenhang mit
Rot/Schwarz-Baumen?

— Die schwarzen Knoten entsprechen den
B-Baum Knoten

— Die evtl. roten Nachfolger eines schwarz
Knotens werden demselben B-Baum Knofen

zugeordnet
Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

B-Baume

» Was ist der Zusammenhang mit
Rot/Schwarz-Baumen?

— Minimaler Fllgrad: 2 Nachfolger
— Maximaler Fullgrad: 4 Nachfolger

—[2,4]-Baume

Informatik VIil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

2-4-Baume

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

@

2-4-Baume

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

®

2-4-Baume

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

2-4-Baume

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

2-4-Baume

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

2-4-Baume

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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(2.5) Baume

 (2.5.1) Binare Suchbaume
* (2.5.2) Optimale Suchbaume

* (2.5.3) Balancierte Baume
— AVL-Baume

— Red-Black Baume
— B-Baume

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Rot/Schwarz-Baume

 Delete()

— Wie bei normalen bindren Suchbaumen wir
der Knoten entweder direkt gel6scht oder s

Successor wird geldscht und Giberschreibt dén
eigentlichen Knoten

— Konsistenzwiederherstellung
* Wenn der Knoten rot war, ist nichts zu tun
« Wann der Knoten schwarz war, gibt es 4 Falle

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Rot/Schwarz-Baume

 Delete()

— Falls der (tatsachlich) entfernte Knoten schwarz i

S
fehlt auf allen Pfaden innerhalb des entsprechendlw
Teil-Baumes eine schwarze Marke

— Weise diese schwarze Marke dem Nachfolger des
geldschten Knotens zu.

Dadurch wird dieser schwarz-rot oder doppel-schwiarz

— Verschiebe die schwarze Marke im Baum nach obggn

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Fallunterscheidung Delete()

AA&AAA

Fallunterscheidung Delete()

AA&AAA

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Informatik VIil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Fallunterscheidung Delete()

AA&AAA

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt




Fallunterscheidung Delete()

® 0
® o o

ABMBAR

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Fallunterscheidung Delete()
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Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Fallunterscheidung Delete()
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Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Fallunterscheidung Delete()
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Informatik VIil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Fallunterscheidung Delete()

AA&AAA

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Fallunterscheidung Delete()

AA&AAA

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt




Fallunterscheidung Delete()

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Fallunterscheidung Delete()

O
o ©

A A ~ PN
B war rot = stop
B war schwarz = continue

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Fallunterscheidung Delete()

AA&AAA

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Fallunterscheidung Delete()

AA ® o
&AAA

Informatik VIil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Fallunterscheidung Delete()
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Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Fallunterscheidung Delete()
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Fallunterscheidung Delete()
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Informatik VIl M\
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Fallunterscheidung Delete()
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Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Fallunterscheidung Delete()
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Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Fallunterscheidung Delete()
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Informatik VIil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Fallunterscheidung Delete()
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Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Fallunterscheidung Delete()
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Fallunterscheidung Delete()
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Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Fallunterscheidung Delete()

C&o)
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Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Fallunterscheidung Delete()

C@

MMM

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Fallunterscheidung Delete()

Balancierung

AA &AA A abgeschlossen !

(Farbe von B
war konsistent)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Fallunterscheidung Delete()

1) Bruder ist rot

* Rotation, Umfarben = Bruder schwarz
2) Bruder ist schwarz

a) beide Neffen schwarz
Umférben ... continue ?

b) innerer Neffe rot, dul3erer schwarz
Rotation, Umfarben = Fall 2¢

c) auBlerer Neffe rot

« Rotation, Umfarben ... done!

Aufwandsabschatzung

* Insgesamt:

Suchen des Loéschknotens:
Léschen:

» Konsistenzwiederherstellung
— Umférbe-Schritte:

— Rotationen: (maximal drei)

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt




(2.5) Baume

 (2.5.1) Binare Suchbaume
* (2.5.2) Optimale Suchbaume

* (2.5.3) Balancierte Baume
— AVL-Baume
— Red-Black Baume
— B-Baume

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Speicherhierarchie

* Mit zunehmendem ,Abstand"“ vom
Prozessor ...

— Steigt die Speicherkapazitat
— Wéchst die zugreifbare Blockgrofie
— Sinkt die Zugriffsgeschwindigkeit

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Speicherhierarchie

Prozessor
L2-Cache

Hauptspeicher

Festplatte

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Speicherhierarchie

« Effiziente Algorithmen ...

— fuhren haufige Berechnungen auf kleinen
Datenmengen durch (,innere Schleife®)

— minimieren die Zugriffe auf externe
Speicher-Ebenen

— passen die GrofRe der Datenstrukturen
an die jeweiligen Blockgréen an

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Speicherhierarchie

* Bei der Suche in externen Binar-
Baumstrukturen hangt die Zugriffszeit
im wesentlichen von der Verteilung der
Knoten auf Festplatten-Sektoren ab.

» Fasse Teilbaume in Sektoren zusammj\

Speicherhierarchie

0000000O0COCOOOOOODO
00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00
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Speicherhierarchie

0 0/0 0/O0 OO O||0 0|0 OO O[O O
00 00|00 00,00 00|00 00//00 00,00 00,00 00
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Speicherhierarchie

EEEREENN

Informatik VIl
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N-are Suchbdume

« Jeder Knoten hat bis zu verschiedenf
Schliissel und bis zu n Nachfolger

e In wird der aktuelle Fullungsgrad
gespeichert

e In stehen die Schlissé|l
e In stehen die Nachfoldger
* Der Bool-Wert zeigt, ob K ein Blatf ist

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

N-are Suchbaume

* Seien die Schlissel, die in
einem Teil-Baum vorkommen,
dann gilt

 Fur die Schlussel v, aus gilt

» Fir die Schlussel v, aus gilt

Informatik VIil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

B-Baume

,Balancierte n-are Suchbaume*
« Alle Blatter haben dieselbe Tiefe

« Alle Knoten, aufRer der Wurzel, haben
mindestens Schliissel mit

» Alle inneren Knoten, auf3er der Wurzel,
haben mindestens t Nachfolger

* Normalerweise

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

B-Baume

» Die meisten Daten stehen in Blattern
» Re-Balancierung

e ,Hysterese*
— Insert() in Blatter mit Fullgrad
bendétigen keine Re-Balancierung

— Delete() aus Blattern mit Fullgrad
bendétigen keine Re-Balancierung

Informatik VIIl
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B-Baume

* Was ist der Zusammenhang mit
Rot/Schwarz-Baumen?

— Die schwarzen Knoten entsprechen den
B-Baum Knoten

Knotens werden demselben B-Baum Kn

0
zugeordnet

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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— Die evitl. roten Nachfolger eines schwarzel
n

2-4-Baume

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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B-Baume

* Was ist der Zusammenhang mit
Rot/Schwarz-Baumen?

— Minimaler Fillgrad: 2 Nachfolger
— Maximaler Fillgrad:

—[2,4]-Baume

Nachfolger

Informatik Vil
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2-4-Baume
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2-4-Baume
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2-4-Baume
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2-4-Baume

2-4-Baume
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B-Baume

¢ Operationen
— Search()
— Insert()
— Delete()
¢ In den meisten Féallen kommen die
Operationen ohne Re-Strukturierung au

e Sonst: verallgemeinerte Rotatione

Informatik VIII
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Zugriff auf externen Speicher

 DiskRead(N), DiskWrite(N)

N=..

DiskRead(N); |

access / modify the contents of N
DiskWrite(N);  // only if modified
access but don‘t modify the contents ofM

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
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Create()
 Create()
N = AllocateNode();
N.leaf = true;
N.n =0
DiskWrite();

Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

@

Search()

¢ Search(X,R)
for(i=1;i<R.n;i++)
if (X < R.X[i]) break;
fT(<R.nOX=RX[])
return (R,i);
else
if (R.leaf)
return NIL;
else
DiskRead(R.s[i-1]);
Search(X,R.s[i-1]);

Informatik Vil
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Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

()

Insert()

 Bei Bindrbaumen wird immer
ein neuer Blattknoten erganzt

nicht voll ist

wird das Blatt geteilt ...

Bei B-Baumen ist kein neuer Knoten
ndtig, solange der Blattknoten noch

Erst wenn der Fllgrad Gber n steigt,

Informatik VIl
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Split()

LMNOPOQR

TO Tl T2 T3 T-"' T5 TG T?
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Split()

T @ E

TO Tl T2 TE} T»‘l T5 TG T'l

Informatik VIII
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Split()

o

TOTITZTZS T-’lT5T6T7
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()
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Split()

ToTy T, Ty

T-‘l TS TG T'I
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Split()

LMNOPQR

ToTy T Ty Ty T T Ty

Informatik Vil
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Split()

I 2 e

ToT T, Ty TyTsTe Ty

Informatik VIl
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Split()

ToT, T, Ty

Ty T5Te Ty

@

Split()

o)
LMN PQR
TO Tl T2 T3 T-‘l T5 TG T?
Informatik VIII
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Insert()

¢ Naiver Ansatz:

— Suche das entsprechende Blatt

— evtl. Splitting, falls Gberfullt

— Kann zuriick nach oben propagiert
werden, wenn Vaterknoten ebenfalls voll

— Problem: auf die Knoten entlang des
Pfades wird jeweils zweimal zugegriffen

Informatik VIl
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()
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Insert()

¢ One-Pass Algorithmus

— Teile die Knoten entlang des
Suchpfades bereits auf dem ,Hinweg*,
wenn diese schon voll sind

— Evtl. unnétige Split-Operationen
amortisieren sich durch den
schnelleren Average-Case

Informatik VIl
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Insert()
¢ Insert(N
R = root;
if (R.n = 2t-1)

S = AllocateNode();
root =S; S.leaf = false;
S.n=0; S.s[0]=R;
SPIit(S,R);
nsertﬁonEuII(N,S);
else
[InsertNonFull(N,R); |

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia
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()

Insert()

 InsertNonFull(N,R)  // assert: R not full !
if (R.leaf)
find correct position for N and insert
DiskWrite(R);
else
find correct subtree R.s[i];

DiskRead(R.slil);

q%g ;I N =2t
Split(R,R.s |%I]
If (N.X > R.X[I]) i++;

InsertNonFull(N,R.s[i]);

Informatik VIl
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Beispiel

» Sequenz von Einfugeoperationen
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Beispiel

coclvo]c o] 2]
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Beispiel

ccochvalee o ]
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()
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Beispiel

A B C D E | RES NN LETEVAA b Qv
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Beispiel

ABCDEJIJKINOJRRSTUV]Y Z
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Beispiel
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Beispiel
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Beispiel

QRs|uv
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ABCDEJJKINO

Beispiel

ABCDEJIJKINOJQRS
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Beispiel
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Beispiel
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Beispiel
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Beispiel
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Beispiel
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Beispiel

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

14



Beispiel

P |
CGM

I3 I E ) G £
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Delete()

¢ Unkritisch fur Blattknoten mit hin-
reichendem Fullungsgrad (haufigster FI

)

» Bei Unterlauf miissen Knoten
verschmolzen werden

» Kann/muss nach oben propagiert werdln

* One-Pass-Formulierung ??7?

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Delete()

» Der Delete-Algorithmus sucht den
Schlissel entlang eines Pfades

¢ Eine Verschmelzung muf3 nur stattfinden,
wenn der entsprechende Knoten einen
Fillgrad hat

« Teste vor dem Abstieg, ob der Nachfolger
Fullgrad = t hat (dann ist Verschmelzung
ausgeschlossen

« Falls dies nicht der Fall ist, erzwinge dies
durch direkte Umstrukturierung

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Delete()

» Wie bei Insert(), sorgen wir dafur, dass
der aktuelle Knoten hinreichend gefillt
ist, so dass keine Verschmelzung
notwendig wird (Schleifeninvariante)

+ Falls ein Knoten nicht hinreichend gef[]ll
ware, hatten wir das bereits bei der
Bearbeitung des Vaterknotens bemerkt

und behoben.
Informatik VIIl
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Delete()

« Fallunterscheidung:

— Blattknoten
« Nach Voraussetzung hinreichend gefullt
« Schliissel kann einfach entfernt werden

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Delete()

* Fallunterscheidung:
— Blattknoten
— Innerer Knoten

* Nach Voraussetzung hinreichend gefuillt

« Beim Loschen miissen die nachfolgenden
Teilbdume korrekt angeordnet werden

« Stehle” ein Element ...

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Steal()
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Steal()
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Steal()
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Steal()
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Steal()

.G
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Steal()

.G
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()
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Steal()
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Steal()

r i
Computergraphics & Multimedia
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()

Steal()

D E F| RS DEelz

A B

o

l—lrma(ik wvin
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Delete()

« Fallunterscheidung:
— Blattknoten

— Innerer Knoten
« Nach Voraussetzung hinreichend gefullt
« Beim Loschen missen die nachfolgenden
Teilbdume korrekt angeordnet werden
« ,Stehle” ein Element ...
« Verschmelze die Nachfolger

Informatik Vil
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()
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Merge()

CM

A B |DEGJK| N O
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Merge()

CM

A B |DEGJKI N O
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Delete()

* Fallunterscheidung:
— Blattknoten
— Innerer Knoten
— Weitersuchen

« Sorge fur Aufrechterhaltung der
Schleifeninvariante

* Rotiere Elemente
» Verschmelze die Nachfolger

Informatik VIII
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Rotate()
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Rotate()
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Rotate()

cOm

Ao E@IE&IN o P
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Rotate()
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Rotate()
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Rotate()

ABJDE

EREN3IN o P
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Merge()

CM

A B |DEGJK| N O
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Beispiel

¢ Sequenz von Léschungsoperationen
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Insert()
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Insert()

A B
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Insert()

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Insert()
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Insert()
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Insert()
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Insert()
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Insert()
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Insert()
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Insert()
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Insert()

|DEGJKI QRS |JUV
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Insert()
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Insert()
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Insert()
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Insert()
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Insert()
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Insert()
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Insert()
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Insert()
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Insert()

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

()

23



Insert()

ELPTX

0 EEE
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Zusammenfassung

¢ B-Baume

— Optimierter Zugriff auf externen Speicher

durch Blockung mehrerer Schliissel
— Minimaler / maximaler Fullungsgrad
— Garantierte Balancierung
— Hysterese bei der Umstrukturierung
— Steal(), Merge(), Rotate()

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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(2.6) Graphen

* (2.6.1) Definitionen, Darstellung

* (2.6.2) Ausspahen von
Graphen

* (2.6.3) Minimal spannende
Baume

* (2.6.4) Kiurzeste Pfade

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

RWTH

L

Graphen

Gerichteter Graph G=(V,E)

« V : Knoten, Vertices
» E : Kanten, Edges

mit |V| < oo und E O VxV.

Informatik VIl
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RWTH

@

Graphen

VvV ={1,2,3,4,5,6,7}

E ={(1.1).(1,2).(2,6).(6.2),(6,7).(5,6).(4,5)}

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia

RWTH
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Graphen

Ungerichteter Graph G=(V,E)

« V : Knoten, Vertices
» E : Kanten, Edges

mit |V| <o und E O VxV
symmetrisch.

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

RWTH

@

5 6
Graphen Graphen
VvV ={1,2,3,4,5,6,7} Konvention:

E ={(1.2),(2,1).(2,6).(6,2),(6,7),(7.6),

(3.6),(6.3),(5:4).(4.5)}

Informatik VIII
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RWTH
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Ist keine Verwechslung zu
beflirchten, so bezeichnen wir die
Anzahl |V| der Knoten bzw. |E|
Kanten einfach mit V bzw. E.

Informatik VIl
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RWTH
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Adjazenz

Wir nennen
Adjlul ={v:(uVv)inE}

die Nachbarn von u.

Informatik VIII
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RWTH

L

Adjazenz

Der Eingangs-/Ausgangsgrad
eines Knotens k ist die Zahl der
auf k hin-/von k
weggerichteten Kanten.

Sy

Informatik VIl
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RWTH
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Adjazenz

Ungerichteter Graph:

* E ist symmetrisch

» Eingangsgrad = Ausgangsgrad =
Grad = Zahl der Nachbarn

S ol

Informatik VIII
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RWTH
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Wege

10

Ein Weg oder Pfad der Lange k vom
Knoten u zum Knoten v ist eine

Sequenz
V,V1,Va, Vi r, Vi

von Knoten mit
*U=Vy V=V,

Informatik VIl
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o (Vi,vy) OEfUri=1,2,...,k

RWTH

@

Wege

11

1,2,6,54
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Wege

12

Ein Weg heil3t einfach, wenn alle
seine Knoten verschieden sind.
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Wege

1,2,3,4,5,6,2,8 nicht einfach!

I Informatik VIl
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14

Wege

1,2,6,5.6,5,4 nicht einfach!

I Informatik VIl
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15 16
Zyklen und Kreise Zyklen und Kreise
Ein Weg Ein Eulerkreis eines ungerichteten
Graphen ist ein Kreis der jede
Vg,V1pees, Vi . -
Kante genau einmal enthalt.
mit v, = v, heildt Zyklus (gerichtete
Graphen) bzw. Kreis (ungerichtete Wann
Graphen). existiert ein
Eulerkreis?
RWTH gmf. g,. teif P. Kobbelt @ RWTH gmf. Iir. zeif P. Kobbelt
17 18
Zyklen und Kreise Zusammenhang
Ein Hamiltonkreis eines Ein Knoten v ist von einem Knoten
ungerichteten Graphen ist ein Kreis u erreichbar, u~ v, wenn es einen
der jeden Knoten genau einmal Weg von u nach v gibt.
enthalt. |
Traveling
Salesman
Problem

1

I Informatik Vi
Computergraphics & Multimedia
RWTH Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

I Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
RWTH Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Zusammenhang
1~6,aber6+1 Isolierter
Knoten:
Grad =0

A

o)

Informatik VIII
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RWTH

L

Zusammenhang

20

Ein ungerichteter Graph heifl3t
zusammenhangend, wenn jedes
Knotenpaar durch einen Weg
verbunden ist.

Informatik VIl

RWTH

21 22
Zusammenhang Zusammenhang
zusammenhéangend nicht zusammenhangend
RWTH " orof b LoitP. Kapbelt @ RWTH orot b LoitP. Kapbet @
23 24
Zusammenhang Zusammenhang
Die Zusammenhangs-
komponenten eines ungerichteten (V.E)
Graphen sind die Aquivalenz-
klassen der Relation ~
(Zeige: Fur ungerichtete Graphen
ist ~ eine Aquivalenzrelation!) O
RWTH " orof D Loitp. Kapbet @ RWTH " erof b LoitP. Kapbelt @
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25
Zusammenhang Zusammenhang

3 Zusammenhangskomponenten
(V,~)

3, & :

I Informatik VIl I Informatik VIl
i Computergraphics & Multimedia 3 Computergraphics & Multimedia
Rw‘rl-l Prof. Dr. Leif P. Kobbelt Rw‘rl-l Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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27
Zusammenhang Wald

Ein gerichteter Graph heif3t Ein ungerichteter Graph G heif3t
schwach, stark, einseitig Wald, falls G keinen Kreis enthélt.
zusammenhéangend, wenn ... Ist G zusatzlich zusammenhéangend,
so heisst G ein Baum.

I Informatik VIl I Informatik VIl
i Computergraphics & Multimedia 3 Computergraphics & Multimedia
Rw‘rl-l Prof. Dr. Leif P. Kobbelt Rw‘rl-l Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

29 30
Wald Wald
Ein Wald besteht aus Baumen: Fir einen Baum (V,E) gilt:
|El=1[V]-1
|E| =4
VI =5
I Informatik Vi I Informatik VIl
i Computergraphics & Multimedia 5 Computergraphics & Multimedia
Rw‘rl-l Prof. Dr. Leif P. Kobbelt @ Rw‘rl-l Prof. Dr. Leif P. Kobbelt @




Wald

31

Dann gilt

Sei G=(V,E) ein Wald mit k Baumen.
Baum i habe n; Knoten und m; Kanten.

Wald

32

Folge: Ein Graph G=(V,E) mit k

Zusammenhangskomponenten enthalt
genau dann einen Kreis, wenn
E=5m = (n-1=5n-k=|v|-k IEI >| /l -k
=1 i=1 i=1
5 Informatik VIII 5 Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia Computergraphics & Multimedia
Rwrl-l Prof. Dr. Leif P. Kobbelt @ Rwrl-l Prof. Dr. Leif P. Kobbelt @
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Wald Wald
Ein Spannbaum zu einem Spannbaum
Graphen G=(V,E) ist ein Baum
(V,E)) mit E'O E.
5 Informatik VIII 5 Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia Computergraphics & Multimedia
Rwrl-l Prof. Dr. Leif P. Kobbelt @ Rwrl-l Prof. Dr. Leif P. Kobbelt @

Spezielle Graphen

35

Ein Graph G=(V,E) heisst planar,

wenn er sich Gberschneidungsfrei
in der Ebene abbilden l&sst.

planar,
denn

Spezielle Graphen

36

Informatik VIII

RWTH

Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Ein ungerichteter Graph G=(V,E) ist
vollstandig, falls E = VxV.

Ks

nicht planar

RWTH

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Gewichtete Graphen
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Zu einem gewichteten Graph
gehort eine Gewichtsfunktion
W.E - R, die jeder Kante e ein
Gewicht w(e) zuordnet.
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Gewichtete Graphen

38

gewichteter Graph

) O

3]s /Q
> 3

12 O
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Adjazenzlisten
Gr—1) 1[op2][op5]o
8 2 [ 1o 5 [oH3[H4]s]
3@*2 om4|o
QD s
@ s[oHalM[oHz]]

Computergraphics & Multimedia
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@

Adjazenzlisten
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9 i%ii

3

© D L EER
® 5o 1[op2]o)
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41 42
Adjazenzmatrizen Adjazenzmatrizen

1 2 3 45 1 2 3 45
.101001 101000
2[1 0111 2o 01 00
9'9 301010 @ @ 300000
35 40 1 1 0 1 3) 40 0 0 0 1
501 1010 51 1 000
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Speicheraufwand
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 Adjazenzlisten: O(|V| + |E])
 Adjazenzmatrix: O(|V|?)

Ist nichts anderes angegeben, so
verwenden die nachfolgend vor-
gestellten Algorithmen Adjazenz-

listen zur Darstellung der Graphen.

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia

RWTH

L

(2.6.2) Ausspahen von
Graphen

44

* (2.6.2.1) Breitensuche

* (2.6.2.2) Tiefensuche

* (2.6.2.3) Topologisches
Sortieren

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

RWTH

@

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Breitensuche Breitensuche
Source
I Informatik VIl i Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia Computergraphics & Multimedia
Rwrl-l Prof. Dr. Leif P. Kobbelt @ Rwrl-l Prof. Dr. Leif P. Kobbelt @

Breitensuche

47

N

D O
\ /
(O—®
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Breitensuche
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L
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Breitensuche
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Q—2—®
ogo 3
(O—®

Breitensuche

50

Source

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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« Von einem gegeben ein Startknoten s
(,source") ausgehend, werden
nacheinander alle von s erreichbaren
Knoten besucht.

* Die Grenze zwischen besuchten und
nicht besuchten Knoten wird
gleichmé&Rig vorangetrieben (,Breadth-
First®).

Informatik VIl
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Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

RWTH

@

Breitensuche
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» Wahrend der Breitensuche wird
implizit oder explizit ein
Breitensuchbaum aufgebaut.

 Die Tiefe eines Knotens u im
Breitensuchbaum ist gleich der Lange
des kirzesten Pfades von s zu u.

¢ Implementierung der Front durch eine
Queue.

Informatik VIII
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Breitensuche

52

BreadthFirstSearch( G )

forallvOV do
depth[v] = oo;

forallv L'V do

if (depth[v] = )
VisitBreadthFirst( G, v );

Informatik VIl
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Breitensuche

53

VisitBreadthFirst( G. s
depth[s] = 0;

while (! empty(Q))
U =dequeue( Q ):
for all v LI Adj[uf do
— [ 1 (depth[V[ = o
depth[v] = depth[u] + 1;
enqueue( Q, v);

Informatik VIII
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Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Breitensuchbaum

54
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Breitensuchwald

@) (02
N N
O QW
QD N
y fh
%
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Breitensuche: Aufwand
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BreadthFirstSearch( G )
forallv OV do
depth[v] = o;
forallv OV do
if (depth[v] = )
VisitBreadthFirst( G, v );

o(V)

Informatik VIl
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Breitensuche: Aufwand
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VisitBreadthFirst( G, s )
depth[s] = 0;
Q =0; enqueue( Q, s );
while (! empty(Q))
u =dequeue( Q);
for all v O Adj[u] do
if (depth[v] =« ) }
depth[v] = depth[u] + 1; ?
enqueue( Q, v);

Informatik VIII
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Breitensuche: Aufwand
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 Jeder Knoten wird genau einmal
in die Queue geschoben.

 Jeder Knoten wird genau einmal
aus der Queue genommen.

* Adj[u] wird genau dann
abgearbeitet, wenn u aus der
Queue genommen wird.

Informatik VIl
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Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

RWTH

@

Breitensuche: Aufwand
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» Der Aufwand zur Abarbeitung
aller Adjazenzlisten ist also

2 |Adj[u]l = O(E)
» Gesamtaufwand der
Breitensuche;:

O(V+E)

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

RWTH

@

Breitensuche: Eigenschaften
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» Die Abstande zwischen allen
Knotenpaaren eines Graphen
lassen sich in Zeit O(V (V+E) )
berechnen.
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Breitensuche: Eigenschaften
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» Die Zahl der
Zusammenhangskomponenten
eines ungerichteten Graphen lasst
sich in O(V+E) berechnen.

» Jeder ungerichtete Graph kann in

Zeit O(V+E) auf Zusammenhang
getestet werden.
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Breitensuche: Eigenschaften
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Components( G )
forallv OV do
comp[v] = 0;
components = 0;
forallv OV do
if (comp[v] = 0)
++components;
VisitBreadthFirst'( G, v);

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

RWTH

@

Breitensuche: Eigenschaften

63

VisitBreadthFirst'( G, s)
comp[s] = components;
Q =0; enqueue( Q, s );
while (! empty(Q))
u =dequeue(Q);
for all v O Adj[u] do
if (comp[v]=0)
compl[v] = components;
enqueue( Q, v);
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Breitensuche: Eigenschaften
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¢ Ein ungerichteter Graph lasst sich
in O(V) auf Kreisfreiheit testen.

¢ Erinnerung: Ein ungerichteter
Graph G=(V,E) mit k
Zusammenhangskomponenten
enthélt einen Kreis, genau dann
wenn |E| > |V] - k.
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Breitensuche: Eigenschaften
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* Ist |E| = |V| (Nachzahlen und
abbrechen sobald zahler groRer |V|),
so enthalt G einen Kreis.

e Ist |E| <|V| so zahlt man die
Komponenten wie oben beschrieben
und zwar nur noch mit Aufwand

O(V + E)=0(V)
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Breitensuche: Eigenschaften
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¢ Breitensuche berechnet fir jeden
Knoten u die Lange dist[u] des
kurzesten Pfades von der Quelle s
Zu u.

« Der Breitensuchbaum ist nicht
eindeutig sondern hangt von der
Reihenfolge der Knoten in den
Adjazenzlisten ab.
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Breitensuchbaum
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Source Source

Informatik VIII
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Tiefensuche

68

¢ Von einem gegeben ein Startknoten s
(,source") ausgehend, werden
nacheinander alle von s erreichbaren
Knoten besucht.

¢ VVom zuletzt besuchten Knoten werden
die zunachst die folgenden Knoten
besucht (,Depth-First), Backtracking
falls alle Nachbarn besucht.

I Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
RWTH Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Tiefensuche

69

* In jedem Knoten w3rden die
Eintritts-und Austrittszeitpunkte

gespeichert. Dies entspricht einer

Prefix bzw. Postfixordnung auf
dem entstehenden
Tiefensuchwald.
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Tiefensuche
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a b

Source

I Informatik VIl
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Tiefensuche

71
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Tiefensuche

72

DepthFirstSearch( G )

forallvOV do
pre[v] = 0;
post[v] = 0;

precntr = 0;
postentr = 0;
[ forallv 0V do

if (pre[v] = 0) DepthFirstVisit(v);

I Informatik VIl
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Tiefensuche

DepthFirstVisit( u

++precntr;
pre[u] = precntr;
forallv JAdj[u[ do_|
if (pre[v]=0)
DepthFirstVisit(Vv);
++postcntr;
post[u] = postctr;
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Tiefensuchbaum
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Tiefensuchbaum
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Tiefensuchbaum

Tree Edges

RWTH
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Tiefensuchbaum

[Root| @@ b |

Back Edge
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Tiefensuchbaum

[Root| @b |

Forward Edge

RWTH
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Tiefensuchbaum
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Cross Edge
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Tiefensuchwald
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G &
O
N N
@@s@
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Tiefensuche: Aufwand

81

DepthFirstSearch( G )
forallv OV do
pre[v] = 0;
post[v] = 0;
precntr = 0O;
postcntr = O;
forallv OV do
DepthFirstVisit(v);

} O(V)
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Tiefensuche: Aufwand
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DepthFirstVisit( u )
++precntr;
pre[u] = precntr;
for all v O Adj[u] do

if (pre[v]=0)

DepthFirstVisit(v);

++postentr;
post[u] = postctr;

} 2
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Tiefensuche: Aufwand
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» Jeder Knoten wird genau einmal
besucht.

* Adj[u] wird genau dann
abgearbeitet, wenn u besucht
wird.
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Tiefensuche: Aufwand
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» Der Aufwand zur Abarbeitung
aller Adjazenzlisten ist also

2 |Adj[u] = O(E)
» Gesamtaufwand der Tiefensuche;
O(V+E)
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Topologisches Sortieren

85

Eine vollstéandige Ordnung (V, <)
heil3t eine topologische Sortierung
des gerichteten, zyklenfreien
Graphen G=(V,E), falls gilt:

(uW)OE=u<v

Informatik VIII
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Topologisches Sortieren

86

Kase |

WasserB |
Gewlrze
» Tomaten

WasserA

Gewlrze

Informatik VIl
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Nudeln

Topologisches Sortieren

87

Sei p:V - N die Postfixnumerierung
des Tiefensuchwalds von G. Dann
ist die Ordnung der Knoten v nach
absteigendem p[v] eine
topologische Sortierung von G.
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Topologisches Sortieren:
Aufwand

Implementierung des
topologischen Sortierens durch
modifizierte Tiefensuche:

Beim Verlassen eines Knotens
wird dieser am Kopf einer
zunéachst leeren Liste eingefugt.
Am Ende enthdlt die Liste die
Knoten in sortierter Reihenfolge.
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Topologisches Sortieren:
Aufwand

Der Aufwand um einen
zyklenfreien, gerichteten Graphen
topologisch zu Sortieren ist

O(V+E)
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(2.6) Graphen

v/(2.6.1) Definitionen, Darstellung

v/(2.6.2) Ausspahen von
Graphen

* (2.6.3) Minimal spannende
Baume

* (2.6.4) Kurzeste Pfade

W Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
F%mm Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

(2.6.3) Minimal Spannende |2
Baume

* (2.6.3.1) Generischer
Algorithmus

* (2.6.3.2) Prims Algorithmus

* (2.6.3.3) Kruskals Algorithmus

W Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
F%mm Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Minimal Spannende Baume

Gegeben sei ein zusammenhangender,
ungerichteter, gewichteter Graph
G=(V,E) mit Gewichtsfunktion w:E - IR.
Gesucht ist ein Spannbaum T O E der

w(T) = >, w(e)
edT
minimiert, der sogenannte MST.

W Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
F%mm Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Minimal Spannende Baume

Kein Nicht
Baum! spannend!
1 3
5
Nicht MST

minimal!

Generischer Algorithmus

Greedy-Strategie: Flge nach und
nach Kanten zu einer anfangs
leeren Kantenmenge A hinzu, und
zwar unter Beibehaltung der
folgenden Invariante:

A ist Teilmenge eines MST. (0D

W Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
F%mm Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Generischer Algorithmus

Sei A 0 E eine Menge von Kanten
die die Invariante (0 erfullt. Eine
Kante e heildt sicher fur A, falls

A [ {e} ebenfalls die Invariante (O
erfullt.

W Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
F%mm Prof. Dr. Leif P. Kobbelt




Generischer Algorithmus Generischer Algorithmus

GenericMST(G,w) * Ein Schnitt eines ungerichteten

A= D'; | Graphen G=(V,E) ist ein Tupel
while (A ist kein MST) (S, V-S)mit SO V.

suche eine sichere Kante e fur A « Eine Kante (u,v) kreuzt den Schnitt
A=Al {e]

- (S, V-S) falls einer ihrer Endpunkte
Lreturn A in S und der andere Endpunkt in
V=S liegt.

I Informatik VIl I Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia Computergraphics & Multimedia
RWTH Prof. Dr. Leif P. Kobbelt RWTH Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Generischer Algorithmus Generischer Algorithmus

Kreuzende Kanten * Ein Schnitt respektiert A 0 E, falls

keine Kante aus A den Schnitt
kreuzt.

* Eine kreuzende Kante heif3t leicht,
falls ihr Gewicht minimal unter
allen kreuzenden Kanten ist.

I Informatik VIl I Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia Computergraphics & Multimedia
RWTH Prof. Dr. Leif P. Kobbelt RWTH Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Generischer Algorithmus Generischer Algorithmus
leichte Kante Satz:
/ A O E erfiille die Invariante (D).
3 9 (S, V-S) sei ein Schnitt der A

respektiert und (u,v) eine leichte
Kante, die (S,V-S) kreuzt. Dann ist
(u,v) sicher fur A.

I Informatik Vi I Informatik VIl
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Generischer Algorithmus

13

Sei T ein MST der A enthal,
aber nicht (u,v).

LI\

— T
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Generischer Algorithmus

14

T =T-{xy} d{uv)}

LI\

_T'
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Generischer Algorithmus
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T ist ein MST, denn
W(T") = W(T) —w(xy) +w(u,v) < w(T)
— A

_T'
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Generischer Algorithmus
Wegen A O T und (x,y) O A folgt
AO{(u,v)} O T, also ist (u,v) sicher fir
A.
m AC{(U,V)}

_T'
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Prims Algorithmus

17

* Die Kanten in A bilden einen Baum.
Jeder Knoten u erhélt einen Zeiger p[u]
auf seinen Vater im MST.

* Der A respektierende Schnitt (S,V - S)
ist gegeben durch

S={u:(uVv)OA}
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Prims Algorithmus

18

Knoten u ausserhalb von S erhalten einen
Schliussel, der das minimale Gewicht einer
Kante angibt, die u mit S verbindet (= o falls
es eine solche Kante nicht gibt).
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Prims Algorithmus
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Prims Algorithmus

20
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Prims Algorithmus
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Prims Algorithmus
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Prims Algorithmus
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Prims Algorithmus
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Prims Algorithmus

Prims Algorithmus
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Prims Algorithmus

8 7
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Prims Algorithmus

28

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

@

29
Prims Algorithmus

Prim(G.w.r)

foreachu OV

key[u] = o, p[u] = NULL,

keylr]=0; Q =V;

hile (Q # L)

u = extract-minimum(Q);

or each v fu

if (v O Q and w(u,v) < key|v])
p[v] = u; key[v] = w(u,v);
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Prims Algorithmus
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Nach der Ausfiihrung von
Prim(G,w,r) ist der MST durch

A={(uplu):uOV-{}}

gegeben.
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Prims Algorithmus

Implementierung von Prims
Algorithmus z.B. mit bindarem Heap.
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Prims Algorithmus

Prim(G,w,r)
foreachu OV

key[u] = o; p[u] = NULL; Oo(V)
key[r] =0; Q = V;
while (Q # )

u = extract-minimum(Q);

for each v O Adj[u]

if (v O Q and w(u,v) < key[v])
plv] = u; key[v] = w(u,v);

I Informatik VIl
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Prims Algorithmus

Prim(G,w,r)
foreachu OV Heap |

key[u] = o; p[u] = NULL; Aufbaul!
key[r] = 0; Q =V; F o(v)
while (Q # 0)

u = extract-minimum(Q);

for each v O Adj[u]

if (vO Q and w(u,v) < key[v])
pV] = u; key[v] = w(u,v);
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Prims Algorithmus

Prim(G,w,r)
foreachu Vv
key[u] = o; p[u] = NULL;
key[r] =0, Q =V,
while (Q # 0)
u = extract-minimum(Q); “he
for each v 0 Adj[u] IV Df“”‘h
if (v O Q and w(u,v) < key[v])| 'au®
pIv] = u; key[v] = w(u,v); |

I Informatik VIl
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Prims Algorithmus

Prim(G,w,r) Entfernen
foreachu OV eines

key[u] = oo; p[u] = NULL;
key[] = 0: Q = V: Elements|aus
while (Q # 0) dem Heap.

u = extract-minimum(Q); } O(log Vv
for each v O Adj[u]
if (v O Q and w(u,v) < key[v])
pIV = u; key[v] = w(u,v);

I Informatik Vi
Computergraphics & Multimedia
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Prims Algorithmus

Prim(G,w,r)
foreachu Vv
key[u] = o; p[u] = NULL;
key[r] =0; Q =V;
while (Q # 0O0)

u = extract-minimum(Q); O(E
for each v 0 Adj[u] (E)
if (v O Q and w(u,v) < key[v]) (- Durch-

p[v] = u; key[v] = w(u,v); laufe
informatik il insge'
Computergraphics & Multimedia
RWTH Prof. Dr. Leif P. Kobbelt samt!
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Prims Algorithmus
Prim(G,w,r)
foreachu OV
key[u] = co; p[u] = NULL;

Ry Heap muss
whle (Qti Dt) - Q aktualisiert
u = extract-minimum ; |
for each v O Adj[u] werden!

if (v O Q and w(u,v) < key[V])
p[v] = u; key[v] = w(u,v);  O(log|V)

I Informatik VIl
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Prims Algorithmus

Prim(G,w,r)
foreachu OV

key[u] = eo; p[u] = NULL; &= O(V)
key[r] =0, Q =V,

while (Q # 0)
u = extract-minimum(Q);
for each v 0 Adij[u] O(Vlag v
if (v O Q and w(u,v) < key[v]) | * E10d V)
pIv] = u; key[v] = w(u,v); |

I Informatik VIl
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Prims Algorithmus

 Implementiert man Prim() mittels
eines bindren Heaps, so ist der
Aufwand
O(Elog V)
» Implementiert man Prim() mittels
eines Fibonacci-Heaps, so ist der
Aufwand O(E +Vlog V)

W Informatik VIl
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Kruskals Algorithmus

* Die Kanten in A bilden einen Wald.
Jeder Knoten u erhélt einen Zeiger
p[u] auf seinen Vater im MST.

* Der A respektierende Schnitt
(S,V - S) ist gegeben durch

S={u:(uv) A}

I Informatik VIl
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Kruskals Algorithmus

In jedem Schritt wird die Kante mit
kleinstem Gewicht gesucht, die zwei
Baume des Waldes A verbindet. Diese
Kante wird zur aktuellen Kantenmenge
hinzugefugt.

I Informatik Vi
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Kruskals Algorithmus

_Kruskal(G, w)
A=10;
forallvOV
MakeSet(v);
[ Sorf E into nondecreasing order

if (FindSet(u) # FindSet(v) )
A=AO{(uVv)}
Union(u,v);

retarn A,

I Informatik VIl
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Kruskals Algorithmus

I Informatik VIl
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Kruskals Algorithmus

44

Kruskal(G, w)

A=0: Implementierung?

forallvOV /
MakeSet(v);
sort E into nondecreasing order

for each (u,v)0OE
if ( FindSet(u) # FindSet(v) )

A=AO{(uVv)}
Union(u,v);
return A;
METL Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia
RWTH Prof. Dr. Leif P. Kobbelt @

45
Union-Find-Strukturen

Exkurs: Union-Find-Strukturen

¢ Datenstruktur zur Darstellung von
disjunkten Mengen.

» Jede Menge A wird durch einen
Reprasentant x [0 A identifiziert.

» Operationen: MakeSet(), Union(),

FindSet()

W Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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Union-Find-Strukturen

46

MakeSet(x)

 Erzeugt eine neue Menge S, deren
einziges Element x ist.

« Der Reprasentant von MakeSet(x) ist
X.

« Disjunktheit =

« x darf nicht schon in einer anderen
Menge enthalten sein!

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

RWTH Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Union-Find-Strukturen

z = UnionSet(x,y)

* Erzeugt die Vereinigung S,00S, der
Mengen S, und S, (x und y mussen
keine Reprasentanten sein!)

« z ist der Reprasentant der Vereinigung
S,0S,

« Disjunktheit =

* S,und S, mussen disjunkt sein!
* S,und S, werden zerstort!

I Informatik Vi
Computergraphics & Multimedia
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Union-Find-Strukturen

48

z = FindSet(x)
« Liefert den Repréasentant der
Menge die x enthalt

Informatik VIl
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Union-Find-Strukturen

49

Idee:

¢ Jede Menge A wird durch einen Baum
dargestellt.

¢ Die Knoten und Blatter des Baumes
enthalten die Elemente von A.

* Die Wurzel des Baumes enthalt den
Représentant von A.

¢ Implementierung: Jeder Knoten enthalt

einen Zeiger ,parent” auf seinen Vater!

I Informatik VIl I Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia Computergraphics & Multimedia
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Union-Find-Strukturen

50

A fg‘\ :

Union-Find-Strukturen

51

MakeSet(x)
X.parent = x;

?

6 MakeSet(x) g

I Informatik VIl
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Union-Find-Strukturen

52

FindSet(x)
if (X = x.parent) 8

return x;

return FindSet(x.parent); i

z = FindSet(x)

Informatik VIl
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Union-Find-Strukturen

53

Union(x,y)

r = FindSet(y));

g = FindSet(x); 8
g.parent =r,; 8
returnr; “ ;

I Informatik Vi
Computergraphics & Multimedia
Rwrl-l Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Union-Find-Strukturen

54

Union(x,y)

g = FindSet(x);
r = FindSet(y));
g.parent=r;

returnr; :' \‘

®
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Union-Find-Strukturen

Laufzeitverbesserungen:
1. Hohenbalancierung
2. Pfadkompression

Informatik VIII
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Union-Find-Strukturen

Hohenbalancierung

¢ Speichere in jedem Element x die
Hohe x.height des
darunterhangenden Baumes.

¢ Hange bei Vereinigung stets die
niedrigeren Ba&ume an die héheren
und aktualisiere ggfs die Wurzel.

Informatik VIl
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Union-Find-Strukturen

MakeSet(x)
X.parent = x;
x.height =0

?

6 MakeSet() 8
—
Informatik VIII
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Union-Find-Strukturen

Union(x,y)

g = FindSet(x);

r = FindSet(y);

if (g.height > r helght)

r.parent =
return g;
else
g.parent =r;
if (g.height == r.height)
++r.height;

return r;

Informatik VIl
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Union-Find-Strukturen

Union(x,y)

g = FindSet(x);

r = FindSet(y);

if (g.height > r.height)
r.parent = g;
return g;

else

g.parent =r;

if (g.height == r.height)

++r.height;
return r;

RWTH

Informatik VIII
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Union-Find-Strukturen

Union(x,y)

g = FindSet(x);

r = FindSet(y);

if (q.height > r height) 9
r.parent = g;
return g;

else
g.parent =r;
if (g.height == r.height)

++r.height;
returnr;
I Informatik VIl
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Union-Find-Strukturen

Union(x,y)
g = FindSet(x);

r = FindSet(y);
if (q.height > r-height) 8

r.parent = q;

return g;
else
g.parent =r;
if (g.height == r.height)

++r.height;
return r;

& Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Rwrl-l Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

62
Union-Find-Strukturen

Pfadkompression:

Héange nach jeder Find(x)
Operation die Elemente auf dem
Pfad zu x an die Wurzel.

I Informatik VIl
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Union-Find-Strukturen

FindSet(x)
if (X £ x.parent)

X.parent = FindSet(x.parent);
return x.parent;
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Union-Find-Strukturen

Find(x)
Aﬁ% - {(é

& Informatik VIl
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Union-Find-Strukturen

Aufwand (ohne Beweis)

Sei n die Zahl der MakeSet Operationen und

m die Gesamtzahl aller MakeSet, Union und

FindSet Operationen. Dann lasst sich der

Aufwand bei Verwendung von Héhen-

balancierung und Pfadkompression durch
O(m* a(n))

abschéatzen, wobei in allen praktischen Fallen

a(n) < 5 ist (Details: Cormen et al.)
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Kruskals Algorithmus

Kruskal(G, w) Implementierung
A=0; durch Union-Find-

forallvOV / Sturkturen!

MakeSet(v);
sort E into nondecreasin?/oler/
for each (u,v)OE
if (FindSet(u) # FindSet(v) )
A=AO{(uVv)}
Union(u,v);
return A,

I Informatik VIl
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Kruskals Algorithmus

67

Kruskal(G, w)

A=0,

forallvOV
MakeSet(v);

sort E into nondecreasing order } O( E log |E )

for each (u,v)0OE
if (FindSet(u) # FindSet(v) )
A=A0O{(uVv)}
Union(u,v);

return A;

Informatik VIII
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Kruskals Algorithmus

Kruskal(G, w)
A=0,
forallvOV
MakeSet(v);
sort E into nondecreasing order
for each (u,v)0OE .
if ( FindSet(u) # FindSet(v)) | O(E) FindSet
A=AO{@uW} und Union
Union(u,v); Operation

V MakeSet
Operationen

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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Kruskals Algorithmus

69

Aufwand:
o Sortieren: O(ElogE)=0O(Elog V)
» Union-Find: >
* V MakeS¢ E<V
* O(E) Fin =
Operation__l0g E = O(log V')
*=>0(V+E)a(V))=0(ElogV)

" Gesa Esv-1unda(v)=

O(log V)

Informatik VIII
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(2.6) Graphen

(2.6.1) Definitionen, Darstellung
(2.6.2) Ausspahen von Graphen
¢ (2.6.3) Minimal spannende Baume
* (2.6.4) Kirzeste Pfade
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(2.6) Graphen

(2.6.1) Definitionen, Darstellung
(2.6.2) Ausspahen von Graphen
¢ (2.6.3) Minimal aufspannende Badume
¢ (2.6.4) Kirzeste Pfade
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Minimal Spannende Baume

¢ (2.6.3.1) Generischer Algorithmus
¢ (2.6.3.2) Prim's Algorithmus
* (2.6.3.3) Kruskal's Algorithmus

Informatik Vil
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Minimal Spannende Baume

Gegeben sei ein zusammenhangender,
ungerichteter, gewichteter Graph
G = (V,E) mit Gewichtsfunktion w : E- IR

Gesucht ist ein Spannbaum T O E der
w(T) = X w(e)
edT
minimiert, der sogenannte MST.

Informatik VIil
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Minimal Spannende Baume

Nicht
spannend!

Nicht
minimal!

MST

Generischer Algorithmus

Greedy-Strategie: Fuge nach und
nach Kanten zu einer anfangs
leeren Kantenmenge A hinzu,
und zwar unter Beibehaltung

der folgenden Invariante:

A ist Teilmenge eines MST (D

Informatik VIIl
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Generischer Algorithmus

e Terminierung: Der Spannbaum fir die
[V] Knoten hat genau |V|-1 Kanten

 Korrektheit: Die leere Menge ist
Teilmenge jedes MST

» Korrektheit: Am Ende ist A ein MST

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Generischer Algorithmus

Sei A O E eine Menge von Kanten,
die die Invariante (D) erflllt. Eine
Kante e heif3t sicher fur A, falls

A O {e} ebenfalls die Invariante (O

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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Generischer Algorithmus

GenericMST(G,w)

A=0;

while (A ist kein MST)
suche eine sichere Kante e fir A
A=AlO{e}

return A;
Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
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Generischer Algorithmus

« Ein Schnitt eines ungerichteten
Graphen G=(V,E) ist ein Tupel
(S,V\S)ymitsOV.

« Eine Kante (u,v) kreuzt den Schnitt
(S, V\ S), falls einer der Endpunkte
in S und der andere Endpunkt in

V\S liegt.
Informatik VIl
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Generischer Algorithmus

Kreuzende Kanten

N,

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Generischer Algorithmus

* Ein Schnitt respektiert A O E, falls
keine Kante aus A den Schnitt
kreuzt.

 Eine kreuzende Kante heif3t leicht,
falls ihr Gewicht minimal unter
allen kreuzenden Kanten ist.
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Generischer Algorithmus

leichte Kante

e

3 9

Informatik VIl
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Generischer Algorithmus

Satz:

A 0 E erfille die Invariante (0) und
(S, V\'S) sei ein Schnitt, der A
respektiert und (u,v) eine leichte
Kante, die (S,V\ S) kreuzt.

Dann ist (u,v) sicher fur A.

Informatik VIl
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Generischer Algorithmus

Sei T ein MST der A enthélt,
aber nicht (u,v).

Informatik Vil
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Generischer Algorithmus

T =T-{xy}0{uwv}

Informatik VIil
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Generischer Algorithmus

T ist ein MST, denn
W(T") = w(T) — w(x,y) + w(u,v) < w(T)

Informatik VIII
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Generischer Algorithmus

Wegen A O T und (x,y) O A folgt
AO{(u,v)} O T, also ist (u,v) sicher
fur A.

Informatik VIIl
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Prims Algorithmus

« Die Kanten in A bilden einen Baum.
Jeder Knoten u erhalt einen Zeiger p[u]
auf seinen Vater im MST.

* Der A respektierende Schnitt (S,V\ S)
ist gegeben durch

S={u:(uv)OA}

Informatik VIl
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Prims Algorithmus

Knoten v ausserhalb von S erhalten einen
Schlussel, der das minimale Gewicht einer
Kante angibt, die v mit S verbindet (= « falls
es eine solche Kante nicht gibt).

Informatik VIl
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Prims Algorithmus
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Prims Algorithmus
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Prims Algorithmus
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Prims Algorithmus
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Prims Algorithmus
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Prims Algorithmus
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Prims Algorithmus
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Prims Algorithmus
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Prims Algorithmus
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Prims Algorithmus

Prim(G.w.r)
foreachu OV

key[u] = o; p[u] = NULL;
keylr] =0; Q= V;
while (Q # 0)

u = extract-minimum(Q);

for each v O Adij[u]

if (v O Q and w(u,v) < key[v])
P[V] = u; key[V] = w(u,v);

Prims Algorithmus

Nach der Ausfiihrung von
Prim(G,w,r) ist der MST durch

A={(uplu) :udV\{}}

gegeben.

Informatik VIl
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Aufwandsabschatzung

« Zugriff auf minimales Element
* Prioritéatsschlange (Heap)
* Gesamtaufwand O (E log(V))

Informatik Vil
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Prims Algorithmus

Prim(G,w,r)
foreachu OV

key[u] = oo; p[u] = NULL; Oo(V)
key[r] =0; Q=V;
while (Q #0)

u = extract-minimum(Q);

for each v O Adij[u]

if (v 0 Q and w(u,v) < key[v])
plv] = u; key[v] = w(u,v);

Informatik VIil
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Prims Algorithmus

Prim(G,w,r)

foreachu OV Heap |
key[u] = o; p[u] = NULL; Aufbau!

key[r]=0; Q=V; } o(V)

while (Q # 0)

u = extract-minimum(Q);
for each v O Adj[u]
if (v O Q and w(u,v) < key[v])
P[V] = u; key[v] = w(u,v);

Informatik VIII
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Prims Algorithmus

Prim(G,w,r)
foreachu OV
key[u] = ; p[u] = NULL,;

key[]=0;Q=V;

while (Q £ 0)
u = extract-minimum(Q); V Durch-
for each v O Adij[u] laufe

if (v 0 Q and w(u,v) < key[v])
plv] = u; keylv] = w(u.v);
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Prims Algorithmus

Prim(G,w,r) Entfernen
foreachu OV eines

keyu] = e; plu] =NULL:  Elements aus
key[r] =0; Q=V; d H
while (Q # 0) em Heap.

u = extract-minimum(Q); O(log V)
for each v O Adj[u]
if (v O Q and w(u,v) < key[v])
plv] = u; key[v] = w(u,v);

Prims Algorithmus

Prim(G,w,r)
foreachu OV
key[u] = co; p[u] = NULL;

Informatik VIl
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key[r]=0; Q=V;
while (Q #0)
u = extract-minimum(Q); O(E)
for each v O Adj[u] Durch-
if (v O Q and w(u,v) < key[v]) ( laufe
p[v] = u; key[v] = w(u,v); insge-
Computerarapmies & Multimedia samt!

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Prims Algorithmus

Prim(G,w,r)
foreachu OV
key[u] = co; p[u] = NULL;

key[]=0;Q=V;

while (Q # ) Heap muss
u = extract-minimum(Q); aktualisiert
for each v O Adj[u] werden!

if (v O Q and w(u,v) < key[v])
plv] = u; key[v] = w(u,v); J O(log V)
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Prims Algorithmus

Prim(G,w,r)

foreachu OV
key[u] = o} p[u] =NULL; ~ O(V)
key[r] =0, Q =V,

while (Q #0)
u = extract-minimum(Q);
for each v O Adij[u]
if (v 0 Q and w(u,v) < key[v])
p[v] = u; key[v] = w(u,v);

Informatik VIil
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O(VlogV
+ E log V)

Aufwandsabschatzung

O(V) + O(E log(V) + V log(V))
= O((E+V) log(V))
= O(E log(V))
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Kruskal's Algorithmus

* Die Kanten in A bilden einen Wald.
Jeder Knoten u erhdlt einen Zeiger
p[u] auf seinen Vater im MST.

* Der A respektierende Schnitt
(S,V\S) ist gegeben durch

S={u:(uv)dA}
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Kruskals Algorithmus

In jedem Schritt wird die Kante mit
kleinstem Gewicht gesucht, die zwei
B&ume des Waldes A verbindet. Diese
Kante wird zur aktuellen Kantenmenge
hinzugefugt.

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Kruskals Algorithmus

Kruskal(G, w)
A=0;
forallvdOV
MakeSet(v);
sort E into nondecreasing order
for each (u.v)UE
if ( FindSet(u) # FindSet(v) )
A=A0{@uVv}

return A;

Union(u,v);
Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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Kruskals Algorithmus

Informatik Vil
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Kruskals Algorithmus

Kruskal(G, w)

A=0; Implementierung?
forallvOV /
MakeSet(v);

sort E into nondecreasing order
for each (u,v)OE
if ( FindSet(u) # FindSet(v) )
A=A0{@uVv}

return A;

Union(u,v);
Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Union-Find-Strukturen

Exkurs: Union-Find-Strukturen

 Datenstruktur zur Darstellung von
disjunkten Mengen.

¢ Jede Menge A wird durch einen
Reprasentant x O A identifiziert.

¢ Operationen: MakeSet(), Union(),

FindSet()
Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Union-Find-Strukturen

MakeSet(x)
 Erzeugt eine neue Menge S, deren
einziges Element x ist.
« Der Reprasentant von MakeSet(x) ist x.
* Disjunktheit =
x darf nicht schon in einer anderen
Menge enthalten sein!

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt




Union-Find-Strukturen

z = UnionSet(x,y)

* Erzeugt die Vereinigung S,00S, der Mengen
S,und S, (x und y mussen keine
Repréasentanten sein!)

« zist der Reprasentant der Vereinigung S,0S

¢ Disjunktheit =

S,und S, missen vorher disjunkt sein!
S, und S, werden zerstort!

y
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Union-Find-Strukturen

z = FindSet(x)

« Liefert den Reprasentanten, der
Menge die x enthalt

Informatik VIl
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Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Union-Find-Strukturen

Idee:

 Jede Menge A wird durch einen Baum
dargestellt.

« Die Knoten und Blatter des Baumes
enthalten die Elemente von A.

* Die Wurzel des Baumes enthélt den
Reprasentant von A.

 Implementierung: Jeder Knoten enthalt
einen Zeiger ,parent* auf seinen Vater!
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Union-Find-Strukturen

& g% '
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Union-Find-Strukturen

MakeSet(x)
X.parent = Xx;

?

@ MakeSet(x) %
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Union-Find-Strukturen

FindSet(x)
if (x = x.parent)

return x;
return FindSet(x.parent);

z= FindSet(x)g

Informatik VIIl
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Union-Find-Strukturen

Union(x,y)
g = FindSet(x);
r = FindSet(y));

&
@5%6 g >
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Union-Find-Strukturen

Union(x,y) '
g = FindSet(x);
r = FindSet(y)); 0

g.parent =r; @
return r; 'f \'

Informatik VIl
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Union-Find-Strukturen

Laufzeitverbesserungen:
1. H6henbalancierung
2. Pfadkompression
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Union-Find-Strukturen

Hohenbalancierung

» Speichere in jedem Element x die
Hohe x.height des darunterhéngenden
Baumes.

* Hange bei Vereinigung stets die
niedrigeren Baume an die hdheren
und aktualisiere ggfs die Wurzel.
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Union-Find-Strukturen

MakeSet(x)
X.parent = x;
x.height = 0;

?

é MakeSet() %
Bkt 4
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Union-Find-Strukturen

Union(x,y)

q = FindSet(x);

r = FindSet(y);

if (g.height > r.height)

r.parent = q; é]%
return q;

else o
q.parent =r,

if (g.height == r.height)

++r.height;
.
Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

returnr;
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Union-Find-Strukturen

Union(x,y)
g = FindSet(x);
r = FindSet(y);
if (g.height > r.height)
r.parent = q;
return q;
else o
g.parent=r;
if (g.height == r.height) @

++r.height;
return r;
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Union-Find-Strukturen

Union(x,y)
q = FindSet(x);

r = FindSet(y);
if (q.height > r.height) %

r.parent = q;

return q;
else
g.parent=r;
if (q.height == r.height)

++r.height;
return r;

©—E9
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Union-Find-Strukturen

Union(x,y)
g = FindSet(x);

r = FindSet(y);
if (q.height > r.height) %

r.parent = q;

return q;
else
g.parent=r;
if (g.height == r.height)

++r.height;
return r; .
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Union-Find-Strukturen

Pfadkompression:

Hange nach jeder FindSet(x)
Operation die Elemente auf dem
Pfad zu x an die Wurzel.

Informatik VIl
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Union-Find-Strukturen

FindSet(x)
if (x # x.parent)

X.parent = FindSet(x.parent);
return x.parent;
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Union-Find-Strukturen

FindSet(x)

=

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Union-Find-Strukturen

Aufwand (ohne Beweis)

Sei n die Zahl der MakeSet Operationen und

m die Gesamtzahl aller MakeSet, Union und

FindSet Operationen. Dann lasst sich der

Aufwand bei Verwendung von Hohen-

balancierung und Pfadkompression durch
O(m * a(n))

abschétzen, wobei in allen praktischen Fallen

a(n) < 5 ist (Details: Cormen et al.)
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Kruskals Algorithmus

Kruskal(G, w) Implementierung
A=0; durch Union-Find-
forallvdOV Sturkturen!

MakeSet(v);
sort E into nondecreasing order
for each (u,v)0OE

if ( FindSet(u) # FindSet(v) )
A=A0{@uVv}

return A;

Union(u,v);
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Kruskals Algorithmus

Kruskal(G, w)
A=0,
forallvOV
MakeSet(v);
sort E into nondecreasing order + O( E log E )
for each (u,v)0OE
if ( FindSet(u) # FindSet(v) )
A=AO{@uVv)}

return A;

Union(u,v);
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Kruskals Algorithmus

Kruskal(G, w)

A=101,;
forallv OV V MakeSet
MakeSet(v); Operationen

sort E into nondecreasing order |
for each (u,v)OE

if ( FindSet(u) # FindSet(v)) | O(E) FindSet
A=AD{(uVv)} und Union
Union(u,v); Operationen
return A;
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Kruskals Algorithmus

Aufwand:
» Sortieren: O(ElogE)=0O(Elog V)
 Union-Find:

¢ V MakeSet Operationen

¢ O( E) FindSet und Union Operationen

=>O0O(VvV+E)*a(V))=0O(ElogV)
» Gesamtaufwand:
O(Elog V)

Informatik VIII
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(2.6) Graphen

(2.6.1) Definitionen, Darstellung
(2.6.2) Ausspahen von Graphen
(2.6.3) Minimal spannende Baume
* (2.6.4) Kirzeste Pfade

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Kirzeste Pfade

Definitionen

Dijkstra Algorithmus
Floyd-Warshall Algorithmus
Transitive Hulle
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Kurzeste Pfade

Gegeben sei ein gerichteter, gewichteter
Graph G=(V,E) mit Gewichtsfunktion
w : E-IR. Das Gewicht w(p) eines Pfades

P = Vg,Vq,.Vy
ist definiert als

w(p) = Z W(Viq,V)

i=1

Informatik VIl
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Kirzeste Pfade

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Kurzeste Pfade

Informatik VIil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Kirzeste Pfade

Informatik VIII
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Kirzeste Pfade

Das kurzeste Pfad Gewicht &(u,v) von
Knoten u zu Knoten v ist definiert als

o(u,v) = min { w(p) : p ist ein Pfad
von u nach v}

wobei wir min 0 = « setzen.

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Kirzeste Pfade

Ein klrzester Pfad von Knoten u zu
Knoten v ist ein beliebiger Pfad p mit

w(p) = d(u,v)

Informatik VIl
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Eigenschaften

Lemma:

Teilpfade von kirzesten Pfaden sind
ebenfalls kirzeste Pfade.

Ist p = vy,...,v, ein kurzester Pfad von v,
nach v,, soist fir 0 <i <j < k der Sub-
Pfad p; = v;,...,v; ein kurzester Pfad von

Eigenschaften

Beweis: Pj
p ()

0i
Pix
Es ist p = py;,p;; Py und damit
w(p) = W(pg;) + w(p;) + w(py)

Informatik Vil
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V; nach v;.
Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
Eigenschaften
Beweis:

Annahme: Es gibt einen Pfad g; von
v; nach v; mit w(g;) < w(p;).

Informatik VIil
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Eigenschaften

Beweis:

Fur den Pfad p” = pg,d;,py 9ilt

w(p’) = W(pg) + w(y) + W(py)
<w(pg) + w(py) + W(p;) ;
=w(p)

Kirzeste Pfade

Single-source shortest-paths Problem

Gegeben sei ein Graph G=(V,E) und
ein Startknoten s[0V. Bestimme zu
jedem Knoten u 0 V einen kirzesten
Pfad von s nach u.

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Kirzeste Pfade

All-pairs shortest-paths Problem

Gegeben sei ein Graph G=(V,E).
Bestimme zu jedem Knotenpaar ulV
und vV einen kirzesten Pfad von u
nach v.

Darstellung

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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Vorganger:

Ein Pfad von s nach v wird dargestellt,
indem jeder Knoten des Pfades seinen
Vorgénger in einem Attribut p speichert.

o —@

S_p:O up=t

Informatik VIl
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Darstellung

Oberschranke:

In jedem Knoten v des Graphen wird ein
Attribut d gespeichert, das eine obere
Schranke fur das Gewicht des kiirzesten
Pfades von s nach v darstellt, d.h. es gilt
immer die Invariante

o(s,v) <v.d

Darstellung

Informatik Vil
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Oberschranke:
Ein Knoten heil3t final, falls die
Oberschranke minimal ist, d.h. falls

o(s,v) = v.d

Informatik VIil
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Darstellung

InitializeSingleSource(G, s)
for each vOV do

v.d = o
v.p=0;
s.d=0;

Darstellung

Informatik VIII
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Relaxation einer Kante (u,v)

Die Oberschranke v.d kann verbessert
werden, wenn eine Kante von u nach v
existiert, so dass

ud +w(u,v) <vd
ist. In diesem Fall setzt man

v.d =u.d +w(u,v)
vp=u

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Relaxation

Relaxation

up="2? vp="?

ud=2 vd=7
up="2? v.p=u

Relaxation

Implementierung

Relax(u,v)
if (v.d>u.d +w(u,v))
v.d = u.d + w(u,v);
v.p=u;

Informatik Vil
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Negative Gewichte

* Prinzipiell sind gewichtete Graphen
mit negativen Gewichten zulassig

» Dadurch kann aber die Frage nach
kurzesten Pfaden unsinnig werden

©
(W 2 N O
@01
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Dijkstras Algorithmus

Dijkstra‘s Algorithmus I6st das single-
source shortest-path Problem fiir den
Fall, dass alle Kantengewichte positiv
sind, d.h.

w(u,v) =0

fur alle Kanten (u,v)OE.

Informatik VIII
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Dijkstras Algorithmus

1. Sei S eine anfangs leere Menge.

2. Wahle einen Knoten vV \ S mit
minimaler Oberschranke v.d.

3. Fuge vin S ein und relaxiere alle
von v ausgehenden Kanten

4. Gehe zu Schritt 2, falls V\ S # 0.

Informatik VIIl
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Dijkstras Algorithmus

Dijkstras Algorithmus

Dijkstras Algorithmus

Dijkstras Algorithmus

Dijkstras Algorithmus

1

Dijkstras Algorithmus
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Dijkstras Algorithmus

Dijkstras Algorithmus

Dijkstras Algorithmus

Dijkstras Algorithmus

Dijkstras Algorithmus

Dijkstra(G,s)
InitializeSingleSource(G,s);
S=0;
Q=V;
while (Q # 0)
u = ExtractMinimum(Q);
S=S0{u}
for each v O Adj[u]
Relax(u,v);

Informatik VIII
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Dijkstras Algorithmus

Korrektheit von Dijkstra‘s Algorithmus

Sei G ein gerichteter, gewichteter Graph
mit nichtnegativer Gewichtsfunktion und
sV ein Startknoten. Dann gilt: Dijkstra‘s
Algorithmus angewandt auf G terminiert
mit v.d = &(s,v) fur alle Knoten vOV.

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Dijkstras Algorithmus

Beweis:

Schleifeninvariante:
Es qilt v.d = §(s,v) fur alle Knoten
vS, d.h. alle Knoten in S sind final.

Informatik VIl
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Dijkstras Algorithmus

Initialisierung:
Vor Ausfuhrung der Schleife ist
S=0

die Schleifeninvariante gilt damit
trivialerweise.
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Dijkstras Algorithmus

Schleife:

Behauptung: Es gilt v.d = §(s,v) fir
jeden Knoten der zu S hinzugefigt
wird.

Beweis durch Widerspruch: Sei u der
erste Knoten fur den u.d # &(s,u) ist ...

Informatik Vil
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Dijkstras Algorithmus

uistvons
erreichbar, es gibt
also einen kirzesten
Pfad p von s nach u

Dijkstras Algorithmus

0 0 Sei y der erste

e Knoten auf p der
nicht in S liegt und
sei x sein Vorganger

@
=

P
Dijkstras Algorithmus
y.d=23(s,y)
Teilpfade von
kurzesten Pfaden
sind klrzeste Pfade,
(x,y) wurde bereits
‘ relaxiert, also ist

o P y.d =&(s,y).

19



Dijkstras Algorithmus

Dijkstras Algorithmus

y.d =8(s.y) Es gilt
0 0 y.d =d(s,y) < &(s,u) <u.d
9 und
ud<yd
also
‘ y.d = 9(s,y) = &(s,u) = u.d
o P und insbesondere

ud<yd u.d = 3(s,u) ,

y-d =3(s.y)
° 0 u wird von Dijkstras
e Algorithmus vor y
ausgewahilt, also ist
ud<yd
(W p
ud<yd
Dijkstras Algorithmus

Terminierung:

Terminierung wenn Q =, also
wegen Q=V\S,wenn S =V.
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Dijkstras Algorithmus

Aufwand:

Implementierung der Priority Queue
durch einen binaren Heap.
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Dijkstras Algorithmus

Dijkstra(G,s)
InitializeSingleSource(G,s); +—_
S=0;
Q=V;
while (Q # 0)

u = ExtractMinimum(Q);

S=S0{u}

for each v O Adj[u]

Relax(u,v);

Informatik VIII
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Dijkstras Algorithmus

Initialisierung:

Dijkstra(G,s)
InitializeSingleSource(G,s); Aufwand fiir
S=0; L
Q=V: \ bindren Heap
while (Q #0) o(V)

u = ExtractMinimum(Q);

S=S0{u}

for each v O Adj[u] O(log V)
Relax(u,v); /

Informatik VIIl
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Dijkstras Algorithmus

Dijkstra(G,s)
InitializeSingleSource(G,s);

S=[0;
Q=V; Jede Kante wird
while (Q 2 0) hdchstens einmal

u = ExtractMinimum(Q); ~ relaxiert.
S=S0{u} Insgesamt also

for each v O Adij[u] O(E log V)
Relax(u,v); /

Informatik VIl
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Dijkstras Algorithmus
Dijkstra(G,s)
InitializeSingleSource(G,s);
S=[; Schleife wird V
Q=V,; mal durchlaufen.
while (Q # 0) Insgesamt also
u = ExtractMinimum(Q);«— O(V log V)
S=S0{u}
for each v O Adj[u]
Relax(u,v);
Dijkstras Algorithmus

Dijkstra(G,s)
InitializeSingleSource(G,s);
S=0; O(V)
Q=V;
while (Q #0)
u = ExtractMinimum(Q);
S=S0{u}
for each v O Adj[u]

Relax(u,v);
Informatik VIII
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O((E+V) log V)

«Q

Dijkstras Algorithmus

Fazit:

Falls G zusammenhéngend ist, so hat
Dijkstra‘s Algorithmus einen Aufwand
von

O(E log V)

Informatik VIil
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(2.6) Graphen

v'(2.6.1) Definitionen, Darstellung
v'(2.6.2) Ausspéahen von Graphen
v/(2.6.3) Minimal spannende Béum@
* (2.6.4) Kurzeste Pfade

Informatik VIl
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Kurzeste Pfade

Definitionen

Dijkstra Algorithmus
Floyd-Warshall Algorithmus
Transitive Hulle
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Kirzeste Pfade

Gegeben sei ein gerichteter, gewichteter
Graph G=(V,E) mit Gewichtsfunktion
w : E~IR. Das Gewicht w(p) eines Pfades

P = Vg,Vyheen Ve
ist definiert als

w(p) = Z W(Viq,V)

i=1
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Kurzeste Pfade

Das kirzeste Pfad Gewicht 6(u,v) von
Knoten u zu Knoten v ist definiert als

o(u,v) = min { w(p) : p ist ein Pfad
von u nach v}

wobei wir min O = « setzen.
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Kirzeste Pfade

Ein kirzester Pfad von Knoten u zu
Knoten v ist ein beliebiger Pfad p mit

w(p) = d(u,v)
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Eigenschaften

Lemma:

Teilpfade von kirzesten Pfaden sind
ebenfalls kirzeste Pfade.

Ist p = v,,...,v, ein kirzester Pfad von v,
nach v, soist fir 0 <i <j < k der Sub-
Pfad p;=v;,...,v; ein kurzester Pfad von

v; nach v;.
Informatik VIl
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Eigenschaften

B is: o
eweis 0o ij 0
G W (V)

Es ist p = pg;p;;P Und damit
w(p) = wW(pg) + W(py) + w(py)
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Eigenschaften

Beweis:

Annahme: Es gibt einen Pfad g; von
v; nach v; mit w(gy) < w(p;).
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Eigenschaften

Beweis:

Flr den Pfad p” = py;, Py gilt
w(p") = wW(pg) + w(dp) + w(py)

0i i ik

- @)

Kurzeste Pfade

Single-source shortest-paths Problerﬂ

Gegeben sei ein Graph G=(V,E) und
ein Startknoten s(0V. Bestimme zu
jedem Knoten u OV einen kirzesten
Pfad von s nach u.
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Kirzeste Pfade

All-pairs shortest-paths Problem

Gegeben sei ein Graph G=(V,E).
Bestimme zu jedem Knotenpaar u0V
und vV einen kirzesten Pfad von u

Informatik VIII
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Darstellung

Vorgéanger:

Ein Pfad von s nach v wird dargestellt,
indem jeder Knoten des Pfades seinen
Vorgénger in einem Attribut p speichert.

tp=s
s.p=0 up=t

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt




Darstellung

Oberschranke:

In jedem Knoten v des Graphen wird ein
Attribut d gespeichert, das eine obere
Schranke fur das Gewicht des kiirzesten
Pfades von s nach v darstellt, d.h. es gilt
immer die Invariante

o(s,v) <v.d
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Darstellung

Oberschranke:
Ein Knoten heildt final, falls die
Oberschranke minimal ist, d.h. falls

o(s,v) = v.d
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Darstellung

InitializeSingleSource(G, s)
for each vV do

v.d = oo
v.p=0;
s.d=0;
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Darstellung

Relaxation einer Kante (u,v)

Die Oberschranke v.d kann verbessert
werden, wenn eine Kante von u nach v
existiert, so dass

ud+w(u,v) <vd
ist. In diesem Fall setzt man

v.d =u.d + w(u,v)
v.p=u

Informatik VIil
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Dijkstras Algorithmus

Dijkstra‘s Algorithmus st das single-
source shortest-path Problem fiir den
Fall, dass alle Kantengewichte positiv
sind, d.h.

w(u,v) =0

fur alle Kanten (u,v)OE.
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Dijkstras Algorithmus

1. Sei S eine anfangs leere Menge.

2. Wahle einen Knoten vV \ S mit
minimaler Oberschranke v.d.

3. Fuge vin S ein und relaxiere alle
von v ausgehenden Kanten

4. Gehe zu Schritt 2, falls V\ S # 0.
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Dijkstras Algorithmus

Dijkstras Algorithmus

Dijkstras Algorithmus

Dijkstras Algorithmus

U
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Dijkstras Algorithmus

Dijkstras Algorithmus




Dijkstras Algorithmus

Dijkstras Algorithmus

Dijkstras Algorithmus

Dijkstras Algorithmus

Dijkstras Algorithmus

Dijkstra(G,s)
InitializeSingleSource(G,s);
S=0;

Q=V,

while (Q # 0)]

U = ExtractMinimum(Q); |

S=S 0 {u}]

for each v OO Adj[u]
Relax(u,v);
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()

Dijkstras Algorithmus

uistvons
erreichbar, es gib
also einen kiirzesten
Pfad p von s nach u




Dijkstras Algorithmus

Seiy der erste
Knoten auf p der
nicht in S liegt un

=Y
1S

sei x sein Vorganger

Dijkstras Algorithmus

y-d =93(s,y)

Teilpfade von

kirzesten Pfade
sind kirzeste Pfal
(x,y) wurde bere
relaxiert, also ist

=

—

de,

p yd=3sy).

Dijkstras Algorithmus

y-d =3(s,y)

Es gilt

y.d = 9(s,y) < &(s,u)
und

uds<y.d

also

y.d =3(s,y) = 3(s,u)

und inshesondere

L7AY

ud

ud

u.d = &s,u) ,

Dijkstras Algorithmus
y.d =8s.y)
u wird von Dijkstras
Algorithmus vor y
ausgewabhlt, also|ist
ud<yd
p LT
ud<yd
Dijkstras Algorithmus
Dijkstra(G,s)
InitializeSingleSource(G,s);
s=0; O(V)
Q=V,
while (Q # 0)
u = ExtractMinimum(Q);
S=S0{uy O((E+V)|log V)
for each v O Adj[u]
Relax(u,v);
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)

Dijkstras Algorithmus

Fazit:

Falls G zusammenhéangend ist, so hat
Dijkstra‘s Algorithmus einen Aufwand
von

O(E log V)

Informatik VIIl
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Kirzeste Pfade

All-pairs shortest-paths Problem

Gegeben sei ein Graph G=(V,E).
Bestimme zu jedem Knotenpaar ulV
und vV einen kirzesten Pfad von u

nach v.
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Kurzeste Pfade

In diesem Abschnitt gehen wir davon
aus, dass die Knotenmenge des
Graphen oBdA V = {1,...,n} ist.
Weiter seien die gewichteten Kanten
des Graphen in einer Adjazenzmatrix
W = (w;) gespeichert.
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Floyd-Warshall Algorithmus

Es sei
P = Vg,Vyiyee Vg,V

ein einfacher Pfad. Die Knoten v,,...,v,;
heiRen Zwischenknoten des Pfades p.
Wir bezeichnen die Menge der Pfade,
deren samtliche Zwischenknoten in
{1...k}, 0 <k < n, liegen mit Pk,

Informatik Vil
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Floyd-Warshall Algorithmus

Idee: Dynamisches Programmieren

1. Rekursionsformel fiir die Gewichte
der kirzesten Pfade d

2. Rekursionsformel fir die
Vorgangerattribute p
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Floyd-Warshall Algorithmus

Rekursionsformel fiir die Gewichte

Es sei di'j das Gewicht eines kiirzesten
Pfades voninachjin Pkmit0 <k <n.
Insbesondere ist also di'j‘ das Gewicht
eines kirzesten Pfades von i nach j

Informatik VIII
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Floyd-Warshall Algorithmus

Initialisierung: k =0

Falls k = 0, so diirfen auf den Pfaden in
P*=P° (iberhaupt keine Zwischenknoten
liegen, d. h. die Lange der Pfade ist
hdchstens 1 und wir haben

0 _—
dj = w;

Informatik VIIl
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Floyd-Warshall Algorithmus

Iteration: k-1 - k

Es sei p; ein klrzester Pfad von i nach j
in P,

enthalt nur Knotenvmitl<v<k
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Floyd-Warshall Algorithmus

Iteration: k-1 - k

Fall 1. k ist kein Zwischenknoten von p;
= p; ist auch ein klrzester Pfad
von i nach jin Pk,

k — k-
df =ds?

Floyd-Warshall Algorithmus

Floyd-Warshall Algorithmus

Iteration: k-1 - k
Fall 2: k ist ein Zwischenknoten von p;

o CRG

Pik Py
Py ist kirzester Pfad von i nach k in Pkt
py; ist kiirzester Pfad von k nach j in Pkt

K _ k-1, k-1
dij =di +dy

Rekursionsformel:

k —
17 min{ dLdit +d5Y) fallsk >0

ij

{wij fallsk =0
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Floyd-Warshall Algorithmus

Floyd-Warshall Algorithmus

Rekursionsformel fur die Vorganger

Es sei p:} der Vorganger von Knoten j
auf einem kurzesten Pfad aus Pk der
bei i beginnt und bei j endet.

enthalt nur Knotenvmit1 <v<k

Initialisierung: k =0
Maoglich sind nur Pfade der Lange 1.

o_ |0 fallsi=joder w; =co
Pi=1i fallsi#jund w, <o

Informatik VIIl
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Floyd-Warshall Algorithmus

Iteration: k-1 - k

Fall 1: Ein kiirzester Pfad OP* enthalt
den Knoten k nicht

= pl =pt falls okt < di? + ol
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Floyd-Warshall Algorithmus

Iteration: k-1 - k

Fall 2: Ein kiirzester Pfad OP* enthalt
den Knoten k

O CRG

k — k-1 k-1 k-1 k-1
=p; =py fallsdi™ >di~ +d

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Floyd-Warshall Algorithmus

Rekursionsformel:

k-1 1 ot
k _ Pij falls dij <dit+ dkj
T lpt sonst
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Floyd-Warshall Algorithmus

FloydWarshall(W)
DO=W;P0=
for (k =1; k < n; ++k)
for (i=1;i<n; ++)
for (j=1;j<n; ++))
df =min(d, di* +di)

1] ?
k —
p; =-..

return D";
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Floyd-Warshall Algorithmus
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Floyd-Warshall Algorithmus

8 » 8 8 ©
8 8 o o wm
8 » O 8 ©

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

/\\108(»8
k/'ossoow




Floyd-Warshall Algorithmus

Floyd-Warshall Algorithmus

D° = b
0 5 9 o 2
D=0 =@
oo 6 0 o o
4 o 1 0 o
© o o 7 0
Q )
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

8 » O 8 ©

~N O 8 w 8
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Floyd-Warshall Algorithmus

Floyd-Warshall Algorithmus

D! = @
0 5 9 o 2
o Q0 o 3 8
w 6 0 o o
B |4 © 1 0 ()
w  c 7 0
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Floyd-Warshall Algorithmus

Floyd-Warshall Algorithmus
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Floyd-Warshall Algorithmus

Floyd-Warshall Algorithmus
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Floyd-Warshall Algorithmus

Floyd-Warshall Algorithmus

D'=

8 » 8 8 ©O
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] © o 8 o N

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Informati K VIl
Computergraphics & Multimedia

DlaZZ@
0 5 9 o 2
(3) © 0 © 3 8
lE:>°°60°°
4 9 1 0 6
@ o o 7 0

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Floyd-Warshall Algorithmus

Floyd-Warshall Algorithmus

D2 = @
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4 9 1 0 6
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Floyd-Warshall Algorithmus

Floyd-Warshall Algorithmus
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Floyd-Warshall Algorithmus

Floyd-Warshall Algorithmus
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Floyd-Warshall Algorithmus

Floyd-Warshall Algorithmus
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0 5 9 8 2
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o 6 0 9 14
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Floyd-Warshall Algorithmus Floyd-Warshall Algorithmus
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Floyd-Warshall Algorithmus
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Floyd-Warshall Algorithmus
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Floyd-Warshall Algorithmus

Floyd-Warshall Algorithmus
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Floyd-Warshall Algorithmus

Floyd-Warshall Algorithmus
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Floyd-Warshall Algorithmus

Floyd-Warshall Algorithmus
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Floyd-Warshall Algorithmus

Floyd-Warshall Algorithmus
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Floyd-Warshall Algorithmus

Floyd-Warshall Algorithmus
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Floyd-Warshall Algorithmus
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Floyd-Warshall Algorithmus

Floyd-Warshall Algorithmus
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Floyd-Warshall Algorithmus

Floyd-Warshall Algorithmus
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Floyd-Warshall Algorithmus

FloydWarshall(W)
DO=W;PO=..; } o(n?)
for (k =1; k <n; ++k)
for (i=1;i<n; ++)
for (j=1;j<n; ++)) o(n3)
df =min(d}, di* +di)

j
k —
P =-..

return D";
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Floyd-Warshall Algorithmus

Fazit:

Der Floyd-Warshall Algorithmus hat
einen Aufwand von

O(V3)
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Transitive Hulle

Sei G=(V,E) mit V = {1...n} ein Graph.
Die transitive Hulle von G ist definiert
als
G* = (V,E*)
mit
E* = { (i,j): es gibt einen Pfad von i
nach jin G*}
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Transitive Hulle

Ldsung

Ordne jeder Kante in E das Gewicht 1
zu und fuhre den Floyd-Warshall
Algorithmus aus. Gibt es einen Pfad
von i nach j so erhalten wir dij <n,
andernfalls d; = co.

Informatik VIIl
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Transitive Hille

In der Praxis schneller

Ersetze min und + im Floyd-Warshall
Algorithmus durch die logischen
Operatoren [0 (oder) und O (und).
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Transitive Hille

Definition

Es sei t:} gleich 1, falls ein Pfad von i
nach j in P mit 0 < k < n existiert.
Insbesondere ist also tj gleich 1, falls

.. *
(i,j) OE*.
Informatik VIl
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Transitive Hille

Rekursionsformel:
k=0:
0_ 0 fallsi#jund(i,j)OE
" |1 fallsi=joder (i,j))OE
k>0:

=t ot o)
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Transitive Hiulle

_ =t O Cagt);
return D; ( )

TransitiveClosure(G)
for (i=1; < n; ++i)
for (j = 1; j < nj++j)
i =@==] I G.)DE);
for (k =1; k <n; ++k)
for (i=1;i<n; ++)
for = 1;j<n; +4))

Transitive Hulle

Der Algorithmus zur Berechnung der
transitiven Hulle hat den gleichen
Aufwand wie der Floyd-Warshall
Algorithmus, néamlich

o(V3)

In der Praxis kdnnen jedoch logische
Operatoren schneller und bearbeitet
werden als arithmetische Operatoren.
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Zusammenfassung

Graphen ...
 Traversierung
¢ Minimale Spannb&ume
* Kurzeste Pfade
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Zusammenfassung

Graphen ...
* Traversierung
- Depth-first
- Breadth-first
* Minimale Spannbaume
* Kiirzeste Pfade

Informatik VIl
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Zusammenfassung

Graphen ...
« Traversierung
» Minimale Spannbaume
- Prim‘s Algorithmus
- Kruskal'‘s Algorithmus
* Kurzeste Pfade
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Zusammenfassung

Graphen ...
* Traversierung
* Minimale Spannbaume
* Klrzeste Pfade

- Dijkstra‘s Algorithmus
- Floyd-Warshall Algorithmus

Informatik Vil
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(2.7) Geometrische Algorithmeﬁh

» Polygone

* Inside-Test

» Konvexe Hullen
* Nachbarschaften

 Freiformkurven (Polynome)
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Polygone

e Sequenz von Knoten / Eckpunkten
P1 - Pn

e Sequenz von Kanten
€ =[P Pt ]

Informatik VIII
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Polygone

» Eigenschaften
— offen / geschlossen

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

19



Polygone

 Eigenschaften
— offen / geschlossen
— einfach / komplex
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Polygone

 Eigenschaften
— offen / geschlossen
— einfach / komplex
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Inside-Test

« Liegt ein gegebener Punkt g innerhalb
des geschlossenen Polygons p,, ..., p, ?
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Inside-Test

* Liegt ein gegebener Punkt q innerhalb
des geschlossenen Polygons p,, ..., p, ?
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Inside-Test

* Liegt ein gegebener Punkt g innerhalb
des geschlossenen Polygons py, ..., p, ?
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Inside-Test

* Liegt ein gegebener Punkt q innerhalb
des geschlossenen Polygons py, ..., p, ?
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Implementierung

[ipsidetey p[T.n])

for(iz=1:i<n.;i++)|

if (p[i].y < p[i+1].y) _
Xo=Plil-x; Yo =plil.y; X, =p[i+1].x y; =
Pl +ll]-y:

X1 = pli]-x; yy = plil.y; X0 = pli+1]{x; yo =
pl|*+1].y;

I Hfyg=-y ‘/13/
if ((X=Xp)*(Y1-Yn) < (Y-Y0)*(X1-Xo))
k++; Informatik VIII
return ( Odd(k) )’ Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Schnittberechnung

(%1 Y1)

(X0:Yo)
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Schnittberechnung

/ (Tlayl)
xy) / )
(X0:Yo)
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Schnittberechnung

(Y-Yo) / (Y1-Yo) = (X'-Xg) 1 (X1-Xo)

/ (Tllyl)
xy)° / )
(X0:Yo)
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Schnittberechnung

(V-Yo) 1 (Y1-Yo) = (X'-Xo) 1 (X1-Xo)
(Y-Yo) * (X;-%g) = (X'-Xg) * (Y1-Yo)

/ (Tl’yl)

o

(x.y) / (xy)
(X0:Yo)
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Schnittberechnung

(Y-Yo) 1 (Y1-Yo) = (X'-X0) / (X1-Xo)
(Y-Yo) * (X1=Xg) = (X*-Xg) * (Y1-Yo)
X <Xx'

/ (Tllyl)

o

(x.Y) / (xy)
(X0:Yo)

Informatik VIIl
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Schnittberechnung

(Y-Yo) / (Y1-Yo) = (X'-Xp) 1 (X1-Xo)
(Y-Yo) * (X17%g) = (X*-X0) * (Y1-Yo)

/ (Tlayl)

X < X' o

X-Xg < X'-Xg (x.y) / x4y)
(X0:Yo)
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Schnittberechnung

(Y-Yo) / (Y1-Yo) = (X'-Xg) 1 (X1-Xo)
(Y-Yo) * (X1-%0) = (X*-X0) * (Y1-Yo)
X <x

/ (Tl.yl)

O
XXy < X'-Xq (xy) x4y)
(X-X0) * (Y1-Yo) < (X*-X0) * (Y1-Yo)
X

(X0:Yo)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

()

Schnittberechnung

(Y-Yo) / (Y1-Yo) = (X'-X) 1 (X1-X0)
(Y-Yo) * (X17%g) = (X*-X0) * (Y1-Yo)

/ (Tlayl)
X <x

O
X-Xg < X'-Xq (x.y) (x4y)
(X-X0) * (Y1-Yo) < (X'-X0) * (Y1-¥o)
(X0:Yo)

| (¢-X0) * (Y1-Yo) < (¥-¥o) * (X47Xo) |

Informatik Vil
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Spezialfalle

if (yosy<y,)

/ (ﬂlv)ﬁ)
xy)° / )
(X0:Yo)
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Spezialfalle

if (yosy<y,)

p

o
x.)
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Spezialfalle

if (Yosy<y,)

na]

o
x.y)
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Spezialfalle

if (yosy<y,)

p

O
(x,y)
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Spezialfalle

if (yosy<y,)

N

O
(x.y)
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Spezialfalle

if (yo<y<y,)

O
(x,y)
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Spezialfalle

if (yosy<y)

[

o =
(x) /_\
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Generierung von Polygonen

« Gegeben sei eine ungeordnete Menge
von Eckpunkten p;

* Generiere ein einfaches, geschlossene#
Polygon (durch ,Sortieren” der p;)
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Generierung von Polygonen
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Generierung von Polygonen
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Generierung von Polygonen
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Generierung von Polygonen

aber ...
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Generierung von Polygonen

aber ...
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Generierung von Polygonen

aber ...
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Generierung von Polygonen

aber ...
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Konvexitat

* Eine Teilmenge S des IR? ist konvex,
wenn flr jedes Paar von Punkten p,q
aus S auch alle Zwischenpunkte
o p+(1-a) g mit a O[0,1] in S liegen.
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Konvexitat

konvex nicht-konvex
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Lokale Konvexitat

Jhicht- .Konvexe
konvexe Ecke*
Ecke"
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Supporting Lines
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Lokale Konvexitat

e Satz:
Der Eckpunkt mit der kleinsten
x-Koordinate (und ggf. zusatzlich mit
der kleinsten y-Koordinate) ist immer
konvex.

* Beweis:
Supporting Line parallel zur y-Achse

Informatik VIII
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Generierung von Polygonen

* Suche eine konvexe Ecke

 Sortiere die Ubrigen Ecken nach
dem Winkel zur x-Achse

 Verbinde aufeinanderfolgende
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Generierung von Polygonen
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Generierung von Polygonen
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Generierung von Polygonen
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Generierung von Polygonen
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Konvexe Hille

+ Sei eine Menge von (Eck-)Punkten p,
gegeben, dann ist die konvexe Hulle
CH({p}) die Menge aller Punkte q, fur
die gilt:

q=Ya p mit Oi:g, 20
i=1
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Konvexe Hulle

* Insbesondere enthalt die konvexe Hulle
alle Kanten zwischen zwei Eckpunkten
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Konvexe Hille

* Insbesondere enthalt die konvexe Hille
alle Kanten zwischen zwei Eckpunkten
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Konvexe Hulle

* Insbesondere enthélt die konvexe Hiille
alle Kanten zwischen zwei Eckpunkten
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Konvexe Hille

¢ Jede Supporting Line definiert einen
Halbraum, in dem sich alle Eckpunkte
befinden

¢ Die konvexe Hiuille ergibt sich aus der
Schnittmenge aller dieser Halbraume
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Konvexe Hulle
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Konvexe Hille
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Konvexe Hulle
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Konvexe Hille

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Konvexe Hulle
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Konvexe Hille
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Gift Wrapping Ansatz

* Beginne mit einer Supporting Line

» Erganze in jedem Schritt den Eckpunkt,
der den geringsten Winkel zur aktuellen
Supporting Line aufspannt
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Gift Wrapping Ansatz

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Gift Wrapping Ansatz
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Gift Wrapping Ansatz
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Gift Wrapping Ansatz
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Gift Wrapping Ansatz
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Gift Wrapping Ansatz
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Gift Wrapping Ansatz
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Gift Wrapping Ansatz
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Gift Wrapping Ansatz
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Gift Wrapping Ansatz
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Gift Wrapping Ansatz
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Gift Wrapping Ansatz

« GiftWrapping( Pts[1..n])
p = left-most point Pts[i]; q = NULL;
CH = Create(); CH.Add(p);
L = negative Y-axis
while (g # CH.Top() )

g = select Pts[j] with smallest angle to H),L)

CH.Add(q);
L = line(p,q);
p=aq

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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Gift Wrapping Ansatz

Die Gift Wrapping Prozedur entspricht
im wesentlichen dem Selection Sort.

Aufwand O(m?2), wobei m die Anzahl
der Eckpunkte der konvexen Hiille ist

Worst case: m=n
Best case: m =3

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

()

30



(2.6) Graphen

v'(2.6.1) Definitionen, Darstellung
v'(2.6.2) Ausspéahen von Graphen
v/(2.6.3) Minimal spannende Béum@
* (2.6.4) Kurzeste Pfade
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Kurzeste Pfade

All-pairs shortest-paths Problem

Gegeben sei ein Graph G=(V,E).
Bestimme zu jedem Knotenpaar udV
und vV einen kirzesten Pfad von u

nach v.
Informatik VIl
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Floyd-Warshall Algorithmus

Es sei
P = Vg,Vyiyee Vg,V

ein einfacher Pfad. Die Knoten v,,...,v,;
heiRen Zwischenknoten des Pfades p.
Wir bezeichnen die Menge der Pfade,
deren samtliche Zwischenknoten in
{1...k}, 0 <k < n, liegen mit Pk,

Informatik Vil
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Floyd-Warshall Algorithmus

Idee: Dynamisches Programmieren

1. Rekursionsformel fiir die Gewichte
der kirzesten Pfade d

2. Rekursionsformel fir die
Vorgangerattribute p

Informatik VIil
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Floyd-Warshall Algorithmus

Rekursionsformel fiir die Gewichte

Es sei di'j das Gewicht eines kiirzesten
Pfades voninachjin Pkmit0 <k <n.
Insbesondere ist also di'j‘ das Gewicht
eines kirzesten Pfades von i nach j

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Floyd-Warshall Algorithmus

Initialisierung: k =0

Falls k = 0, so diirfen auf den Pfaden in
P*=P° (iberhaupt keine Zwischenknoten
liegen, d. h. die Lange der Pfade ist
hdchstens 1 und wir haben

0 _—
dj = w;

Informatik VIIl
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Floyd-Warshall Algorithmus

Iteration: k-1 - k

Es sei p; ein klrzester Pfad von i nach j
in P,

enthalt nur Knotenvmitl<v<k

Informatik VIl
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Floyd-Warshall Algorithmus

Iteration: k-1 - k

Fall 1. k ist kein Zwischenknoten von p;
= p; ist auch ein klrzester Pfad
von i nach jin Pk,

k — k-
df =ds?

Floyd-Warshall Algorithmus

Floyd-Warshall Algorithmus

Iteration: k-1 - k
Fall 2: k ist ein Zwischenknoten von p;

o CRG

Pik Py
Py ist kirzester Pfad von i nach k in Pkt
py; ist kiirzester Pfad von k nach j in Pkt

K _ k-1, k-1
dij =di +dy

Rekursionsformel:

k —
17 min{ dLdit +d5Y) fallsk >0

ij

{wij fallsk =0

Informatik VIil
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Floyd-Warshall Algorithmus

Floyd-Warshall Algorithmus

Rekursionsformel fur die Vorganger

Es sei p:} der Vorganger von Knoten j
auf einem kurzesten Pfad aus Pk der
bei i beginnt und bei j endet.

enthalt nur Knotenvmit1 <v<k

Initialisierung: k =0
Maoglich sind nur Pfade der Lange 1.

o_ |0 fallsi=joder w; =co
Pi=1i fallsi#jund w, <o

Informatik VIIl
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Floyd-Warshall Algorithmus

Iteration: k-1 - k

Fall 1: Ein kiirzester Pfad OP* enthalt
den Knoten k nicht

= pl =pt falls okt < di? + ol
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Floyd-Warshall Algorithmus

Iteration: k-1 - k

Fall 2: Ein kiirzester Pfad OP* enthalt
den Knoten k

O CRG

k — k-1 k-1 k-1 k-1
=p; =py fallsdi™ >di~ +d

Informatik VIl
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Floyd-Warshall Algorithmus

Rekursionsformel:

k-1 1 ot
k _ Pij falls dij <dit+ dkj
T lpt sonst
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Floyd-Warshall Algorithmus

FloydWarshall(W)
DO=W;P0=
for (k =1; k < n; ++k)

return D";

for (i=1;i<n; ++)
for (j=1;j<n; ++))
df =min(d, di* +di)

1] ?
k —
p; =-..

Informatik VIil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Floyd-Warshall Algorithmus

FloydWarshall(W)
DO=W;PO=.; } o(n?)
for (k = 1; k < n; ++k)
for (i=1;i<n; ++i)
for j=1;j<n; +4)) o(n3)
df =min(dt™, di* +df?)

ij
k —
P =

return D™;
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Floyd-Warshall Algorithmus

Fazit:

Der Floyd-Warshall Algorithmus hat
einen Aufwand von

o(V3)

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt




Zusammenfassung

Graphen ...
* Traversierung
* Minimale Spannbaume
* Kurzeste Pfade

Informatik VIl
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(2.7) Geometrische Algorithmeﬁh

» Polygone

* Inside-Test

» Konvexe Hullen

* Nachbarschaften
 Freiformkurven (Polynome)
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Polygone

» Sequenz von Knoten / Eckpunkten
P1 - Pn

e Sequenz von Kanten
€ =[P Pit]
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Polygone

 Eigenschaften
— offen / geschlossen
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Polygone

¢ Eigenschaften
— offen / geschlossen
— einfach / komplex
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Polygone

» Eigenschaften
— offen / geschlossen
— einfach / komplex
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Inside-Test Implementierung

* Liegt ein gegebener Punkt q innerhalb I ‘_ - PLLK])

des geschlossenen Polygons p,, ..., p, ? fo;(i 1 .i<n.i+0)]

it (p[TTy < p[i+1]y) _ ,
Xo = Plil-%; Yo =Pll.y; X, =p[i+1].x y, = p[l:%]-y:
else
| X1 = P[il-X; y; = plil.y; Xo = pli+1].X; o = pli
To<y <Yy
it ((X-X0)*(Y1-Yo) < (Y-Yo)*(X1-Xo)
K++:

[return (0dd());]

1y;

Informatik VIl Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Spezialfalle Spezialfalle
if (yosy<vy,) if (yosy<vy,)
/ (ﬁliyl)
o —F o U =
(xy) (x\y) xy)
(X0:Yo)

Spezialfalle Spezialfalle

if (yosy<y,) if (Yosy<y,)

na]

p

o
x.y)

o
x.y)
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Spezialfalle

if (yosy<y,)

N

O
(x,y)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Spezialfalle

if (yosy<y)

O
x.y)
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Spezialfalle

if (yosy<y,)

]

o =
(xy) /_\
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Generierung von Polygonen

» Gegeben sei eine ungeordnete Menge
von Eckpunkten p;

« Generiere ein einfaches, geschlossene§
Polygon (durch ,Sortieren* der p;)
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Generierung von Polygonen
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Generierung von Polygonen

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt




Generierung von Polygonen
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Generierung von Polygonen

aber ...

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Generierung von Polygonen

aber ...
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Generierung von Polygonen

aber ...
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Generierung von Polygonen

aber ...
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Konvexitat

 Eine Teilmenge S des IR? ist konvex,
wenn fur jedes Paar von Punkten p,q
aus S auch alle Zwischenpunkte
o p+(1-a)g mit a 0[0,1] in S liegen.
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Konvexitat

konvex nicht-konvex
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Lokale Konvexitat

Lnicht- Lkonvexe
konvexe Ecke*
Ecke*
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Supporting Lines
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Lokale Konvexitat

e Satz:
Der Eckpunkt mit der kleinsten
x-Koordinate (und ggf. zusétzlich mit
der kleinsten y-Koordinate) ist immer
konvex.

* Beweis:
Supporting Line parallel zur y-Achse
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Generierung von Polygonen

¢ Suche eine konvexe Ecke

« Sortiere die Ubrigen Ecken nach
dem Winkel zur x-Achse

 Verbinde aufeinanderfolgende
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Generierung von Polygonen
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Generierung von Polygonen

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Generierung von Polygonen
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Generierung von Polygonen

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

(2.7) Geometrische Algorithmeﬁh

» Polygone

* Inside-Test

» Konvexe Hillen
* Nachbarschaften

 Freiformkurven (Polynome)
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Konvexe Hille

» Sei eine Menge von (Eck-)Punkten p,
gegeben, dann ist die konvexe Hulle
CH({p}) die Menge aller Punkte q, fur
die gilt:

qzzn:ai P mit Zn:aizl wd Ci:a, 20

i=1 i=1
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Konvexe Hulle

* Insbesondere enthalt die konvexe Hille
alle Kanten zwischen zwei Eckpunkten
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Konvexe Hille

 Insbesondere enthélt die konvexe Hille
alle Kanten zwischen zwei Eckpunkten
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Konvexe Hulle

¢ Insbesondere enthalt die konvexe Hille
alle Kanten zwischen zwei Eckpunkten
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Konvexe Hille

¢ Jede Supporting Line definiert einen
Halbraum, in dem sich alle Eckpunkte
befinden

« Die konvexe Hiuille ergibt sich aus der
Schnittmenge aller dieser Halbrdume
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Konvexe Hulle
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Konvexe Hille
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Konvexe Hulle

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

10



Konvexe Hille

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Konvexe Hulle
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Konvexe Hille
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Gift Wrapping Ansatz

» Beginne mit einer Supporting Line

» Erganze in jedem Schritt den Eckpunkt,
der den geringsten Winkel zur aktuellen
Supporting Line aufspannt
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Gift Wrapping Ansatz
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Gift Wrapping Ansatz
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Gift Wrapping Ansatz
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Gift Wrapping Ansatz
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Gift Wrapping Ansatz
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Gift Wrapping Ansatz
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Gift Wrapping Ansatz

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

()

Gift Wrapping Ansatz
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Gift Wrapping Ansatz
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Gift Wrapping Ansatz
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Gift Wrapping Ansatz
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Gift Wrapping Ansatz

« GiftWrapping(Pts[1..n])

p = left-most point Pts[i]; q = NULL;

CH = Create(); CH.Add(p);

L = negative Y-axis

while (g # CH.Top() )
g = select Pts[j] with smallest angle to {
CH.Add(q);
L = line(p,q);

L)

S

p=q
Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Gift Wrapping Ansatz

Die Gift Wrapping Prozedur entspricht
im wesentlichen dem Selection Sort.

Aufwand O(m n), wobei m die Anzahl
der Eckpunkte der konvexen Hille ist

e Worst case: m=n
e Bestcase:m=3

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Graham's Scan

« Gift Wrapping fuhrt zu viele redundante
Berechnungen durch

< Bei der einfachen Generierung von
Polygonen genligt ein einziger globaler
Sortierungschritt

+ = entferne die nicht-konvexen Ecken
aus dem einfachen Polygon

Graham's Scan

] sorted by the angle of
line(p,Pts[i]) to the x-axis);
T=p, [ = CHNexi(1);, K= CH.Next\ ),
while (k £ p
T (convex(i,i,k)) |

[T=];, ] =k; K=CH.next(k); |
else

CH.remove(j);

j=1i; i=CH.prev(i);

Informatik Vil
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Graham's Scan

Graham's Scan
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Graham's Scan

Graham's Scan
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Graham's Scan

k

Graham's Scan
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Graham's Scan

Graham's Scan
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Graham's Scan

Graham's Scan

j
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Graham's Scan

Graham's Scan

J
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Graham's Scan

Graham's Scan
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Graham's Scan

Graham's Scan
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Graham's Scan

Graham's Scan
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Halbraum-Test

Halbraum-Test

 Sei eine Supporting Line durch die
Punkte (X,,Yo) und (x,,y;) gegeben

» Die Reihenfolge der Punkte definiert
eine Orientierung

* Links ist innen, d.h. der Vektor(
zeigt senkrecht nach innen

Yo~ V1

X
.

(yo_ylj
X~ X

(X0:Yo)

(X1,y4)

Informatik VIII
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Halbraum-Test

* Punkt (x,y) im Inneren:
(Yo Y1) ™ XH(X1=X0)*Y 2 (VoY1) %o+ (X1-%0)*Yo

Yo~ W1
(X:— X, ] (X1.y1)

(X0:Yo)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Konvexitats-Test

(VoY1) ™o+ (X17X0)*Y2 = (VoY1) X+ (X17X0) Yo

(XzHy 2)

(X1,Y1)
(X0:Yo)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Konvexitats-Test

(Yo YD) o+ (X1-X0)*Y2 = (Yo Y1) X+ (X17X0)*Yo
(VoY) *(Xg=Xo)+(X1X0)*(Y2Yo) 2 0

(XzHy 2)

(X1,Y1)
(Xo:Yo)

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Konvexitats-Test

(VoY1) ™o+ (X17X0)*Y2 = (VoY1) X+ (X17X0) Yo

(YorYo)*(XpXo)+(X1-X0)*(Y2Yo) 2 0

_ _ (X31y2)

det(xl X % XOJZO 2
Yi=™Y Y=Y

(X1.Y1)
(X0:Yo)

Informatik VIil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Konvexitats-Test

(YorYo) %o+ (X1=X0)*Y2 = (Yo Y1) %o+ (X1-X0) Yo
(Yo YD) *(Xa-Xo)+(X1-%0) *(Y2Yo) 2 0
— _ (X2.2)
de{xl X % xl]zo ik
Yi™Y Yo%

(X1.¥1)
(X0:Yo)

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Winkelberechnung

» Winkel der Kante von (x,,Yy,) nach
(X,.,y,) zur x-Achse

tang = 1Y%
X%
(sina)z — (yl - yo)2

(% =%+ (v = Yo )

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Aufwandsabschatzung

Aufwandsabschétzung
. Graga? I(eFf’:—Sr[nlc‘)gt])poim psgi]. } OM)

CH = Create(); CH.Add(p); o(n H)g n)

CH.Add(Pts[i] sorted by the angle of
line(p,Pts[i]) to the x-axis);

i =p; j=CH.next(i); k=CH.next(j);
while (k #p) o(n)

if (convex(i,j,k))

i=j: j=k k=CH.next(k); }om)

else
CH.remove(j); }O(n-m)
j=1i; i=CH.prev(i);

e O(n) + O(m) + O(n-m) = O(n)

* Gesamtaufwand:
O(n) + O(n logn) = O(n log n)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Divide & Conquer

Divide & Conquer

» Die konvexe Hiille von drei Punkten
(in allg. Lage) ist ein Dreieck

* Teile die Gesamtmenge der p; in zwei
Teilmengen mit disjunkter konvexer
Hulle

* Vereinige die konvexen Hullen der
Teilmengen

e ConvexHull(P[1...n])
sort P[] by increasing x-coordinate

remove interior points if = 3 points
have the same x-coordinat@

ConvexHullRec(P[1...n])

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Informatik VIil
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Divide & Conquer

» ConvexHullRec(P[1...n]
Q, = P[1..Ln/2]];
Q, =P[ln/2+1...n;
[q; ... g, ] = ConvexHullRec(Q,);
[0 ... '] = ConvexHullRec(Q.,);
find upper supporting line (a;,q’)
find lower supporting line (q,.q)

return [q; ... .9 - 9 J; |

Divide & Conquer
[ J
[ J
[ J : Y o © L
o o d * ¢
o ©

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

19



Divide & Conquer

[ ]
[ ]
o ®, °
o (o ¢
o © °
o o
o ©
Informatik VIl
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Divide & Conquer

[ ]
® o
[ ]
[al ° e ©
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Divide & Conquer

[al

[a]
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Divide & Conquer

[a]
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Divide & Conquer

[ max

[Amad

[qlmin]

[qmin]

[a']

Informatik VIII
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Divide & Conquer

[a]

[a']
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Divide & Conquer

[a]

[a]
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Divide & Conquer

[a]
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Divide & Conquer

[al

[a]
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Divide & Conquer

[a]

[a7]
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Divide & Conquer

qx

[a] a0,

Ak

[l

Informatik VIII
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()

Divide & Conquer

ql

[0 ... G 'y - O

q

[a]

Informatik Vil
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Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Supporting Lines

* Bestimme Punkte mit minimaler und
maximaler y-Koordinate

» Verschiebe die Supporting Line solang
die entsprechende Ecke nicht konvex ist
oder der Nachbarpunkt auf3erhalb liegt

* Fallunterscheindung nach
qmin 2 q‘min und qmax 2 q‘max

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Aufwandsabschatzung

ConvexHull(P[1...n])
sort P[] by increasing x-coordinate }O(nl gn)

remove interior points if = 3 points ]O(
have the same x-coordinate

ConvexHullRec(P[1...n])

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Aufwandsabschatzung

ConvexHuIIR[ec(JP[l...n])
Q, =P[L.Ln/2]];
Q, = P[Ln/2+1...n]; }O(l)
[q; ... g, ] = ConvexHullRec(Q,);
[9 ... 9'] = ConvexHullRec(Q,);
find upper supporting line (q;,q) }O(n)
find lower supporting line (q,.q")
return [q; ... Q. - O

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Aufwandsabschatzung

T(n) =2 T(n/2) + O(n)

Master-Theorem: T(n) = O(n log n)
 Vorverarbeitung: O(n log n)

» Gesamtaufwand: O(n log n)

Informatik VIil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Optimaler Algorithmus

e Zur Erinnerung:
Der optimale Sortieralgorithmus hat
O(n log n) Aufwand (beweisbar?)

» Jeder ConvexHull-Algorithmus benutzt
einen Sortierschritt = O(n log n)

* Gibt es einen schnelleren Algorithmus?

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Optimaler Algorithmus

* Sei A ein optimaler CH-Algorithmus

» Verwende ihn zum Sortieren ...

» Eingabe : [v, ...v,] 0BdA:0<v,<2m
» Konvertierung: v; - p; = (sinv;, cosv;)

» CH-Polygon ergibt Reihenfolge

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Optimaler Algorithmus

Vi vl

Computergraphics & Multimedia

Informatik VIl
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Optimaler Algorithmus
Vi
vy ...v,]:
[Py .. Pyl :

Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

()

Optimaler Algorithmus

Vi vl

[Py - Pl :

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Optimaler Algorithmus
Vi
[Vy ... v, ]:
[Py .. Pyl :

Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

@

Lower Bound

+ Angenommen A sei ein CH-Algorithmus),
der schneller als O(n log n) ist

» Dann liefert die Konvertierung v; - p,
einen Sortieralgorithmus, der schneller
als O(n log n) ist

« Dies ist ein Widerspruch zur Lower
Bound fur Sortieralgorithmen

(2.7) Geometrische Algorithmeﬁh

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

» Polygone

* Inside-Test

» Konvexe Hillen
» Nachbarschaften

* Freiformkurven (Polynome)

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

()

23



Nachbarschaften

* Geg. Punktmenge p, ..., p,

» Typische Problemstellungen :
— geringster Abstand zwischen zwei p;
— k néheste Punkte zu p;
— k néheste Punkte zu (x,y)
— alle Punkte innerhalb eines Kreises (x,y,r)

Maximale Punktdichte

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Geg. Punktmenge py, ..., p,

s dy=lIp-pill

finde min; {d;}
triviale Losung in O(n?)

schnellerer Algorithmus?

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

()

Maximale Punktdichte

* Versuche, bestimmte Punktpaare p;, p;
ohne weitere Berechnung auszuschliel3

¢ Ansatz: Divide & Conquer
—teile die Menge P = {p, ... p,} in
Q1 ={py - Pr2} UNd Qz = {Ppyz41 - Pr}
— minimaler Abstand innerhalb Q,
— minimaler Abstand innerhalb Q,
— minimaler Abstand zwischen Q, und Q,

en

Divide & Conquer

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

p °
°
o °, °
° o ©
o © °©
o o
o ©
Informatik VIII
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@

Divide & Conquer

o
Q1 ® g 0
° :o ....
ceo * *°
. o Q.

Divide & Conquer

Informatik VIII
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(]
Q1 L [
° ° .). “
d I o ¢
1 ° e ©

o o Q2
. .
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Divide & Conquer

°
Ql L [
d
° ./'2
Tefe o
d, ol ® o
° o Q

® ®d=min{d,d,)
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1. Algorithmus

* MinDist(p[1 ... n])
sort p[i] by increasing x-coordinate
d = MinDistRec(p[1 ... n]);

return d;

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

1. Algorithmus

[MinDistRec(p[1 ... n])]

d, = MinDistRec(p[L ... L/2]]);
d = MinDistRec(p[Ln/2+1 ...
d min{d.. d. }:

nl);

X

(PILN2]Tx+ p[Ln2+1].X) 7 2; |

Q,= select p[i1<[n/2]] where |p[i].x - x|
0,= select pfi > [n/2]] where Ip[i].x - x|

[eloX

AN

d, = MinDistCross(Q,,Q,);
return min { d,d, j;

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

@

1. Algorithmus

MinDistRec(p[ nj)

d, M|nD|stRec(p[1 Ln/217);

d M|nD|stRec(p[|_n/2J+1 n])'
d min {d,, d, };
ILn201x+ pILn/2+11.) / 2;
Q,= select p[i<|n/2]] where |p[i].x - x|[<
Q,= select p[i>[n/2]] where |p[i].x - x| |<
d; = MinDistCross(Q;,Q,); Konnen
retum min{d,d; }; glle’r?lzilemente

X

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Informatik VIl enthalten
Computergraphics & Multimedia

Aufwandsabschatzung

* T(n) =2 T(n/2) + O(n?)

* T(n) = O(n?)

e ... nicht besser als die triviale Lésung

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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2. Algorithmus

» Die Kandidaten fir minimale Distanzen
in der Menge Q kdnnen weiter einge-
schrankt werden ...

Informatik VIIl
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Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Divide & Conquer

°
Ql L [
d
° ./'2
Tefe o
d, ol ® o
° o Q

® ®d=min{d,d,)
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Divide & Conquer

> I3 e

o o Q2

® “d=min{d,.d,}
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Divide & Conquer

dl.I.O'

o ©
AN Q
® ®4=min{d,d,)

Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

@

2. Algorithmus

* Die Kandidaten flr minimale Distanzen
in der Menge Q kdnnen weiter einge-
schrankt werden ...

e ... jeder Punkt muf3 mit maximal sechs
Kandidaten verglichen werden

Informatik VIil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Divide & Conquer

Informatik VIII
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2. Algorithmus

[ MinDistRec(p[1 ... n]) |
d, = MinDistRec(p[1 ... Ln/2]));
d, = MinDistRec(p[Ln/2]+1 ... n]);
d =min{d,.d, }: !
[x = E[Ln/21].x+ p[ln2 +1[.x) [ 2;
Q,=select p[i< _n'72 where [p[1].X - X[ < d
Q.= select p[i>Ln/2]] where |p[i].x - x| < d
|sort by increasing y-coordinate
MinDistRestrict(Q,, Q,, d);
return min{ d,d; I,

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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2. Algorithmus

[MinDistRestrict(q[1 ... k], g[1 ... k], d)|
dist=d; 1=1; r=1;
for(i=1;i<k;i++)
while (q'[l].y <q[i] - d Ol <Kk’) I++;
while (q[rl.y <q[i]+d Or <K') r++;
for(=1;j<r;j++)

dist = min {dist, dist(q[i 1.q'[j]) };

return dist;
Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

2. Algorithmus

MinDistRestrict(q[1 ... k], g'[1 ... k7, d)
dist=d; 1=1; r=1;
for(i=1;i<k;i++) }O(n)

while (q'[l].y < q[i] - d Ol <k‘) I++;
while (q'[rl.y < q[i] +d Or<Kk) r++}
for(j=1;j<r;j++)
dist = min {dist, dist(q[i],9°[j]) };
return dist;

(1)
(1)

Computergraphics & Multimedia

Informatik VIl
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

2. Algorithmus

MinDistRec(p[1 ... n])
d, = MinDistRec(p[1 ... Ln/2]7);
d, = MinDistRec(p[Ln/2J+1 ... n));
d’ =min{d,,d,}:
x = (p[Ln/2]].x+ p[Lni2J+1].x) 1 2;
Q, = select p[i<|n/2]] where |p[i].x - x| < d g(n)

Q,= select p[i>[n/2]] where [p[i].x - x| < d
sort Q,, Q, by increasing y-coordinate F o(nl
d; = MinDistRestrict(Q;, Q,, d);} O(n)

return min { d,d; };

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

gn)

Aufwandsabschatzung

e T(n) =2 T(n/2) + O(n) + O(n log n)
=2 T(n/2) + O(n log n)

e T(n) = O(n log?n)

Computergraphics & Multimedia

Informatik VIil
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

3. Algorithmus

« Beobachtung: der MinDist-Algorithmus
hat dieselbe Struktur wie Merge-Sort
« Splitting in zwei gleichgrolRe Teile
« Sortierung beim Zusammenfiigen
» Merging von sortierten Folgen kostet
nur O(n)

« MinDistRec() gibt nach der Y-Koordinal
sortierte Folgen zuriick ...

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

3. Algorithmus

[MinDistRec(p[1 ... n]) |

d, = MinDistRec(p[1 ... Ln/2]));
d, = MinDistRec(p[Ln/2J+1 ... n));
d =min{d,,d, };

X = (PIn2]T.x+p[[n/2 FI].X)72; ]|
Q.= select p[1<[n/Z]Twhere [p[1].x - x| <d
Q,= select p[i>[n/2]] where |p[i].x - x| < d
| merge pre-sorted lists Q,, Q. |

d, = MinDistRestcl(0,. 05, d):|

merge pre-sorted ists pli=n/2]], p[i>[n/2]]

return min { d,d, J; ]

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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3. Algorithmus

MinDistRec(p[1 ... n])
d, = MlnDlstRec(p[l Lnr21));
d2 = MlnDlstRec(p[l_n/ZJ+1 n);
d =min{dy, d, };
X = (p[Ln/zj] 4 plLn/2J+1].x)/ 2;

Q, = select p[i<|n/2]] where Iplilx - x| < d}@
Q,= select p[i>Ln/2]] where |p[i].x - x| <d

merge pre-sorted lists Q,, Q2 O(n)
d; = MinDistRestrict(Q,, Q,, d

merge pre-sorted lists p[ i< |_n/2J] p[| >[n/2]]

return min { d,d; };

—~

n)

%(n)

Informatik VIl
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Aufwandsabschatzung

e T(n) =2 T(n/2) + O(n)

e T(n) = O(n logn)

Informatik VIl
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(2.7) Geometrische Algorithmeﬁh

Polygone
Inside-Test
Konvexe Hiillen

Nachbarschaften

Freiformkurven (Polynome)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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Graham's Scan

* Gift Wrapping fuhrt zu viele redundante
Berechnungen durch

* Bei der einfachen Generierung von
Polygonen genligt ein einziger globaler
Sortierungschritt

» = entferne die nicht-konvexen Ecken
aus dem einfachen Polygon
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Graham's Scan
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Graham's Scan
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Graham's Scan
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Graham's Scan
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Graham's Scan

k

Graham's Scan
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Graham's Scan

Graham's Scan
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Graham's Scan
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Graham's Scan
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Graham's Scan

Graham's Scan
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Graham's Scan

Graham's Scan
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Graham's Scan

Graham's Scan
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Graham's Scan
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Graham's Scan
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Konvexitats-Test

(Yo YD) o+ (X1-X0)*Y2 = (Yo Y1) X+ (X17X0)*Yo
(VoY) *(Xg=Xo)+(X1X0)*(Y2Yo) 2 0
X =% Xz_)ﬁJEO ()

de{y Yo Y27V
v 2 (X1,Y1)

(Xo:Yo)
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Aufwandsabschatzung

« Graham(Pts[1..n]) } o(n)

p = left-most point Pts[i];
CH = Create(); CH.Add(p);
CH.Add(Pts[i] sorted by the angle of O(n HDg n)
line(p,Pts[i]) to the x-axis);

i=p; j=CH.next(i); k=CH.next(j);
while (k #p) n

if (convex(i,j,k))

i=j j=k k=CH.next(k); }o(m)

else
CH.remove(j); }O(n-m)
j=1, i=CH.prev(i);

Informatik VIil
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Divide & Conquer

» Die konvexe Hille von drei Punkten
(in allg. Lage) ist ein Dreieck

* Teile die Gesamtmenge der p; in zwei
Teilmengen mit disjunkter konvexer
Hulle

 Vereinige die konvexen Hullen der

Teilmengen
Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Divide & Conquer

e ConvexHull(P[1...n])
sort P[] by increasing x-coordinate

remove interior points if > 3 points
have the same x-coordinatg

ConvexHullRec(P[1...n])

Informatik VIIl
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Divide & Conquer

» ConvexHullRec(P[1...n]
Q, = P[1..[n/2]];
Q, = P[Ln/2+1...n];

[, .- 9, ] = ConvexHullRec(Q,);
[q; ... 9'n] = ConvexHullRec(Q,);

find upper supporting line (q;,q)

find lower supporting line (q,.q)

return [g; ... Q. -.- q‘j];l
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Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Divide & Conquer

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

()

Divide & Conquer
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Divide & Conquer

[a]
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Divide & Conquer

[a']

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

()

Divide & Conquer

[a']
[al
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Divide & Conquer

[A'mad

[Amad

[a]
[ min]

[qmin]

[a]
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Divide & Conquer

[a]
_— &
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Divide & Conquer

[al

[a]
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Divide & Conquer

[a]
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Divide & Conquer

q

[a']
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Divide & Conquer

q

[a']
[al
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Divide & Conquer

Divide & Conquer

q;

[ - O Oy - df]

qi

Ok
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q
b4
G [a%]
[al .
q,
Ak
Aufwandsabschatzung

ConvexHull(P[1...n])

sort P[] by increasing x-coordinate }O(nl gn)

remove interior points if = 3 points ]O(
have the same x-coordinate

ConvexHullRec(P[1...n])

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Aufwandsabschatzung

ConvexHuIIF\[ec(JP[l...n])
Q, = P[1..Ln/2]];
Q, = P[Ln/2+1...n]; }O(l)
[a; ... g, ] = ConvexHullRec(Q,);
[g% ... 9'] = ConvexHullRec(Q,);
find upper supporting line (q;,q) }O(n)
find lower supporting line (q,,9°)
return [q ... Q.0 - o ];

Informatik VIil
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Aufwandsabschatzung

e T(n) =2 T(n/2) + O(n)
» Master-Theorem: T(n) = O(n log n)
» Vorverarbeitung: O(n log n)

» Gesamtaufwand: O(n log n)

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
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Optimaler Algorithmus

 Zur Erinnerung:
Der optimale Sortieralgorithmus hat
O(n log n) Aufwand (beweisbar!)

 Jeder ConvexHull-Algorithmus benutzt
einen Sortierschritt = O(n log n)

* Gibt es einen schnelleren Algorithmus?

Informatik VIIl
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Optimaler Algorithmus

» Sei A ein optimaler CH-Algorithmus

* Verwende ihn zum Sortieren ...

Eingabe : [v, ... v,] 0BdA:0<v,<2m

» Konvertierung: v; —» p; = (sinv;, cosv,)

CH-Polygon ergibt Reihenfolge

Informatik VIl
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Optimaler Algorithmus

V.

vy ...v,]:
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Optimaler Algorithmus

Vi vl

[Py - il :
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Optimaler Algorithmus
Vi
[Vl - Vn]
(I N . *

Informatik VIil
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Optimaler Algorithmus

Vi

(AL

[Py Pl
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Lower Bound

« Angenommen A sei ein CH-Algorithmu$|
der schneller als O(n log n) ist

+ Dann liefert die Konvertierung v, - p;
einen Sortieralgorithmus, der schneller
als O(n log n) ist

* Dies ist ein Widerspruch zur Lower
Bound fur Sortieralgorithmen

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt




(2.7) Geometrische Algorithmeﬁh

¢ Polygone

Inside-Test

* Konvexe Hiillen

Nachbarschaften

Freiformkurven (Polynome)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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Nachbarschaften

» Geg. Punktmenge py, ..., p,

 Typische Problemstellungen :
— geringster Abstand zwischen zwei p;
— k ndheste Punkte zu p;
— k néheste Punkte zu (x,y)
— alle Punkte innerhalb eines Kreises (x,y,r)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Maximale Punktdichte

Geg. Punktmenge p,, ..., p,
s dy=lp-pill

finde min; {d;}

triviale Losung in O(n?)

schnellerer Algorithmus?

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia
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Maximale Punktdichte

* Versuche, bestimmte Punktpaare p;, p,
ohne weitere Berechnung auszuschlieRgn
» Ansatz: Divide & Conquer
—teile die Menge P = {p; ... p,} in
Q1 ={py .- Pr2b Und Qz = {Ppy241 --- Pr}
— minimaler Abstand innerhalb Q,
— minimaler Abstand innerhalb Q,

— minimaler Abstand zwischen Q, und Q,

Informatik VIil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Divide & Conquer

=) °
° ® o
.... ..
... *
..
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Divide & Conquer

o
Q, ® o ©
° :o ....
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Divide & Conquer

[ J
Ql L [ )
° ° .). %
d 1ofe o
1 ° o ©

o o QZ
. .
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Divide & Conquer

[ )
o g 0
of.dz
[ )
Tefe o
d, ol » ®
° Q

® ®d=min{d,d,)
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Divide & Conquer

PRI

.o Q

® Td=min{d,d;}
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Divide & Conquer

® )
o " 3%le,e,
° Q,

® ®d=min{d,d,)
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Divide & Conquer

2. Algorithmus

[MinDistRec(p[1 ... n]) |

d, = MinDistRec(p[1 ... Ln/2]));
d, = MinDistRec(p[Ln/2}+1 ... n]);
d =min{d,.d, }:

X = I+ P2 F X 12, |
Q.= select p[1<[n/2]] where [p[i].x - x

|<d
Q.= select p[i>| n/2] where |p[i].x - x| <d
b

| sort

increasing y-coordinaie
MinDistRestrict(Q,, Q,, d);

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

return min
Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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2. Algorithmus

[MinDistRestrict(q[1 ... k], g[1 ... k], d)|
dist=d; 1=1; r=1;
for(i=1;i<k;i++)
while (q'[l].y <q[i] - d Ol <Kk’) I++;
while (q[rl.y <q[i]+d Or <K') r++;
for(=1;j<r;j++)

dist = min {dist, dist(q[i 1.q'[j]) };

return dist;
Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

2. Algorithmus

MinDistRestrict(q[1 ... k], g'[1 ... k7, d)
dist=d; 1=1; r=1;
for(i=1;i<k;i++) }O(n)

while (q[Il.y < q[i] - d O1 < k) l++;
while (q'[rl.y < q[i] +d Or<Kk) r++}
for(j=1;j<r;j++)

dist = min { dist, dist(q[i1,9°[j]) }:[ @@

(1)

2. Algorithmus

MinDistRec(p[1 ... n])
d, = MinDistRec(p[1 ... Ln/2]7);
d, = MinDistRec(p[Ln/2J+1 ... n));
d =min{d,,d,}:
x = (p[Ln/2]].x+ p[Ln/2J+1].x) 1 2;
Q, = select p[i<|n/2]] where |p[i].x - x| < d g(n)

Q,= select p[i>[n/2]] where [p[i].x - x| < d
sort Q, Q, by increasing y-coordinate F o(nl
d; = MinDistRestrict(Q;, Q,, d);} O(n)

return min { d,d; };

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia
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gn)

return dist;
Aufwandsabschatzung

e T(n) =2 T(n/2) + O(n) + O(n log n)
=2 T(n/2) + O(n log n)

e T(n) = O(n log?n)

Informatik VIil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

3. Algorithmus

« Beobachtung: der MinDist-Algorithmus
hat dieselbe Struktur wie Merge-Sort
« Splitting in zwei gleichgrolRe Teile
« Sortierung beim Zusammenfiigen
» Merging von sortierten Folgen kostet
nur O(n)

« MinDistRec() gibt nach der Y-Koordinal
sortierte Folgen zuriick ...

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

3. Algorithmus

[MinDistRec(p[1 ... n]) |

d, = MinDistRec(p[1 ... Ln/2]));
d, = MinDistRec(p[Ln/2J+1 ... n));
d =min{d,, d; };

x_= (PIn/ZI].x+p[n/ZHI[.X) 72}
Q.= Select p[1= /2] ] Where [pLI].X - X

[<d

%IZE: select p[i>|n/2 ] where |p[i].x - x| < d
;= MinDistRestrici(Q,, Q,. d):

merge pre-sorted Iists pli<tn/2J], p[i>Ln/2]]

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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3. Algorithmus

MinDistRec(p[1 ... n])
d, MlnDlstRec(p[l Lnr2]));
d2 = MlnDlstRec(p[Ln/2J+1 n);
d =min{d;, d, };
X = (p[Ln/zj] X+ plLn/2+1].x) 1 2;
Q,=select p[i<|n/2]] where |p[i].x - x| < d
Q.= select p[i>[n/2]] where [p[i].x - x| < d (n)
d; = MinDistRestrict(Qy, Q, d); } O(n)
merge pre-sorted lists p[i< LnIZJ] pli>Ln/2]]

return min { d,d }; O(n)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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Aufwandsabschatzung

e T(n) =2 T(n/2) + O(n)

e T(n) = O(n logn)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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Weitester Abstand

* Geg. Punktmenge py, ..., p,

s dy=lIp-pill

* finde max;{d;}

e ,Durchmesser der Punktmenge”

* triviale Losung in O(n?)

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Weitester Abstand

» Versuche wieder, bestimmte Punktpaarg

P, pj auszuschlieBen ...

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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Weitester Abstand

Versuche wieder, bestimmte Punktpaarg
Pi: B auszuschliel3en ...

Der maximale Abstand muf3 zwischen
Extremalpunkten auftreten

Beschranke die Suche auf die

konvexe Hille
Informatik VIII
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Weitester Abstand
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Weitester Abstand
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Weitester Abstand
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Weitester Abstand
~,_
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Weitester At§tand
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Weitester Abstand

Geg. Punktmenge p,, ..., p,
(1) Berechne die konvexe Hiille

(2) Suche Extremalpunkte mit
parallelen Supporting Lines

(3) Finde den maximalen Abstand
zwischen diesen Kandidaten

Informatik VIII
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Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Weitester Abstand
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Weitester Abstand
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Weitester AtQtand

Informatik VIl
C8yputergraphics & Multimedia
rof. Dr. Leif P. Kobbelt

()

Weitester AtQtand
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Weitester At§tand
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Weitester At§tand
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Weitester AtQtand

o)
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Weitester At§tand

Weitester Abstand

\¢
-
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Weitester Abstand

e
K
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Weitester Abstand

(1) Berechne die konvexe HUIIe}O(n log h)

(2) Suche Extremalpunkte mit
parallelen Supporting Lines
a) die Kanten der konvexen Hulle
bilden Sektoren

b) gegeniberliegende Sektoren } o(n)
enthalten gemeinsame Gerade

(3) Finde den maximalen Abstand} o(n)
zwischen diesen Kandidaten

Informatik VIil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Nachbarschaften

* Geg. Punktmenge p,, ..., p,

¢ Typische Problemstellungen :
—min. / max. Abstand zwischen zwei p;
—k néheste Punkte zu p;
— k ndheste Punkte zu (x,y)

— alle Punkte innerhalb eines Kreises (x,y,r)

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Naheste Punkte

* Beispiele:
— Datenbanksuche mit Unsicherheit
— Finde naheste Mobilfunkstation
— Globale Beleuchtungssimulation

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Naheste Punkte Quadtree

» Geg. Punktmenge py, ..., p,
 Anfrage: (x,y) [ hier: IR?, allg.: IR¥]

» Optimale Datenstruktur zum Suchen
= Baume

» Mehrdimensionale Schliissel
= z.B. kD-Baume

Informatik VIl Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

kD-Baume kD-Baum Suche

* In welcher Zelle liegt der Anfragepunkt

* In welchen Zellen muf nach dem
nahesten Punkt gesucht werden

» Effizienter Auschlu3 weit entfernter
Zellen

Informatik Vil Informatik VIl
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kD-Baum Suche kD-Baume

» Jedes kD-Baum Blatt enthalt einen
der gegebenen Punkte p

* Jeder innere kD-Baum Knoten enthalt
eine Ebene, die die Punkte im linken
und rechten Teilbaum separiert.

Informatik VIII Informatik VIIl
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kD-Baume kD-Baume
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kD-Baume kD-Baum Suche

|_Traverse(D.N) |
if (N is a leaf-node)
return [ || p - N.point ||, N.point ];
else
if (p lies in positive half-space of N
[dist,near] = Traverse(p,N.left);
else
| [dist,near] = Traverse(p,N.right);|
| refrn [dist,near]]

Informatik Vil Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

kD-Baum Suche kD-Baum Suche

Traverse(p,N)
if (N is a leaf-node)
return [ || p - N.point ||, N.point ];
else
| if (p * N.normal - N.offset > 0) |
[dist,near] = Traverse(p,N.left);
else
[dist,near] = Traverse(p,N.right);
return [dist,near]

Informatik VIII Informatik VIIl
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kD-Baum Suche
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kD-Baum Suche
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kD-Baum Suche
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kD-Baum Suche

[Traverse(p dist.near.N) |
it (N is a leaf-node)]|

- N.point [| < di
return | [T p - N.point ||, N.point ];
else
[return [ dist, near ;]
else

if (p * N.normal - N.offset > -dist)

‘ dist,near] = Traverse(p,dist,near,N.left)
If (p * N.normal - N.offset < dist)

‘ dist.near] = Traverse(p,dist,near,N.right);
Teturn [dist,near] |

Informatik VIil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Aufwandsabschatzung

» Bei regelmaRig verteilten Datenpunkten
ist der erwartete Aufwand O(log n)

 Der Algorithmus funktioniert auch fur
allgemeinere BSP-Baume, bei denen
in jedem Knoten eine beliebige
separierende Ebene definiert wird.

Informatik VIII
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k naheste Punkte

* Geg. Punktmenge py, ..., p,
 Anfrage: (x,y) [ hier: IR? allg.: IR¥]
» Suche die k besten Kandidaten

» Verwalte die aktuell k Besten
in einem Heap

* Neue Kandidaten verdrangen die alten

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

18



k naheste Punkte

Nearest(p.neighbors.N
N is a leaf-node
p - N.point [| < neighbors.top())

neighbors.remove_top();
neighbors.add(|| p - N point ||, N.point);
return neighbors;
else J
if (p * N.normal - N.offset > -neighbors. top#)
neighbors = Traverse(p,neighbors,N.le
it (p * N.normal - N.offset < neighbors. top(
|___neighbors = Traverse(p,neighbors,N. rlg
Teturn neignoors,|

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Aufwandsabschatzung

« Fast der gleiche Aufwand wie
bei der einfachen Suche:

* O(log n * log k)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Range Queries

 Bereichsabfragen
— Suche alle Punkte in einem Kreis (x,y,r)

— Suche alle Punkte in einem Intervall
[a,b] x [c,d]

» Einfache Modifikation des
Suchalgorithmus

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Range Queries

[Traverse(p,maxdist,N)]
[if (N is a leaf-node)|
[if (] p - N.point || < maxdist)]
output N.point;
return;

else
if (p * N.normal - N.offset > -maxdist)

Traverse(p,maxdist,N.left);
if (p * N.normal - N.offset < maxdist)

Traverse(p,maxdist,N.right);

return; |
Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Abstandsdiagramme

» Bei haufigen Nachbarschafts-Anfragen
kann der Zugriff durch Vorberechnung
von Abstandsdiagrammen beschleunigt
werden

* Diese zerlegen den IR" (hier den IR?) in
kleine Bereiche, fur die die Nachbarscha{f}ten
jeweils vorberechnet werden kdénnen

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Voronoi-Gebiete

* Geg. Punktmenge p,, ..., p,

* Das Voronoi-Gebiet zu einem Punkt p,
enthalt den Bereich des IR2, der naher
an p; als an jedem anderen p, liegt

* V() ={alOji:lla-pll <lla-pll}

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Voronoi-Gebiete

Voronoi-Gebiete

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Voronoi-Gebiete

Voronoi-Gebiete

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Voronoi-Gebiete

Voronoi-Gebiete

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Voronoi-Gebiete

» Polygonale Gebiete
¢ Schnitt von Halbrdumen

* Konvexe Gebiete

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

@

Voronoi-Diagramm

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

@

Voronoi-Diagramm

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

()

Voronoi-Diagramm

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

@

Voronoi-Diagramm

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Voronoi-Diagramm

()

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

()
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Voronoi-Diagramm

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

@

Voronoi-Diagramm

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

()

Voronoi-Diagramm

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

@

Voronoi-Diagramm

Ein VD ist eine (planare) Graph-Struktur,
die den IR? in konvexe Regionen unterteil

Die Voronoi-Kanten liegen auf den
Mittelsenkrechten der Verbindungsstrecken

Im allg. Treffen an einem Voronoi-Vertex
genau 3 Kanten zusammen

Voronoi-Vertices sind Umkreismittelpunk

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

@

Voronoi-Diagramm

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

@

Voronoi-Diagramm

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

@
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Voronoi-Diagramm

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

()

Voronoi-Diagramm

Informati Kk VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

()

Voronoi-Diagramm

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

@

Voronoijzﬁg\mlﬂm

Informati K VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Voronoi-Diagramm

Informatil k Vil
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

@

Voronoi-Diagramm

Informati k Vil
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

@
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Voronoi-Diagramm

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Voronoi-Diagramm

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Delaunay-Triangulierung

Delaunay-Triangulierung

 Eigenschaften (1):
— Dualer Graph zum Voronoi-Diagramm
— Zerlegt die konvexe Hiille der Punkte in
disjunkte Dreiecke (mit den p; als Ecken)
— Die Region innerhalb eines Dreiecks ist
einem der drei Eckpunkte am néchsten

— Der Umkreis jedes Dreiecks enthalt
keinen weiteren Punkt p;

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Voronoi-Diagramm

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Informatik VIil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Voronoi-Diagramm

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Voronoi-Diagramm

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Delaunay-Triangulierung

 Eigenschaften(2):

— Der Umkreis jeder Kante enthalt keinen
weiteren Punkt p;

— Die DT ist eindeutig definiert

— Maximaler minimaler Innenwinkel

— Einfacher zu handhaben als VD, da keine
allg. Graph-Struktur verarbeitet werden mi[lr}\

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Delaunay-Triangulierung

 Inkrementeller Algorithmus zur
Erzeugung ...
— Fiir nur drei Punkte py, p,, ps trivial
— Fuge weitere Punkte p,, ... ein und stelle
die Delaunay-Eigenschaften wieder her

Edge-Flipping

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Edge-Flipping

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Informatik VIil
Computergraphics & Multimedi
Prof. Dr. Leif P. Kobbel

Edge-Flipping

\—!muk vl
Computergraphics &ftimedi
TP, Kobbel
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Inkrementeller Algorithmus

Geg: Punktmenge p,, p,, -... P,

Zur Vermeidung von Spezialféllen:

Erganze drei zusétzliche Punkte q,, 0,, qg}
so dass alle p; innerhalb des Dreiecks
[a,,9,.05] liegen = Einfugen nur im Innergn

0;, 4, 0z kdnnen leicht entfernt werden

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Inkrementeller Algorithmus

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Inkrementeller Algorithmus
[ J [ J
[ J
[ J
[ J ° o
o o
[ J

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Inkrementeller Algorithmus

Informatik VIil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Inkrementeller Algorithmus

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Inkrementeller Algorithmus

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Inkrementeller Algorithmus

Inkrementeller Algorithmus

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Informatik VIl
Compulergraphics & Multimedia
Prol Dr. Leif P. Kobbelt

Inkrementeller Algorithmus

RN

Inkrementeller Algorithmus

InYprmatik Vil
Computergrphics & Multimedia
Prof. Dr. IXif P. Kobbelt

Informatik VIil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Inkrementeller Algorithmus

Inkrementeller Algorithmus

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

27



Inkrementeller Algorithmus

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Inkrementeller Algorithmus

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Inkrementeller Algorithmus

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Inkrementeller Algorithmus

Informatik VIil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Inkrementeller Algorithmus

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Inkrementeller Algorithmus

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

28



Inkrementeller Algorithmus

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Inkrementeller Algorithmus

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Inkrementeller Algorithmus

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Inkrementeller Algorithmus

Informatik VIil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Inkrementeller Algorithmus

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Inkrementeller Algorithmus

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Inkrementeller Algorithmus

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Inkrementeller Algorithmus

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Inkrementeller Algorithmus

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Inkrementeller Algorithmus

Informatik VIil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Inkrementeller Algorithmus

« Fir jeden Punkt p, } O(n)
— Suche das entsprechende Dreieck } O(n)
— Fuge den neuen Punkt ein } O(1)

— Flippe Kanten bis die Delaunay-
Bedingungen wieder hergestellt sind. } O(H)

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Aufwandsabschatzung

¢ Der maximale Knotengrad k (Valenz)
kann normalerweise als beschrankt
angenommen werden (zumindest als
unabhéangig von n)

» Gesamtaufwand O(n?)

« Beschleunigung durch bessere Suche

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Beschleunigte Suche

« Standard Ansatz:
Verwalte die Dreiecke in einem
Suchbaum, um schneller auf die
Elemente zuzugreifen

¢ Verbesserung: O(log n) statt O(n)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Beschleunigte Suche

» Am Anfang existiert nur ein Dreieck

* Bei jedem Einfigeschritt werden m
Dreiecke entfernt und m+2 Dreiecke
erganzt

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Inkrementeller Algorithmus

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Inkrementeller Algorithmus

Informatik VIil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Inkrementeller Algorithmus

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Inkrementeller Algorithmus

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Beschleunigte Suche

Am Anfang existiert nur ein Dreieck

Bei jedem Einfligeschritt werden m
Dreiecke entfernt und m+2 Dreiecke
erganzt

m+2 <k ... die maximale Valenz

m+2:m=c>1..minimaler
Verfeinerungsfaktor

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Inkrementeller Algorithmus

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Inkrementeller Algorithmus

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Inkrementeller Algorithmus

Informatik VIil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Inkrementeller Algorithmus

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Inkrementeller Algorithmus

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Inkrementeller Algorithmus

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Suchbaum fir Dreiecke

» Seien die Dreiecke, die im Laufe des
Algorithmus generiert werden die Knotefi
des Suchbaumes

+ Durch den minimalen Verfeinerungsfak{or
m+2 : m = ¢ > 1 ist garantiert, dass die
Anzahl von Knoten von Level zu Level
exponentiell steigt

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Suchbaum fur Dreiecke

* Obwohl diese Datenstruktur keinen
(zyklenfreien) Baum darstellt, ergibt sich
trotzdem ein gerichteter Graph, dessen Pfadg
maximal logarithmische Lange haben, wenn
die Punkte hinreichend gleichmaRig verteilt
sind (und die maximale Valenz beschrankt i.

* Kosten:
— Aufbau des Baumes O(n)
— Suche im Baum O(log n)

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Inkrementeller Algorithmus

« Fir jeden Punkt p, }O(n)
— Suche das entsprechende Dreieck} O(Iog n)
— Fuge den neuen Punkt ein} 0(1)

— Flippe Kanten bis die Delaunay- } O(H)
Bedingungen wieder hergestellt sind.
Gesamtaufwand: O(n log n)

Informatik VIil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Kurven-Konstruktion

e Polynome

* Interpolation
 Evaluation

» Bezier-Darstellung
* Splines

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Kurven-Konstruktion

* Anwendungen
— Computergraphik
—CAD
— Analyse von MeRwerten
— Datenkompression

— Approximation
von Funktionen

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Kurven-Konstruktion

« Kurven werden iiber Funktionen definieft

» ,Parameterisierung"”
 ,Trajektorie” (t = Zeitparameter)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Kurven-Konstruktion

F(t)

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

@

Kurven-Konstruktion

F(t+h)

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Kurven-Konstruktion

F(t+2h)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Kurven-Konstruktion

F(t+3h)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

@

Kurven-Konstruktion

o F(t+3h)

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Kurven-Konstruktion

* Interpolation

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Kurven-Konstruktion

« Interpolation

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Kurven-Konstruktion

* Approximation

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Kurven-Konstruktion

» Approximation
(z.B. Glattung, Entrauschen) o

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Polynome

« Effiziente Berechnung:
Verwende nur die Grundrechenarten

F(t)=ifi i Fyon,

* Polynome vom Grad n
(f, = 0 erlaubt, insbesondere f, = 0)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Polynome

* Vektorraum der Polynome
n N
F)y=) f
i=0

F(t) O[f,...., f,JOR™

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Polynome

» Vektorraum der Polynome

F(t)zzn_jfi iij G(t)=zn:gi i

[@F +pm)) =3 (T, + pm,)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Polynome

¢ Vektorraum der Polynome

F@)O[f,....f.] Gt O[g,.....q,]

(e +pm)n) Of.. (0@, + BF).. ]

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Polynome

* Basisvektoren
E,(t) 0[10,0,...,0]
E,(t) 0[0,1,0....,0|

E,(t) 0[0,0....,0]

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Polynome

» Basisfunktionen
E,(t) 0[10,0,...,0 01
E,(t) 0[0,1,0,...,0] Ot

E,(t) 0[0,0,...,04] Ot"

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt




Polynome

» Linearkombination von Basisfunktionen

» Basistransformation ...

Bt=|p, |JOR™™ B@)=>h, 1
i=0

L4

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Interpolation

* Geg.: und

e Ges.: Polynom F vom Grad n, so dass
far

« Lineare Bedingung pro Interpolationspurikt

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Interpolation

e LoOse lineares Gleichungssystem

" 22 wn
1t t t
9 " 2 2 wn '
1 0L 4 Ly Iy Py
3 2 2 AN : - .
1t 1 | @ |=
: I Py
F +2 an
S P SR

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Interpolation

» Lose lineares Gleichungssystem

m
M

O(to) r](to) JCO JDO

¢

n (tn> TI’I pr]

N
T

So (I‘Ln)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Interpolation

e Lagrange-Basis

. Qi(t*tj)
LJ("):W

1 i=k
0 izk

L(t) =2, :{

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Interpolation

» Lagrange-Basis

‘ j@]ﬁgtj)
L.(f):m

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt




Aitken‘s Scheme

° GeQ-: pO! ] pn und tO' tn

e Ges.: Polynom F vom Grad n, so dass
F(t) = pfuri=0, ..., n

» Werte F(t) an einer beliebigen
Zwischenstelle s aus ...

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Aitken‘s Scheme

* Sei G, (t) das Polynom vom Grad |-i, das
die Bedingungen G, (t,) = p, flr k=i ... | erIJIIt.
* Basisfall G (1) = p,

» Rekursion

Gijea(®) = [(ty - 1) Gy(t) + (t-1) Gy jua (O1/ (E.L' t)

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Aitken‘s Scheme

Gijua(®) = [(tsy - 1) Gyy(t) + (t-1) Gy jpa()]/ (t,j\'ti)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Aitken‘s Scheme

Gijea()) = [(ty - 1) Gy(t) + (t-1) Gipg jua O/ (tj\_ t)

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Aitken‘s Scheme

Gija(®) = [ty - ) Gij(1) + (t-1) Gy a1/ (tj\'ti)

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Aitken‘'s Scheme

« Aitken(p[O..n], t[0..n], S)
for (i=0; isn ; i++)
qli] = p[il;

for (j=1; jsn ; j++)

for (i=0; isn-j ; i++)
ali] = (i+1-s)*ali]+ (stliD*al 1]
alil=qli]/ (t[i+]- t[i]);

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt




Aitken‘s Scheme

P[0] = Goo
P[1] = G
P[2] = Gy,
P[3] = Gss
P[] =G,

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

@

Aitken‘s Scheme

P[0] = Go ;: Goa
P1]=G;; — Gy,
P[2]=G,, — G,3
PI3] = G33 = Gy

~
“n-1,n

.
PN =G,,

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Aitken‘s Scheme

i
= —
3,3 B 34

Zn-2,n

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Aitken‘s Scheme

P[0] = Gg ;: Go,leo,z
P[] =G, ;: Gl,Z;;GlB
Pl2] =G,, ;: Gz,s;:Gz,A
P[3] = G35 ;; Gs.4
;: Gn—Z,n

>
¥ “nin

Informatik VIil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Aitken‘s Scheme

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Aitken‘'s Scheme

« Aitken ist eigentlich ein Algorithmus zunj|
Auswerten des Interpolationspolynoms

 Lost Interpolation und Evaluierung in
einem Schritt

« Implizite Représentation des Polynoms
durch eine Menge von Stitzstellen

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt




Monome vs. Lagrange / Aitken

[for f1s T f3] Vs, [Py Py, P2 Pl

F([0,1])

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Monome vs. Lagrange / Aitken

[fo, f1, fo, T3] VS, [Pg, Py, Py Pl

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Monome vs. Lagrange / Aitken

[for f1s T2 T3] vs. [Py P2, P2 Pl

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Evaluation

* Geg.: Koeffizienten
» Ges.: Funktionswert

. Aitken:
» Horner Schema:

Informatik VIl
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Evaluation

e Geg.: Koeffizienten
» Ges.: Funktionswerte

 Vorwartsdifferenzen
(nur n Additionen pro Wert)

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Differenzenoperator

«  AF(t) = F(t+h) - F(t)
o ARIF() = AARF(Y)) = AF(t+h) - AF(D)
« APF(t) = AF(t+h) - AF(Y)

= F(t+2h) - F(t+h) - F(t+h) + F(t)
= F(t+2h) - 2F(t+h) + F(t)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt




Differenzenoperator

* Wenn ein Polynom vom Grad n ist,
dann ist ein Polynom vom Grad

AF()=FE+h)-F@) =) f t+h -3kt

i=0 i=0
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Differenzenoperator

« Wenn ein Polynom vom Grad n ist,

dann ist ein Polynom vom Grad

L <

Dof+h) =) ft = f -t *I
i=0 i=0

Informatik VIl
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Differenzenoperator

* Wenn ein Polynom vom Grad n ist,
dann ist ein Polynom vom Grad I

* Insbesondere ist konstant fiir
alle t (Polynom vom Grad )

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Vorwartsdifferenzen

F(s)
F(s+h)
F(s+2h)
F(s+3h)

Informatik VIil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Vorwartsdifferenzen
F(s) N
F(sth) = AF(s)
F(s+2h)
F(s+3h)

Informatik VIII
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Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Vorwartsdifferenzen

F(s)
F(sth) , AF(s)
F(s+2h) — AF(s+h)

F(s+3h)

Informatik VIIl
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Vorwartsdifferenzen

Vorwartsdifferenzen

F(s)
F(st+h) AF(s)
F(s+2h)\ AF(s+h)
F(s+3h)—> AF(s+2h)

AZF(s)

Informatik VIl
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Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Vorwartsdifferenzen

F(s)
F(s+h) AF(s)
F(s+2h) AF(s+h) D?F(s) N
F(s+3h) AF(s+2h)

NF(s+h) = AFE)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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F(s)
F(s+h) AF(s)
F(s+2h)  AF(sth) — A2F(s)
F(s+3h)
Vorwartsdifferenzen
F(s)
F(s+h) AF(s)
F(s+2h)  AF(s+h) AF(s)
F(s+3h) AF(s+2h) — A2F(s+h)
Vorwartsdifferenzen
F(s)
F(s+h) AF(s)
F(s+2h)  AF(s+h) A?F(s)
F(s+3h) AF(s+2h)  A2F(s+h) A3F|;)
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Vorwartsdifferenzen

F(s)
F(s+h) AF(s)
F(s+2h) AF(s+h) N’F(s)
F(s+3h) AF(s+2h) A?F(s+h)

Informatik VIIl
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Vorwartsdifferenzen

F(s)
F(s+h)
F(s+2h)
F(s+3h)

AF(s)
AF(s+h) N2F(s)

AF(s+2h) NFE)
A2F(s+2h)

<

Informatik VIl
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Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Vorwartsdifferenzen

F(s)
F(s+h)
F(s+2h)

F(s+4h)
v

<

AF(s)
AF(s+h)
AF(s+2h)

D?F(s)

A?F(s+h) D3F ()
A?F(s+2h)  ASF(s

=

Informatik VIl
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Vorwartsdifferenzen
F(s)
F(s+h) AF(s)
F(s+2h)  AF(s+h) A?F(s)
F(s+3h) AF(s+2h) A3Ft)
Vorwartsdifferenzen
F(s)
F(s+h) AF(s)
F(s+2h)  AF(s+h) A?F(s)
F(s+3h) AF(s+h)  OFE)
AF(s+3h) A3F(sHh)
v
Al
Vorwartsdifferenzen
F(s)
F(s+h) AF(s)
F(s+2h)  AF(s+h) A?F(s)
F(s+3h) AF(s+2h)  A2F(s+h)  OF@)
F(s+4h) AF(s+3h) A2F(s+2h) A3F(s+h)

Informatik VIII
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Vorwartsdifferenzen

F(s)
F(s+h)
F(s+2h)
F(s+3h)
F(s+4h)

AF(s)
AF(s+h) A?F(s)
AF(s+2h)  A%F(s+h)  AF@®)
AF(s+3h)  A2F(s+2h)

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Vorwartsdifferenzen

Vorwartsdifferenzen

F(s)
F(s+h) AF(s)
F(s+2h)  AF(s+h) AF(s)
F(s+3h) AF(s+2h) A?F(s+h) NFE)
F(s+4h) A’F(s+2h)  ASF(s+ih)

AF(s+4h) ASF(s+@h)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

F(s)
F(s+h) AF(s)
F(s+2h)  AF(s+h) D2F(s)
F(s+3h) AF(s+2h)  A?F(s+h)  AF@)
F(s+4h) AF(s+3h) D3F(s+h)
A?F(s+3h)
Vorwartsdifferenzen
F(s)
F(s+h) AF(s)
F(s+2h)  AF(s+h) D?F(s)

F(s+3h) AF(s+2h)  A2F(s+h)  A3F®)
AF(s+3h)  A?F(s+2h)  A%F(s+h)
F(s+5h) A?F(s+3h) AF(s+@h)

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Vorwartsdifferenzen

F(s)
F(s+h) AF(s)
F(s+2h) AF(s+h) A?F(s)

F(s+3h) AF(s+2h)  A2F(s+h)  OF®)
F(s+4h) AF(s+3h) A2F(s+2h) ASF(s+h)
F(s+5h) AF(s+4h) A2F(s+3h) ASF(s+h)

Informatik VIil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Vorwartsdifferenzen

TraceCubic(F(),s,h)
a=F(s): b=F(s+h); c=F(s+2h); d=F(s+3);]
a=b-a; b=c-b; c=d-c;
a=b-a; b=c-b;

a = b-a;

while (tfinished) |

b+=a; c+=b; d+=c;

=

output(d);
Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Konstruktion / Modellierung

* bisher: Polynom gegeben oder
durch Interpolation berechnet

« Design: interaktive Formgebung

* Intuitiver Zusammenhang zwischen
Koeffizienten und Form der Kurve 1?!?
(,Kontrollpunkte*)

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Bezier-Kurven

» De Casteljau - Algorithmus

o o

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Bezier-Kurven

» De Casteljau - Algorithmus ... t 0 [0,1]

o o
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Bezier-Kurven

¢ De Casteljau - Algorithmus ... t 0 [0,1]

o o
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Bezier-Kurven

» De Casteljau - Algorithmus ... t 0 [0,1]

o o Q

Informatik VIl
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Bezier-Kurven

» De Casteljau - Algorithmus ... t 0 [0,1]

o o e

Informatik VIII
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Bezier-Kurven

» De Casteljau - Algorithmus ... t 0[0,1]

o o Q

Informatik VIl
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Bezier-Kurven

» De Casteljau - Algorithmus ... t O [0,1]
0]

Informatik VIl
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Bezier-Kurven

» De Casteljau - Algorithmus ... t 0 [0,1]
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Bezier-Kurven

¢ De Casteljau - Algorithmus ... t 0 [0,1]

Informatik VIl
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Bezier-Kurven

» De Casteljau - Algorithmus ... t 0 [0,1]
o © o n
o ©
)

Informatik Vil
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Bezier-Kurven

» De Casteljau - Algorithmus ... t 0 [0,1]
o 0]
o ©)
o o)
©)

Informatik VIII
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Bezier-Kurven

» De Casteljau - Algorithmus ... t 0[0,1]

o o

Informatik VIl
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Bezier-Kurven

Kurve durch Kontrollpunkte definiert,
die den ungefahren Verlauf festlegen

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

@

Bezier-Kurven

Kurve durch Kontrollpunkte definiert,
die den ungefahren Verlauf festlegen

b~
by = by,
b, by,

b, b

n n-1n

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Bezier-Kurven

Kurve durch Kontrollpunkte definiert,
die den ungefahren Verlauf festlegen
bO

bl\ b01

b, by,

b

n

b

n-1n

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

@

Bezier-Kurven

Kurve durch Kontrollpunkte definiert,
die den ungefahren Verlauf festlegen

bO

bl bOl
b2 blz
bn g bn-l n

Informatik VIl
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Bezier-Kurven

Kurve durch Kontrollpunkte definiert,
die den ungefahren Verlauf festlegen

bO

bl bOl
b2 b12
bn bn—l n

Informatik VIII
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Bezier-Kurven

Kurve durch Kontrollpunkte definiert,
die den ungefahren Verlauf festlegen

bl b01 N
b, by, by,

b

n-2n

b

n-1n

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Bezier-Kurven

e Kurve durch Kontrollpunkte definiert,
die den ungefahren Verlauf festlegen

L] bo
bl bOl
b2 b12 b02
bn bn-l e bn-2 n

Informatik VIl
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Bezier-Kurven

» Kurve durch Kontrollpunkte definiert,
die den ungefahren Verlauf festlegen

. bO
bl bOl
b2 blz b02
bn bn-l n bn-2 n

Informatik VIl
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Bezier-Kurven

e Kurve durch Kontrollpunkte definiert,
die den ungefahren Verlauf festlegen

L] bO
bl bOl
b2 b12 b02
bn bn-1n bn-2n bOn
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Bezier-Kurven

» Welchen Einflu3 hat der Kontrollpunkt
auf die Kurve ?

L] bO
bl bOl
b2 blz b02
bn bn-ln bn-2n . bOn

Informatik VIil
Computergraphics & Multimedia
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Bezier-Kurven

* Welchen EinfluR hat der Kontrollpunkt
auf die Kurve ?

. bO
N
bl bOl
b2 12 b02
bn bn—ln bn—2n bOn

Informatik VIII
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Bezier-Kurven

» Welchen EinfluB hat der Kontrollpunkt
auf die Kurve ?

. bO
by —bg,
b2 b12 b02
bn bn-l n bn-2 n - bOn

Informatik VIIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Bezier-Kurven

* Welchen EinfluR hat der Kontrollpunkt
auf die Kurve ?
. b,
bl bOl
\
b2 b12 - b02

bn bn-ln bn-2n bOn

Informatik VIl
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Bezier-Kurven

» Welchen Einflu3 hat der Kontrollpunkt
auf die Kurve ?

. bO
o
2 12\ 02

bn bn-1n bn-2n 'T’bOn

Informatik Vil
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Bezier-Kurven

¢ Welchen EinfluR hat der Kontrollpunkt
auf die Kurve ?

L (n), .
* Bernstein-Polynome: B"(t) :[, j'ﬂ (’_é/lii"
[

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
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Bezier-Kurven

« Die Bernstein-Polynome bilden
eine Basis ...

* Interpolation:

(By(t) - Bilt)Yk) (Po

(Bt) -~ Bt \b) \p,

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Eigenschaften

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Eigenschaften
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Eigenschaften
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Eigenschaften

/

Q
G

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Modellierung

* Warum ist die Bernstein-Basis besser

als die Lagrange-Basis ?

M-t

LO=2—= B =mti (1-t)™

!;Ii(ti _tj)

« = Positivitat !

Informatik VIl
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Lagrange-Basis

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Lagrange-Basis

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Blossoms

* Neue ,Schreibweise” fur Bezier-Kurven
(hier: kubische Kurven als Beispiel)

 Kontrolpunkte: b, b, b,, b,
e Schreibe: (0,0,0), (0,0,1), (0,1,1), (1,1,1)

» Polarform®, ,Multi-affin-Form*, ...

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Blossoms

* Erlaubte Operationen:
— Permutation:
— Affinkombinationen:

De Casteljau

* Kurve:
De Casteljau
(0,0,0)
>(0,0,0*(l—t)+1*t) = (0,0,0)
(0,0,1)
0,1,1)
(1,1,2)
De Casteljau
(0,0,0)
(0,0.1)
(0,0,1)
0.,1.1)
(0,1,1)
\(1,1,t)

(1,1,1) -

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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(0,0,0)
(0,0,2)
(0,1,1)
(1,1,
De Casteljau
(0,0,0)
(0,0,t)
(0,0,2)
>(0,1,t)
(0,1,1)
(1,1,
De Casteljau
(0,0,0)
(0,0,t)
(0,0,1) >(0,t,t)
(0,11
0,1,2)
1,11
(11,2

Informatik VIl
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Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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De Casteljau

De Casteljau

(0,0,0)
(0,0,)
(0,0,1) (0.t,1)
(0,1)
(0.1,1) >(1,t,t)
(1,19
(1,1,2)
De Casteljau
(0,0,)
O,t,1)
(0,1,1) (tt0)
1,10
(1,19
De Casteljau
(0,0,0)
(0,0,
(0,0,1) (0,t,1)
0,19
(0,1,2)

Informatik VIII
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(0,0,0)
(0,0,1)
(0,0,1) (0.t
.1 > (L)
0,1,1) L)
(1,19
(1,1,
De Casteljau
(0,0,2)
(0,1,9)
0,1,1) Lt
(1,11
1,1,
De Casteljau
10 o
O o o
O o
o
o o

Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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De Casteljau

o) o {
O o (t(t)l)
0L Lty b o
o v (t,1,1)
(0,0,t)
o(o 0,0) (1,1,1)0

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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De Casteljau

Informatik Vil
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De Casteljau
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De Casteljau
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Subdivision

Informatik VIII
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Subdivision
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Subdivision
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Subdivision

oOOOOO

O (@]
o o
(@]
(@] (@]
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Subdivision
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Komplexitat

» Problem: Anzahl der Kontrollpunkte
(= Freiheitsgrade fiir die Modellierung)
bestimmt den Polynomgrad

» Rechenaufwand steigt wie

» Besser: Splines = Stickweise Polynom

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Stabilitat
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Stabilitat
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Stabilitat

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

@

Stabilitat
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Stabilitat
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Stabilitat
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Stabilitat
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Splines

» Setze eine Kurve aus mehreren
polynomiellen Segmenten zusammen

+ Wie garaniert man glatte Ubergéange
zwischen den Segmenten?

» Mathematisch: stetige Ableitungen
(= Differenzierbarkeit)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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Splines
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Splines
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Splines
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Splines
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Splines

Informatik VIII
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Blossoms

« Definiere eine Sequenz von
Kontrollpunkten d, ..., d

m

» Lege Polynomgrad n fest (in unserem
Fall wahlen wir n = 3, kubisch)

» Schreibweise: d = (I,i+1,i+2)

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
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De Boor

0,1,2)

(1,2,3)

(2,3,4)

(3,4,5)
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De Boor

De Boor

012!

0,1,2)

(1,2,3)

2,3,4)

(3,4,5)
Q )
De Boor

0,1,2)

1.2,1)

w23

(1,2,0
(1,2,3) <
(2,3,4)
(3,4,5)
De Boor

(0,1,2)

(1,2,1)
(1,2,3)

(2,3.1)
(2,3,4)

\(3,4,t)

(3,4,5) -
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2.3,0)
(2,3,4) o
(3,4,5)
De Boor
0,1,2)
1,2,0)
(1,2,3) > @ty
2,31
(2,3,4)
(3,4,1)
(3,4,5)
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De Boor

De Boor

(0,12)
1.2y
(1,2,3) @ty
(2,31
(2,3,4) > 3.4
(3.4,
(3,4,5)
Informatik VIl Q )
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Prof. Dr. Leif P. Kobbelt
De Boor
o o
o ]
o o
@]
Informatik VIII ( )
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De Boor
0 50 O
O O D
o
o o

o
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(0,1,2)
1.2,y
123 2,tt
(1.2.3) ( )\
(2,3 vy
(2,3,4) 3Bty
(3,41
(3.4,5)
Informatik Vil Q )
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De Boor
o o o
O O D
o
o o
@]
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De Boor
© 6806 ©
O O D
o
o o
@]
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De Boor

©)

@]

0]
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Subdivision

¢ Schneller Approximationsalgorithmus
bei Bezier-Kurven ...

— Bilde Kontrollpolygonen auf verfeinerte
Kontrollpolygone ab (anstatt Auswertung)

« Ahnliche Technik fiir Splines fiihrt auf

extrem effiziente Algorithmen
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Splines

* Stlickweise Polynomial

— Der de Boor Algorithmus wendet nur affire
Kombinationen an (vgl. de Casteljau)

» Glattheit

— Garantiert durch Uberlappung der
Kontrollpunkte (ohne Beweis!)

» Basis-Funktionen
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Subdivision

* Originalkurve wird durch

reprasentiert

e d.h.:
» Berechne eine verfeinerte Darstellung

@

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

mit den Blossom-Werten:

Subdivision

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Subdivision

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt




Subdivision

o o)

(0]

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Subdivision

(3,1,4)

i
Mask =[1,1]/2 »

(2339 g

(0]

O
(5,%.9)

Informatik Vil

Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

()

Subdivision

(3

Mask =[1,6,1]/ 8 .O
(2,2

(233¢

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Subdivision

3,24
o2
Mask = [1,6,1]/ 8 O
(334 (24,2
(233g 277

Informatik Vil
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Subdivision

21/
SN

(Q 2 1) 7 ) (9)
2:93%)  (3.4.3)

(21313)0

o (2,52

Informatik VIII
Computergraphics & Multimedia

Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

Subdivision

00 ©°

%o

(0]
@)

O
o
o

O

Informatik VIl
Computergraphics & Multimedia
Prof. Dr. Leif P. Kobbelt

()

28



Subdivision

 Subdiv(d[0..m],d’[1..2m-1])
for (i=0 ; i<m ; i++)

d[2*i+1] = (d[i] + d[i+1]) / 2;
for (i=1 ; i<m ; i++)

d‘[2%i] = (d[i-1] + 6*d[i] + d[i+1]) /|3
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Zusammenfassung

* Polynome
— hinreichend flexibel
—verwenden nur Grundrechenarten

» Spezielle Basen
— Lagrange flr Interpolation
— Bernstein fir Konstruktion / Modellierung
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Zusammenfassung

» Auswertung in O(n)
— Horner Schema
— Vorwatrtsdifferenzen

* Blossoms

« Komplexe Kurven
— Splines (mehrere Polynom-Segmente)
— Effiziente Approximation durch Subdivisi
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Zusammenfassung

* Algorithmen
— Aitken ... Auswerten des Interpolationspolynon's
— Vorwartsdifferenzen
— de Casteljau (Evaluation, Subdivision)
— de Boor (Spline-Evaluation)
— Uniform Subdivision flr Splines
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