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Probeklausur zur Vorlesung Berechenbarkeit und Komplexitét

Aufgabe 1 (1424-6+3 Punkte)
Sind die folgenden Sprachen rekursiv oder nicht? Beweisen Sie Thre Aussage!

a) L,=10

b) Ly = {(M) | L(M) =0}

) Lo = {(Mi){Ms) | (M) € L(M;) }

d) Ly ={ (M) | M hélt auf € in (M) Schritten }

Aufgabe 2 (10 Punkte)

Zeigen Sie, dafl die universelle Sprache Ly = { (M)w | w € L(M) } rekursiv aufzihlbar
ist, indem Sie einen Aufzéhler My, angeben.

Zur Erinnerung: Ein Aufzéhler ist eine Turing-Maschine mit einem zusétzlichen endlosen
Ausgabeband, auf die sie alle Worter, die in der aufzuziahlenden Sprache enthalten sind, in
beliebiger Reihenfolge (evtl. mehrfach) schreibt. Das Ausgabeband kann von der Maschine
nicht gelesen werden.

Aufgabe 3 (6 Punkte)

Ein Evolutionsbiologe steht vor folgender Aufgabe: Fiir eine Menge von nah verwandten
Spezies soll anhand eines bestimmten DNA-Abschnitts entschieden werden, wie dieser
Abschnitt wohl fiir den gemeinsamen evolutiondren Vorfahren aussah. Als Arbeitshypo-
these soll dazu eine DNA-Sequenz berechnet werden, die allen gegebenen Abschnitten
moglichst dhnlich sein soll (alle DNA-Abschnitte besitzen die gleiche Lange n).

Als Maf} entscheidet sich der Biologe fiir die maximale Hammingdistanz der berechneten
Sequenz zu allen gegebenen; die Distanz der berechneten Sequenz sollte also zu jeder
anderen Sequenz hochstens t betragen.

Zeigen Sie, dafl dieses Problem in NP liegt.

Hinweis: Die Hammingdistanz zweier Sequenzen ist definiert als die Anzahl der Positio-
nen, an denen sie sich unterscheiden.

Aufgabe 4 (12 Punkte)

Bei der Versteigerung von Funkfrequenzen fiir Mobilfunknetze ist der Preis, den ein Bieter
bereit zu zahlen ist, von der Anzahl der ihm zugesprochenen Frequenzbéander abhéngig—
welche Frequenzen er erhélt, spielt keine Rolle.

Formalisiert wird diese Situation durch das Problem MULTI-UNIT AUCTION: Eine grofie
Anzahl m gleichartiger Gegensténde (hier Frequenzbénder) wird an n Bieter versteigert,
wobei jeder Bieter ¢ einen unterschiedlichen Preis fiir die Anzahl s; der im zugespro-
chenen Gegenstéinde zahlt. Dieser Preis wird fiir diesen Bieter als Valuierungsfunktion
vi: {1,...,m} — Q modeliert.



Beim Entscheidungsproblem MULTI-UNIT AUCTION ist gefragt, ob eine Verteilung s =
(81,82,...,5,) der Gegenstinde existiert, so dal der Gesamtgewinn ), ;. v;(s;) minde-
stens T betrigt. o

Zeigen Sie durch die Reduktion KNAPSACK <, MULTI-UNIT AUCTION, daf dieses Pro-
blem NP-schwer ist.

MurLTI-UNIT AUCTION

Fingabe: Eine Zahl m € N, n monoton steigende Valuierungsfunktio-
nen v;: {1,...,m} — Q und eine Zahl T € N

Problem: Existiert ein Tupel s = (s1,82,...,5,) mit > ;.5 < m,
sodaB >, ., vils) > T7 o

KNAPSACK

Fingabe: FEine Menge von Objekten I, wobei jedem Objekt ¢ € [
die Grofle w; € N und der Wert v; € N zugeordnet ist.
Auflerdem ein Maximalgewicht w € N und ein Minimalwert
v e N.

Problem: Existiert eine Teilmenge I’ C I der Objekte, fiir die gilt,
daBB . pw; <wund Yo, v > 07

Hinweis: Nehmen Sie an, dal die Valuierungsfunktionen einer MULTI-UNIT AUCTION-
Instanz als Wertetabellen kodiert werden.



