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BERECHENBARKEIT UND KOMPLEXITAT

2. Zulassungsklausur

Aufgabe 1:

(a)

(b)

()

Worin besteht der Unterschied zwischen der Definition von NTM und TM?

(1 Punkt)
Die Zustandsiibergangsfunktion § der TM wird zu einer Relation bei der NTM.
Wie ist das Akzeptanzverhalten einer NTM definiert? (1 Punkt)

Eine NTM akzeptiert, genau dann wenn ein Berechnungspfad existiert, auf dem die NTM eine
akzeptierende Endkonfiguration erreicht.

Wie ist die Laufzeit einer NTM bei Eingabe = im Falle einer akzeptierenden Rechnung definiert?
(2 Punkte)

Die Laufzeit der NTM ist die Léange eines kiirzesten akzeptierenden Rechenweges, von ¢y bis
zur akzeptierenden Konfiguration.

Definieren Sie die Komplexitétsklasse P. (1 Punkt)

P ist die Klasse der Probleme, fiir die es einen Polynomialzeitalgorithmus gibt.

Definieren Sie die Klasse NP unter Verwendung von NTMs. (1 Punkt)
L € NP & 4 NTM M, die L erkennt und polynomielle Laufzeit hat.
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Aufgabe 1:
(f) Definieren Sie die Klasse NP unter Verwendung von Zertifikaten und Verifizierern.
(2 Punkte)
L € NP < 3 (det.) Verfizierer V', der bei Eingabe x und einem Zertifikat y (y polynomiell
beschriankt in |z|) genau dann akzeptiert, falls z € L.

(g) Seien L; und Ly Sprachen. Definieren Sie die polynomielle Reduktion L; <, Ls.
(2 Punkte)

Seien L, und L, zwei Sprachen iiber ¥; bzw. Y,. L; ist polynomiell reduzierbar auf Lo, wenn
es eine Reduktion, d.h. eine berechenbare Abbildung f : ¥} — X3 mit der Eigenschaft: Vx €
YXi:x €Ly < f(x) € Ly, von Ly nach Ly gibt, die in polynomieller Zeit berechenbar ist.

(h) Sei A NP-hart. Um zu zeigen, dass B NP-hart ist, zeigt man (bitte ankreuzen) (1 Punkt)

OAL,B oder OB<,A
(i) Was folgt aus A <, SAT und SAT <, A (mehrere Antworten sind moglich)? (1 Punkt)
OAeP (O AeNP (O A ist NP-hart (O nichts von all dem
(j) Was ist die Aussage des Satzes von Cook und Levin? (1 Punkt)

SAT ist NP-vollstandig.
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Aufgabe 1:

(k)

(n)

Fiir ein Entscheidungsproblem A gibt es einen Algorithmus mit Laufzeitschranke O(n?). Die
polynomielle Reduktion B <, A benétige Laufzeit O(n”). Dabei bezeichne n jeweils die Einga-
belange. Welche Laufzeit kann man daraus fiir einen Algorithmus fiir B folgern?

(1 Punkt)
Laut Aufgabenstellung kann man mit Hilfe der Reduktion f eine Probleminstanz des Entschei-
dungsproblems B in Zeit O(n®°) in eine Instanz des Entscheidungsproblems A transformieren.
Dadurch entsteht eine Ausgabe der Linge m (héchstens O(n®)). AnschlieBend kann die trans-
formierte Instanz in Zeit O(m*) gelést werden. Somit folgt fiir die Losung der urspriinglichen
Probleminstanz des Entscheidungsproblems B eine obere Schranke von O((n®)*) = O(n?).

Wann wird eine Programmiersprache als Turing-mdchtig bezeichnet? (1 Punkt)

Wenn jede Funktion, die von einer TM berechnet werden kann, auch von einer Funktion dieser
Programmiersprache berechnet werden kann.

Geben Sie zwei Beispiele fiir Programmiersprachen, die Turing-méchtig sind, an. (2 Punkte)

WHILE-Programme, Java

Geben Sie ein Beispiel fiir eine Programmiersprache, die nicht Turing-méchtig ist, an.(1 Punkt)

LOOP-Programme
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Aufgabe 1:
(o) Ist das Entscheidungsproblem, ob ein gegebenes WHILE-Programm eine gegebene Eingabe
akzeptiert, rekursiv? — Begriinden Sie Ihre Antwort. (1 Punkt)

Nein, denn WHILE-Programme sind Turing-méchtig. Man konnte sonst das spezielle Haltepro-
blem entscheiden.

(p) Ist das Entscheidungsproblem, ob ein gegebenes LOOP-Programm eine gegebene Eingabe ak-
zeptiert, rekursiv? — Begriinden Sie Ihre Antwort. (1 Punkt)

Ja, denn LOOP-Programme terminieren immer.
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Aufgabe 2:

(a)

Definieren Sie das Problem 3SAT. (2 Punkte)

Eingabe: Formel ¢ in 3KNF

Frage: Ist ¢ erfiillbar.

Definieren Sie das Independent-Set-Problem (IS). (2 Punkte)
Eingabe: Graph G = (V, E)’ und Zahl k

Frage: Existiert eine Teilmenge I der Grofie k von V', so daBl keine Kante zwischen zwei Knoten
aus [ existiert.

Beschreiben Sie eine polynomielle Reduktion 3SAT <, IS und beweisen Sie ihre Korrektheit.
(13 Punkte)

Fiir eine Formel Y = Algjgm Cj mit Cj = (lj71 vV ljyg V l]’,3) und lj,i € {Xi>_‘Xi ‘ 1 S 1 S TL}
konstruieren wir einen Graphen G, = (V, E), der ein Independent Set der Groe m genau dann
enthélt, wenn ¢ erfiillbar ist.

Setze V' = U,<j<,, Cj (also ein Knoten fiir jedes Literal, insgesamt also 3m Knoten) und
E = {{l1, L2}, {li2, st {lis, i} | 1 < j <m}uU{{,l'} | | = —l'} (Eine Kante zwischen
Literalen in derselben Klausel und zwischen zwei Literalen, von denen je eines negiert und eines
nicht negiert ist).

Laufzeit: Offensichtlich polynomiell

Korrektheit: Wenn G ein IS I der Groéfle m enthélt, dann:

(a) enthélt I héchsten einen Knoten pro Klausel.

(b) Fiir 1 < j < m enthélt I genau ein Knoten aus der Menge {l,1,0;2,1,3}.

(c) Es gibt keine zwei Knoten [,{" € I so dass das Literal [ eine Negation von ! ist.
(d) Wihle nun eine Variablenbelegung fiir ¢ so, dass alle Literale erfiillt werden.
Sein nun 7" eine Variablenbelegung die ¢ erfiillt.

(a) Wiébhle fiir jede Klausel genau ein Literal, dass unter 7" wahr ist.

(b) Nach Konstruktion die die korrespondierende Knotenmenge unabhéngig.

e Zwei Literale X und —X koénnen nicht gleichzeitig wahr sein.
e Wir haben keine zwei Literale aus der selben Klausel gewéhlt.
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Aufgabe 2:

(d) Wenden Sie Thre Reduktion auf die Formel ¢ = (21 V x5 V —z3) A (-1 V 22 V 3) an. Zeichnen
Sie den resultierenden Graphen. (3 Punkte)
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Aufgabe 3:

(a) Das Entscheidungsproblem DOUBLESAT sei wie folgt definiert:
Eingabe: Eine KNF-Formel ¢

Ausgabe: Ja, gdw. ¢ mindestens zwei erfiillende Belegungen besitzt.

Beschreiben Sie eine polynomielle Reduktion SAT <, DOUBLESAT und beweisen Sie ihre
Korrektheit. (8 Punkte)
Berechne zu einer Eingabe ¢ fiir SAT eine Eingabe ¢’ fiir DOUBLESAT wie folgt:

Sei X eine Variable, die nicht in ¢ vorkommt. Setze ¢ = ¢ A (X V =X).

¢’ ist in KNF, da nur eine Klausel hinzugefiigt wurde. Ferner kann ¢’ in Polynomialzeit berechnet
werden.

Es gilt:

¢ ist erfiillbar
< ex. Belegung, die ¢ erfiillt
& ex. Belegung mit X = 0, die ¢ erfiillt, und ex. Belegung mit X = 1, die ¢’ erfiillt
& ¢’ hat zwei erfiillende Belegungen
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Aufgabe 3:

(b) Das Entscheidungsproblem HALFINDEPENDENTSET sei wie folgt definiert:

Eingabe: Ein ungerichteter Graph G mit 2n Knoten.
Ausgabe: Ja, gdw. ein Independent Set der Grofie n existiert.

Zeigen Sie, dass HALFINDEPENDENTSET NP-vollsténdig ist.
(Hinweis: Nutzen Sie eine Reduktion von INDEPENDENTSET.)

(12 Punkte)
Zu zeigen sind:

1. HALFINDEPENDENTSET € NP
2. HALFINDEPENDENTSET ist NP-hart. Hierzu zeige: INDEPENDENTSET <, HALFINDEPENDENT-
SET.
Es gilt HALFINDEPENDENTSET € NP, da HALFINDEPENDENTSET ein Speziallfall von INDEPEN-
DENTSET ist.
Aus einer Eingabe G = (V, E), b mit |V| = N fiir INDEPENDENTSET berchne eine Eingabe G’ =
(V' E') fir HALFINDEPENDENTSET wie folgt:
e Falls b > %, fiige 2b — N Knoten ein. Jeder eingefiigte Knoten wird mit allen anderen Knoten
verbunden.

e Falls b < %, fiige N — 2b Knoten ein. Jeder eingefiigte Knoten hat keine Kanten.

Laufzeit Das Hinzufiigen der Kanten und Knoten kann in Polynomzeit durchgefiihrt werden, da
ihre Anzahl auch polynomiell beschrankt ist.

Behauptung G hat Independent Set der Grofle b < G’ hat Independent Set der Grofie %
Falls b > % gilt:

lA
G hat IS der GréBe b < G’ hat IS der GroBe b = “; |

denn keiner der hinzugefiigten Knoten kann im IS vorkommen (es sei denn b = 1)

Falls b < & gilt:

ON —2b |V
2 2

G hat IS der Grofie b < G hat IS der GroBe b+ (N —2b) = N —b =

denn alle hinzugefiigten Knoten konnen dem IS hinzugefiigt werden.



