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KAPITEL |

Definition 1.1.1:
Eine endliche, nicht-leere Menge S heil¥ Alphabet.
Die Elemente eines Al phabets werden Buchstaben (Zeichen, Symbole) genannt.

Definition 1.1.2:

Sa S en Alphabet. Ein Wort Uber S it ene endliche Folge von Buchstaben aus S.
Dasleere Wort | (e) ist dieleere Buchstabenfolge.

Die Lange |w| eines Wortesw it die Lange des Wortes ds Folge.

S* i die Menge dler Worter Uber .

St=5* -{l}

Definition 1.1.3:
Die Verkettung (Konkatenation) fir ein Alphabet S ist eine AbbildungK: S* © S* ® S* , s0
daBK(X,y) =X - y=xy

Definition |.1.4:

Sai SenAlphabet. " xT S*:x°=1,xM=x,xN=x- x*(-Dfor" il {1,...}
Sdenv,w1 S*:

v heilt Telwort vonw U $xyT S* :w=xvy

v hafit Suffixvonw U $xT S*:w=xv

v haflt Prfixvonw U $yT S*:w=vy

v heif} echtes Teilwort vonw U v wund v it ein Teillwort von w.

Definition 1.1.5:
Eine Sprache L Uber einem Alphabet S is en Tellmengevon S*.
Le=/Aist dieleeree Spracheund L1 ={l } ist die eindementige Sprache, die nur aus dem
leeren Wort besteht.
Sind L1 und L2 Sprachen Uber S, so it

Li- Le=Lil2={ww|v] Liundwl L2}
Ist L eine Sprache Uber S, so definieren wir

°:=Li,LN+1)=L" - LfirdleiT |N

~

L*=FE LA ,iT NundL+=E LA ,iT N=L- L*

Definition 1.1.6:
Sa X ene Menge. Dann i [X| die Anzahl der Elementein X.
SeixT S*undal S.Dannist #a(X) die Anzahl desVorkommensvon ain x.

Definition 1.1.7:

Selen S1 und S2 zwei Alphabete.

Eine Subdtitution von S1* nach S2* is eine Abbildung s: S1* ® R(S2*) mit folgenden
Eigenschaften:

1. s()={}

2. Firdleal Siigs(a) ene Sprache liber S2

3. FurdlexyT Si*gilt s(xy) =sX)s(y)




Definition: Homomor phismus
Eine Subgtitution s mit der Eigenschaft, dal3 s (@) aus einem einzigen Wort s a besteht
(d.h. [s(@)| £ 1), heilt Homomorphismus.

Definition 1.1.8: s (L), S(L)

Sei s én Homomorphismusvon Si* nach S2* |, sai L eine Sprache ber S1 (L | S1*).
Definiere s(L) :={s(X) | x T L}

Sa seine Subgtitution von S1* nach R(S2*).

Definiere: gL) =Es(x),x1 L.

Definition 1.1.9: Kanonische Ordnung
SaS={s,,..,5},m3 lenAlphhabet und s s1 < 22 < ... < sm eéine Ordnung auf S.
Wir definieren die "kanonische Ordnung” in S* wiefolgt:
u<v U |ul<|v|oder
lul =V, u=xsu, v=xsv fur x,u,v'T S* undi<j.
Dabei ssienuyv 1 S*.

Definition 1.2.1: Entscheidungsproblem:
Ein Entscheidungsproblem fiir ein gegebenes Alphabet S und elne gegebenne Sprache L
(LT S*)istes furjedesx T S* zuentscheiden,obx1 L oderx 1 L.
Ein Algorithmus A "16s" das Entscheidungsproblem (L, S),
fdlsfirdlex1 S* gilt:
i 1fdisx1 L.
AX) =i
T Ofdlsx T L.
Wir sagen auch, dal3 A L "erkennt”.

Definition 1.2.2:
Seien S und G zwe Alphabete. Wir sagen, dal3 ein Algorithmus A eine Funktion
(Transformation)
£FS*® G
berechnet (redisert), fals A(X) = f(x) fir dlex T S*.

Definition 1.2.3:
Seien S und G zwei Alphabete, undsd R S* © G* @neRdationin S* und G*. Ein
Algorithmus A berechnet R, falsfir jedesx T S*, (x, AX)) T R.



Definition 1.2.4:

Ein Optimierungsproblemist en 6-Tupd U = (Si, So, L, M, cogt, god), wobel

() Si igt ein Alphabet, genannt Eingabea phabet

(i) So ig ein Alphabet, genannt Ausgabeal phabet

(i) LI Si*istdieSprache der zul&ssigen Eingaben
Enx1 L ist &n Problemfall von U.

(iv) M ist @ne Funktion von L nach So*, und firr jedesx T L, ist M(x) die Menge der
zul&ssigen L ésungen fur x.

v) cost ist @ne Funktion, cost: EM(x) " L,x1 L ® |R+, genannt Preisfunktion

(vi) godl {Minimum, Maximum}

Ein Algorithmus A 16t U, falsfir jedesx T L,
a AT MK
b) cost (A(x)) = goa{cost(zx) |zT M(x)}

Jede zuldssige Losungy T M(x) heift optimdl, falls cost(y) = goal{ costzx) [z M(X)}

Definition 1.2.5:
Sei SenAlphabetundsa x T S*. Wir sagen, dalR ein Algorithmus A das Wort x generiert,
fdlsA fir eneEingabel die Ausgabe x ligfert.

Definition 1.2.6:

Sei SeinAlphabetundsai L | S*.

A ist @n Aufzshlungsdgorithmus fir L, falls A fir jede Eingeben T [N - {0}, die Wortfolge
X1,X2,...,Xn ausgibt, wobei x1,x2,...,xn die kanonisch ersten Worter in L sind.

Definition 1.3.1:

Sa x en Wort Uber SsooL. Die Kolmogorov-Komplexitét des Wortes x, K(x), ist die bindre
Lange des kirzesten Pascal- Programmes, das x generiert.

Lemmal.3.1:
Esexigtiert eine Konstante d, so dal3 fiir jedesx T SeooL* gjlt:
Kx) £ x| +d

Lemmal.3.2:
Zujeder Zahin1 |N - {0} exigtiert énWort xal SsooL”n, so dal3
K(xn) 3 [xn|]=n
(Bedeutung: Zu jeder Eingabeldnge exidiert ein bindres Wort, das man nicht komprimieren
kann)

Definition: Zuféllig
EinWortx I SsooL* heil¥ zufdlig, fals: K(x) 3 [x].
D.h. x igt nicht komprimierbar.
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Definition I1.1.1: Endlicher Automat
1. Enendicher Automa (EA) it ein Quintupd M = (Q, S, d, qo. F),
wobe: - Q eneendliiche Menge von Zugténdenist
- SenAlphabet - genannt Eingabed phabet - it
- gol Q der Anfangszugtand ist
- Fi Q dieMenge der Endzustinde
- d: Q" S® QdieUbegangsfunktion
2. EineKonfigurationCvon M it en ElementausQ~ S*.
Ein Schritt von M it éneRdaion®m i (Q~ S*)” (Q~ S*) definiert durch:
(W) ®m (px) U w=ax,al S,xT S* undd(g,a) = p.
® m* ig diereflexive, trangtive Hille von ® m.
Jede Konfiguration aus{qo} =~ S* wird Startkonfiguration genannt.
Jede Konfigurationaus Q™ {I } ist eine Endkonfiguration.
3. Eine Berechnung von M igt eine endliche Folge Co,C1,...,Cn von Konfigurationen, so dal3
Ci®mCixafirdleO£i£n- 1gilt,
wobel Co eine Start- und Cn1 Q ~ {I }eine Endkonfiguration ist.
4. Die Sprache L(M) it definiert ds:
LM):={ w1 S*|(go, w)®m* (p| ) mitpT F}
und heil¥ dievon M akzeptierte Sprache.
5. Ddfiniered™: Q" S* ® Q durch:
d™(a,l):=q A A
dMqwa) :=d(d™gw)a) mital S,wl S*
6. Definiere L(EA) :={L(M) |M ig en endlicher Automat}

Satz 11.2.1:
Sa S en Alphabet und seien M1 = (Q1, S, d1, go1, F1) und M2 = (Q2, S, d1, qo2, F2) zZwel EAen
Esexigtiert én EA M, sodaR3L(M) = L(M1) A L(M2)wobei AT {E, C, @}.

Lemmall.3.1:
L={anb™|nT [N} T L(EA)

Satz 11.3.2:

Sa L = L(M) fur einen endlichen Automaten M = (Q, S, d, qo, F).
Sei Lx :={xyT S*|xy1 L} firjedesx1 S*.

Sal xy das nte Wort in Lx beztiglcih kanonischer Ordnung.
Dannig:  K(y) £ dogn)u+ constv



Definition 11.4.1: Nichtdeter ministischer endlicher Automat:
1. Einnichtdeterministischer endlicher Automat (NEA) ist ein Quintupd M = (Q, S, d, go, F)
wobe ;- Q, S, qo, F die gleiche Bedeutung haben wie bal einem endlichen Automaten
- d:Q" S® PQ)ist
2. EineKonfiguration Cvon M ig en ElementausQ ~ S*.
Ein Schritt von M ist eéneRdaion®m i (Q~ S*)” (Q~ S*) definiert durch:
(gw) ®wm (px) U w=ax,al S,x1 S*und p1 d(qg,a).
Eine Berechnung von M auf enemWort x | S* ist éine Folge von Konfigurationen
B=Co®m C1® m... ® M Cm
wobei: -  Co = (qo, X) die Startkonfiguration fir x ist und
- Cm=(p/))furdnpl Q oder
Cm =(q, &) fireinal S,wobd d(q,a) = &
® m* dietrandtive Hillevon ® w.
B ist eine akzeptierende Berechnung, falsCm = (p,| ) mitp1 Figt.
3. DieSprache L(M):={ w1 S* | esexidtiert eine akzeptierende Berechnung mit
(0o, w) ® m* (p,| ), pT Flist dievon M akzeptierte Sprache.
4. d*: Q" S* ® P(Q) i definiert durch:
d(g/l) ={q) ) ) o
dMgwa) = { p|esexidieteinr| d*qw),soda3 pl d(r@} mital S,wl S*

Satz 11.4.1:
Zu jedem nichtdeterminnistischen Automaten M exidtiert ein endlicher Automat M' so dal3
L(M) =L(M").
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Definition 11.1.1;

()

(i1)

(iii)

(iv)

v)

(vi)

Eine Turingmaschine (TM) i en 7-Tupel M =( Q, S, G, d, Qo, Qaccept, Oreject), Wobel
(1) Qg eneendliche Menge, genannt die Menge der Zusténde von M
(2) S ist das Eingabealphabet, das Blank-Symbol | S.
(3) Gist das Ausgabedlphabet, ST G, &, 1 G.
(4) d: (Q- { gaccept, Oreject}) " G® Q~ G {L,RO} is eine Abbildung mit der

Eigenscheft d(0,&) T Q {&} " {RO} " ql Q

d nennt man die Ubergangsfunktion von M.
(5) go T Qist der Anfangszustand.
(6) Qaccept 1 Q ist der akzeptierende Zustand.
(7) Oreject T Q - { Caccept } ist der verwerfende Zustand.
Eine Konfiguration C von M ist ein Element aus
KonfM)={&}G Q G EQ G wigwe,
wobei wi 1 {&}G*, g1 Q, w21 G* représentieren die folgende Situation:
M iginZustand q
wiwz ist der Inhat des Bandes
Der Lese/Schreibkopf liegt auf dem am weitesten links stehenden Symbol von we
Eine Startkonfiguration fir ein Eingabewort X ist Go&X.
Ein Schritt von M ig dine Relation ® m auf Konfigurationen definiert wie folgt:
(1) X1x2...%i-10%i...Xn ® M X1X2...Xi-1pyXi+1...%n fdlsd(q, x) = (p,y,0)
(2) x1x2...%-10%i...Xn ® M X1X2...Xi-2pXi-1yXi+1...Xn fdlsd(q, x) = (p,y,L)
(3) xax2..X-10Xi...xn ® M Xax2...Xi-lypxi+2...xn falsd(q, x) = (p,y,R)
Eine Berechnung von M ist eine (potentiell unendliche ) Folge von Konfigurationen
Co,C1,..., Ci,Ci+1.... 0 daR Ci® m Ci+1firdlei T {1,2,....}
WennCo® m C1® M ... ® m Cifirenil {1,2,...}, dann Co® m+ Ci
Eine Berechnung von M auf einer Eingaabe x it eine Berechnung, die mit Co =
(go&X) anfangt und ist entweder unendlich oder endet in einer Konfiguration wigwz,
wobel T {Qreject Gaccept }. Eine Berechnung heildt akzeptierend, fallssiein ener
akzeptierenden wigacceptw2 Konfiguration endet.
Die von der Turingmaschine M akzeptierte Sprache ist L(M)
LM)={wT S*|qdw ®m* YQacceptz,y,z1 S* }
Wir sagen, dal3 M eine Funktion F: S* ® G* berechnet, falsfir dlex T S*:
QO$( ® m* Qaccept$F(X)
Eine Sprache L heil¥ rekursv aufzéhlbar, falseine TM M exidtiert, so dal3L = L(M)
Lre={ L(M) |MisteineTM } ist de Mengedler rekursiv aufzahlbaren Sprachen.
Eine SpracheL | S* heifd rekursiv ( oder endscheidbar), falsL = L(M) fir eine TM
M, diefirdlexT S*

QO$X ® M* YQacceptZ, y,zT Gt fdlsx1 L und
odX ® M+ Ugreecty, UV 1 Gtfalsx| L

Wir sagen auch, dal3 M auf jeder Eingabe hdt in enem der Zustande Qaccept, Qreject. Eine
TM, dieimmer hdlt, is ein formaes Modd| des Begriffs Algorithmus.
LR={ L(M) |M ig eneTM, dieimmer hdt} ist die Menge der rekursiven
(agorithmisch erkennbaren) Sprachen.

Lemmalll.2.1:
Zujeder 2TM(K) A exidiert eine TM B, sodal3L(A) = L(B)



Definition 11.3.1: Nichtdeter ministische Turingmaschine

)

(2)
3

4)

©)

Eine nichtdeterminigtische Turingmaschine (NTM) ist ein 7-Tupd

M= ( Q, S, G d, Co, Qaccept, C]reject), wobel Q S, G Co, Qaccept, Qreject diegleiche
Bedeutung haben wie bel einer TM,

d:Q” G® P(Q° G” {L,RO}) die Ubergangsfunktion von M ist.

Eine Konfigurationwird wie be einer TM definiert.

Ein Schritt von M ist eine Rdation ® m auf Konfigurationen definiert wie folgt:
XIX2... Xi-10Xi...Xn ® M X1X2...Xi-1pyXi+1...xn fals (py,0) T d(q, x)

X1X2...Xi-10Xi...Xn ® M X1X2...Xi-2pXi-1yXi+1...xn fals (py,L) T d(q, x)

XIX2... Xi-10Xi...Xn ® M X1X2...Xi-1ypxi+2...xn fals (py,R) T d(q, x)

Eine Berechnung von M it eine (potentiell unendliche ) Folge von Konfigurationen
Co,Ca,..., Ci,Ci+1,... S0 daB Ci ® m Ci+1 fir dlei 1 {1,2,...}

Eine Berechnung auf einer Eingabe x ist eine Berechnung, die mit Co = (Co& x$)
anfangt und it entweder unendlich oder in einer Konfiguration wiqwz, wobei

qT {Qreject Caccept }. Eine Berechnung heil¥ akzeptierend, fals sSein @ner widacceptw2
Konfiguration endet.

Dievon der NTM akzeptierte Sprache is definiert durch:

LM)={wT S*|q&wW$ ®m* YQacceptz,y,z1 S*}

Definition: Berechnungsbaum

Sa M eine NTM und se x ein Wort tiber dem Eingabed phabet von M.

Ein Berechnungsbaum TM ,x von M auf x ist ein (potentiell unendlicher) gerichteter Baum,
der wiefolgt definiert ist:

Jeder Knoten ist mit einer Konfiguration bezeichnet

Die Wurzd hat den Ingrad 0 und ist mit go& x$ beschriftet

Jeder Knoten des Baums (sai C die Beschriftung) hat genau so vide Sohne, wie die
Anzahl der Nachfolgekonfigurationen von C) und diese Sohne sind mit
Nachfolgekonfigurationen von C beschriftet

Satz111.2.1:
Sa M eineNTM. Dann existiert eine TM A, so dal3L(M) =L(A)
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Definition | V.1.1; Aufzahlbar
Eine Menge A heild aufzéhlbar, fals A endlichist oder |A| = | [N]

Satz 1V.1.1;
[R it nicht aufzahlbar.

LemmalV.1.1:
| 2*(SeooL*) |=[0,1) |

Satz 1V.2.1:
Esgibt aufzahlbar vide TM ( Algorithmen).

Satz1V.2.2:
Es exidiert eine Sprache Uber SeooL, die nicht rekursiv aufzéhlbar i<

Satz 1V.2.3:
Ld ist nicht rekurgv aufzdhlbar.

La={wT {0,1}* |w=wifirenil [N\{O} und Mi akzeptiert wi nicht }

Definition IV.3.1:
Die universdle Sprache ist Lu = { <M>w |w T {0,1}* und M akzeptiert w }

Satz IV.3.1:
Esgibt ene TM UTM (universdle TM), so da3L(UTM) = Lu.

LemmalV.3.1:
Sa S en Alphabet und Se L eine Sprache Uber S.
FdlsLT Lr dannL*c=S*-L1 Lr

Satz 1V.3.2:
Lul Lr

Satz 1V.3.3:
Lr] LRE.

Satz 1V.3.4:
LiT Lre- Lr

Church'sche These:
TM ig die Formdiserung des Begriffs Algorithmus.
- Lrigt die Menge der dgorithmisch entscheidbaren Sprachen
- Die Funktionen, die TM - berechenbar sind, snd genau die Funktionen, die
agorithmsich berechenbar sind.



Definition 1V .4.1:

Seinelil Si*undL2i S2* zwe Sprachen.

Wir sagen, dal3 L1 ist auf L2 rekursiv reduzierbar, L1 £r L2,
fdlsL1T LrP L2T Lr

LemmalV.4.1:
Definiere Lempty :={<M>|L(M) = &£}
Dann gilt: (Lempty )*cT LREe.

LemmalV.4.2:
Lempty T Lr

Korollar 1V3.1:

Die folgenden Probleme sind nicht entscheidbar
1. Leg={ <M1>, <M2>|L(M1) =L(M2) }
2. Li ={<M1> <M2>|L(M1) | L(M2)}

LemmalV.3.2:
Definiere L1, ={ <M>|M hdtnichtauf | }
Esgilt: LH, igt nicht rekurgv.

Definition 1V.4.2: Semantisch nichttriviales Entscheidungsproblem:
Eine Sorache L ={ <M>|M i e@ne TM } heil¥ semantisch nichttrivides
Entscheidungsproblem tber Turingmaschinen fals
(1) L(M1) = L(M2) fir zwe Turingmaschinen M1 und M2 impliziert:
<M>T L U <M2>T L
(2) Esexidieren zwe Turingmaschinen M3 und M4 so dal3
<Mz>T L U0 <Mas>T L.

Satz 1V.4.1: Satz von Rici:
Jedes semantisch nichttriviale Entscheldungsproblem Uber Turingmaschinen ist
unentscheidbar.

Definition 1V.4.3: Post-K orrespondenzproblem (PK P)

Eingabe: A = Wi,W2,...,.Wk, B = x1,%2,.... %, kT [N\{ 0},

wixil S*

Ausgabe: "acoept” fdls$ i,iz,....im T {1,..,k}, m3 1, SO dal? Witwiz...Wim = Xi1Xi2...Xim
"rgect” sond.

Die Folgeii,i2,...,im nennt man eine Lésung des Problemfalls PKP(A,B)

Definition 1V.4.2:Das modifizierte PK P (MPKP)

Eingabe: A = wi,Wz,... Wk, B = x1,x2,...,xx, kT [N\{O},

wixil S*

Ausgabe; "acoept” fals$ ia,iz,...,im T {1,..,K}, m3 1, SO dalR Wiwiiwiz...Wim = X1Xi1Xi2...Xim
"rgect" sond.

LemmalV.4.4:
Falls PKP entscheidbar ist, dann auch MPKP. MPKP £r PKP.

Satz1V.4.2:
Das MPKP it nicht entscheidbar.
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Definition V.5.1: Zeitkomplexitét:
Seé M eéneMTM (ibliche TM) und sei x T S*.
Sal D = C1C2...Ck ene Berechnung von M auf x.
Dann ist die Komplexitét der Berechnung von M auf x definiert durch:
Tm(X):=k-1
Die Zeitkomplexitét (im schlechtesten Fal) der TM M, die immer hdlt, ist die Funktion
Tm: [N ® |N, definiert durch: Tm(n) := max{ Tm(X) [ x T S*n}.

Definition V.5.2: Speicher platzkomplexitat:

S M eneMTM (2-TM(K), kT |N\{O}, dieimmer halt.

Sa C =(q,(x,i),(as,n),...,(a,ik), wobel [g| 2 ij eine Konfiguration.

Die Speicherplazkomplexitét von C ist definiert durch:

SC) =max{lal,i=1,.k}

Sal C1C2...Ck die Berechnung von M auf x.

Die Speicherplazkomplexitét von M auf X it definiert durch:

SuX) =max{ §Ci),i=1,..k}

Die Speicherplazkomplexitét ist ene Funktion Sv : [N ® [N definiert durch:
Sv(n) :=max{ Su(x),xT S*n}

Definition V.1.3:Asymptotik:

Fur jede Funktionf: [N ® |R+ definiere:

Of(M) ={rIN® |R+|$roT |N,$cT N:r(n)£c*f(n)" n3 o}

Fir jedesr T O(f(n)) sagen wir, dal3 r asymptotisch nicht schndller dsf wichst.
FUr jede Funktion g: [N ® |R+ definiere;

Wan) ={qN® R+ |$moT |N,$dT [N:q(n)3 (/d)*g(n)" n3 no}
Fur jedesqT W(g(n)) sagen wir, dal3 g asymptotisch mindestens so schnell wie gwéchst.
Definiere

gh(M):={zN® |R+|$ mo,c,dl [N: (/d)*h(n) £ z(n) £ ch(n) " n3 no}=
O(h(n))C W(h(n))

FdlsZ q (h(n)), so sagen wir dal3 z und h asymptotisch &guivaent snd.

Definition V.2.1: Reduzierbar:

Ssen A und B zwel Maschinenmodele. Wir sagen, dald A auf B polynomzeitreduzierbar ist
(A £po B), fdls eén Polynom p existiert, so da fir jedes A T A dn Algorithmus B 1 B
exigiert, so dal3:

L(A) =L(B) und Te(n) T O(p(TA(N)))
Zwe Maschinenmoddle A und B heil3en polynomidzeit- &guivdent (A © pol B) fdls
A £pol B und B £pol A

Fdlsp(n) = n, so sagen wir, dal3 A auf B linearzeit-reduzierbar ist.

LemmaV.2.1:
Fur jede TM M exidtiert eine aquivdente 2TM(1) M', so dal3 Tm'(n) £ Tm(n) +2n + 2

LemmaV.2.2:
Fur jede 2TM(K) A, kT [N\{O}, mit daR Ta(n) 3 n, exigtiert eine guivalente TM M, so dal
™) T O(Ta(n))?).



Theorem V.2.1:
" kT |N-{O}: TM ©poi 2TM(K).

LemmaV.2.3:
Sa k ene pogtive ganze Zahl. Fir jede 2TM(K) A exidiert eine &quivdente 2TM(1) M, s0
daid Sm(n) £ Sa(n).

Definition V.2.2: Fundamentale deter ministische Komplexitatsklassen:

Fur dle Funktionenf,g: IN® |R+

TIME() = {L(M) | M ist eine MTM mit Ta(n)T O(f(n))}

SPACE(g) ={ L(A) | A ist éne MTM mit Sa(n)i  O(g(n))}

TIME-SPACE(f,g) = { L(B) | B ist eine MTM mit Te(n)i O(f(n)) und Se(n)i O(g(n))}
DLOG = SPACE(logz(n))

P=E TIME(mc),cl |N

EXPTIME = E TIME(2NM\d)) ,dT |N

PSPACE = E SPACE(™c),cl |N

LemmaV.2.4:
Fir jede Funktiont: [N ® |R+ TIME(t(n)) £ SPACE(t(n)).

Korollar V.2.1;
Pi PSPACE

Definition V.2.3:
Selen s, S Funktionen von [N ® |R+. s heild S-kondruierbar, fals eine 2TM(1) M exidiert, so
dali
D SwMESMfir" n1 |Nund
2 Fur die Eingabe 0™'n auf dem Eingabeband schreibt M 0(S(n)) auf das Arbeitsband
und halt.
EineFunktions [N ® |N heil platzkondruierbar, fdls s s-plaizkonsruierbar is.
Seen t, T Funktionen aus [N nach [N. t hell@ T-zetkongruierbar, fals eine 2TM(2) M’
exigiert, so dald:
D  TM@OETOfir" nT N und
2 Fur die Eingabe 0"n schreibt M' 0\(t(n)) auf das erste Arbeitsband
und hdlt.
Eine Funktiont: [N ® |N heil¥ zeitkongruierbar, falst T-zeitkonstruierbar ist, wobel
TN T Ot(n)).

LemmaV.2.5:
Sel s|N ® |N ene platzkongruierbare Funktion. Fir jede MTM M mit Su(x) £ x| fur dle
xT L(M), exigtiert eine &quivdlente MTM A , so da3 Sa(n) £ s(n).

LemmaV.2.6:
Sa t [N ® |N ene zeitkongruierbare Funktion. Fir jede MTM M mit Tm(x) £ t(|x|) fur dlex
T L(M), exidiert eine dguivdenteMTM A , so daR Ta(n) T O(t(n)).

SatzV.2.1:
SPACE(s(n)) I E TIME(C\S(n)), ¢l N
fur dle platizkongruierbaren Funktionen smit (n) 2 loge(n).



Definition V.3.1:

Seé M eine NTM. Sa x T L(M). Die Zeikomplexitdt von M auf x Tw(x), ist die Lange der
kirzesten akzeptierenden Berechnung von M auf x. Die Zetkomplexitdé von M ist die
Funktion Tm: [N ® |N definiert wie folgt:

Tm(n) =max { Tm(X) |[xT L(M) C S™n}

Die Speicherplaizkomplexitét von M auf x ist

Sv(x) = min{ S(D) | D it eine akzeptierende Berechnung von M auf X}

Su(n) =max{ Su(x) |[xT L(M)C S"*n}.

Definition V.3.2: Nichtdeter ministische Komplexitatsklassen
Firdlefg: N® |R+

NTIME() ={ L(M) | M ist eineNMTM mit Tw(n) T O(f(n))}
SPACE(g) ={ L(M) | M ist éne NMTM mit Sw(n) T O(g(n))}
NLOG = NSPACE(log(n))

NP =E NTIME(mc),cT |N

NPSPACE = E NSPACE(mc),,c1 |N

LemmaV.3.1:

Fur dle platzkongtruierbaren Funktionen st:
NTIME(t) I NSPACE(t)

NSPACE(s) I E NTIME(C\S(n)),cT |N

Satz V.3.1:

Fur jede platzkongtruierbare Funktiont: N ® |R+

0) TIME®(n) | NTIME(t(n))

(i)  SPACE(t(n)) I NSAPCE(t(n))

(iii)  NTIME@(n) I SPACE(t(n)) I E TIME(CMt(n)),cT |N

Definition V.4.1: p-Verifizierer:

SeiLi S*édneSprache sai p: [N ® |N eine Funktion.

Wir sagen, da3 en Algorithmus (eine TM) A en p-Veifizierer ig ( V(A) = p ), fdls A mit
folgenden Eigenschaften auf Eingaben aus S* © SeooL* arbeitet:

Q) Ta(w,x) £ p(jw]) fur jede Eingabe (w,x) T S* ~ SooL*

2 Fir jedesw 1 L exigietenx 1 SsooL*, [x| £ p(jw]), so dalR (w,x) T L(A)

(3) Firjedesyl Lygilt(y2)1 L(A)firdlezl SsooL*

Falsp(n) T O(k) fir eénkT |N, soist A @n polynomidzeit-Verifizierer.

Definere VP :={ V(A) | A ig @n polynomidzeit-Verifizierer}

SatzV.4.1:
NP=VP

Definition V.5.1: Polynomielle Reduzier barkeit von Sprachen
SeienLii S1* undLz2 | S2* zwei Sprachen.
L1 ig polynomidl af L2 reduzierbar (L1 £p L2), fdls en polynomidler Algorithmus (TM) A
exigtiert, der fir jedesWort x T S1* einWort A(x) T S2* berechnet, so dal3:
xT L1 U AXT L2
A wird eine polynomielle Reduktion von L1 auf L2 genannt.




Definition V.5.2: NP schwer / NP vollstandig

Eine Sprache L ist NP schwer, fdlsfirdleUT NP U £p L
Eine Sprache heil¥ NP vollstandig fdls:

) LT NP

i) L ist NP schwer

LemmaV.5.3:
FalsL T Pund L ist NP schwer, dann gilt. P= NP.

Satz VV.5.4: Satz von Cook
SAT i NP vollgténdig.

LemmaV.55:
Selen L1 und L2 zwe Sprachen. Fals L1 £p L2 und L1 ist NP schwer, dannist L2 NP schwer.

LemmaV.5.6:
SAT £p CLIQUE

LemmaV.5.7:
CLIQUE £pVC

LemmaV.5.8:
SAT £p 3SAT

Definition V.5.9:
NPO ist die Klasse der Optimierungsproblemewobel U = (S, So, L, M, cogt, god) T NPO
fdls folgenden Bedingungen erfiillt snd:
() LT P (eskann effizient verifiziert werden ob ein Eingabe zul&ssig i)
(i)  $ enPolynom Pu, so dai

(ii.1) furjedesx T Lundjedesy T M(x), ly| £ Pu(|x)

(ii.2) enpolynomiazeit Algorithmus A exigtiert, der fiir jedesy T So* und jedes

x1 L mitly| £ Pu(|x]) entscheidet, oby T M(x) oder nicht.

(i)  die Funktion cost in polynomieller Zeit berechenbar ist.

Definition V.5.10:
PO it die Klasse von Optimierungsproblemen U = (Si, So, L, M, cost, god), so dal

0) UT NPO
(i) ein polynomiazeit Algorithmus A existiert, so daR fir jedesx T L A(X) eine optimae
Losung for x igt.

Definition V.5.11:

Sa U =(Si, So, L, M, cog, god) ein Optimierungsproblem aus NPO.

Eine Treshold- Sprache fur U ist

Langu={ (x,@1 L~ SsooL* | Optu(x) £ Nummer(a)}fals god = Minimum und
Langu={ (x,@1 L~ SeooL* | Optu(x) 3> Nummer(a)}falsgod = Maximum.
Wir sagen, dal3 U NP schwer i, fdls Langu NP schwer it




LemmaV.5.12:
Fals ein OptimierungsproblemU T PO, dann Langu 1 P.

Satz V.5.13:

Sei UT NPO. Falls Langu NP schwer ist und Pt NPdannU T PO.
LemmaV.5.14:

MAX-SAT ist NP schwer.

LemmaV.5.15;
MAX-CL ist NP schwer.



