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Aufgabe 1
(a)

Beweis per Induktion iiber [:

Induktionsanfang: | =0
Das einzige Wort mit der Linge [ = 0 ist ¢, also | ¢ | = 0, nun gilt aber noch:

m’ =1
Induktionsvoraussetzung:
3 m! Worte der Linge [

Induktionsschluf: I -1+ 1
Da es iber dem Alphabet X,, genau m verschiedene Zeichen gibt folgt, dass die m-fache Anzahl der Worter
entsteht, wenn die Lénge [ um 1 erhoht wird, also:

(b)
Beweis per Induktion iiber [:

Induktionsanfang: [ = 0
Das einzige Wort mit der Linge [ = 0 ist €, also || = 0, nun gilt aber noch:

1
-1
m _1
m—1
Induktionsvoraussetzung:
+1 _ 1
3 mil Worte der Linge <1
m —

InduktionsschluB: I -1+ 1

Da es {iber dem Alphabet X, fiir die Linge [ + 1 nach (a) genau m!*! Worter gibt folgt:
ml+l -1 ml+l -1 + ml+2 _ ml+1 ml+2 -1
— 4+ m!tt = = o

m—1 m—1 m—1

Aufgabe 2

Wihle 2" > m und sei bin(i) Bindrdarstellung der Zahl i und i = i-ter Buchstabe des Alphabets X,,,, dann sind
folgende Funktionen eine Kodierung im Sinne der Aufgabe:

f; (i) = bin(i) der Linge r (links aufgefiillt durch 0-en)
£,Q) = 0...01
——

i

Aufgabe 3

Sei ¥ ={|,0,...,9,a,b}, dann 1Bt sich der Transitionsgraph der Aufgabe wie folgt kodieren:

1 || 1al|1b2)2b1|2a2 || _2
S~~~ —— S~~~
Startknoten Kanten Endknoten

ACHTUNG: Gibt es isolierte Knoten, werden diese durch die obige Kodierung nicht erfaf3t!
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Serie 1

Aufgabe 1
(a)
13(12) = 2:3°+1:3' =5
v3(3132) 2.3°4+3.31+1.32+3-3° =101
(b)
65(12) 63(79)
12=3-3+3 79=126-3+1
3=0-3+3 26=8-3+2
= 03(12) =33 8§=2-3+2
2=0-3+2
= 03(79) =2221
Aufgabe 2
(a)

(32 <min{lk} | @) <y Vi<z A (Fi<z]y(@) <))

v (7(%-) — (b)) Vi<l A k>l)

Ein Wort a; . ..aq; ist lexikographisch kleiner als ein Wort b; ...by, wenn es einen ersten Buchstaben in a von
links gesehen gibt, der in der kanonischen Reihenfolge des Alphabets kleiner ist als der entsprechende Buchstabe
in b oder wenn alle Buchstaben gleich sind und Wort b eine Verldngerung von Wort a darstellt.

(b)

Serie 2

Aufgabe 3

Sei A der Algorithmus, der W aufziihlt. Gesucht ist ein Algorithmus B, der W wiederholungsfrei aufzihlt.
Sei L eine leere Liste, dann arbeitet B wie folgt:

1. Sei w das néchste (bzw. erste) Ausgabewort von A. Dann priife, ob w in der Liste enthalten ist.
ja — fahre fort bei 1.
nein — fahre fort bei 2.

2. gib w aus (zdhle w auf), trage w in die Liste ein und fahre bei 1 fort.



Aufgabe 4

=
Sei A der Algorithmus, der W entscheidet. Bearbeite wie folgt:
1. Setze w = €.

2. Sei t = Ausgabe von A bei Eingabe von w.
t = ja — fahre fort bei 3.
t = nein — fahre fort bei 4.

3. Gebe w aus und fahre fort bei 4.

4. Setze w = néchstes Wort in kanonischer Reihenfolge aus ¥* und fahre fort bei 2.

<~
Sei A der Algorithmus, der W monoton aufzidhlt und u € ¥* eine beliebige Eingabe fiir die entschieden werden
soll, ob sie in W enthalten ist. Bearbeite wie folgt:

1. Setze w = erstes Ausgabewort von A.

2. Istw=u?
ja — terminiere mit ja.
nein — fahre fort bei 3.

3. Ist w < u in kanonischer Reihenfolge 7
ja — Setze w = nichstes Ausgabewort von A und fahre fort bei 2.
nein — terminiere mit nein.

Aufgabe 5
Idee:

Programm P terminiert nicht, wenn es ein zweites Mal mit der gleichen Variablenbelegung eine Programmzeile
erreicht. Fiihre wihrend der Berechnung von P in einer Liste Buch iiber die Speicherzustinde, mit denen die
einzelnen Zeilen aufgerufen werden. P habe p Programmzeilen und n Variablen X1,..., Xn. Dann werden die
Zusténde beschrieben durch (g, vy,... ,v,) mit ¢ € {1,...,p} und v; = Wert der Variablen X4 bei Aufruf von
Programmzeile ¢. Es gibt nur endlich viele solcher Tupel (P hat endlich viele Programmzeilen p, Variablen n,
Variablenwerte). Der Algorithmus, der das Problem entscheidet, arbeitet mit Hilfe einer zuniichst leeren Liste
wie folgt:

1. Bei jedem Berechnungsschritt von P wird iiberpriift, ob der Zustand schon in der Liste eingetragen ist.
ja — terminiere mit nein.
nein — trage Zustand in die Liste ein und fahre fort bei 1.

Terminiert P irgendwann so terminiere mit ja.

Serie 3

Aufgabe 6

Folgende Turingmaschine M = ({qo,q1,4s},{0,1},{0,1,U}, go, gs, 9) berechnet die Funktion der Aufgabe.

0:1q | 00| R/ g | ans Ende des Wortes ohne invertieren
o0 |1 ]1 ] R|q
o |[U|U]L|aq
g1 | 0| 1] L ]| q |zum Anfang des Wortes und dabei invertieren
@ |1]0]L @
q | U|U]|R|qgs




Konfigurationsfolge von M auf Eingabe 001:
qo001 1|\_/[ 0go01 Jl_v[ 00go1 JE 001goL Jl_v[ 00¢; 1
Al_J 0g100 ]l\_/l q1010 ]\ljl ¢ U110 Al_J qs110

Aufgabe 7

5I(Q' a) = 6((]2701) falls 6(‘]1701) = ((I,R|L,qj)
v (a, R,q;) falls 6(qi,a) = (a,N,q;)

0'(¢j,) = (w,L,q;) Vo el
Q'=QuU{d|qe@} T'=T qg=q ¢=4¢s

Aufgabe 8

=

Sei A der Algorithmus, der W aufzihlt. Gesucht ist ein Algorithmus B, der W semi-entscheidet. Sei w € ¥*
eine beliebige Eingabe, so arbeitet B wie folgt:

1. Setze uw = néchstes (erstes) Ausgabewort von A

2. Istu=w7?
ja — terminiere mit ja.
nein — fahre fort bei 1

<~

Sei A der Algorithmus, der W semi-entscheidet. Gesucht ist ein Algorithmus B, der W aufzihlt. B arbeitet wie
folgt:

1w Seien w; € ¥* Worte in kanonischer Reihenfolge, so dass w; = €. Lasse nun A auf wy zwei Schritte laufen,
dann starte A erneut mit der Eingabe wy und lasse ihn einen Schritt laufen, dann fiihre einen weiteren
Schritt fiir w; aus, dann einen weiteren Schritt fiir wy, dann starte ws und lasse ihn einen Schritt laufen,
dann lasse w; wieder einen Schritt laufen, ...

= Terminiert A fiir ein w;, so gebe w; aus und fahre fort.

Serie 4

Aufgabe 9

X3 := X3 + 1;
if X1 > O then
X3 := X3
else
while X3 > 0 do X3 := X3 end /#*whilex/
end; /xifx/
if X2 > 0 then
X3 := X3
else
while X3 > 0 do X3 := X3 end /#*whilex/
end; /xifx/
while X3 > 0 do
X3 := X1 mod X2;
X1 := X2;
X2 := X3;
end /*whilex/



Aufgabe 10
(a)

loop X1 begin
X2 = X2 + 1;
X3 := X3 + X2
end; /*Lloop*/
X1 := X3

(b)
loop X1 begin
X3 := X2 * X2;
if X3 > X1 then
X4 := X4
else
X4 := X2;
X2 := X2 +1
end; /*xifx/
end; /*Lloop*/
X1 := X4

Aufgabe 11

Die Funktion f: N — N mit f(n) = n? ist LOOP-berechenbar durch folgendes Programm P:
P =X1:=X1 % X1
Ein LOOP-freies additives Programm (kurz: LFA-Programm) P hat nur Anweisungen der Form:

= Wertzuweisungen:

1.Xi :=0
2. Xi := Xj
3.Xi = Xj + 1
4. Xi :=Xj - 1
5.Xi := Xj + Xk
6. Xi := Xj - Xk

1w Komposition:
Wenn P, und P, LFA-Programm = P;;P, LFA-Programm

= if-then-else Konstrukt

Behauptung (Eigenschaft):

Ein LFA-Programm P mit ! Anweisungen, das eine einstellige Funktion f : N — N berechnet, kann fiir eine
Eingabe n € N hochstens einen Wert < n -2 (fiir n = 0 einen Wert < 2!=1) in einer seiner Variablen annehmen.
Bemerkung:

Habe P, [; Anweisungen und P, Iy Anweisungen, dann gibt es zu jeder Anweisung ”if B then P else P, end”
ein I' = max{l;,l>}. Somit besitzt ein LFA-Programm P eine maximale Anzahl [ von Wertzuweisungen, die
nicht von der Eingabe abhéngen.

Beweis: (per Induktion iiber [)

Induktionsanfang: I =1

w 1. Fall X1 =0
maximaler Wert wird erreicht durch P = Xi:= Xi+ 1 fiir i beliebig, d.h. Xi =1 <29



w 2. Fall X1 >0
maximal erzielbarer Wert kann nur unter Verwendung von X1 erreicht werden, d.h. durch
P:Xi=X1+X1=Xi=X1+X1=2-X1=n-2!

Induktionsvoraussetzung:

Fiir ein LFA-Programm P mit [ Anweisungen gilt:
Der maximal erzielbare Wert einer Variablen ist < n - 2! bzw. < 2!=! (fiir n = 0).

InduktionsschluB8: I — 1 +1
Mit einer Anweisung P» gilt dann, dafl P = P;; Py (I+1)-Wertzuweisungen hat. Der maximal mit P erreichbare
Wert einer Variablen (ist nur mit (I + 1)-Anweisungen der Form Xj := Xi + X4 erreichbar) ist:

<2 Xi%om 2 =n- -2 baw. <2-Xi T 2.2 =2 (fiir n = 0).
Somit kann X1 auch hochstens den Wert n - 2! bzw. 2!~ (fiir n = 0) annehmen. Also:
9 (n) <n -2 baw. fV(n) < 2'71 (fiir n = 0)

= f(n) = n® kann nicht durch ein LFA-Programm berechnet werden, da n? schneller wiichst als n - 2!, da 2!
eine feste Konstante ist. o

Serie 5
Aufgabe 12
(a)
X2 := X1 - 1;

if X2 > 0 then
X3 := X3 + 1; /*X3 speichert f(i-2)*/
X4 := X4 + 1; /*X4 speichert f(i-1)x*/
loop X2 begin
X5 := X3 + X4;

X3 := X4;
X4 := X5
end; /*loopx/
X1 := X5
else
X1 := 0;
X1 := X1 +1
end
(b)
X2 := X2 + 1;
X3 := X3 + 1;
X3 := X3 + 1;

loop X1 begin
X2 := X2 * X3

end;
X1 := 0;
X1 := X1 + 1;

loop X2 begin
X1 := X1 x X3
end

Die erste Schleife berechnet X2 = 2", die zweite dann X1 = 2",



Aufgabe 13

Sei P ein WHILE-Programm mit if-then-else-Konstrukt und sei maxind(P) = maximal vorkommender Varia-
blenindize im Programm P und m = maxz{Anzahl der Eingabevariablen von P,mazind(P)} + 1. Dann ersetze
jedes if-then-else Konstrukt

if Xi > O then P1 else P2 end

in P durch
Xm := Xi;
while Xm > 0 do
Xm := 0; P1
end;

Xm := 1 - Xi; (eigtl. X(mt+1) := X(m+1) + 1; Xm := X(m+1) - Xij;)
while Xm > 0 do

Xm := 0; P2
end
Aufgabe 14

Nach Voraussetzung gibt es ein LOOP-Programm Py, das f berechnet. Sei m = maxind(Py) definiert wie in
Aufgabe 13, dann berechnet F' folgendes Programm P:

P = loop X2 begin
X2 :=0; X3 :=0; X4 :=0; ...; Xm := 0; Pf
end

Beachte: Die Veridnderung der Variablen X2 innerhalb der Schleife hat keinen Einflufl auf die
Anzahl der Iterationen.
Serie 6

Aufgabe 15

Folgendes WHILET-Programm P berechnet f

P=X2 :=X2 + 1;
X2 := X2 + 1;
X3 := X2 - X1; /*X3>0, falls X1=0 oder X1=1%/
if X3 > 0 then
while X2 > 0 do X2 := X2 end /*0 und 1 keine Primzahl -> Endlosschleifex/
else
while X2 < X1 do
X3 := X1 mod X2;
if X3 > 0 then

X3 := X3
else
X2 :=X2 -1
end;
X2 :=X2 +1
end;
X1 := 0;
X1 :=X1 +1

end

Die Haupt-WHILE-Schleife tiberpriift zunéchst ob der Eingabewert X1 durch X2 (zunéchst vom Wert 2) teilbar
ist. Ist dies nicht der Fall wird der Zihler X2 um 1 erhtht und es wird erneut auf Teilbarkeit iberpriift, solange
bis X2 = X1 ist, dann terminiert das Programm mit 1. Ergibt jedoch eine Uberpriifung fiir ein X2, dass X1
durch X2 teilbar ist, wird der Zihler X2 zun#chst um 1 vermindert, um dann wieder um 1 erhéht zu werden,
wodurch beim néchsten Schleifendurchlauf wieder mit dem selben X2-Wert gearbeitet wird. — Endlosschleife
— das Programm terminiert nicht (— f(n) = 1).



Aufgabe 16
(a)

Angenommen es gilt D = R, fiir ein a € A. Dann ist

a€D < a€R, < (a,a) €ER <= a¢ D Widerspruch !
Ro,=D Def.R, Def.D

(b)
zz.: Fir jede entscheidbare Wortmenge L iiber Y;,, gibt es ein u € X,y mit L = R,
Aus der Definition fiir R, in (a) ergibt sich:

R - {v e X, .} | M,stoppt nicht angesetzt auf v falls u Kodewort der Turingmschine M,
v Yool falls u nicht Kodewort irgendeiner Turingmaschine

Sei L C X7, entscheidbar. Dann ist L i= Xj,0\L entscheidbar und somit auch semi-entscheidbar. Sei u das
Kodewort einer Turingmaschine M,,, die L semi-entscheidet, dann stoppt M, genau auf den Wortern aus L
nicht. Also gilt L = R,

(ACHTUNG: EIGENE LOSUNG! - evtl. unvollstindig)

Sei D definiert wie in (a). Dann ist D die Menge aller bindren Worter b, die Kodewort einer Turingmaschine
sind, die angesetzt auf sich selbst stoppen. D ist nicht Turing-entscheidbar, da es eine Turingmaschine M
geben miifite, die fiir ein Kodewort einer weiteren Turingmaschine entscheidet, ob diese auf sich selbst angesetzt
stoppt. Diese gibt es aber nicht, da sie auch iiber sich selbst Auskunft geben miifite.

Aufgabe 17

keine Losung vorhanden.

Serie 7

Aufgabe 18
(a) (P1)

(P1) ist entscheidbar. Folgender Algorithmus entscheidet das Problem:

Lasse M angesetzt auf w (maximal) n Schritte laufen. Gelangt M innerhalb der n Schritte in den Zustand gs,
so gebe 1 aus, sonst gebe 0 aus.

(b) (P2)

(P2) ist nicht entscheidbar.
Angenommen (P2) wiire entscheidbar, dann wiirde folgender Algorithmus mit den Eingaben M, w,n das Wort-
problem WP l6sen:

1. Lasse Algorithmus, der (P1) entscheidet mit Eingaben M, w,n laufen.
Bei Ausgabe 1 — terminiere mit 1.
Bei Ausgabe 0 — fahre fort mit 2.

2. Lasse Algorithmus, der (P2) entscheidet (existiert nach Annahme) mit M, w,n laufen.
Bei Ausgabe 1 — terminiere mit 1.
Bei Ausgabe 0 — terminiere mit 0.

Widerspruch zur Unentscheidbarkeit des Wortproblems WP !

10



Aufgabe 19

1. Halteproblem H = (Iy, H) mit
Iy = Menge der Turingmaschinen M iiber {0,1}
H={MeclIg|M:ec— stop}

2. Hyyy = (g, Hinn) mit
Ir,,, = Menge der Turingmaschinen M iiber {0,1}
Hijn={M € Iy, | M :111 — stop}

(a) zz.: H;,, <H
Gesucht ist eine berechenbare Transformation:

f:IH111 — Iy mitx€H111<:>f(x)€H V:L‘EIHlM
d.h.: f: M — M' mit M : 111 — stop & M' : ¢ — stop

Konstruiere M’ wie folgt:
M'" schreibt zunéchst 111 auf das Band, geht zuriick an den Anfang des Wortes 111 und arbeitet dann wie M.
Nach Konstruktion von M’ ist klar, dass M : 111 — stop < M' : € — stop

(b) zz.: H < Hyy,

Analoger Beweis wie zu (a). Konstruktion von M vermutlich: Loschen von 111 auf dem Band, dann weiter wie
M'.

Aufgabe 20

Gegeben ist eine eingabebeschrinkte Turingmaschine M = (@, {0,1},T, go,¢s,0), w € {0,1}*, Anfangskonfigu-
ration ¢ gowd und Endmarker nur folgende Turingzeilen erlaubt: ¢d 4 Rq', ¢$$Lq’'
Es gibt nur endlich viele Konfigurationen:

w Anzahl der moglichen Bandinschriften: |T' |l
w Anzahl der moglichen Zustinde: | Q |

= Anzahl der méglichen Positionen des Kopfes: |w | + 2

= Anzahl der moglichen Konfigurationen: n := |T|!“l | Q|- (Jw]| + 2)

Das Problem ”Stoppt M von Anfangskonfiguration ¢ ¢yw$” ist entscheidbar!
Folgender Algorithmus entscheidet das Problem:

Lasse M laufen und merke jede angenommene Konfiguration in einer Liste. Wird eine Konfiguration zum
zweiten Mal angenommen (dies geschieht nach spéitestens n + 1 Schritten), so gebe 0 aus. Wird der Stopzustand
gs angenommen, so gebe 1 aus.

Serie 8

Aufgabe 21
(a)

2. PL< PPy

gesucht ist eine berechenbare Transformation f : N = N, so dass gilt:
nebP & fn)ePb®P, VYneN

f(n) := 2n erfiillt dies, denn

Seine P& f(n)=2ne{2n|ne P}
S fn)e{2n|neP}Uu{2n+1|ne€ P}
S flnePap

11



ws. Py < P Py

gesucht ist eine berechenbare Transformation f : N = N, so dass gilt:
nebPs fln)ePL®P, VYneN

f(n) :=2n + 1 erfiillt dies, denn

SeinePy,s f(n)=2n+1e€{2n+1|ne PR}
&S fn)e{2n+1l|nePRIUu{2n|nec P}
& fln)e P ob

(b)
Voraussetzung:

Da P, < @, gibt es eine Funktion f; : N = N, so dass gilt:
nebP & filn)e@ VneN
Ebenso gibt es, da P, < @, eine Funktion fy : N — N, so dass gilt:

neP,& foln)e@ VYneN
Gesucht ist eine Funktion g : N — N, so dass gilt:
meP &P <gm)e@ YmeN

Folgende Funktion erfiillt dies:

g(m) = {fl(z) falls m gerade

f2(25L)  sonst

Priife me P, & P, <:>g(m) €Q
w 1. Fall (m gerade)

mePLeP,ome{2n|ne PLU{2n+1|n € P}
Sme{2n|ne P} ,dam gerade

m
& —€ep
5 €41

& h(7)€Q

ww 2. Fall (m ungerade)

mePeP,eome{2n|ne PIU{2n+1|n € P}
eme{2n+1|ne Py} ,dam ungerade

m—1
=

epb

m—1

& fa 7

)ER

Aufgabe 22

(a) X = (bbb, abb); Y = (bb, babbb)
i1 = 134y = 2545 = 1 — bbbabbbbb

(b) X = (a,bba,aad);Y = (ba, aaa,ba)
Die ersten Buchstaben aller Paare X;,Y; mit ¢ € {1, 2,3} kollidieren.

12



(c) X =(a,aab,baaa);Y = (aa,bb,a)

11 = 1yi0 = 1543 = 2504 = 3515 = 1;i5 = 1 — aaaabbaaaaa

(d) X = (bb,baa,ab,aa);Y = (ab,ba, aa,aba)
w ) = 2, da alle anderen Paare X;,Y; mit ¢ € {1,3,4} kollidieren.

e iy = 1 — Kollision bei i3
° i £ 9 - Kollision!
® iy Z 3 — Kollision bei i3
° iy < 4 - Kollision!

Aufgabe 23 Teil 1

(a) Idee:
= Eine Zeilenparkettierung, d.h. eine unendliche Folge (mg,m1)(my,ms)(ms2, ms) ... mit endlichem D =
{d1,...,di} von Dominotypen ist nur realisierbar, wenn es eine Folge (m;, mit1)(Mit1, Mit2) ... (mj, mjt1)

mit mj41 = m; gibt. Diese kann dann unendlich oft wiederholt werden (da es von jedem Dominotyp be-
liebig d; viele zur Verfiigung stehen), so dass eine Zeilenparkettierung entsteht.

1 Wenn es einen Zyklus mit den & Dominotypn aus D verwirklichbar ist, dann hat er hochstens die Linge

k + 1 (da nur k Typen zur Verfiigung stehen).

(b) Algorithmus, der das Problem entscheidet:
1. Bilde alle Folgen der Linge k + 1 (k%! viele)

2. Priife alle Folgen, ob sie giiltige Folgen, d.h. ob sie Prifix einer Zeilenparkettierung sind. Gibt es eine
solche Folge, so terminiere mit 1, sonst mit 0, da bei nur £ Dominotypen in einer Folge der Lénge k + 1
mindestens ein Dominotyp zweimal vorkommt!

Aufgabe 23 Teil 2

X =(x1,...,2x);Y = (y1,... ,yx) mit z;;y; € {a}*

(a) zz. PCP(1) ist entscheidbar

Folgender Algorithmus entscheidet das Problem:
1. zu X und Y bilde Folge D = (dy, ... ,dy) mit d; = |z; | — | yi|
2. Priife dann:

w 1.Fall: dd; € D:d; =0 = terminiere mit 1, da ¢ Losung des Problems.
w 2 Fall: Vd;€eD:d; >0V Vd; € D:d; <0 = terminiere mit 0.

i 3.Fall: sonst terminiere mit Ausgabe 1, da die Losung folgende Gestalt hat:

d¢,5:d; >0 A dj < 0= Indexfolge: 4,...,¢,7,...,]
——— ——

ldj| | di |

13



Serie 9

Aufgabe 24

‘O(g)z{f|30>0,3n0>0 :Vn>mnp : f(n)gcg(n)}‘

(a)

zz. 6n* + 12n + 10 € O(n?)

=2z.6n°> +12n 4+ 10 < c¢-n® fiir n > ng

Wihle ¢ = 7.
= -n?+12n+10<0
Sn?—12n—10>0
Sn>6+V46 V n<6—46
&n>12,7 VvV n < —0,78
=>n2—-12n—10>0 Vn > ngmitng =13
(b)

zz. 2"T10 € O(2m)
=2z 2" <. 2" fiirn > ng
Wiihle ¢ = 210 = 1024.

= 2n+10 < 210 ) 2n

o 2n+10 < 2’n+10

S 0<0 Vn>ngmitng=0
(c)
n? € O(n -log® n)

Nein, da n? stirker ansteigt als n - log? n, da fiir jedes ¢ ab einer gewissen Stelle ng gilt, dass n? > ¢ - n - log® n,
da n stirker wiichst als log® n.

(d)
n-logn € O(n?)
Ja,dan € O(n) A logn € O(n).
(e)

?
3" € 29n)
zz. 3¢ >0dng >0 : Vn>mng : 30 <207

= 3n < 9cm o (210g2 B)n < 9cm o 2n-10g23 < 9cn

Mit ¢ = log, 3 und ng = 1 gilt Vn > ny : 3" <2 = 37 ¢ 20()

14



Aufgabe 25
Folgende Turingmaschine M = (Q, %, T, qo, gs,d) verdoppelt die Eingabe:
1. Phase

1= (Gehe bei Beibehaltung der Inschrift zum ersten Blank und ersetze dies durch §$.

qoay - . . Gyl 1\'7[* al...anqol_ll\ljlal...anqﬁl_l

& (Gehe dann zuriick zum Anfang des Wortes:

ay...a,q U 1\'7[* qll_lal...an$1\|—4q2a1...an$

2. Phase

= Merke den Buchstaben des Arbeitsfeldes in einem entsprechenden Zustand, falls dieser Buchstabe
# $ (zu merkender Buchstabe a; — gehe in Zustand gqq,).

= Markiere dabei den gelesenen Buchstaben durch Unterstrich und gehe nach rechts zum 1. Blank und
schreibe dort den entsprechenden Buchstaben:

q2a1 . ..a,%U 1\'71 (1Qq, Q2 . .. 0 SL 1\'71* a1as...apq3%a; U

2z [st der aktuelle Buchstabe $, so iiberschreibe ihn mit U und fahre mit Phase 4 fort.
3. Phase

= Laufe zuriick zum néchsten zu kopierenden Buchstaben, fahre fort mit Phase 2.
4. Phase

i Entferne alle Unterstriche und gehe zum Anfang des Wortes.

Laufzeitanalyse:
1. Phase: n+1+4+n+1 Schritte: € O(n)
2. Phase: n+2 Schritte : € O(n) - wird n-mal durchlaufen € O(n?)
3. Phase: n+2 Schritte : € O(n) - wird n-mal durchlaufen
4. Phase: n+1 schritte : € O(n)
Aufgabe 26
Sei |w| = n. Ist eine Wortfunktion f; durch eine polynomzeitbeschrinkte Turingmaschine M; mit Polynom-

zeitschranke p;(n) berechenbar, dann kann sich durch diese Funktion die Eingabe hochstens um p;(n) Zeichen
verlingern. — Ist |w| = n die Eingabe von M; dann hat die Ausgabe von M; eine Linge < n + p;(n).

| w | — | fi(w) | — | fo(fi(w) |
Eingabe M; Wortfunktion f; | Ausgabe M;, Eingabe My Wortfunktion f, Ausgabe M2
Liange |w| =n | Schritte < p;(n) Linge < n+ p1(n) Schritte < p2(n + p1(n))

= Schritte gesamt: p;(n) + p2(n + p1(n)) = g(n) mit g(n) offensichtlich ein Polynom.

15



Serie 10

Aufgabe 27
(a)

Sei d(n) das Eingabewort, dann entscheidet Z folgende polynomzeitbeschrénkte nichtdeterministische Turing-
maschine (NTM) M:

1. Phase
i Schreibe deterministisch hinter 1. U nach dem Eingabewort | d(n) |-mal |:
d(n) =" d(n) U |l4m]
2. Phase

w Ersetze || %™ nichtdeterministisch durch eine Dezimalzahl d(n;) héchstens der Linge von | d(n)].
Alle dabei nicht bendtigten | werden durch LI ersetzt:

d(n) U |14 5 d(n) Lid(ny) UL
3. Phase
i Schreibe nichtdeterministisch | d(n) | viele | hinter 1. L nach d(n;):
d(n) Ud(ny)U —* d(n) Ud(ny) L |14
4. Phase

w Ersetze diese || %" | wiederum nichtdeterministisch durch eine Dezimalzahl d(ns). Analog zu Phase
2 hat d(n2) hochstens Linge | d(n) |, alle iiberfliissigen | werden durch LI ersetzt:

d(n) Ud(ny) U ' 5 d(n) U d(ny) Ud(ns)
5. Phase

i Multipliziere in Polynomzeit d(n;) und d(ns) miteinander, schreibe das Ergebnis links vom Einga-
bewert d(n) auf das Band:

d(n) Ud(ni) Ud(nz) =" d(ny - ne) Ud(n) Ud(ng) Ud(ns)
6. Phase
ww Vergleiche d(ny -ny) mit d(n). Terminiere mit ”ja”, falls d(ny -ns) = d(n), andernfalls terminiere mit
"nein”.

= Alle Phasen sind polynomzeit-berechenbar. = M entscheidet Z = Z € NP.

Anmerkungen zur polynomzeitbeschrinkten NTM:

Eine polynomzeitbeschrinkte nichtdeterministische Turingmaschine besteht nur aus polynomzeit-berechenbaren
deterministischen Phasen, die Phasen einer normalen Turingmaschine entsprechen und polynomzeit-berechenbaren
nichtdeterministischen Phasen. In diesen Phasen werden parallel verschiedene ” Programmpfade”beschritten. In
obiger Aufgabe werden z.B. in Phase 2 parallel alle moglichen verschiedenen Werte fiir d(n,) bearbeitet (sind
nur endlich viele, da die Linge < |d(n)|), terminiert dann ein ”Pfad” (sprich fiir eine Kombination von d(n;)
und d(nz2)) der NTM mit ”ja”, dann ist auch das Gesamtergebnis ”ja”.

(b)
Anmerkungen zum polynomial gréflenbeschrinkten Suchproblem:

gegeben: 1z € Instanzenmenge [
Frage: Jy mit |y | < g(]z]), so dass (z,y) € R mit R entscheidbar in Polynomzeit und ¢ Polynom.

w [, C ¥* ist polynomial gréfenbeschrinktes Suchproblem < eine Relation R C ¥* x I'* polynomzeit-
entscheidbar ist und ¢ ein Polynom, so dass gilt:

ueLl<e Jv: (Jv] <g(u]) N (u,v) €R)
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zur Aufgabe:
gegeben: d(n) € Menge aller Dezimalzahlen
Frage: dd(ny)#d(nz) mit |d(ny)#d(n2) | <|dn)|+2 Ang-ne=nAn #Z1Any#1An>2

Polynom ¢ polynomzeit-entscheidbare Relation R

= R ={(d(n),d(n1)#d(n2)) | n1,n2,m €N, n>2, ni,na #1, n=nq -na}

Aufgabe 28
(a)

K - L ist ein polynomial gréfenbeschriinktes Suchproblem.
gegeben: w € {0,1}*
Frage: Ju#v : (Ju#v| <|w|+1 A (w,u#v) € R)
mit R = {(w, u#v) | ueK,velL , w = uv }

(nach Voraussetzung in Polynomzeit) (polynomzeit entscheidbar)

(b)
Nach Voraussetzung existieren Turingmaschinen Mg und M, die in Polynomzeit K bzw. L entscheiden.
Sei w = by ...b, Eingabewort auf 1. Band, so entscheidet folgende 3-Band-Turingmaschine K - L:

1. Phase

1 Schreibe hinter w alle moglichen Zerlegungen u#v von w jeweils durch U getrennt.

bi.obn =" by by U b .. by Ubi#tbs . by UL Uby ... bydt Ul

2. Phase
1 Kopiere 1. v auf Band 2 und 1. v auf Band 3.
3. Phase

1 Priife auf Band 2 mit Hilfe von Mg, ob u € K.
Priife auf Band 3 mit Hilfe von My, ob v € L.

e 1. Fall:
Liefern sowohl M als auch My Antwort ”ja”=> terminiere mit ”ja”.

e 2. Fall:
sonst l6sche Band 2 und 3. Betrachte dann néchste Zerlegung u#wv. (vgl. Phase 2)

Aufgabe 29

zu m X n-Matrix M und k£ > 1 bilde Inputwort wie folgt:

w = 1.Zeile#2.Zeile# . . .n.Zeile##k € Menge aller Inputworter (alle Komb. aus m x n Matrix und k£ € N)

Frage zum polynomial groflenbeschrinktes Suchproblem:

Jovmit |v| < |w], so dass v entsteht durch Ersetzen von

k #’s durch $ und die so markierten Zeilen iiberdecken M (in Polynomzeit berechenbar)
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Serie 11

Aufgabe 30
(a) P =NP = L, ist NP-vollstindig
Zu zeigen:

1. Ly e NP /,da Ly € P und nach Voraussetzung P = NP
2.VLe NP : L<pLy

zu 2:
Es gilt L < pLy, falls eine polynomzeitberechenbare Funktion f existiert:
f:I" =% mit wel& fw)el (30.1)

L € NP sei gegeben. Da nach Voraussetzung P = NP gilt L € P. Somit existiert polynomzeitbeschrinkte
Turingmaschine My, die L entscheidet.

Wihle wg € Lo und wy ¢ Lo (existiert da Ly # () und da Ly # X*). Folgende Transition f erfiillt dann
Gleichung 30.1:

Zu w bestimme mit Hilfe von My, ob w ¢ L oder w € L.

w, Jallsw € L
fw) = { ’

wy Jallsw ¢ L

Somit klar, dass w € L < f(w) € Lo, also Polynomzeitreduktion gefunden.

(b) Ly ist NP-vollstindig = P = NP
Da Ly NP-vollstindig ist, gilt:
fir ale Le NP : L <plLyg

Nach Aufgabenstellung ist auch Ly € P. Damit folgt nach Vorlesung, dass auch L € P.

Aufgabe 31

gegeben ein aussagenlogischer Ausdruck in DNF:

B=cV...V¢, mit ci:lil/\liz/\---/\liki (311)

zz. Erfiillbarkeitsproblem fiir aussagenlogische Ausdriicke in DNF ist in Polynom-
zeit 16sbar

Idee:

Ein aussagenlogischer Ausdruck in DNF ist erfiillbar, wenn er eine Klausel enthilt, die erfiillbar ist. Eine
Klausel der Form [; A ... Al ist nicht erfiillbar, wenn in ihr eine Variable x; sowohl negiert als auch nicht
negiert vorkommt (z; A —z;).

Algorithmus:

Eingabe: # (vgl. Definition 31.1)

1. Wihle die nichste Klausel ¢; (zu Beginn 1. Klausel ¢ ). Falls keine Klausel mehr zu wéhlen ist, terminiere
mit Ausgabe 0.

2. Priife in ¢;, ob es eine Variable z; gibt, die in ¢; sowohl negiert als auch nicht negiert vorkommt.

1 1. Fall: Gibt es eine solche Variable, so fahre mit 1 fort.

i 2. Fall: Gibt es keine solche Vairiable, so terminiere mit Ausgabe 1.
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Aufgabe 32
(a)
gegeben: X = (x1,...,2,), Y = (y1,--- ,yn), l €N

Folgende Sprache L' kodiert das PC P’-Problem:

L’:{azl#...#xn$y1#...#yn$||...| iy, .o yim,m <1 xyy ooy, :yil...yim} (32.1)

l-mal
(b)
L' ist polynomial grofienbeschrianktes Suchproblem:

we Ll & 3v: (Jv]<q(ul) A (vist Losung von u) A (u hat obige Form, vgl. Gleichung 32.1))

in Polynomze‘i; entscheidbar
v = Indexfolge hat dabei folgende Form:
|42 4. # mitm <1

Fiir jedes 4; gilt: ¢; < n. Somit gilt:

Serie 12

Aufgabe 33
gegeben:

KNF-Formel 8 = A (li; V1, V1) iiber den Variablen «1, ...z,

=1

gesucht:

Erfiillende Belegung von z1,... ,x, fiir 3, d.h. pro Klausel muf} ein Literal existieren, das wahr gesetzt werden
kann.

Algorithmus:

Folgender Algorithmus findet, falls vorhanden, eine erfiillende Belegung oder gibt () zuriick, falls diese nicht
existiert:

Eingabe: KNF-Formel mit 3 Literalen pro Klausel
/* Algorithmus im Pseudo-Code */

L:=0
return belegung(1)
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/* Prozedur belegung */

belegung(Klausel i)={
if(i = m + 1) then return L;
if(kein Konflikt zwischen L und [;,) then {
L:=Lu{l,};
if(belegung(i + 1)# @) then return Lj; else L := L\{l;, };
if(kein Konflikt zwischen L und [;,)) then {
L:=Lu{l,};
if(belegung(i + 1)# 0) then return Lj; else L := L\{l;, };
};
if(kein Konflikt zwischen L und [;,)) then {
L:=LU {li3};
if(belegung(i + 1)# @) then return L; else L := L\{l;, };
};
return ();

}

Erliuterungen:

Der Algorithmus fingt bei der ersten Klausel an und setzt das erste Literal auf wahr (durch Aufnahme in die
erfiillende Belegung L), geht dann zur zweiten Klausel und versucht dort wieder das erste Literal auf wahr zu
setzen. Geht dies nicht, da es aufgrund der vorherigen Aktion bereits negativ gesetzt ist (gibt es also einen
Konflikt zwischen L und [;,, so wird versucht das néchste Literal in der Klausel positiv zu setzen. Kann kein
Literal in einer Klausel poitiv gesetzt werden, wird wieder zur vorhergehenden Klausel zuriickgegangen und
dort versucht ein anderes Literal positiv zu setzen (— Backtracking).

Wenn alle Klauseln durchlaufen sind und jeweils ein Literal positiv gesetzt worden ist, ist L die erfiillende
Belegung. Andernfalls, wenn das Backtracking dazu fiihrt, dass selbst das Setzen des letzten Literals in der
ersten Klausel nicht zum Erfolg fithrt, wird L = () zuriickiibergeben (— es gibt keine erfiillende Belegung).

Aufgabe 34

gesucht ist also eine log(n)-platzbeschrinkte deterministische Offline-Turingmaschine, die L entscheidet, d.h.
sie benutzt bei Eingabelinge n héchstens O(logn) viele Felder auf dem Arbeitsband.

Folgende Offline-Turingmaschine leistet dies:
Eingabe: € {0,1,c}* - Bsp.: © = ¢101¢101$
1. Phase

1 Durchlaufe x bis zum ersten ¢ und erhdhe dabei fiir jede gelesene 1 oder 0 einen Bindrzdhler b; auf
Arbeitsband um 1.

iz Sollte bis zum $ bzw. ersten LI kein ¢ gelesen werden, so terminiere mit 0.
2. Phase

1 Schreibe, durch LI getrennt, einen zweiten Bin&rzdhler b, hinter b;.
by habe dabei | by |-viele Oen : by LI 0...0

‘ bl \—mal

1w Gehe auf Eingabeband zuriick zum ersten Buchstaben des Eingabewortes.
3. Phase

1 Merke gelesenen Buchstaben von z in Zustand.

1 Gehe in diesem Zustand nach rechts auf Eingabeband. Erhéhe pro gelesenen Buchstaben jeweils den
Zahler b, um 1 und verringere b; um 1.

1 Fahre mit Phase 4 fort, wenn by =0...0
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4. Phase

1 (Gehe auf Eingabefeld ein Feld nach rechts und iiberpriife, ob der im Zustand gespeicherte Buchstabe
dort steht.

e 1. Fall:
gespeicherter Buchstabe:

c
gelesener Buchstabe: $
= terminiere mit 1

e 2. Fall:
gespeicherter Buchstabe: ¢

gelesener Buchstabe: nicht $
= terminiere mit 0
e 3. Fall:
gespeicherter Buchstabe £ gelesener Buchstabe

= weiter mit Phase 5
e 4. Fall:

sonst = terminiere mit 0
5. Phase

1 (Gehe auf Eingabeband nach links, erh6he dabei pro Buchstabe jeweils Z&hler b; um 1 und verringere
b2 um 1 (blS bg :00)

1z Fahre mit Phase 3 fort.

Der Platzbedarf ist, da es nur zwei Bindrzihler by und by gibt, nur O(logn) = L € DLOG.

Aufgabe 35

gesucht ist eine polynomzeitberechenbare Funktion:
f:Ic — I} mit Instanzenmengen der Probleme I = I} = (Menge aller Graphen) x N
und mit
z € CLIQUE & f(x) € INDEPENDENT SET (35.1)
f liefert bei Eingabe G(V, E) und k € N:
(G R) = ((V,V xV\ EU{(z,2) | x € V}), k)

Offensichtlich gilt Gleichung 35.1 und f ist polynomzeitberechenbar (eigtl. noch zu zeigen).

Serie 13

Aufgabe 36

keine Losung vorhanden.

Aufgabe 37

keine Losung vorhanden.

Aufgabe 38

keine Losung vorhanden.
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