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Vorwort

Dieses Skript wurde nach einem ersten Durchlauf im WS 16/17 etwas iiberarbeitet und
korrigiert. Es ist nach wie vor fiir den Gebrauch neben der Vorlesung und den Ubun-
gen der Veranstaltung ,Analysis fiir Informatiker” gedacht. Es hat somit unterstiitzende
Funktion fiir die Lehrveranstaltung und beansprucht nicht, ein Lehrbuch zum Selbststu-
dium zu sein. Ein sinnvoller Einsatz des Skripts ist deshalb mit aktivem Partizipieren
bei allen Lehrangeboten des Moduls verbunden.

Vorausgesetzt werden gewisse Kenntnisse (Stichwort ,Rechnen und Rechenregeln®) aus
der schulischen Sekundarstufe I; zum Auffrischen und Fiillen von Liicken empfehlen wir
ggf. weitere Literatur in Buchform oder Online-Materialien. Insbesondere weisen wir
auf den Online-Mathematik-Briickenkurs (OMB) und die Web- und Préisenzkurse von
CeMath an der RWTH hin.

Vorausgesetzt werden weiterhin einige Kenntnisse, welche in der parallel laufenden Ver-
anstaltung , Diskrete Strukturen“ erworben oder vertieft werden.

Der Inhalt umfasst neben grundlegenden Eigenschaften von Zahlbereichen (insbesondere
reelle und komplexe Zahlen) Folgen und Reihen, Differential-und Integralrechnung von
Funktionen einer reellen Variablen sowie grundlegende Begriffe und Satze zur Differen-
tialrechnung von Funktionen mehrerer Verénderlicher. Beweise werden (aus Zeit- und
Platzgriinden) zum Teil weggelassen oder nur skizziert. Allerdings benutzt das Skript
durchgingig mathematische Sprechweisen und Argumente; in dieser Hinsicht wird iiber
eine rein kalkiilorientiere Darstellung hinausgegangen.

Die Leserinnen und Leser sollen sich ermutigt fiihlen, neben dem Lehrangebot der Ver-
anstaltung auch weitere Literatur zu konsultieren. Neben Lehrbiichern der Analysis
kommen hierfiir auch Lehrbiicher der Héheren Mathematik (fiir Ingenieurwissenschaften
oder Physik) in Frage. Besonders hingewiesen sei darauf, dass eine Reihe von Biichern
elektronisch (iiber die Universitdtsbibliothek der RWTH) frei zugénglich ist.

Wir danken Frau Maike Sube, M. Ed., fiir das Erstellen der ersten Latex-Version dieses
Skripts und zahlreiche kritische Anmerkungen und Verbesserungsvorschlédge. Frau Bar-
bara Giese danken wir fiir die Erstellung der Graphiken und die Latex-Endfassung in
bewéhrter Qualitdt. Schlieflich danken wir dem Kollegen B. Stamm fiir Korrekturhin-
weise und Verbesserungsvorschlage.

Aachen, Juni 2018 Aloys KRIEG
Sebastian WALCHER






Kapitel 1.

Grundlegendes

§1. Was bekannt ist (oder sein sollte)

Zahlbereiche

Sie kennen (aus der Schule oder dem Vorkurs) die Zahlbereiche

o N={1,2,3,...} (Menge der natiirlichen Zahlen)

e Ny ={0,1,2,3,...} (Menge der natirlichen Zahlen mit 0)

o Z=4...,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...} (Menge der ganzen Zahlen)

e Q= {g;p und g ganze Zahlen, g # 0} (Menge der rationalen Zahlen)

und haben auch eine gewisse Vorstellung von der Menge R der reellen Zahlen.
All diese Zahlbereiche werden noch genauer betrachtet.

Rechenoperationen

Auf diesen Zahlbereichen sind Rechenoperationen definiert, die gewissen Regeln gentigen.

e Addition: Zu je zwei Zahlen a, b ldsst sich ihre Summe a + b bilden. Fiir alle a, b, ¢
gelten die Rechenregeln

> a+b=0b+a (Kommutativgesetz: Reihenfolge der Summanden ist egal)

> a+(b+c)=(a+b)+c (Assoziativgesetz: es kommt nicht auf die
Reihenfolge der Additionen an)

> Die Null ist neutrales Element der Addition: 0 + a = a.
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e Subtraktion: Falls bei gegebenen a, b die Gleichung a + = = b eine Losung hat, so
nennen wir diese b — a.
(In Z,Q,R ist eine solche Gleichung stets losbar, in N und Ny nicht. Beispiel:
77+ x = 43 ist in Ny nicht 1ésbar.)

> Die Losung von a + = 0 nennt man (falls sie existiert) das Negative von a;
Bezeichnung: —a.
(Beispiel: —(—3) =3, denn (—3) +3=0.)

e Multiplikation: Zu je zwei Zahlen a, b lasst sich ihr Produkt bilden.
Fiir alle a, b, c gilt:

> a-b=b-a (Kommutativgesetz)
> a-(b-c)=(a-b)-c (Assoziativgesetz)
> l-a=a (Die Eins ist das neutrale Element der Multiplikation.)
> 0-a=0

e Division: Falls bei gegebenen a # 0 und b die Gleichung a - z = b eine Losung hat,
so nennen wir diese 2

a”

(In Q@ und R ist eine solche Gleichung — da a # 0 vorausgesetzt ist — stets losbar;
in Z,Ny und N im Allgemeinen nicht.)

> Die Losung von a - z = 1 nennt man (falls sie existiert) % oder a1

__ 15 2 15 _ 30 __ 3
—§7denng'§—4—0—z.>

SN NI

(Beispiel:
> Man darf kdirzen: Aus a-b=a-cund a # 0 folgt b = c.

e Distributivgesetze: Diese verbinden Addition und Multiplikation: Fir alle a, b, ¢
gilt:

a-(b+c¢)=a-b+a-c (Hier wird die Regel "Punkt vor Strich” verwendet!)

Daraus und mit den Regeln von oben zum Beispiel:

> (a+b)-c=a-c+b-c

v

a-(b—c)=a-b—a-c

> (a+b):Q+I_7

Cc Cc c

v

(a+b)-(a=b)=(a+b)-a—(a+b)-b=a*+ba—ab—"=a*—b
(Dritte binomische Formel.)

v

(a+0)* = (a+b)(a+b) = a(a+b)+b(a+b) = a®>+ab+ba+b* = a*+2ab+1?
(Erste binomische Formel.)

Aus diesen Regeln lassen sich viele weitere herleiten.
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(1.1) Beispiel. Fir alle a,b,¢,d € R mit b # 0,d # 0 gilt

_ad+bc

_|_

¢
d bd

Sl

Denn

a C a C
bd-<g+a) —bd- T bd S =d-atbec

also 16st ¢ + & die Gleichung bd - = = ad + be.

Anordnung

e Auf den Zahlbereichen ist auch eine Anordnung definiert, d.h. zwei verschiedene
Zahlen lassen sich vergleichen:
Fiir a, b ist genau eine der Aussagen

a<b, a =", b<a
richtig.
(Beispiele: 3 < 7,-48 < 1,11 < 18

> Weitere Bezeichnungsweisen:
Statt a < b schreibt man auch b > a. Mit a < b (oder b > a) kiirzt man die
Aussage ab, dass a < b oder a = b gilt.

> Man nennt a positiv, wenn a > 0 und negativ, wenn a < 0.

e Die Anordnung vertragt sich mit der Addition bzw. Subtraktion:
Sind a, b, ¢ gegeben und ist a < b, so auch a+c<b+cunda—c<b—c.

e Die Anordnung vertragt sich mit der Multiplikation mit positiven Zahlen (bzw.
Division durch positive Zahlen):
Sind a, b, ¢ gegeben und ist a < b, ¢ > 0,s0 auch a-c <b-cund & < %

e Multiplikation mit negativen Zahlen (bzw. Division durch negative Zahlen) ,dreht* die
Ungleichheitszeichen:
Ist a < bund ¢ < 0, sogilta-c>b-cund%>lz’.
(1.2) Beispiel. % < g ist nicht mit ,blofem Auge* zu sehen. Man hat aber 77 - 87 <
78 - 86 und Division durch 86 - 87 ergibt die behauptete Ungleichung.
Wenn man gerade keinen Rechner hat, weist man die zweite Ungleichung so nach:

7787 ="T7-(8641)=77-86+ 77 < 77-86+86 = (77 + 1) - 86 = 78 - 86.

Wir kommen spéter nochmal auf diese Regeln zuriick; grundsétzliche Vertrautheit mit
ihnen wird aber im Folgenden (vor allem beim Rechnen) vorausgesetzt.



8 Kapitel I. Grundlegendes

§2. Aussagen, Mengen, Abbildungen

Es werden hier kurz einige grundlegende Begriffe und Sprechweisen vorgestellt, die iiber-
all in der Mathematik (also auch in der Analysis) Verwendung finden. Genauer werden
solche Themen in der Veranstaltung ,Diskrete Strukturen“ behandelt.

Aussagen

Wir betrachten zum Einstieg einige Beispiele fiir Aussagen.

(2.1) Beispiele. a) Bonn ist die Hauptstadt von Nordrhein-Westfalen.
b) Miinchen ist die Hauptstadt von Bayern.

c) 3+4=T.

Allgemein gehen wir von Folgendem aus:

(2.2) Arbeitsdefinition. Eine mathematische Aussage ist eine Behauptung (die rein
sprachlich oder als ,Symbolkette formuliert sein kann), der auf eindeutige Weise ein
Wahrheitswert, namlich wahr (1) oder falsch (0), zugeordnet werden kann.

(2.3) Beispiele. a) ,Im Horsaal sitzt mindestens eine Person, die heute Geburtstag
hat* ist eine Aussage, deren Wahrheitsgehalt leicht iiberpriift werden kann.

b) ,Kaffee oder Tee? ist keine Aussage.

¢) ,,7 ist eine Primzahl* und ,,2 > 1“ sind Beispiele wahrer mathematischer Aussagen,
ebenso: ,,Zu jeder reellen Zahl x gibt es eine reelle Zahl y mit x < y*. (,2 > 1 ist
tibrigens ein Beispiel fiir eine ,Symbolkette®.)

d) Die Aussagen ,,% ist keine natiirliche Zahl“ und ,,Jede natiirliche Zahl ist eine rationale
Zahl“ sind wahr. , Jede reelle Zahl ist eine rationale Zahl“ ist eine falsche Aussage.

e) Die Aussage ,2 + x = 5 ist wahr fiir z = 3 und falsch fiir alle Werte x # 3.

Uns geht es hier weniger um das ,Wesen* von Aussagen, sondern um Operationen mit
Aussagen bzw. Verkniipfungen von Aussagen. Zur Definition werden sog. Wahrheitsta-
feln benutzt.

(2.4) Definition. Seien A und B Aussagen.

1. Die Negation —A (,nicht A*) der Aussage A ist genau dann wahr, wenn A falsch
ist. In der Wahrheitstafel

- A

H‘O‘h}
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2. Die Konjunktion ,A N B* (,A und B*) ist wahr, wenn beide Aussagen wahr sind
und falsch, wenn mindestens eine der Aussagen falsch ist. In der Wahrheitstafel:

A|B|ANB
010 0
0]1 0
110 0
1)1 1

3. Die Disjunktion AV B* (,A oder B) ist wahr, wenn mindestens eine der Aus-
sagen wahr ist. In der Wahrheitstafel:

A|B|AVB
010 0
01 1
110 1
1)1 1

(2.5) Bemerkung. In der Mathematik bedeutet oder immer oder auch. Wenn ent-
weder - oder gemeint ist, wird es immer explizit so formuliert.

(2.6) Beispiele. a) ,Bonn ist nicht die Hauptstadt von NRW* ist die negierte Aussage
von Beispiel (2.1) a) oben, ihr Wahrheitsgehalt ist wahr.

b) Die Verneinung der Aussagen in (2.3)c) lauten ,,7 ist keine Primzahl“, ;2 < 1“ sowie
,es gibt eine reelle Zahl x, so dass fiir alle reellen Zahlen y gilt x > .

Alle anderen Arten, zwei Aussagen miteinander zu verkniipfen, konnen auf Disjunktion,
Konjunktion und Negation zuriickgefiihrt werden. Zwei besonders wichtige Verkniipfun-
gen beinhaltet die

(2.7) Definition. Es seien A und B mathematische Aussagen.

»=>** Die Implikation ,A = B ist nur dann nicht wahr, wenn A wahr und B falsch
ist. Wahrheitstafel:

Al Bl A=3
00 1
01 1
110 0
1|1 1
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& Die Aquivalenz A < B“ ist genau dann wahr, wenn die Aussagen A und B
denselben Wahrheitswert haben. Die zugehorige Wahrheitstafel lautet

Al BlA&B
010 1
0|1 0
110 0
1)1 1

(2.8) Bemerkung. Unter Implikation stellt man sich intuitiv ,aus A folgt B* vor. Ist
A wahr, so muss auch B wahr sein. Aus einer falschen Aussage kann hingegen etwas
Wahres oder etwas Falsches gefolgert werden.

(2.9) Beispiele. a) Die Aquivalenz von Aussagen ist Ihnen vielleicht von Termumfor-
mungen bekannt, es gilt 2% = 2 & (z = V2V 2 = —/2).“ Im Cegensatz dazu ist
L& =3 = 2% = 9" eine wahre Implikation, aber keine Aquivalenzumformung, da eine
Riickfolgerung falsch wére.

b) Durch ,z # 2 ist eine Primzahl = z ist ungerade® ist eine wahre Implikation gegeben.

Mengen

Um mit mathematischen Objekten ordentlich umgehen zu kénnen, befassen wir uns im
Folgenden mit Mengen. Vermutlich ist Thnen die Mengenschreibweise grundséatzlich aus
der Schule bekannt.

Bei der Beschreibung von Mengen nehmen wir den sogenannten naiven Standpunkt
ein, der auf Georg CANTOR (1845-1918) zuriickgeht. Dabei gehen wir davon aus, dass
intuitiv bekannt ist, was ,Objekte” sind und was ein ,Ganzes" sein soll.

(2.10) Definition. Eine Menge ist eine Zusammenfassung von wohl bestimmten Ob-
jekten zu einem Ganzen. Die Objekte nennt man Elemente der Menge. Die Wohlbe-
stimmtheit besagt, dass man bei jedem Objekt genau entscheiden kann, ob es zur
Menge gehort oder nicht.

Im Wesentlichen gibt es zwei Arten, Mengen zu beschreiben: Man z#hlt alle Elemente
der Menge auf oder man beschreibt die Elemente durch eindeutig charakterisierende

Eigenschaften.
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(2.11) Definition. M = {z,y, z, ...} bedeutet, dass M diejenige Menge ist, die genau

aus den angegebenen Elementen z,v, z, ... besteht.
M = {x | = hat Eigenschaft £} = {z; = hat Eigenschaft E'} bedeutet, dass M diejenige

Menge ist, die genau aus allen Objekten x besteht, die die Eigenschaft £ haben.

Ist x ein Element einer Menge M, so schreibt man x € M. Ist x kein Element von M,
so schreibt man = ¢ M.

(2.12) Beispiele. a) Alle Studierenden, die am 1. Oktober 2016 an der RWTH Aa-
chen eingeschrieben waren, bilden eine Menge. Alle grofsen Zahlen oder alle jungen

Einwohner Aachens bilden keine Menge.

b) Die kleinen lateinischen Buchstaben bilden die Menge A = {a,b,c,...,z,y, 2} mit
26 Elementen. Es ist £ € A, aber L ¢ A.

¢) Die leere Menge ist die Menge ohne Elemente und wird mit () oder auch mit {}

bezeichnet, d. h.
D={}={z]z#z}

Die Zahlbereiche bilden Mengen. Wir wiederholen die

(2.13) Bezeichnungen. N := {n | n ist natiirliche Zahl } = {1,2,3,...} ist die Men-
ge der natirlichen Zahlen.

Ny := {n | n ist natiirliche Zahl oder Null} = {0,1,2,3,...} ist die Menge der natirli-
chen Zahlen einschliefilich Null oder die Menge der nicht-negativen ganzen Zahlen.

Z = {z | x ist ganze Zahl} = {0,1, —1,2, -2, ...} ist die Menge der ganzen Zahlen.

Q = {x | es gibt ganze Zahlen a,b, wobei b # 0, mit x = a/b} ist die Menge der
rationalen Zahlen (Bruchzahlen).

Die Menge der reellen Zahlen wird mit R bezeichnet. Dabei denken wir uns die reellen
Zahlen als endliche oder unendliche Dezimalzahlen realisiert.

R, steht fiir die Menge der nicht-negativen reellen Zahlen, R7 fiir die Menge der posi-
tiven reellen Zahlen und R* fiir die Menge der reellen Zahlen ohne 0.

Fir die Analysis besonders wichtig sind Teilmengen von R, insbesondere die Intervalle.

(2.14) Definition. Fiir reelle Zahlen a,b mit a < b definiert man
@l ={ecR a<z<b)

(a,b) ={r e R; a<zx<b}
la,b) ={z €R; a<x<b}
(a,b) ={z €R; a<z<b}
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(—oo0,a] ={z €R; z<a}
(—o0,a)={z€R; z<a}
[a,00) = {z €R; a<ux}

(a,00) ={x €R; a<z}

Des Weiteren sind R?, R3 und allgemeiner R relevant.

(2.15) Definition. a)

- {()mee)

ist die Menge aller geordneten Paare reeller Zahlen. Ublicherweise werden diese als
Spalten dargestellt.

b)

a
R3 = b|l;abceR
c

ist die Menge aller geordneten Tripel reeller Zahlen.

c) Allgemeiner ist fiir n € N

ai

R" = a0, €R
an

die Menge aller geordneten n-Tupel reeller Zahlen.

Wir werden darauf zurlickkommen, wenn wir Funktionen mehrerer Verdnderlicher be-
trachten. So wie man sich die Menge R als Zahlengerade vorstellen kann, lisst sich R? als
die Menge aller Punkte einer Ebene visualisieren und R? als die Menge aller Punkte des
Raumes. (Fiir n > 3 ist eine geometrische Visualisierung von R™ nicht mehr moglich.)

Die Anzahl der Elemente einer Menge formalisieren wir in der

(2.16) Definition. Sei M eine nicht-leere Menge. Gibt es paarweise verschiedene Ele-

mente y,...,T,, n € N, sodass M = {z1,xs,...,2,}, so definiert man $tM = n.
Andernfalls setzt man M = co. Zusitzlich definiert man #0) = 0. Man nennt $M die
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Michtigkeit oder Ordnung von M. Gilt M = oo, so nennt man M unendlich. Im Fall
M € Ny spricht man von einerendlichen Menge.

Manche Autoren verwenden |M| fiir die Méachtigkeit der Menge M.

Auch fiir Mengen interessieren Operationen und Verkniipfungen. Die Analogie zu Ope-
rationen mit und Verkniipfungen von Aussagen ist nicht zuféllig.

(2.17) Definition. Seien M, N Mengen.
a) Die Differenz von N und M ist definiert

N\M:={zeN|z¢gM}={zxec N;=(z e M)}
b) Die Vereinigung M UN von M und N ist die Menge aller Elemente, die zu M oder
(auch) zu N gehoren:

MUN:={z|xzeM V ze N}.

c) Der Durchschnitt M NN von M und N ist die Menge aller Elemente, die sowohl
zu M als auch zu N gehoren:

MNN:={z|zeM A ze N}

M und N heiken disjunkt, wenn M N N = ().

(2.18) Beispiele. a) Fir M ={0,1,2,3}, N = {1, 3,5} gilt:

MUN =1{0,1,2,3,5}, MAN={1,3}, MWN=1{0,2}, N\M={5}.

b) Es gelten NU {0} = Nog, ZNR; = Ny, ZNR*: = N sowie Ng\{0} = N, N\Z = 0,
R\{0} = R*.

(2.19) Definition. Seien M, N Mengen.

a) M heilt Teilmenge von N, wenn jedes Element von M auch ein Element von N ist.
Anders ausgedriickt: z € M = x € N, fiir jedes Objekt x.

Man schreibt dann M C N oder N D M. Das Zeichen ,,C* heifst Inklusion. (Manche
Autoren verwenden auch das Zeichen ,,C“.) Man sagt auch, dass M in N enthalten
ist oder dass N die Menge M umfasst.
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b) M und N sind gleich, falls sie dieselben Elemente enthalten. Anders ausgedriickt:
xr € M < x € N, fir jedes Element .

Man schreibt dann M = N. Andernfalls schreibt man M # N.

c) M heift echte Teilmenge von N, wenn M C N und M # N. Man schreibt dafiir
M S N.
=

d) Ist M C N, so heift Cn (M) := N\ M das Komplement von M in N. Man schreibt
auch einfach nur M*, wenn die Grundmenge aus dem Zusammenhang klar ist.

(2.20) Beispiel. Die Zahlbereiche erfiillen die Inklusionen N € Ny € Z € Q C R.
Man definiert 27 := {2x| v € Z} = {z € Z| § € Z} als die Menge aller geraden ganzen
Zahlen. Offenbar gilt 2Z C Z, aber N ¢ 27.

Beztiglich der Grundmenge Z beinhaltet (2Z)¢ = 7Z\27Z genau alle ungeraden ganzen
Zahlen. R\ Q sind genau die reellen Zahlen, die keine endliche oder periodische Dezi-
malbruchdarstellung besitzen.

Schnitte und Vereinigungen kénnen auch auf mehr als zwei Mengen angewendet werden.

(2.21) Bezeichnungen. Fiir eine endliche Indexmenge I und Mengen M; bezeichnen
UMi ={x; x € M, fiirein j € I}
el

die Vereinigung aller Mengen M, fiir ¢ € I und

ﬂMi ={z; v € M, fur allei € I}

el

den Schnitt iiber alle Mengen M; fiir ¢ € I.

Ein weiterer wesentlicher Begriff ist enthalten in der

(2.22) Definition. Sei M eine Menge. Dann ist die Potenzmenge von M die Menge
aller Teilmengen von M, also

Pot(M) := {A | A c M.

Der Veranschaulichung dienen die



§2 Aussagen, Mengen, Abbildungen 15

(2.23) Beispiele. a) Pot(0) = {0} .

b) Pot({a}) = {0, {a} }.

) Pot({a,b}) = {0, {a}. {0}, {0, 0} }.

d) Pot({a, b, c}) = {@, {a}, b}, {c}, {a, b}, {a, ¢}, {b, ¢}, {a, b, c}}.

(2.24) Definition. a) al) Zwei geordnete Paare (a,b) und (z,y) sind genau dann
gleich, wenn @ = x und b =y, d. h.

(a,b) = (z,y) < a=zundb=y.

a heifst erste Komponente und b zweite Komponente des Paares (a,b).

a2) Sind M und N Mengen, so nennt man die Menge
M x N :={(a,b) |]a€ M und b € N}

das kartesische Produkt oder Kreuzprodukt von M und N.

b) Allgemein spricht man fiir » > 2 und Mengen My, ..., M, von geordneten r-Tupeln
(al,..., a,) mit a; € M;; 1 < ¢ < rund (ay,...,a.) = (by,...,b.) < a; = b;,
1 <7 < r. Die Menge dieser r-Tupel wird mit

My x ---x M, (oder X M;)

1<i<r

bezeichnet. Im Fall M; = --- = M, = M schreibt man auch kurz M".

(2.25) Beispiele. a) Es gilt (1,2) # (2,1).
b) Man hat {1,0} x {1,2} = {(1,1), (1 ),( 1),(0,2)}.
c) Bis auf die Schreibweise ist R* = R;R}(=R x R?) =R x R x R usw.

Wir fithren nun Quantoren ein:

(2.26) Definition. Es sei P eine Menge und fiir jedes p € P sei A(p) eine Aussage.
Dann bedeutet

Vpe P:A(p), dass A(p) fiir alle p € P wahr ist; und weiter bedeutet

dp e P:A(p), dass es ein p € P gibt, fiir welches A(p) wahr ist.

Man nennt V den Allquantor und 3 den Existenzquantor.

Mehr dazu erfahren Sie in der Veranstaltung “Diskrete Strukturen”. Wir werden diese
Quantoren nur gelegentlich verwenden.
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Abbildungen
Wir kommen nun zu Abbildungen. Einige Klassen von Abbildungen kennen Sie bereits

aus der Schule.

(2.27) Definition. Seien A, B nicht-leere Mengen. Eine Abbildung f von A nach B
ist eine Vorschrift, die jedem Element x € A genau ein Element y € B zuordnet. Man
nennt = das Argument und f(x) := y das Bild von x unter f und schreibt dann die

Abbildung in der Form
f:A—=> B, zw— f(x).

A heilkt Definitionsbereich und B Ziel der Abbildung f. Die Menge
Gy ={(z, f(z)) |r€ A} CAXB

nennt man den Graph von f. Zwei Abbildungen f : A — B und g : U — V heifsen
gleich, wenn

A=U,B=V und f(z)=g(zx) firale z€ A gilt.

(2.28) Beispiele. a) f:R — R, x — z? ist eine Abbildung.
b) ¢ : R — R, x — /x ist keine Abbildung.

c) Die Abbildungen ¢ : R - R,z + (z+1)>und ¢ : R - R, y — y? + 2y + 1 sind
gleich.
x

d) G:R=>R, z— ist keine Abbildung, weil der Zahl —1 durch diese Vorschrift

x
kein Wert zugeordnet werden kann. Demgegeniiber ist

F:R, >R —
+ ) x l‘+1’

eine Abbildung.
e) Fiir jede nicht-leere Menge A ist
idg :A— A, x—=

eine Abbildung. Sie wird die identische Abbildung auf A genannt.

(2.29) Definition. Seien A, B nicht-leere Mengen und f : A — B eine Abbildung.
Fiir M C A heifst
fM) = {f(z) |z € M}
das Bild von M unter f. Speziell nennt man f(A) die Wertemenge von f. Fir N C B
heifst
fHN) ={z € A| f(z) € N}

das Urbild von N unter f.
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Nun fiithren wir Operationen auf Abbildungen aus.

(2.30) Definition. Ist f: A — B, z — f(x), eine Abbildung und M eine nicht-leere
Teilmenge von A, so heifst die Abbildung

fla: M = B,z (flun)(z) = f(z),

die Restriktion oder Einschrinkung von f auf M. Ist g : B’ — C' eine weitere Abbildung
mit der Eigenschaft f(A) C B’, so nennt man

gof:A—=C, xw(gof)(z):=g(f(z)),

die Verkettung oder Komposition oder Hintereinanderausfiihrung von g und f.

Spezielle Eigenschaften von Abbildungen behandeln wir in der

(2.31) Definition. Sei f: A — B eine Abbildung.
> f heifst injektiv, wenn fiir alle a1, as € A aus f(a1) = f(ay) stets a; = ay folgt.

> f heillt surjektiv, wenn zu jedem y € B (mindestens) ein z € A mit f(z) =y
existiert.

> f heifst bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist.

Weil eine Aussage A = B dquivalent zu =B = —A ist, bedeutet Injektivitdt, dass
aus a; # ap auch f(a;) # f(ag) folgt. Das bedeutet: Verschiedene Argumente haben
verschiedene Bilder. Zum Nachweis der Injektivitdt ist es aber oft zweckméfig, wie in
(2.31) vorzugehen und aus der Gleichheit der Bilder die Gleichheit der Argumente zu
schliefsen.

Negieren der Bedingung fiir Surjektivitat ergibt: Wenn es ein z € B gibt, sodass f(z) # =z
fir alle z € A, dann (und nur dann) ist f nicht surjektiv.

f ist dann und nur dann bijektiv, wenn zu jedem y € B genau ein x € A mit f(z) =y
existiert.

(2.32) Bemerkung. Ist f : A — B eine bijektive Abbildung, so gibt es genau eine
Abbildung
f1:B— A,

welche f~'o f = ids und f o f~! = idp erfiillt. Man nennt f~! die Umkehrabbildung
von f. Sie ist charakterisiert durch

fx)=y & fHy)==x firallex € A, y € B.







Kapitel II.

Z.ahlbereiche und mathematische
Strukturen

§1. Natirliche Zahlen, Induktion und Rekursion

Wir sehen uns hier als Erstes die natiirlichen Zahlen N = {1,2,3,...} genauer an. Of-
fensichtlich erhélt man jede natiirliche Zahl (irgendwann), wenn man bei 1 startet und
dann immer um 1 weiter zahlt. Diese Beobachtung ist die Grundlage fiir ein Beweisprin-
zip und ein Konstruktionsprinzip.

Zunachst das Beweisprinzip:

(1.1) Induktionsprinzip. Um die Richtigkeit einer Aussage A(n) fir alle ganzen
Zahlen n > 1 nachzuweisen, geniigt es zu zeigen:

(IA) A(1) ist richtig (Induktionsanfang).

(1S) Fir alle n > 1 gilt: Wenn A(n) richtig ist, dann ist auch A(n+ 1) richtig (Induk-
tionsschritt).

Man nennt diese Methode das Beweisprinzip der vollstindigen Induktion. Im Induktions-
schritt nennt man die Annahme, dass A(n) richtig ist, auch die Induktionsvoraussetzung
(IV).

Das Beweisprinzip ist intuitiv leicht zu verstehen. Nach (IA) ist A(1) richtig. Also kann
man (IS) auf n = 1 anwenden und erhélt die Giiltigkeit von A(2). Wendet man (IS) auf
n = 2 an, so ergibt sich die Richtigkeit von A(3) usw.

Wir diskutieren einfache

(1.2) Beispiele. a) Fiir alle n € N gilt 2" > n.
(TA) Firn=1gilt 2! =2 > 1.
(IS) Sei n > 1, so dass 2" > n bereits gilt. Multiplikation mit 2 ergibt 2"*1 > 2n =
n+n >n+ 1. Also gilt dann auch 2" > (n + 1).

19
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b) Die Teilmenge {0,1}" C R™ besitzt genau 2" Elemente. Wir beweisen die Aussage
A(n) : 4{0,1}" = 2" mit Induktion.
(IA) Fiir n = 1 gilt: £{0, 1} = 2 offensichtlich.
(IS) Sei n € N so, dass #{0,1}" = 2".
Die Elemente von £{0, 1}"™! haben entweder eine 0 an der letzten Position oder eine
1; sind also von einer der folgenden Gestalten:

* *
Entweder : oder
* *
0 1

Fiir die ersten n Stellen gibt es nach Induktionsannahme jeweils 2" Md&glichkeiten.
Insgesamt enthilt {0, 1}""! also 2" + 2" = 2"*! Elemente.

Das Konstruktionsprinzip ist wie folgt.

(1.3) Rekursion. Es sei M eine nicht-leere Menge. Fiir jedesn € N sei g, : M — M
eine Abbildung. Weiter sei b € M.
Dann gibt es genau eine Abbildung r : N — M mit den Eigenschaften

(i) r(1) =b;
(i) r(n+ 1) = gu(r(n)).

Auch das ist intuitiv einsichtig: Man hat r(1) = b, r(2) = r(1 + 1) = ¢1(r(1)) = ¢1(b),
r(3) = g2(r(2)) = g2(g1(b)) usw. Bei einer mathematisch sauberen Grundlegung von N
und weiterer Begriffe (die in dieser Veranstaltung nicht stattfindet) ist das Rekursions-
prinzip allerdings ein Satz, den man beweisen muss und kann (Dedekindscher Rekursi-
onssatz).

(1.4) Beispiel. Die Potenzen a, a?,a?, ... einer reellen Zahl lassen sich rekursiv definie-

ren. Man nehme M = R, b = a und definiert ¢, : R — R,z +— a - x fiir alle n. Dann
r(l)=aund r(n+1) = a-r(n), also a"™* = a - a", fiir alle n.

Rekursiv lassen sich auch Summen- und Produktzeichen definieren:

(1.5) Definition. Es seien reelle Zahlen ay, k € N gegeben.
Fir jedes n € N definiere die Summe ", _, ax rekursiv durch

und




§1 Natiirliche Zahlen, Induktion und Rekursion 21

Analog definiert man das Produkt [[;_, ay rekursiv durch

1
H ap = a1
k=1

und

ﬁ%—<H%>%H

Anschaulich also fiir n > 1:

n n

g ar = a1+ ...+ ay; Hak:al-...-an.

k=1 k=1

(1.6) Beispiele. Es gilt
a) Y kP =124224+32=14.
b) ITi_, (1+ 1) =n+1 fiir alle n € N. (Beweis mit Induktion.)

Den folgenden Satz soll Carl Friedrich GAUSS (1777-1855) als Schiiler bewiesen haben,
als er die Zahlen von 1 bis 100 addieren sollte.

(1.7) Satz. Fir allen € N gilt

(n—l—l).

Zk:_1+2+ 4n 5

Beweis. Wir zeigen die Aussage durch Induktion nach n.
(TA) Im Fall n = 1 gilt 3, _ k=1= 2
(IS) Es gelte 7 k = = nH ) fiir ein n € N. Dann folgt

— n(n+1) (n+1)(n+2)
Zk:_<2k> (n+1) T+(n+1)= 5 .

(1.8) Bemerkung. Induktions- und Rekursionsprinzip gelten (statt fiir N) auch fir
Ny und allgemeiner, wenn ein beliebiges m € Z gegeben ist, auch fiir

Zom = {k € Z; k > m}.
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So kann man die Aussage
A(n) : 2" > n? fiir allen > 5

beweisen, indem man den Induktionsanfang bei ng = 5 setzt und den Induktionsschritt
unter der Voraussetzung n > 5 durchfiihrt.

Weiter kann man
n
g ay und H ag
k=m

fiir alle n > m rekursiv definieren, also z. B.

i2’“—1+1+l+1+2+4

8 42 '
k=—3

Als Konvention setzt man noch

Z ap =10 und H ap =1, fallsm > n.
k=m

k=m

Wir kommen zu einer weiteren

(1.9) Definition. Fiir n € Ny definiert man n! (gesprochen: n Fakultit) durch

n

n!::Hk::l-2-...-n€N.

Fiir k,n € Ny mit £ < n definiert man den Binomialkoeffizienten durch

(&) = mm=m e

Insbesondere ist also 0! =1, 11 =1, 2! =2, 3! =6, 4! =24, 5! = 120, 6! = 720 und

()= ()= (1) = () = men

(1.10) Lemma. Seien k,n € Ny mit k < n. Dann gilt:

I (1) = ()
b) (kfl) + (Z) = (”ZI) falls k> 0.
c) (Z) eN.
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1) =mam =)

b) Man hat (mit Bruchrechenregeln)

<kﬁ1>+<2) :(k—l)!-(:i+1—k)!+k!-(:;!—k:)!

n! (n+1)! n+1
k!-(n+1—k)!'[“(”“_k”:k!-(nﬂ—k)!:< k )

Beweis. a) Es gilt

¢) Wir verwenden Induktion nach n fiir A(n): (}) € N fiir alle k, 0 < k < n.
(IA) Im Fall n = 0 hat man (J) =1 € N.
(IS) Sei n € N mit der Eigenschaft (}) € N fiir 0 < k < n. Es gilt fiir k£ € {0,n+ 1}:

n—+1 n+1
= =1eN.
("07) = (i) =
Sei also 0 < k£ < n. Dann folgt
n+1 n n
() =)+ () e
aus b) und der Induktionsvoraussetzung. 0

Damit haben wir das wesentliche Hilfsmittel zum Beweis der binomischen Formel.

(1.11) Satz. (Binomische Formel)
Fiir n € Ny und alle reellen Zahlen a,b gilt

n

(a+b)"=>" (Z) kb = En: (Z) a" k.

k=0 k=0

(Dies gilt auch fiir komplexe Zahlen, die wir in Kapitel IV einfiihren.)

Beweis. Die zweite Summe entsteht aus der ersten durch Umindizierung k — n — k,
wenn man (1.10) a) beachtet. Wir beweisen die Aussage durch Induktion nach n.
(IA) Im Fall n = 0 gilt

(a+0)° =1

> (Z) a" bk,

0
k=0
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(IS) Die obige Formel gelte fiir ein n € Ny. Durch Multiplikation mit a + b folgt daraus

(a+b)"™ = (a+b)-(a+b)"=(a+b)-y (Z) Sk

k=0

_ Z (Z) aFHipn—k 4 Z <Z> aFpnti—k
k=0 k=0
n+1

n - , " /n
— a_]bn+1*] 4 akanrlfk
(j=k+1) ; <j — 1) ; k

() (B 1G0) = @)« (G

n+1
— n+1 TL+]_ anrl 7 anrl
’ <§%< )+
n+1
— Z( ) ibﬂ‘i’l*i’

wenn man (1.10) b) verwendet. O

Die in der Schule gelernte binomische Formel bezieht sich natiirlich auf n = 2. Es gilt
speziell

(a+b)? = a® + 2ab + b?,
(a+b)* = a* + 3a*b + 3ab® +b°,
(a+b)* = a + 4a”b + 6a*V* + 4ab® + b".

§2. Rationale Zahlen und Korper

Die rationalen Zahlen Q setzen wir als bekannt voraus. Jede solche Zahl lasst sich in

der Form
=L mit peZ und qeZ\{0}
q

darstellen. Die Darstellung ist jedoch keineswegs eindeutig; es gilt

,
]2:—<:>p.szr.q;

q s

Stichwort , Erweitern und Kiirzen®. (Auf vollstédndig gekiirzte Briiche gehen wir hier nicht

weiter ein.)

Man hat die Addition
p T _p-s+r-q

q S q-s
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und die Multiplikation

ISl s
B
=

» |3
Q‘
v

rationaler Zahlen.
Schliefslich kann man positive rationale Zahlen charakterisieren (etwa) durch

P >0&p-qg>0.
q
Die reellen Zahlen R lassen sich nicht so einfach beschreiben. Im Moment halten wir nur

fest, dass auch auf R Addition und Multiplikation definiert sind, die iiblichen Rechenge-
setze gelten, sowie positive Elemente ausgezeichnet sind.

Wir fassen wichtige Eigenschaften der Addition und Multiplikation (und Subtraktion
und Division) in Q zusammen in:

(2.1) Bemerkung. Fir K = Q gelten folgende Aussagen:

(K.1) (Assoziativgesetze) Fiir alle a,b,c € K ist

(a+b)+c=a+(b+c¢) und (a-b)-c=a-(b-c).

(K.2) (Kommutativgesetze) Fir alle a,b € K ist

at+b=b+a und a-b=0b-a.

(K.3) (Ezistenz neutraler Elemente) Es gibt Elemente 0 € K (Nullelement) und 1 € K
(Einselement), so dass fiir alle a € K gilt

a+0=a und a-1=a.

(K.4) (Ezistenz inverser Elemente) Zu jedem a € K existiert ein Element —a € K
mit der Eigenschaft a + (—a) = 0. Zu jedem a € K, a # 0, existiert ein Element
a~! € K mit der Eigenschaft a-a~! = 1. Man schreibt auch é statt o=t

(K.5) (Distributivgesetz) Fur alle a, b, c € K gilt

a-(b+c)=(a-b)+ (a-c).

Diese Gesetze haben sie in Kapitel I §1 schon mal gesehen. Man kann aus ihnen alle
yiblichen Rechenregeln herleiten, und sie sind in diesem Sinn fundamental.
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(2.2) Definition. Eine Menge K mit mehr als einem Element und Verkniipfungen

+: KxK-—>K, (a,b)—a+b und
KxK—K, (a,b)—a-b,

welche (K.1) bis (K.5) geniigen, heifst Korper.

(2.3) Beispiele. (a) Q und R (mit den tiblichen Rechenoperationen) sind Korper.
(b) Fy = {0,1} mit den Verkniipfungen

ol ol 2l
= Sl

und 0
1

ist ein Korper. Fiir die Informatik ist es sehr interessant, fiir die Analysis weniger.

Wir halten einige Regeln fiir das Rechnen in Kérpern fest:

(2.4) Satz. Sei K ein Korper. Dann gilt fir alle a,b,c € K :

(i) Es gibt genau ein x € K mit a + x = b, ndmlich x = b+ (—a). Wir schreiben
auch x = b —a. Es gilt —0 =0 und —(a +b) = (—a) + (=b). Das Element 0 ist
durch (K.3) eindeutig bestimmdt.

(11) Aus a4+ c= b+ c folgt a =b.

(iii) Ist a # 0, so gibt es genau einy € K mit a-y = b, ndmlich y = b-a~t. Wir
schreiben auch y = & = b/a. Es gilt 17' = 1. Das Element 1 ist durch (K.3)

a
eindeutig bestimmt.

(iv) Aus a-c="b-cundc+#0 folgt a =0.
(v) a-0=0.
(vi) Es gilt 1 # 0 und aus a-b =0 folgt a =0 oder b= 0.

(vii) (—a) -b=—(a-b), —(—a) =a, (=1)-a = —a und (—a) - (=b) = a - b; speziell
(-1)7t=-1.

(viti) Aus a # 0 und b # 0 folgt a-b # 0, (a-b)"' =a - b7' und a™' # 0 mit

(a )™t =a.

(iz) Aus b # 0 und c # 0 folgt ab™' = (ac)(bc)™*. (,Erweitern und Kiirzen®)

Diese Aussagen sollen hier nicht bewiesen werden. Als Néachstes sehen wir uns die An-
ordnung genauer an. Wir betrachten erst die positiven Elemente von Q.



§2 Rationale Zahlen und Korper 27

(2.5) Bemerkung. Sei K =Qund P={x € Q:z > 0}:

Dann gilt

(P.1) Fiir alle z € K ist genau eine der Aussagen x € P; x = 0; —z € P richtig.
(P.2) Fir alle z,y e Pgilt t +y € P. (Also P+ P C P.)

(P.3) Fiir alle z,y € P gilt -y € P. (Also P- P C P.)

Man nimmt diese Beobachtung zum Anlass fiir

(2.6) Definition. Es sei K ein Korper.

a) Man nennt K einen angeordneten Korper, wenn es eine Teilmenge P von K gibt, die
(P.1), (P.2) und (P.3) aus (2.5) erfiillt. (P wird auch Positivitdtsbereich genannt.)

b) Durch
r<y: & y—zxz€eP

wird eine Relation ,,<* auf K eingefiihrt, die Anordnung auf K. Weiter vereinbart
man

r<y & z<y oder x=uy;
r>y & y<ua
rzy & y<«.

Man schreibt fiir (P.1) auch K = P U {0} U (—P), mit dem Symbol ,,U* fiir ,disjunkte
Vereinigung“ (d. h. Vereinigung paarweise disjunkter Mengen).

(2.7) Beispiele. (a) Q und R sind angeordnete Korper.
(b) Fy lésst sich nicht anordnen. (Wie sollte man P wihlen?)

Wieder ist die Pointe, dass sich alle bekannten Rechenregeln in Q, die mit +, - und <
zu tun haben, aus den Koérperaxiomen (K.1) - (K.5) und (P.1) - (P.3) herleiten lassen.

(2.8) Satz. Sei K ein angeordneter Korper.
a) Fir alle a,b,c € K gilt: a <bundb<c=a<c.

b) Fir alle a,b,c,d € K gilt
bl)a+c<b+c & a<b;
b2)a<bundc<d = a+c<b+d;
b3)0<aund0<b = 0<ab;
b4)0<a<bund0<c<d = ac<bd;
b5)0<a<b = 0<a” <b" fir allen € N;
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c) Fir alle a,b,c,d € K gilt:
cl)a>0undb<0 = ab<0;
a<0undb<0 = ab>0;
c2) 0 < a?; speziell 0 < 1;
c3)a>0 & a't>0;
c¢4)0<a<bundc<0 = be<ac<O0;
at<b7l, fallsab < 0,

b= <at, fallsab > 0.

ch)a<b,a#0undb#0 = {

Beweis. a) Ausb—a € Pund ¢c—b € P folgt c—a = (c—b)+ (b—a) € P nach (P.1).
Fiir bl) benutze b —a = (b+ ¢) — (a + ¢) und (2.5).
Im Beweis von b2) kann man wegen bl) schon ¢ < d voraussetzen. Dann

(b+d)—(a+c¢)=(b—a)+(d—c) € P nach (P.2).

In b3) steht einfach (P.3) in anderer Formulierung. Im Fall ¢ = d folgt b4) aus b—a € P,
¢ € P und (P.3); im Fall ¢ < d ist weiter

bd —ac=b(d—c)+c(b—a) € P

wegen (P.2) und (P.3). Mit simpler Induktion erhélt man b5).
Zum Nachweis von c1) beachte im Fall a > 0, b < 0, dass —b > 0 und somit

—ab=a-(=b) >0

mit Satz (2.4). Falls a < 0, b < 0, so —a > 0, —b > 0 und deshalb ab = (—a)(—b) € P
mit (2.4).

Dann ist ¢2) eine unmittelbare Konsequenz, da 12 =1 # 0.

Zum Nachweis von ¢3) nehme man a > 0, a* < 0 an. Dann 1 = a-a™' < 0 nach cl)
im Widerspruch zu ¢2).

c4) folgt aus (—c)(b —a) > 0 (wegen ¢3) und (2.5). Im Fall @ > 0, b > 0 ergibt sich c5)
wie folgt: Aus ¢3) folgt ™! > 0 und b=! > 0 und es ist a=! # b~! wegen a # b. Wire

bd)
al<b ! sol=aa"! < bb~! =1 und Widerspruch. Die restlichen Félle ergeben sich
hieraus mit c1), ¢3) und c4). O

(2.9) Bemerkung. Jeder angeordnete Korper K ,enthélt Q¢ (also auch N und Z) in
folgendem Sinn: Es gibt eine injektive Abbildung

v:Q— K,
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welche die Rechenoperationen und die Anordnung respektiert; d.h. fiir alle x,y € Q
gilt

px+y) = o)+ oy);
o y) = o) py);
r<y = o) <p(y).

(Beachte, dass die Symbole links fiir Q gelten, die auf der rechten Seite fiir K.)

Wir wollen das hier nicht beweisen, aber die grundlegende Idee soll angegeben werden:

Fir n € N definiere
n-1:= Z le K
k=1

und damit
wo:N=K, n—=n-1.

Wegen go(n+1) —¢o(n) = (n+1)-1—n-1=1>01ist po(n+ 1) > po(n) fir alle
n, also g injektiv. Man kann nun nachweisen, dass g die Rechenoperationen und die
Anordnung respektiert und in weiteren Schritten ¢ zu einer Abbildung von Z nach K
bzw. von Q nach K fortsetzen.

Wir werden im Folgenden stets annehmen, dass ein angeordneter Kérper K die rationa-
len Zahlen Q als Teilmenge enthélt.

Nun kommen wir zum Betrag.

(2.10) Definition. Sei K ein angeordneter Korper. Dann wird der Betrag oder Ab-
solutbetrag |x| von x definiert durch

2] 7%, falls x > 0,
x| =
—x, fallsx <0.

Damit lésst sich zeigen:

(2.11) Satz. Sei K ein angeordneter Kérper. Dann gilt fir alle x,y € K:
(i) |x| = 0 und |z| > 0 fir x # 0.

(ii) |z| = | — x| und z < |z|.

(i) |-yl = |a] - |yl




30 Kapitel 1I. Zahlbereiche und mathematische Strukturen

1
(w)‘ '—— fszdryséo.
[yl yl oyl
(v) |x +y| < |z| + |y| (Dreiecksungleichung).
(vi) |x +y| = |lz| — |y|| = |x| — |y| (2. Dreiecksungleichung).

(vit) || <y & —y<z<y.

Beweis. (i) Fiir  # 0 gilt entweder |z| = x > 0 oder z < 0, d.h. || = —z > 0 nach
(2.10).

(11) Fir x > 0 gilt |#| = | —2| = 2 und fir < 0 hat man |z| = | —z| = —=, insbesondere
r <0< x|

(iii) Man fiithre eine Fallunterscheidung durch und verwende (2.10).
(iv) Man verwende (2.4) (vii).
(v) 1. Fall: Aus = +y > 0 folgt

lz+yl =z +y < |z + |yl

wegen = < |z|,y < |y| nach (ii).
2. Fall: Aus x + y < 0 folgt

v +yl=—(r+y)=—2—y<|z|+|y|

wegen —x < | — 2| = |z| und —y < | — y| = |y| nach (ii).
(vi) Man verwende (v) in den Rechnungen

7| =z +y+ (—y)

| < |v+yl + |-yl =lz+yl + |y, also |z+y|=|z]— |yl
ly| =ly + 2+ (—2)| <

[z +yl + [l also |z +y[ > |yl =[] = =([=] = [y])-

Es folgt [z +y| > |[|z] — |y|.
(vii) Es gilt |z|] < y genau dann, wenn z < y und —z < y, d.h. x > —y. Also gilt
insgesamt

[z <y & —y<z <y 0

Schliefslich fithren wir (fiir spater) noch einige Bezeichnungen ein.

(2.12) Definition. Es sei K ein angeordneter Koérper und a,b € K mit a < b.
a) Die folgenden Mengen werden Intervalle genannt:
(i) [a,0] =={zr € K; a<z <b}
(ii) [a,00] :={z € K; a < x};
(ili) (—o0,b] :={z € K; = < b};
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a,b):={r € K; a <z <b};

(

(a,00) :=={c€ K; a < z};
(—00,b) :={x € K; =z < b};
(

b) Die ersten drei Typen (i) - (iii) von Intervallen heifen abgeschlossen, die Typen (iv)
- (vi) heifsen offen.

c¢) Sonderfille: Man zdhlt auch die leere Menge (), die einpunktigen Mengen [a, a] :=
{a} und (—o0,0) := K zu den Intervallen.

d) Ein Intervall heilt nicht-ausgeartet, wenn es mehr als ein Element enthélt.

§3. Einiges zu Gleichungen und Ungleichungen

Wir wollen hier einige Prinzipien festhalten, die beim Umgang mit Zahlen (und Funk-
tionen) niitzlich sein kénnen. Sie sind unmittelbare Folgerungen aus §2.

Zunachst wollen wir prézisieren, was wir mit einer Gleichung bzw. Ungleichung meinen.
Es gibt keine allgemeine Definition, aber fiir unsere Zwecke reicht das Folgende aus.

(3.1) Arbeitsdefinition. Es seien K ein angeordneter Kérper und D C K nicht-leer
sowie f,g: D — K Abbildungen.

a) Man nennt die Problemstellung
,Bestimme alle x € D, welche f(x) = g(z) erfiillen.”

eine Gleichung in D. Oft schreibt man nur kurz ., f(z) = g(z) (und x € D)*.
Eine Losung dieser Gleichung ist ein z € D, das f(x) = g(x) erfiillt. Die Menge
aller Losungen heifst Losungsmenge der Gleichung.

b) Man nennt die Problemstellung
.Bestimme alle z € D, welche f(x) < g(z) [oder f(z) < g(x)| erfiillen.”

eine Ungleichung in D. Oft schreibt man nur kurz ,,f(z) < g(x) [oder f(z) <
g(x)|(und x € D)“.

Eine Ldsung dieser Ungleichung ist ein z € D, das f(z) < g(x) |oder f(x) < g(z)]
erfiillt. Die Menge aller Losungen heift Losungsmenge der Ungleichung.

Folgende Beobachtungen kénnen beim Losen von Gleichungen bzw. Ungleichungen hilf-
reich sein.
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(3.2) Lemma. Es seien D, f, g wie in (3.1). Weiter sei h: D — K.
a) Fiir jedes x € D gilt
f(x) = g(x) & f(z) + h(z) = g(x) + h(z).

Weiter gilt
f(@) = g(x) = f(z) - h(z) = g(z) - h(z).
Ist zusdtzlich h(z) # 0 fir alle x € D, so ist

f(x) = g(z) & f(z) - h(z) = g(z) - h(z).
b) Fir jedes x € D gilt

f(@) < g(x) & fz) + h(z) < g(z) + h(z).
und
f(z) < g(x) & f(x) + h(z) < g(z) + h(z).
Ist h(z) > 0 fir alle x € D, so gilt weiter:
f(x) < g(a) = f(x) - hz) < g(x) - h(z).

Ist schlief§lich h(x) > 0 fir alle x € D, so gilt

f(z) < g(x) & f(z)- h(z) < g(x) - h(2).

Beweis. Alle Aussagen ergeben sich aus (2.8). O

(3.3) Bemerkung. Die Voraussetzung, dass h(z) > 0 (bzw. h(z) > 0) fiir alle z € D
ist in Teil b) notwendig. Multiplikation mit negativen Zahlen ,dreht eine Ungleichung
um*; vgl. Satz (2.8) c4).

(3.4) Beispiele. Es sei K stets ein angeordneter Korper.

a) Gesucht sind alle x € K mit
20 +3=06x—T.
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Wir fithren die Losung sehr kleinschrittig vor:

20+ 3 =62 -7
< 3=4x—7 (addiere hi(x) = —2x)
& 10 =4z (addiere hy(x) =7)

10 L
i x  (multipliziere mit  hg(z) = Z)
& 25==z

b) Gesucht sind alle x € K mit
|z| = 3z + 4.

Hier ist eine Fallunterscheidung angebracht:

1. Fall: z > 0, also D; = [0, 00). Dann |z| = z und

r=3x+4
& —2r=4 (addiere hi(x) = —3x)
1
& x = —2 (multipliziere mit ho(x) = —5)
In D; = [0, 00) haben wir also keine Losung.
2. Fall: x < 0, also Dy = (—00,0). Dann || = —z und
—r =3z +4
& —4r =4 (addiere hy(x) = —3x)
1
& o =—1 (multipliziere mit hy(z) = .

In Dy = (—00,0) haben wir also die einzige Losung —1.
Insgesamt ist die Losungsmenge gleich {—1}.

c¢) Gesucht sind alle x € K mit
v+ 1| <22+3

Auch hier ist eine Fallunterscheidung sinnvoll.

1. Fall: x +1 >0, also Dy = [-1,00) und |z + 1| = 2 + 1. Dann

r+1<2x+3
& —2<z (addiere h(x)=—x —3).

Dies ist fiir alle € Dy (mit x > —1) richtig.

).
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2. Fall: x +1 <0, also Dy = (=00, —1) und |z + 1| = —x — 1. Dann

—x—16 <2z +3
—4 <3z (addiere hy(z) =2z — 3)
—4 1
5 <7 (multipliziere mit  ho(z) = §>

Die Losungsmenge in D, ist also (—3, —1).

Insgesamt besitzt die Ungleichung die Losungsmenge

- ()

Nach diesen Anmerkungen zum praktischen Umgang mit Gleichungen und Ungleichun-
gen wollen wir zwei Fakten beweisen, die in der Analysis vielfach niitzlich sind. Zunéchst
geht es um die geometrische Summenformel:

(3.5) Satz. (Geometrische Summenformel) Es sei K ein Korper.
a) Firn € Ny und jedes g € K, q # 1 gilt

qn+1 -1 _ 1 _qn+1
g—1  1-gq

qu:1+q+...+q":
k=0

b) Fir alle n € Ny und alle a,b € K mit a # b gilt

w an-i—l . bn+1

Zakbn—k _ — )

k=0

Vor dem Beweis treffen wir noch eine

Vereinbarung. Ist K ein Korper, so setzt man z¥ := 1 fiir alle # € K. Insbesondere
gilt also auch 0° = 1.

Beweis. a) Wir zeigen die Aussage durch Induktion nach n.
(IA) Im Fall n = 0 gilt 3°)_¢" = ¢* =1 = .

q—1
(IS) Es gelte > i, ¢" = qn;_lfl fiir ein n € Ny. Dann folgt
n+1 n n n
> d = ¢* +¢”“=1i:i+¢”“=gﬁ:i
k=0 k=0 ¢—1 ¢—1

b) Im Fall b = 0 ist die Behauptung trivial, weil beide Seiten gleich a™ sind. Ist b # 0,
so verwendet man a) mit ¢ = 7 # 1 in der Rechnung

n

Zakbn_k B bn n (a)k B bn (a/b)n—i-l -1 an—i—l _ bn+1

— — b (a/b) —1 a—b O
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Des Weiteren ist die folgende Abschétzung sehr oft niitzlich.

(3.6) Satz. (BERNOULLIsche Ungleichung) Es sei K ein angeordneter Korper.
Fiir allen € Ng und a € K, a > —1, gilt

(14 a)" > 1+ na.

In diesem Fall gilt (1 + a)" = 1+ na genau dann, wenn n =0 oder n =1 oder a = 0.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion nach n.

(IA)ImFalln=0gilt (14a)=1=140"a.

(IS) Es gelte (14 a)™ > 1 + na fiir ein n € Ny. Wegen 1+ a > 0 ergibt Multiplikation
dieser Ungleichung mit 1 + a:

(*) (1+a)" =(1+a)" (1+a)=(1+mna)-(1+a)
=1+ (n+1a+na® =1+ (n+1)a,

denn na? > 0. (Wir haben hier einige Regeln benutzt. Neben dem Distributivgesetz
wurde insbesondere bei der ersten Ungleichung benutzt, dass fiir z,y, 2 > 0 mit z > y
auch zz > yz gilt; vgl. (2.8)b). Der Schluss ,na® > 0 benutzt zudem, dass a® > 0 fiir
alle a € K; vgl. (2.8)¢3).)

Fir n = 0 oder n = 1 oder a = 0 gilt die Gleichheit. Ist aber n > 1 und a # 0, so hat
man (14 a)"™' > 1+ (n+ 1)a nach (%) wegen na?® > 0. O

Aus der binomischen Formel (1.11) erhalten wir

(3.7) Korollar. Es sei g € Q,q > 1. Dann gibt es zu jedem M > 0 ein N € N, so
dass

S [

> M  fir allen > N.

Beweis. Essei ¢ =1+ mit r(=¢— 1) > 0. Fiir alle n > 2 ist dann
k=0

denn alle Summanden sind > 0. Also % > - (n—1).
Zu M € Q, M > (0 wihle N = 14[2M/r?]. (Dabei bezeichnet fiir € Q die Aufrundung
[x] die kleinste ganze Zahl m mit m > x.) Fiir n > N ist dann

2 2 2 2M
Sh-1)>Z(N-1)> =
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§4. Vollstandigkeit und reelle Zahlen

Wir kommen nun zu einem wesentlichen Unterschied zwischen @Q und R. Dieser liegt im
Vollstandigkeitsaxiom.

(4.1) Definition. Sei K ein angeordneter Korper und M C K. Die Menge M heifst
nach oben beschrinkt, falls ein C' € K existiert, so dass x < C' fiir alle x € M. Jedes
solche C' nennt man eine obere Schranke von M. Die Menge M heiltt nach unten
beschrinkt, wenn ein ¢ € K existiert mit ¢ < z fiir alle x € M. Jedes solche ¢ nennt
man eine untere Schranke von M. Die Menge M heifit beschrinkt, wenn sie nach oben
und unten beschrankt ist.

Betrachtet man das grofere der beiden Elemente |c|, |C|, so sieht man sofort, dass M
genau dann beschrénkt ist, wenn es ein R > 0 gibt, so dass |z| < R fiir alle x € M. Die
leere Menge ist trivialerweise beschrinkt.

(4.2) Beispiele. Sei stets K = Q.

a) N ist nach unten beschréinkt, da z.B. ¢ = 1 oder ¢ = ; untere Schranken sind. Als
Teilmenge von Q ist N nicht nach oben beschrinkt: Gébe es ein C' € Q mit n < C fiir
alle n € N, so ware C' = g mit p € N, ¢ € N und es folgte ¢ - n < p fir alle n € N,
also wegen ¢ > 1 auch n < ¢-n < p fiir alle n € N, und Widerspruch. (Dass N auch
als Teilmenge von R nicht nach oben beschrankt ist, muss - und wird noch - bewiesen
werden. )

b) Ist M C Q endlich, so ist M beschrénkt.

¢) M ={z|zeQ a® <2} ist beschréinkt. Z.B. ist 2 eine obere und —2 eine untere
Schranke von M.

d) {z | 3m € N mit 2 = L} ist beschriinkt, da z B. 1 eine obere und 0 eine untere
Schranke ist.

e) {z |z €Q,0<x <1} ist beschrénkt.

Wir kommen nun zu einem weiteren wesentlichen Begriff.

(4.3) Definition. Sei K ein angeordneter Koérper und M C K. Ein C' € K heifit
Supremum oder kleinste obere Schranke von M, wenn gilt:

(S.1) C ist eine obere Schranke von M, d.h. x < C fiir alle x € M.

(S.2) Ist C” eine obere Schranke von M, so gilt C' < C".

Ein ¢ € K heifit Infimum oder grofite untere Schranke von M, wenn gilt:

(I.1) ¢ ist eine untere Schranke von M, d.h. ¢ < z fur alle z € M.

(I.2) Ist ¢ eine untere Schranke von M, so gilt ¢ < c.

Wir verwenden die Schreibweise C' = sup M und ¢ = inf M.

Aus dieser Definition folgt nicht, dass das Supremum bzw. das Infimum fiir eine gegebene
Menge existieren.
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Ein besonderer Fall liegt vor, wenn Supremum oder Infimum zur Menge gehoren:

(4.4) Definition. Sei K ein angeordneter Korper und M C K.

a) Existiert ein C € M mit C' = sup M, so nennt man C' das Mazimum von M;
Bezeichnung C' = max M.

b) Existiert ein ¢ € M mit ¢ = inf M, so nennt man ¢ das Minimum von M; Bezeich-
nung ¢ = min M.

Es gilt also ¢ = max M genau dann, wenn ¢ € M und = < c fir alle x € M. Des
Weiteren gilt ¢ = min M genau dann, wenn ¢ € M und x > ¢ fiir alle x € M.

Wiederum gilt, dass Maximum bzw. Minimum fiir eine gegebene Menge nicht unbedingt
existieren.

(4.5) Beispiele. Sei wieder K = Q.

a) Es gilt inf N =1 und inf Ny = 0.

b) Sei M ={x € Q|0 <z < 1}. Dann gilt inf M = 0 und sup M = 1. Denn:

(S.1) Es gilt x < 1 fiir alle x € M. Also ist 1 eine obere Schranke.

(S:2) Sei C € Q, C < 1. Gilt C <0, so ist C wegen 2 € M keine obere Schranke. Sei
also 0 < C < 1. Dann definiere

x = %(1 +C)eQ
und es folgt 0 < x < 1, also x € M und C' < x. Demnach ist C keine obere Schranke
von M. Es folgt sup M = 1. Das Infimum wird analog behandelt.
¢) Sei M = {z | Im € Nmit z = --}. Dann gilt inf M = 0 und sup M = 1.
d) Ist M C Z C Q nach oben beschrinkt, so existiert sup M und sup M = max M.
(Denn M enthélt ein groftes Element. )
e) Die Menge M = {z € Q;z > 0 und z* < 2} besitzt kein Supremum in Q.
Wir zeigen dazu: Ist s Supremum von M, so gilt s> = 2. Wir fithren zum Beweis die
Annahmen s? < 2 bzw. 52 > 2 jeweils zum Widerspruch. In jedem Fall kénnen wir s > 1
annehmen, 1 € M.

(i) Annahme: s* < 2.
Wir zeigen, dass s dann keine obere Schranke von M ist. Fiir h > 0,h < 1 beachte
0 < h% < h und betrachte

(s +h)?=s*+2sh+ h* < s*+2sh+h < s+ 3sh.

Also gilt (s +h)? <2, falls s +3sh <2 & 3hs <2 — s & h < 52

Mit hg ::2g—;2 ist also s + hg > s und (s + hg)? < 2, also s + hy € M.
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(i) Annahme: s* > 2.

In diesem Fall zeigen wir, dass es eine obere Schranke r gibt, die r < s erfiillt. Fiir
h > 0 ist

(s — h)* = s* —2sh + h* > s* — 2sh
also (s — h)? > 2, falls s — 2hs > 2 & 2 — 52 > 2hs & h < 255 Mit hy = 232
ist also s — hg < s und (s — hg)? > 2.
Gibe es ein Supremum s von M in Q, so miisste s> = 2 gelten. In Q hat die
Gleichung 22 = 2 aber keine Losung, wie sich zeigen lisst.

(4.6) Bemerkung. Es sei K ein angeordneter Korper.

a) Wenn ein Supremum (bzw. ein Infimum) einer Menge M existiert, dann ist es
eindeutig bestimmt. Denn sind C' und C” Suprema von M, so gilt C < C’ und
C" < C nach (4.3), also C' = C".

b) Falls die Menge M ein Supremum s besitzt, so besitzt —M = {x € K;—2 € M}
ein Infimum und zwar —s.

Wir kommen nun zum Problem, dass bisher die reellen Zahlen nicht wirklich genauer
charakterisiert wurden. Fiir die Zwecke dieser Veranstaltung wird das Problem wie folgt

gelost:

(4.7) Charakterisierung der reellen Zahlen. R ist ein vollstandiger angeordneter
Korper; d. h. jede nach oben beschrankte, nicht-leere Teilmenge von R besitzt ein Su-

premum.

(4.8) Bemerkungen. a) Folglich besitzt (mit (4.6)) auch jede nach unten beschrénk-
te, nicht-leere Teilmenge von R ein Infimum.

b) Aus mathematischer Sicht ldsst die Charakterisierung eigentlich alle Fragen offen.
Weder die Frage nach Existenz noch die nach Eindeutigkeit wird beantwortet. In
der Tat gibt es einen solchen Koérper und er ist im Wesentlichen (mathematisch:
,,bis auf Isomorphie*) eindeutig bestimmt. Bewiesen soll dies hier aber nicht werden.

Relevant fiir uns ist aber, dass man mit Hilfe der Vollstdndigkeit mathematische Sach-

verhalte beweisen kann.

(4.9) Beispiel. In R existiert ein a > 0 mit a> = 2 (also v/2). Zur Begriindung reicht
es, das Beispiel (4.5) d) nochmal anzusehen. Die Menge

M={zeR:z>0unds? <2}

besitzt in R ein Supremum s, und genau wie in (4.5) d) folgt, dass weder s* < 2 noch
52 > 2 gelten kann. Also muss s? = 2 sein.
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Wir ziehen zunéchst einige Folgerungen aus der Einbettung von N in R.

(4.10) Satz von ARCHIMEDES (287-212 v.Chr.). Die Menge N der natirlichen
Zahlen ist in R nicht nach oben beschrankt.

Beweis. Wegen 1 € N gilt N = (). Wir schliefen indirekt und nehmen an, dass N nach
oben beschriankt ist. Da R vollsténdig ist, existiert dann C' = supN € R. Weil C' — 1
dann keine obere Schranke von N ist, gibt es ein ¢ € N mit a > C' — 1, insgesamt ein
a € N mit

C—1<a<(C, also C<a+1.

Es ist aber auch a+1 € N, also ist C' keine obere Schranke von N; Widerspruch. Folglich
ist N nicht nach oben beschrankt. ([l

Wir ziehen zwei wichtige Folgerungen; zu Teil ¢) vergleiche Korollar (3.7).

(4.11) Korollar. a) Seien a,b € R, a > 0 und b > 0. Dann existiert ein n € N mit
na > b.

b) Ist a € R, und gilt a < % fiir alle n € N, so folgt a = 0.

c)Ist g € R und g > 1 und M € R, so existiert ein N € N derart, dass

> m
n

fiir allen € N mit n > N.

Beweis. a) Nach (4.10) existiert ein n € N mit n > 2. Es folgt na > b wegen a > 0.
b) Wir fithren den Beweis indirekt und nehmen a # 0, also a > 0 an. Aus a < % folgt
dann n < 2 fiir alle n € N. Das ist ein Widerspruch zu (4.10).

¢) Der Beweis von Korollar (3.7) ldsst sich direkt iibertragen, denn es gibt nach (4.10)
zu jedem x € R ein m € Z mit m > x. O

Nun zeigen wir, dass Q ,dicht” in R liegt.

(4.12) Korollar. Zu allen a,b € R mit a < b existiert ein ¢ € Q mit der Eigenschaft

a<q<b.
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Beweis. Wegen b — a > 0 existiert nach (4.11) ein n € N mit n(b — a) > 1, also
0<i<b—ua.
1. Fall: @ > 0. Dann existiert wieder nach (4.11) ein / € N mit [ - £ > a. Also ist

k
M = {k eEN|=-> a}
n
nicht-leer. Sei m = inf M = min M. Dann gilt a < ™. Annahme: 2 > b. Dann folgt

1 1
B s —>b—(b—a)=a>0.
n

n

Daraus erhilt man m —1 € N und m — 1 € M als Widerspruch. Also gilt a <2 <b.
2. Fall: a < 0. Wegen (4.10) existiert ein » € N mit r > —a, also 0 < a+r < b+r. Nach
dem 1. Fall existieren m,n € N mit

0<a+r<m<b+r, also a< ——r= < b, T—TE@. O
n n n

Die Existenzaussage im néchsten Satz ist ebenfalls eine Konsequenz der Vollstandigkeit.
Im Grunde geht der Beweis wie in Beispiel (4.5) d); er ist allerdings technisch aufwendi-
ger, weshalb wir ihn weglassen.

(4.13) Satz. Sein € N. Dann existiert zu jeder nicht-negativen reellen Zahl x € R,
genau eine nicht-negative reelle Zahl /x € Ry mit der Figenschaft ({/x)" = x.

(4.14) Folgerung. Fir alle m,n € N und z,y € R, gilt
0) YT Y= VT /T

b) r < 3y & v <y.

) Yo = (Yo"

d) /Y= "z

Beweis. a) Es gilt ({/z - ¢/y)" = (V2)" - (/y)" =z -y. Wegen {/z - /y € Ry muss
V- /y die n-te Wurzel aus z - y sein.

b) Aus {/z < y/y folgt x = (J/2)" < ({/y)" = y mit (2.8). Aus {/x > {/y ergibt sich
v = (Y > (5" = y mit (2.8)

o) Es gilt (¢2)" € R, mit (¢2)")" = ¢2™ = (43)")" = a™, also V&7 = (Y5)"
d) Man hat %/3/z € Ry mit ( 5/ /z)™ = (( ”(/T\/E)m> = (/2)" = x, also {/x =
/. O

Wir schreiben natiirlich wieder /y := y fiir y € R,
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(4.15) Definition. Sei z > 0. Fiir m € Z, n € N setzt man

m/n /G0 falls m € Ny,
™" =
1/Vz=m,  falls —m e N.

(4.16) Bemerkung. Mit dieser Definition und (4.14) gelten die Potenzgesetze

xr-ﬁ-s = . ZL’S,
x " =1/2", sowie

(xT‘)S — xT"S

fiir alle reellen z > 0 und alle r, s € Q.

§5. Abzahlbarkeit

Abbildungen, die im Zusammenhang mit den natiirlichen Zahlen stehen, spielen eine
besondere Rolle. Das wird im néchsten Kapitel bei den Folgen noch deutlich werden. In
diesem Paragrafen betrachten wir den mengentheoretischen Kontext.

(5.1) Definition. Eine Menge M heifst abzdhlbar, wenn M = () oder wenn eine sur-
jektive Abbildung f : N — M existiert. Eine abzdhlbare Menge, die nicht endlich ist,
heifst abzdhlbar unendlich. Eine nicht abzédhlbare Menge nennt man dberabzdhlbar.

Eine Charakterisierung beinhaltet:

(5.2) Lemma. Eine Menge M # () ist genau dann abzihlbar, wenn eine injektive
Abbildung g : M — N existiert.

Beweis. < Sei W = g(M). Dann ist g : M — W, x — g(z) bijektiv. Man definiert
mit der Umkehrabbildung ¢=! : W — M fiir ein festes 1o € M die Abbildung

gt fall
f:N—= M, f(n):= g7 (n), falls n € W,
xo, falls n ¢ W.

Dann ist f surjektiv.
»,=" Sei f: N — M surjektiv. Dann ist die Abbildung

g: M —N, zw—min{n €N, f(n) =z},

wohldefiniert und injektiv.
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Wir diskutieren einige

(5.3) Beispiele. a) N ist abzdhlbar unendlich. (Wahle f = id, die identische Abbil-
dung.)
b) Die Abbildung

5 fall d
f:N—)Z’ nl—){L alls n gerade,
2

falls n ungerade,

ist bijektiv, so dass Z ebenfalls abzédhlbar unendlich ist.
c¢) Jede endliche Menge M = {z1,...,x,,} ist abzéhlbar, denn

[*N=>M f(j)=z,1<5<m, [f(j):=uz,firj>m,

ist eine surjektive Abbildung.

Wir wollen nun zeigen, dass auch das Kartesische Produkt N x N abzahlbar ist. Hinter
dem Beweis steckt als Idee das sogenannte Cantorsche Diagonalverfahren (G. CANTOR
1845-1918).

Y
74k
64~ o o o o o o
5Ak o\ ) o o o o
\

4”* 0\\\ o o o
i a\\\ o
2a* \\ \\ o o

]\ Ny \ \

\
1A% o
X
% % % % % % %

Visualisiert man N x N als die Menge der positiv ganzzahligen Punkte in der Koordina-
tenebene, dann ist das ,,Durchlaufen von N x N gut zu veranschaulichen und der Name
Diagonalverfahren wird verstéandlich.

Jetzt soll die Abbildung aber formal korrekt angegeben werden.
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(5.4) Satz. a) Zu jedem n € N gibt es genau ein Paar (m,l) mit m € Ny und 1 <

[ <m+1, so dass
1
n:@@;J+L

wm:¢<ﬂﬁgizu>:mm+2—n

ist eine bijektive Abbildung von N auf N x N gegeben. Insbesondere ist N x N abzdhlbar.

b) Durch

Beweis. a) Sei Ay, = <n € N; @ <n < W} fir £ € Ny. Dann ist N
disjunkte Vereinigung der Ay und fiir n € Ay, ist

k(k+1) _ (k+2)(k+1)  k(k+1) _
n—=5—-< 5 - = =k+1.

b) Surjektivitdt: Ein Urbild von (j,k) € N x N ist

(G+Ek=2)G+k-1)

2 + .]7
wie Nachrechnen zeigt.
Injektivitat: Seien
1 '(m' +1
n= % +1 und n' = % +1' mit p(n) = ¢(n).

Dann folgt (I,m+2—1) = (I'ym'+2—1"), also m+2 = m/ + 2 (Addieren der Eintrége)
und m = m/. Vergleich der ersten Eintrage zeigt [ = ['. 0

(5.5) Korollar. Eine abzihlbare Vereinigung abzihlbarer Mengen ist abzdihlbar.

Beweis. Sei M = J. 2, M,, jedes M,, abzéhlbar und ohne Einschrankung M,, # (. Fiir
jedes n € N sei f, : N — M, surjektiv. Die Abbildung ¢ aus (5.4) werde komponenten-
weise mit ¢(n) = (¢1(n), p2(n)) angegeben. Definiere

g:N—=> M

durch g(1) = fe, o) (¢2(1)). Nach (5.4) und Konstruktion ist jedes f;(k) mit j,k € N im
Bild von g enthalten. Also ist g surjektiv. O

(5.6) Korollar. Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzdihlbar.
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Beweis. Man hat

n=1

Mit Z ist jedes M,, abzéhlbar, also nach (5.5) auch Q. O

Als weitere Anwendung formulieren wir das

(5.7) Korollar. a) Sind My und My abzdihlbar, so auch My x M.
b) Ist M abzihlbar und n € N, so ist auch M™ = M X --- x M abzdhlbar.
—_——

n—mal

Beweis. Aus a) ergibt sich b) wegen M+ = M x M mit offensichtlicher Induktion.
Zum Beweis von a) diirfen wir M; # () und M, # () annehmen. Es seien f : N — M,
und ¢ : N — M, surjektiv. Dann gilt
My x My = {(f(k), (1)) | k,l €N}y =[] X,
=1

Xioo = A(f(k),9(1)) | k € N}.
Da jedes X; abzihlbar ist, ist M ™+ nach (5.5) ebenfalls abzihlbar. O

Als erstes Negativbeispiel erhalten wir den

(5.8) Satz. Die Potenzmenge Pot(N) ist tiberabzdihlbar.

Beweis. Angenommen, es gibt eine surjektive Abbildung f : N — Pot(N). Nun be-
trachten wir A :={n € N|n ¢ f(n)} € Pot(N). Wegen der Surjektivitdt von f existiert
ein m € N mit f(m) = A.

1. Fall: m € f(m) = A. Dann folgt m ¢ A = f(m) als Widerspruch.

2. Fall: m ¢ f(m) = A. Dann folgt m € A = f(m) als Widerspruch.

Also kann kein solches f existieren. O

(5.9) Korollar. Die Menge {0, 1} aller Abbildungen von N in {0,1} ist diberabzihi-
bar.

Beweis. Ordnet man einem f: N — {0,1} die Menge X := {n € N; f(n) =1} zu, so
erhiilt man eine Abbildung von {0, 1} nach Pot(N). Diese ist bijektiv. O

Um die Uberabzahlbarkeit von R nachzuweisen, miissen wir zuerst die Theorie noch
weiter vorantreiben.



Kapitel II1.

Folgen und Reihen

Folgen und Reihen sind grundlegende Hilfsmittel, um reelle Zahlen (wenigstens appro-
ximativ) zu beschreiben. Auch viele interessante und relevante Funktionen lassen sich
am besten mit ihrer Hilfe definieren und diskutieren.

§1. Konvergenz reeller Folgen

In diesem Paragrafen geht es um den Konvergenzbegriff und um elementare Eigenschaf-
ten.

(1.1) Definition. Eine (reelle) Folge ist eine Abbildung N — R. Statt N — R, n
@y, schreibt man fir die Folge kurz (a,),>1. Man nennt die Wertemenge dieser Abbil-
dung W = {a,, | n € N} auch die Wertemenge der Folge. Gilt W C M, so spricht man
von einer Folge in M.

Definitionsgeméf sind also zwei Folgen (a,),>1 und (b,),>1 genau dann gleich, wenn
a, = b, fir alle n € N.

Als leichte Verallgemeinerung von (1.1) spricht man fiir ng € Z auch im Fall einer
Abbildung {n € Z | n > no} — R, n +— a,, von einer Folge und schreibt dafiir (a,)n>n,-

(1.2) Beispiele. (i) Ist a,, = 1 fiir alle n € N, so ist (a,),>1 die konstante Folge mit
Wertemenge W = {1}.

(ii) Sei a, = (=1)" fiir alle n € N, also (an)nz1 = ((—=1)"),,5, mit Wertemenge W =
{1, —-1}.

(iii) Die Folge (n — 1),>1 hat die Wertemenge Nj.

, falls n gerade,

n

I3

(iv) a, = definiert eine Folge (a,),>1 mit Wertemenge Z.

Ll )

, falls n ungerade,
(v) Nach II(5.6) existiert eine surjektive Abbildung N — Q, also eine Folge mit Werte-
menge Q.

® ‘

45
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vi N)p>1, (V/N)n>1 und "2_1 sind weitere Beispiele reeller Folgen.
~ ~ n 41 n>1

(vii) Fiir u, ¢ € R* nennt man (b,,),>1, definiert durch
b, =u-q", neN,

eine geometrische Folge. Sie ist dadurch gekennzeichnet, dass der Quotient aufeinander-

folgender Folgeglieder
An1

G,

konstant ist.

Wir fithren noch einige weitere Begriffe ein:

(1.3) Definition. a) Eine Folge (a,)nen heillt monoton wachsend, wenn a,1 > ay,
fiir alle n € N gilt. Die Folge heifst monoton fallend, wenn a,, .1 < a, fir allen € N

gilt.

b) Die Folge (ay)nen heilit streng monoton wachsend [resp. streng monoton fallend),
wenn a,y1 > a, [resp. a,.1 < a,] fir alle n € N gilt.

c¢) Eine Folge (a,)nen heillt nach oben beschrinkt, wenn es ein M; € R gibt, so dass
a, < M, fir alle n € N. Die Folge heifst nach unten beschrinkt, wenn es ein My € R
gibt, so dass a, > M, fiir alle n € N. Eine nach oben und unten beschrankte Folge
heifit kurz beschrdinkt.

(1.4) Bemerkung. a) Eine monoton wachsende Folge (a,,)nen ist offensichtlich durch
ay nach unten beschrankt, eine monoton fallende Folge ist offensichtlich nach oben
beschrankt.

b) Eine Folge (a,)nen ist genau dann beschriankt, wenn es ein M € R gibt, so dass
la,| < M fir alle n € N.

Einen fundamentalen Begriff formulieren wir in der

(1.5) Definition. Eine reelle Folge (a,),>1 heilt konvergent, wenn ein a € R existiert,
so dass zu jedem € > 0 ein ny = ng(c) € N existiert mit der Eigenschaft

la, —a| < e fiir alle n > ny.

Man nennt a Limes oder Grenzwert der Folge (a,),>1 und schreibt lim a,, = a oder
n—oo

a, — a. Man sagt auch, dass (a,),>1 gegen a konvergiert. Eine Folge mit Grenzwert

n—00
0 heiftt Nullfolge. Eine Folge, die nicht konvergent ist, heifst divergent.
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Die Konvergenzbedingung besagt, dass fast alle Folgeglieder (d.h. alle bis auf endlich
viele) von a hochstens den Abstand e haben.

(1.6) Beispiele. (i) Gilt a, = ¢ € R fiir alle n € N, so gilt lim a, = ¢. Man kann

n—oo
namlich stets ng(e) = 1 in der Definition wéhlen.

(ii) Fiir (an)ps1 = (£)n>1 gilt lim £ = 0. Zu e > 0 wihlt man nach I1(4.10) ein ny € N
n—oo
mit ng > % Dann gilt

1
— < e fir allen > ng.
no

|an — 0] =

3|H

(iii) Es gilt hm \/W = 0. Zu € > 0 wéhlt man nach I1(4.10) ein ny € N mit ng > %
Dann gilt

1
<Ve2=¢ fiir alle n=n

1
’\/n——i-l_(J’ W \/— = 0-

1 o1
Obwohl 0 < + <\/— n—)oo\/n—ﬂ_nh—g)loﬁ_o.

Nun wollen wir uns mit Eigenschaften konvergenter Folgen und ihrer Grenzwerte befas-
sen.

(1.7) Satz. a) FEine (reelle) Folge besitzt hichstens einen Grenzwert. D.h., wenn
(an)n>1 konvergiert, dann ist der Limes eindeutig bestimmdt.
b) Fine konvergente Folge ist beschrinkt.

Beweis. a) Seien a und a’ Grenzwerte von (a,),>1 und € > 0. Man wahlt ng,n; € N,
sodass |a, — a| < €/2 fiir alle n > ng und |a, — d'| < /2 fir alle n > ny. Sei m >
max{ng, ny }. Dann gilt nach der Dreiecksungleichung

la—d|=la—am+an—d|<]a—apn|+ |lan—d|<e/24+c/2=¢.
Weil € > 0 beliebig ist, folgt daraus a = a’.

b) Sei lim a,, = a und € = 1. Dann existiert ein ny € N mit
n—o0

|, — |a| < |a, —al <1 fiir alle n > n,

wenn man die 2. Dreiecksungleichung I1(2.11) (vi) verwendet. Also gilt |a,| < |a|+ 1 fir
alle n > ng. Sei ¢ := max{|a| + 1, |a1],...,|an,|}. Dann gilt

la,| < ¢ fir allen € N. ]

(1.8) Beispiel. Fiir u # 0, |g| > 1 ist die Folge (u - ¢"),>1 nach 11(4.11) unbeschrénkt,
also divergent.
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(1.9) Satz. (Limitenregeln)
Seien ¢ € R und (an)n>1, (bn)ns1 konvergente (reelle) Folgen mit lim a, = a und
n—oo

lim b, = b. Dann gilt:

n—oo
a) (an + bp)n>1 konvergiert mit lim (a, + b,) = a + b.
n—oo
b) (can)ns1 konvergiert mit lim (ca,) = ca.
n—oo
c) (an - by)ps1 konvergiert mit lim (a, - b,) = a - b.
n—oo

d) Falls b, # 0 fiir alle n € N und b # 0, so konvergiert (a,/by)n>1 mit

Beweis. Wir zeigen exemplarisch nur a):
Sei € > 0. Dann existieren ny,ny € N mit |a, —a| < § fiir alle n > n; und [b, —b| < § fiir
alle n > ny. Sei ng := max{ny, ne}. Dann gilt nach der Dreiecksungleichung I1(2.11) (v)
fur alle n > ng
e €

[(@n +b) = (@ +b)| = |(an —a) + (b = D) <an —al +]bo =B < S+ 5 =€
(1.10) Beispiel. Die Folge ((—1)"),>1 ist nicht konvergent. Denn wére lim,, ,..(—1)" =
a, 50 lim,, oo 1 = lim,, oo ((—=1)")? = a® mit Teil c¢) des Satzes; also miisste a € {—1,1}

sein. Die Annahme a = 1 fiihrt aber zum Widerspruch, denn zu €* := 1 gibt es kein
ng, so dass [(—1)" — 1] < 1 fiir alle n > ny: Fiir ungerades n ist stets |(—1)" — 1| = 2.
Analog fiihrt man die Annahme a = —1 zum Widerspruch.

Wir sehen uns weitere Anwendungen des Satzes an.

(1.11) Beispiele. a) Mit einer Induktion nach k folgt fiir alle k € N

1 1\*
hm—:<hm —) = 0F = 0.

b) Sei
4n? —3n—15 4—(3/n) — (15/n?)
Ap = = )
3n24+n+7 3+ (1/n)+ (7/n?)
Es gilt lim (4 — 2 — ) =4 und lim (34 L + 5) =3, also lim a, = § nach (1.9).
n—oo

e N.

n—oo n—oo
c) Auf b, = ﬁ ist (1.9) nicht direkt anwendbar. Es folgt aber
b Vi +vn+1 _ Vnt+vn+1l

Vi Vit D+ Vet D) et Var T
:\/ﬁ+_\/1n+1:_(\/ﬁ+\/m)'

Also ist (b,)n>1 unbeschréankt und damit nach (1.7) divergent.
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Als einfache Anwendung formulieren wir das

(1.12) Korollar. a) Sei (a,),>1 eine reelle Folge und a € R. Die Folge (a,)n>1 kon-
vergiert genau dann gegen a, wenn (a, — a),>1 eine Nullfolge ist.

b) Ist (an)n>1 eine Nullfolge und (b,)n,>1 eine beschrankte Folge, so ist (anby,)n>1 eine
Nullfolge.

Beweis. a) Weil die konstante Folge (a),>1 gegen a konvergiert, folgt die Behauptung
direkt aus der Limitenregel fiir die Summe.

b) Sei |b,| < B fiir alle n € N. Zu € > 0 wihlen wir ein ny € N, so dass |a,| < /B fur
alle n > ng. Dann gilt fiir allen > n

lanb,| < |a,| - B < (¢/B)-B =c¢,
also lim a,b, = 0. [
n—oo

Sehr niitzlich ist auch das folgende

(1.13) Sandwich-Lemma. Gegeben seien reelle Folgen (an)n>1, (bn)ns1, (Cn)ns1 mit
der Eigenschaft lim a,, = lim ¢, = A. Gibt es ein N € N, so dass
n—oo n—oo

an < b, <c, firalle n> N,

s0 st auch (by)n>1 konvergent mit lim b, = A.
n—oo

Beweis. Es gilt fiir alle n > N:
by, —A<¢c,—A A-b, <A—a, also |b, —A <max{|a, — A, |, — A|}.

Zu e > 0 wéhlen wir ng > N mit der Eigenschaft |a, — A| < e und |c, — A| < ¢ fiir alle
n = ng. Es folgt |b, — A| < ¢ fur alle n > ny. O

Als Anwendung formulieren wir zwei wichtige Beispiele als

(1.14) Lemma. a) Firq € R,|q| <1, ist (¢")n>1 eine Nullfolge.
b) Es gilt lim /n = 1.

n—oo
c) FirqeR, g >0, gzltr}grgog/ﬁ: 1.
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Beweis a) Fiir ¢ = 0 ist die Behauptung klar. Sei also ¢ # 0. Aus |¢|] < 1 folgt
W = 1+ h mit A > 0. Mit der BERNOULLIschen Ungleichung I1(3.6) ergibt sich fiir alle

neN
" 1 1—
}—]—(—) >1+nh:1+n<——1) |q'.
lq| lq| lq|

Daraus folgt 0 < |¢"] < 1 ‘q‘ 1 Wegen lim al L =0 ist nach (1.13) auch (|g"|)n>1

n—oo 114l

und damit (¢"),>1 eine Nullfolge.
b) Es gilt 1 < /n fiir alle n € N. Mit der binomischen Formel II(1.11) erhélt man fiir
alle n > 2

k=0
2 2
S (WA-1P < - N
() n—1 -1
2
= 1< n 1+
n—1

Es gilt lim W = 0 nach (1.6), also lim (1 - %) = 1 mit (1.9). Dann erhélt man

n—oo n—oo
lim {/n =1 aus (1.13).
n—o0

) Gilt ¢ > 1, so hat man 1 < ¢ < n fiir alle n > ng := [¢| (Aufrundung). Wegen
< /g < \/_ fiir n > np und hm V1= lim {/n =1 folgt die Behauptung aus (1.13).

n—oo

Gilt 0 < ¢ < 1, so hat man hm {/1/q = lim /g = 1 nach dem bewiesenen Fall.
n—oo
Dann ergibt sich lim /g =1 aus den Limitenregeln. O

n—oo
Wir diskutieren weitere
(1.15) Beispiele. a) Sei 0 < a < S und (z,),>1 eine Folge mit der Eigenschaft o <

z, < f fir alle n > 1. Dann gilt \/_ < /7, < /B. Aus (1.14) ¢) und dem Sandwich-
Lemma (1.13) ergibt sich dann
lim x, = 1.

n—o0

b) Zu jedem x € R existiert eine Folge (x,,),>1 rationaler Zahlen, die gegen x konvergiert.
Wir wahlen x,, € (3:, T+ %) N Q nach 11(4.12).

Wir kommen zu einem weiteren neuen Begriff.

(1.16) Definition. Eine Folge (a})x>1 heilt Teilfolge einer Folge (a,)n>1, wenn es
eine streng monoton wachsende Folge (n)r>1 von Indizes in N gibt mit a) = a,, fir
alle £ > 1.

Die Teilfolge entsteht also aus der urspriinglichen Folge durch ,Streichen” von Folgeglie-
dern. Beachte, dass n, > k fiir alle k wegen der strengen Monotonie.



1 Konvergenz reeller Folgen 51
§ g g

(1.17) Lemma. Sei (a,),>1 eine konvergente Folge mit Limes a. Dann konvergiert
auch jede Teilfolge von (a,)n>1 gegen a.

Beweis. Sei (a,, )r>1 eine Teilfolge von (ay,)n>1. Zu € > 0 wéhlen wir ein N € N mit

la, —a| < ¢ fiir alle n > N. Wegen ny, > k folgt nj, > N fiir alle k > N, also |a,, —a| < ¢

fur alle £ > N. Das bedeutet klim U, = Q. O
—00

Wir hatten schon frither rekursiv definierte Abbildungen von N in irgendeine Menge M
betrachtet. Fiir Folgen werden wir noch spezifischer:

(1.18) Definition. Es sei M € R und g : M — M eine Abbildung, und weiter
ag € M.
Durch a1 := g(a,) wird eine Folge (a,),>o rekursiv definiert.

Grenzwerte rekursiv definierter Folgen lassen sich in vielen Féllen charakterisieren:

(1.19) Beispiel. Es sei ¢ € R, ¢ > 0. Wenn

1 q
ap =¢, Gpy1 = Q(an + _)

einen Grenzwert s besitzt, so gilt s > 0 und s = ,/q. Den Nachweis von s > 0 lassen wir
hier weg. Die zweite Aussage begriindet man so: (a,y1)n>0 ist eine Teilfolge von (a,).
Nach Lemma (1.17) gilt also lim,, . a,+1 = s. Andererseits ist mit den Grenzwertregeln

L )=2(s+9).

. I
s = lim a,41 = =(lim a, + s+ =
n— 00 2 S

n—00 lim,, o0 ap, 2

Daraus folgt s = 2 oder 5?2 =q.

(1.20) Bemerkung. Die sogenannten LANDAU-Symbole O und o werden zum Ver-
gleich des Wachstumsverhaltens von Folgen (ay,)nen, (bn)nen mit positiven Folgeglie-
dern benutzt. Man schreibt

(i) a, = O(by), falls (‘;—:)neN beschrankt ist;

(ii) a, = o(b,), falls lim 4= =
n—soo ’n

Diese Bezeichnungen sind z. B. fiir Komplexitétsabschétzungen gebrauchlich.

(1.21) Beispiele. a) Esist (}) = O(n?), da

@ _n(n—1) n_2
n? 2n?

b) Esist v/n =o(n), da
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§2. Monotone Folgen und das CAUCHY-Kriterium

Bisher haben wir noch keine brauchbaren Kriterien, die Konvergenz einer Folge nach-
zuweisen, ohne den Grenzwert vorher zu kennen. Das soll nun geéndert werden. Wir
beweisen das Monotoniekriterium, das eine direkte Konsequenz der Vollstandigkeit von
R ist. Dann betrachten wir das Cauchy-Kriterium, welches sich daraus ableiten lasst.

Vorab noch eine Aussage zum Verhalten von Grenzwerten beziiglich Ungleichungen.

(2.1) Lemma. Seien (a,),>1 und (b,)n>1 konvergente reelle Folgen mit lim a, = a
n—00

und lim b, = b sowie c € R.
n—o0

a) Gibt es ein N € N mit a,, < b, fir allen > N, so folgt a < b.
b) Gibt es ein N € N mit a, < ¢ [bzw. a, = ¢/ fir allen > N, so folgt a < ¢ [bzw.
a>cl.

Beweis. a) Es gilt d,, := b, —a, > 0 fiir allen > N und d = lim d,, = b— a nach (1.9).

n—o0

Annahme: d < 0. Dann erfiillen fast alle Folgeglieder |d,, — d| < €* := |d| sowie d,, > 0.
Es fogt d,, — d = |d,, — d| < |d| = —d und der Widerspruch d,, < 0. Also gilt d > 0 und
damit a < b.

b) Man verwende a) mit b, = c. O

Einfach zu beweisen, aber fundamental ist der

(2.2) Satz. Jede monotone, beschrankte reelle Folge (ay)n>1 ist konvergent. Ist W die
Wertemenge von (an)n>1, So gilt

. {sup W, falls (a,)n>1 monoton wachsend ist,

lim a, =

n—oo inf W, falls (a,)n>1 monoton fallend ist.

Beweis. Sei (a,,),>1 ohne Einschrankung monoton wachsend, da wir andernfalls einfach
(—apn)n>1 betrachten. Sei a = supW und € > 0. Weil a — ¢ keine obere Schranke ist,
existiert ein ng € N mit a,, > a — . Da a eine obere Schranke von W und (a,),>1
monoton wachsend ist, gilt

a—¢<ap <a, <a firallen > nyg,

also —¢ < a,, —a < 0 fiir alle n > ng und lim a, = a. O
n—oo

Zur Veranschaulichung diskutieren wir einige Beispiele, die von zentraler Bedeutung
sind.
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2.3) Beispiel. Sei q € R, 1 und a; := ¢ sowie a,.1 =2 (a, + L), neN.
( P q q= q 1= L),

Beh. Es gilt 1 < a, < ¢ < an und a, > a, fir alle n € N.
Bew. Wegen ¢ > 1 gilt 1 <a; =g < ¢ =a? Gilt nun 1 < a,, < ¢ < @ fiir ein n € N,
so hat man insbesondere a,, # 0 und

1 q
Qpy1 = §(an+a_n)

1 q 1
(a +a—) Q(QJFQ)—(J,

o Bl o)
e

>
wegen a, > ¢ und L < a,. Nun gilt

(1+1)=1,

MlH

Apy1 =

O

Demnach ist (a,),>1 monoton fallend und beschréinkt. Nach (2.2) existiert der Grenzwert
s = lim a, > 1 und mit Beispiel (1.19) folgt nun s = ,/g.

n—o0

Wir kommen zu einem weiteren fundamentalen Begriff.

(2.4) Definition. Eine reelle Folge (a,),>1 heift CAUCHY-Folge, wenn es zu jedem
e>0en N = N(eg) € Ny gibt, so dass

|y, — a,| <e fir alle m,n > N.

Der fundamentale Zusammenhang wird dargestellt in dem

(2.5) Satz. (CAUCHY-KTriterium)

Fiir eine reelle Folge (a,)n>1 sind dquivalent:
(i) (an)n>1 ist konvergent.

(1) (an)n>1 ist eine CAUCHY-Folge.

Auf den Beweis soll in diesem Skript verzichtet werden.

Wir wollen uns noch mit einer Verallgemeinerung des Limes-Konzepts beschéaftigen, wel-
ches wesentlich von der Tatsache Gebrauch macht, dass wir reelle Folgen betrachten.
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Es ist zweckméfig, co und —oo als neue Symbole einzufiihren und R U {oco, —o0} zu
betrachten. Wir legen noch fest: —oo < a < oo fiir alle a € R.

(2.6) Definition. Sei (a,),>1 eine reelle, divergente Folge. Man nennt (a,),>1 be-
stimmt divergent gegen oo [bzw. gegen —oo| und schreibt lim a,, = oo [bzw. lim a, =
n— o0 n—0o0

—o0l, wenn es zu jedem M € R, M > 0, ein ny € N gibt, so dass

a, = M [bzw. a, < —M] fiir alle n > ny.

Andernfalls nennen wir (a,),>1 unbestimmt divergent.

(2.7) Beispiele. a) Sei a,, = 2", n € N. Dann ist (a,),>1 bestimmt divergent, mit

lim 2" = 0.
n—o0

b) Die Folge ((—2)"),>1 ist unbestimmt divergent.
c¢) Die Folge ((—1)")n>1 ist unbestimmt divergent.

(2.8) Bemerkung. Im weiteren Verlauf ist es bequem, Supremum und Infimum pro
forma auch fiir unbeschrénkte Teilmengen von R einzufiihren:
Ist A C R nicht nach oben beschriankt, so setze

sup A: = .

Ist A C R nicht nach unten beschrankt, so setze

inf A: = —o0.

§3. Reihen und Konvergenz von Reihen

Reihen sind ,abzahlbar unendliche Summen®, deren Konvergenz auf die Konvergenz von

Folgen zuriickgefiihrt wird.

(3.1) Definition. Eine (unendliche) Reihe ist ein Paar ((ax)g>1, (Sn)n>1) von Folgen
mit der Eigenschaft

Sy = Zak fir allen € N.
k=1

Wir nennen s,, die n-te Partialsumme und schreiben abkiirzend )"/~ ay, fiir die Reihe.
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Man beachte, dass Y, ; a; bisher nur ein Symbol ist. Ganz im Sinne der Folgen kann
eine Reihe auch z. B. bei k = 0 oder allgemeiner bei k = ky € Z beginnen.

(3.2) Definition. Eine Reihe )"/ a;, heift konvergent, wenn es ein S € R gibt mit
der Eigenschaft

n—oo

n
lim s, = S, sn:E ag, n €N,
k=1

wenn also die Folge (s,),>1 der Partialsummen gegen S konvergiert. Wir schreiben

dafiir auch

iak =S5, dh S=lm zn:ak.
k=1 [

Eine Reihe heifst divergent, wenn sie nicht konvergiert.
Sind alle ag, k € N, reell, so sagt man, dass die Reihe ;7 | a) bestimmt divergent ist,

wenn die Folge der Partialsummen bestimmt divergent ist.

Der Begriffsklarung dient die

(3.3) Bemerkung. Das Symbol >~ a; wird also einerseits fiir die Folge der Par-
tialsummen (die Reihe) benutzt, andererseits auch fiir ihren Grenzwert, falls dieser
existiert. Diese Doppeldeutigkeit ist historisch bedingt. Sie macht in der Praxis keine
Probleme, sobald man sich daran gewthnt hat: Die Bedeutung ergibt sich aus dem

Kontext.

Zunachst diskutieren wir ein

(3.4) Beispiel. Es gilt

> 1
> =1,
—~ k(k+1)
denn fir n € N hat man
- 1 - <1 1) 1 1 1
Sy, = = - | = - = T, — 1
k:lk<k+1) ~\k k+1 ~k =k+1 n+1
und
lim s, =1 — lim =1.

Das zentrale Beispiel ist enthalten in dem
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(3.5) Satz. (Geometrische Reihe)
Die geometrische Reihe Y o q* konvergiert fiir alle ¢ € R mit |q| < 1 und es gilt

= 1 }
Sdt=—— firld <1
—q

k=0

Beweis. Es gilt
Z —
q q— —1

fiir ¢ # 1 nach I1(3.5). Weiterhin hat man lim ¢" = 0 fiir |¢| < 1 nach (1.14) a), also
n—oo

. AL | 1
E q — lim 2 = fir |¢| < 1.
— n—oo q— 1 1—¢q 0

Ein wesentliches Negativbeispiel ist enthalten in dem

(3.6) Satz. Die harmonische Reihe Y ;- % divergiert bestimmt gegen oco.

Beweis. Fiir n € N betrachte die Partialsumme son. Es gilt

on n 27 n 27
. z%uz DEFEIED DD DS
k=1 j=1 k=2/-141 Jj=1 k=2i-141

27 — 2i—1 -
= 1+ 7_1+Z _1+—
1

j=

SeiMGR,M>0undN€NmitN}Q(M—l),also1+%>M.Fﬂrn>n01:2N

gilt
n no
Y 1xS isi4t s
2 2 2 -
k=1 k=1

Aus den Grenzwertregeln (1.9) fiir die Folgen der Partialsummen erhdlt man:

(3.7) Lemma. Sind o, € R und Y ;- ap = A und > ;- by, = B konvergente Rei-
hen, so konvergiert - (cvay, + Bby) gegen a A+ BB, d. h.

aZak—l—BZbk Zaak+6bk).
k=1
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(3.8) Satz. (CAucHY-Kriterium fir Reihen)
Die Reihe Y, | ai, konvergiert genau dann, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein ng € N gibt,
so dass

n
}Zak} <e firalle n>=m>=ng.
k=m

Beweis. Es gilt

n
Sp — S—1 = E ap furalle n>m.

k=m
Also besagt die angegebene Bedingung, dass (s,),>1 eine CAUCHY-Folge ist. Dann folgt
die Behauptung aus (2.5). O

Offensichtlich folgt (mit n =m + 1):

(3.9) Korollar. Wenn die Reihe Y | ai, konvergiert, dann ist (ay)i=1 eine Nullfolge.

Die Bedingung, dass (ax)r>1 eine Nullfolge ist, ist aber nicht hinreichend fiir die Kon-
vergenz einer Reihe, wie die harmonische Reihe in (3.6) zeigt. Andererseits kann man
aus I1(3.7) schliefen, dass die Reihe > 72 ¢" fiir ¢ € R, |¢| > 1, divergiert, weil (¢)=0
keine Nullfolge ist.

Das Monotoniekriterium hat folgende Konsequenz:

(3.10) Satz. Sei (ag)r>1 eine reelle Folge mit a > 0 fir alle k € N. Die Reihe
> rey ax, konvergiert genau dann, wenn die Folge (s,)n>1 der Partialsummen nach oben
beschrinkt ist.

Beweis. Wegen s,,.1 — s, = a,41 = 0 ist die Folge (s,),>1 monoton wachsend. Dann
folgt die Behauptung aus (2.2) und (1.7). O

Eine Anwendung ist wie folgt.

(3.11) Satz. a) Es sei (dy)r>1 eine Folge in {0,1}. Dann konvergiert die Reihe
> d27*
k=1

b) Zu jedem x € [0,1) C R gibt es eine Folge (cx)p=1 in {0,1} so, dass

o0
T = E Ck27k.
k=1

c) R ist iberabzdhlbar.
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Beweis. a) Fiir alle n ist

n n 1
d27F < 2 F=23 ol - (= )y=1-2"<1

> di 2 Spr=y

k=1 k=1 =0

mit der Summenformel fiir die geometrische Reihe. Mit (3.10) folgt Konvergenz.
Fiir b) und c) skizzieren wir die Beweise nur.
Die Folge der ¢, wird rekursiv definiert.
n = 1: Falls x < %, setze ¢; = 0; anderenfalls ¢; = 1.
Es folgt
0<z—c2'<27!

Sind ¢4, ..., ¢, bestimmt, so dass

n

0<x— Zc;ﬂ_k <277,
k=1

so setze ¢, 1 = 0, falls die Differenz < 2-(+1) ist, und Cni1 = 1 sonst.

Fiir den Beweis von c) nutzt man aus, dass {0,1}", also die Menge aller Folgen mit
Werten in {0, 1} nach II(5.9) iiberabzahlbar ist. Da solche Folgen in der Darstellung von
b) auftreten, kann man (nach Uberwindung einiger technischer Probleme, welche durch
die Nicht-Eindeutigkeit der Darstellung verursacht werden) auf die Uberabzihlbarkeit
von [0, 1) schlieken. Die Uberabzihlbarkeit von R folgt. O

Nun behandeln wir sogenannte alternierende Reihen und ein Kriterium, das auf Gott-
fried Wilhelm LEIBN1Z (1646-1716) zuriickgeht.

(3.12) Satz. (LEIBNIZ-Kriterium)
Sei (ag)gs1 eine reelle, monoton fallende Nullfolge. Dann konvergiert die Reihe
S ove (=) ay, und fir jedes n € N gilt

’ Z(—l)kak} < ay.
k=n

(Ebenso konvergiert die Reihe Y oo (—1)*ay, mit analoger Abschitzung fiir den Rei-
henrest. )

Beweis (Skizze). Sei s, =Y ,_,(—1)"a;. Betrachte die Teilfolgen (s2,)m>1 und
(52m+1)m20~ Dann gllt

(i) S2m+2 — S2m = Qgm42 — A2m4+1 < 05
(17) S9m4+3 = S2m+1 = — A2m+3 + Aamy2 = 0;
(u14) S2m+41 — S2m = — Aomy1 <0
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Also ist die Folge (sg,,,) monoton fallend, ($3,,41) monoton wachsend und (ss,,) durch s;

nach unten beschriankt sowie (sg,,.1) durch s, nach oben beschrankt. Die Folgen (sa,,)

und (sg,,+1) konvergieren somit nach dem Monotoniekriterium; wegen lim (Sg,,41 —
m—r00

Som) = 0 haben sie den gleichen Grenzwert. Es folgt die Konvergenz von (s,,)n>1-

Weiter ist (Induktion nach [)

(=1)" Z(_l)kak = ap — (Ant1 — Gny2) — () < ap,

!
k=n >0
woraus die Abschatzung fiir den Reihenrest folgt. OJ

(3.13) Beispiel. a) Nach dem Leibniz-Kriterium konvergiert die alternierende harmo-

nische Reihe > 77 | (*ll)ckﬂ.

b) Will man den Grenzwert der Reihe >"/7 (;—1,)k bis auf einen Fehler von 10~3 appro-

ximieren, so reicht dafiir die Partialsumme s = 30 _, (;—1,)]6
Denn die Reihe erfiillt die Voraussetzungen des Leibniz-Kriteriums und es ist % =
1073,

1
5040

<
Des Weiteren beschéftigen wir uns mit der absoluten Konvergenz von Reihen und mit

weiteren Konvergenzkriterien. Die absolute Konvergenz ist eine Spezialitdat von Reihen,
die bei Folgen nicht auftritt.

(3.14) Definition. Eine Reihe . a; heifst absolut konvergent, wenn die Reihe
> pe i lak| konvergiert. Eine Reihe, die konvergiert, aber nicht absolut konvergiert,
nennt man bedingt konvergent.

(3.15) Beispiele. a) Die geometrische Reihe >, ¢* konvergiert fir ¢ € R,|q| <
1, nach (3.5) absolut, da die Absolutreihe ebenfalls eine geometrische Reihe ist. Sie
divergiert fiir |¢| > 1 nach 11(3.7), da dann (¢*)>; keine Nullfolge ist.

b) Die alternierende harmonische Reihe ist bedingt konvergent.

Aus der Konvergenz folgt also nicht die absolute Konvergenz einer Reihe. Es gilt aber
der

(3.16) Satz. Ist die Reihe > ;- aj, absolul konvergent, so ist sie auch konvergent.

Beweis. Wir verwenden das CAUCHY-Kriterium (3.8) fiir die Reihe > 77 | |ay|. Zue > 0
existiert ein ng € Nmit ) ;" |ax| < e fir alle m > n > ng. Mit der Dreiecksungleichung
folgt

m

m
‘Zak‘ <Z|ak\ <e firallem >n > nyg.

k=n k=n

Nach (3.8) konvergiert dann auch - | ay. O
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Wir kommen nun zu den wichtigen Vergleichskriterien.

(3.17) Satz. (Majoranten-/Minorantenkriterium,)
Sei Y oo | ay eine Reihe mit a, € R, k € N.
a) Gegeben sei eine konvergente reelle Reihe Y oo, cx,. Wenn es ein N € N gibt, so dass

lag| < ¢ fir alle k > N,

dann ist Y, ai absolut konvergent.
b) Gegeben sei eine divergente reelle Rethe Y -, d. Wenn es ein N € N gibt, so dass

lak| = dr =0 fir alle k > N,

dann ist Y. |ag| divergent.

Man nennt » -, ¢ in a) eine Majorante und »_;-, dj, in b) eine Minorante der Reihe
D et Qi

Beweis. a) Wir verwenden das CAUCHY-Kriterium (3.8). Zu € > 0 existiert ein ng > N
mit 0 < Y0 ¢ < e fiir alle m > n > ng. Es folgt

m

m
Z|ak\ < ch < e firallem >n > ng.
k=n k=n

Also konvergiert > 7~ | |ag| nach (3.8).
b) Wir nehmen an, dass > .-, |a;| konvergiert. Es gilt 0 < di < |ag| fiir alle k£ > N.
Dann folgt die Konvergenz der Reihe ) .- | d; aus a). Das ist ein Widerspruch. U

(3.18) Korollar. (Quotientenkriterium,)

(a) Gibt es ein ¢ < 1 und ein N € N derart, dass ap # 0 und a’;—:l < q fir alle
k> N, so st Zzozl ay absolut konvergent. Insbesondere: Falls
lim Gkl =r <1,
k—oo a’k
s0 ist Yy po, ax absolut konvergent.
(b) Gibt es ein Q@ > 1 und ein N € N derart, dass ar # 0 und a’;—:l > @Q fiir alle

k>N, soist Y ;- |ag| divergent. Insbesondere: Ist

Ak+1
Qg

lim =R>1,
k—o00

50 ist > oo | |ay| divergent.
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Beweis. (a) Fiir die erste Aussage definiere

0; k < N,
Cp =
g lan|-¢"N; k= N.

Dann |ag| < ¢ fiir alle & > N und >~ ¢, konvergiert (geometrische Reihe). Nun
verwende (3.17) a).

Zur zweiten Aussage: Weil limy,_,o || = r < 1, gibt es ein N; € N, so dass
1
ki1 < r+ <1
ak
fir alle & > N; (Konvergenzbedingung mit ¢ = 1;27“) Damit ist die erste Aussage
anwendbar.
Der Beweis von (b) lduft analog mit dem Minorantenkriterium (3.17) b). O

Ein weiteres wesentliches Beispiel neben der geometrischen Reihe ist enthalten in dem

(3.19) Satz. Die Ezponentialreihe
— 1
S Lot et
k=0

konvergiert fir alle v € R absolut.

Beweis. Fiir x = 0 ist nichts zu zeigen. Falls  # 0, hat man mit a; = xk—'f die Abschét-

zung
k+1 | ‘ |

= = | =
ay (k;+1) k+1
(3.18)a). O

Ak41

also limy_,oo

Jeder reellen Zahl x wird also durch die Reihe eine reelle Zahl zugeordnet; dies definiert
eine Funktion
exp: R = R,

genannt EULERsche Exponentialfunktion. Einsetzen von z = 0 in die Reihe liefert
exp(0) = 1, und man definiert exp(1) =: e.

Die fundamentale Eigenschaft der Exponentialfunktion geben wir (da der Aufwand zu
grofs wére) ohne Beweis an:

(3.20) Satz. Fir alle z,y € R gilt die Funktionalgleichung

exp(z +y) = exp(z) - exp(y).
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Jedoch wollen wir aus der Funktionalgleichung einige Folgerungen ziehen und diese auch
beweisen.

(3.21) Satz. a) FEs ist exp(z) - exp(—x) =1 fir alle x € R.
b) Fir alle x € R ist exp(z) > 0.

c) Fir alle x1,25 € R mit 1 < xy ist exp(x1) < exp(z2). (Die Exponentialfunktion ist
streng monoton wachsend.)

Beweis. a) exp(x) - exp(—z) = exp(x + (—z)) = exp(0) = 1.
b) Es ist exp(z) = exp(% + %) = exp(%)® > 0, da exp(%) # 0 nach a).

c) Esist Zggf; = exp(x2) - exp(—x1) = exp(zy — x1). Also reicht es, exp(x) > 1 fiir alle

x > 0 zu zeigen. Letzteres folgt aus der Reihenentwicklung, denn es ist
' /
pr Kt

l’kzl—l—l’.

k= ! O

E’?‘|H

Statt exp(z) ist oft auch die Bezeichnung e® gebréuchlich, wobei e = exp(1). Wir wollen
das rechtfertigen.

(3.22) Bemerkung. Es gilt exp(x) = e” fiir alle z € Q, wobei die rechte Seite wie in
I1(4.15) definiert ist. (Fir a > 0 und « € R\ Q hatten wir a® bisher nicht definiert.)

Zur Begriindung:

(i) Es ist exp(l) = e = ¢!, also exp(2) = exp(1 + 1) = exp(1) - exp(1) = €2, und
allgemein fiir n € N:

exp(n + 1) = exp(n) - exp(l) = exp(n) - e.
Damit folgt exp(n) = €™ fiir alle n € N mit Induktion.

(ii) Es ist exp(0) = 1 = €° nach Definition. Weiter exp(—1) = exp(1)~! = e~! nach
(3.21) a). Daraus folgt mit Induktion, dass exp(—n) = e " fir alle n € N.

(iii) Firp € Z,q € N,q > 1 ist (wieder mit Induktion)

<exp (g))q :exp<§ +...+§) — exp(p) = ¢
)

¢ Summanden

also nach Definition I1(4.15)
exp (E) = Jer = e
q



Kapitel IV.

Komplexe Zahlen und Zahlenfolgen

§1. Die komplexen Zahlen

(1.1) Arbeitsdefinition. Die Menge C der komplexen Zahlen wird gegeben durch

C={z=z+iy; z,y € R}.

Man rechnet in C ,wie iiblich“, wobei man zusétzlich 7> = —1 beriicksichtigt:

(x+1y) + (u+w) = (z+u)+i(y +v)

(x +1y) - (u+iv) = (xu — yv) + i(zv + yu)

Fiir 2 = x + iy € C mit x,y € R nennt man

: = Re(z) den Realteil von z

:=1Im(z) den Imagindrteil von z

ST SR

=z — iy die zu z konjugiert komplexe Zahl.

(1.2) Bemerkungen. a) Wir kiimmern uns hier nicht um Existenzprobleme (,Gibt

es eine Zahl, deren Quadrat gleich —1 ist?*), sondern nehmen die Existenz von C
als gegeben an.

(C,+, ) ist ein Korper, d.h. es gelten die Gesetze (K1) bis (K5) aus II(2.1). Das
neutrale Element der Multiplikation ist 1 = 1 4 ¢ - 0; multiplikativ invers zu z # 0

1st . ’
-1 . —

=———4i .

z? + y? T2 + 32

Durch die Identifikation x = x + ¢ - 0 kann man R als Teilmenge von C auffas-
sen. Addition und Multiplikation solcher Elemente entsprechen der Addition und
Multiplikation in R.

63
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d) Wir setzen noch C* := C\{0}.

(1.3) Beispiele. o Esist (3+44)-(7—2i)=3-7—4-(=2))+i-(3-(—2)+4-7) =

29 + 224.
e [s ist (—4) 5 A
3 - 4 -1 — x _ = — —_— b_
B4 =t e T
o Es gilt 2 = —1,i% = —i,4* = 1 und allgemein

i*t =1 fir alle ke Z

R =4 fiiralle keZ
S| firalle ke Z

A3 — fir alle ke Z

7

Nun betrachten wir die Eigenschaften der Konjugation.

(1.4) Lemma. Firz=x+iy € C und w=u+iv € C mit x,y,u,v € R gilt
a) z = Re(z) = 3(2+2), y = Im(2) = (2 — Z).

b)z+tw=z+wW, Z-w=2z-W, 2=2, (i):%,fallsw#o.

c)z-Zz=22+y* € R, und 2 -z > 0 fiir z # 0.

d) z = Z ist dquivalent zu z € R.

Beweis. a) und d) Es gilt (2 +7%) = {(z +iy+ 2 —iy) =2z und 5(2 —2) = (v +
iy —x+1iy) =y.

b) Man hat
Z4w = (r—iy)+(u—w)=(r+u)—i(ly+v) =2+ w,
Z=ax—iy=x+1iy =2z,
zZ-w = (z—1y) - (u—1v)

= (xu —yv) +i(—2v —yu) = (zu — yv) —i(xv + yu) = Z - w.

Gilt w # 0, so hat man 1 = w - i und daher

_ 1 1 1
1:1:@~<—), also <—)::.
w w w
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Damit folgt

SR

(z) ( 1) 1
— ) = z . — =7z -—=
w w w
c) Esgilt 2z = (z +1y) - (x —iy) = 2> + y? > 0. Aus 2 # 0 ergibt sich (z,y) # (0,0),
also z -z =22+ y2 > 0. O

Insbesondere ¢) nehmen wir zum Anlass fiir die

(1.5) Definition. Fiir z = z + iy € C ist der Betrag von z

1z =vz-Z2=v22+y2 e R,

nach (1.4) und I1(4.13) wohldefiniert.

Man sollte bemerken, dass fiir z = x € R C C diese Definition mit dem reellen Betrag
tibereinstimmt, denn es gilt V22 = |z|. Man hat zum Beispiel

1+4 =2, |—3+4i|=5 |[8—6i=10.
Wir konnen uns die komplexen Zahlen als (GAUSSsche Zahlenebene vorstellen. Dazu

identifizieren wir den Punkt z = x + iy € C mit dem Paar (z,y) € R x R. Dann erhélt
speziell die Addition auch eine geometrische Bedeutung.

Yy Yy Z 4w

Nach dem Satz des PYTHAGORAS (ca. 580-500 v. Chr.) ist |z| der Abstand von z zum
Nullpunkt. Z entsteht aus z durch Spiegelung an der x-Achse. Fiir je zwei z, w € C* mit
Z ¢ R bilden die Punkte 0, z, w, z + w die Ecken eines Parallelogramms.
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(1.6) Satz. Fir alle z,w € C gilt:

a) |Re (2)] < |zl, [Im (2)] < 2], |2] < |Re(2)| + [Im (2)].
b) |z| = 0 und es ist |z| = 0 dquivalent zu z = 0.

¢) |z w| = 2] |wl|, 2] = |2| und |Z| = %, falls w # 0.

d) Es gelten die Dreiecksungleichungen

|z +w| < |z| + |lw| und ’|z| — |w|} < |z —w|.

1 Z
e) o= W,fallsz;«éO.

Beweis. a) Aus 22 < 22 + 32 folgt |z| = V22 < /22 + 92 = |z| mit 11(4.13). Analog
erhiilt man |y| < |z|. Dariiber hinaus gilt |2|> = 22 +y* < (|z]| +|y])? also |z| < |z|+ |y|.
b) Man verwende (1.4) c).

c) Aus

|z w|* = (2w)(2w) = 2Z - ww = |2* - |w]?

(vgl. (1.4)b) folgt durch Wurzelziehen

|zw| = |z] - w].
Wendet man den Betrag auf die Gleichung w - i =1 an, so erhélt man
1 1 1
L=l =w|-[=[, also |—|=—
w w |w]

und damit [2] =]z 1| = % Weiterhin gilt [Z| = VZZ = vVzz = |z|.
d) Es gilt

(I + [wh)? = |2 + w]* = |2 + 2[z] Jw] + [w]* = (z + w)(z + w)
= 2|z| |lw| — 2w — wZ = 2(|zw| — Re (z2w)) = 0

nach a) und c). Also hat man |z| + |w| > |z + w|. Aus dem bewiesenen Teil folgt

|z —w[ +[w| = |(z = w) +w] =],

|z —w[+ 2] = |w—z|+]z] = [w|.

Also hat man +(|z| — |w|) < |z — w|, d.-h. ||2] = Jw]|| < |z — w].
e) Es gilt

—=—=1 also — =

z V473 z 1
TR TR T EEE
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(1.7) Bemerkung. In C gilt der sogenannte Fundamentalsatz der Algebra: Ist n € N
und sind ag, ay, ..., a, € C mit a, # 0, so hat die Gleichung

n

E a2 =ap+a1z+...+az" =0
k=0

eine Losung in C. (Jede nicht konstante Polynomabbildung von C nach C besitzt eine
Nullstelle in C.) Bewiesen wird diese Aussage hier aber nicht.

§2. Komplexe Folgen und Reihen

Wir wollen nun das Folgenkonzept auch fiir C statt R entwickeln.

(2.1) Definition. Eine (komplexe) Folge ist eine Abbildung N — C,n + a,, die wir
wieder einfach mit (a,),>1 bezeichnen. Gilt a,, € M C C fiir alle n € N, so spricht man

von einer Folge in M.

Natiirlich ist jede reelle Folge auch eine komplexe Folge. Neue Beispiele sind etwa
(1")nz1 = (i, =1, =4, 1,4,...) oder ((1+0)"),o; = (144,24, 2(=1+1), —4, —4(1 +1),...).

(2.2) Definition. Sei (ay)n>1 eine komplexe Folge.

(a) (an)n>1 heilt konvergent, wenn es ein a € C gibt, so dass fiir alle ¢ > 0 ein
no = no(e) € N existiert mit der Eigenschaft

la, —al <e firalle n > ng.

Man nennt a Limes oder Grenzwert der Folge (ay,)n>1 und schreibt dafiir lim a, =
n—oo

a oder a,, — a.

n—oo

(b) Gilt lim a, = 0, so heilt (a,),>1 eine Nullfolge.

n—oo
(c) Man nennt (ay,),>1 eine CAUCHY-Folge , wenn es fiir alle ¢ > 0 ein ng = ng(e) € N

gibt, so dass
lay, —a,| <e firalle m,n > ng.

(d) (an)n>1 heilt beschrinkt, wenn es ein ¢ € R gibt mit

la,| < ¢ firalle neN.
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Man mache sich klar, dass die Begriffe “nach oben beschrinkt” oder “monoton” fiir
komplexe Folgen keinen Sinn machen.

Das folgende Lemma erlaubt es uns, die bekannten Resultate iiber reelle Folgen zu

verwenden.

(2.3) Lemma. Sei (a,),>1 eine komplexe Folge und a € C.

a) (an)n>1 konvergiert genau dann gegen a, wenn die beiden reellen Folgen (Re(ay))n>1
gegen Re(a) und (Im(ay,))n>1 gegen Im(a) konvergieren.

b) Insbesondere: Gilt lim,,_, a, = a, so auch lim,,_,, @, = @.

¢) (an)n>1 ist genau dann eine CAUCHY-Folge, wenn (Re(ay))ns1 und (Im(ay))ns1
CAUCHY-Folgen sind.

d) (an)n>1 ist genau dann beschrinkt, wenn (Re(a,))n=1 und (Im(a,))ns1 beschrinkt
sind.

e) Konvergiert (a,)n>1 als kompleze Folge gegen a und gilt a,, € R fir alle n € N, so

folgt a € R.

Beweis. Sei a, = x, + 1y,, a = x + 1y.

a) “=" Zu ¢ > 0 existiert ein N € N mit |a, — a| < ¢ fiir alle n > N. Aus (1.6) a) folgt
|z, — 2| < |a, —al < eund |y, —y| < |a, —a| < e firallen > N.

“<" Zu € > 0 existieren ny,ny € N mit |z, — 2| < § fiir alle n > ny und |y, —y| < § fiir
alle n > ny. Ist ng := max{ny,ny}, so folgt aus (1.6) a) fiir alle n > ng

£
2

€
|an—a|<|xn—x|+|yn—y|<§+ =e.

e) folgt direkt aus a).
b), ¢), d) Man geht v6llig analog vor.

Damit kénnen wir die Ergebnisse von Kapitel II, §1 anwenden. Es ergibt sich der

(2.4) Satz. a) Der Grenzwert einer konvergenten komplezen Folge ist eindeutig be-

stimmt.
b) Fine konvergente komplexe Folge ist beschrinkt.
c¢) Eine komplexe Folge ist genau dann eine CAUCHY-Folge, wenn sie konvergiert.

d) Sind (ap)ns1 und (by)n=1 kompleze Folgen mit lim a, = a und lim b, = b, so gilt

fur alle a, 5 € C: B B
(i) lim (aa, + Bb,) =a-a+ (0.
n—00

(i1) nh_)ngo(an ~by) =a-b.

(iii) Gilt b, # 0 fiir allen € N und b # 0, so gilt lim (Z—”) = %

n— o0
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Beweis. Zur Illustration erldutern wir d)
(i) Sei a,, = x, + Yn, a = x + 1y, b, = u, +iv,, b = u + iv. Es gilt

Re(ayb,) = zpu, — ypv, —— zu — yv = Re(ab),
n—oo
Im(anb,) = x,v, + Ypun —— v+ yu = Im(abd),
n—oo
wenn man I11(1.9) und (2.3) verwendet. O

Von komplexen Folgen kommt man (analog zum reellen Fall) zu komplexen Reihen. Wir
fassen wesentliche Begriffe und Aussagen kurz zusammen.

(2.5) Definition. a) Es sei (ax)ren eine komplexe Folge. Fiir jedes n € N setze

n
Sp ‘= E ag.
k=1

Die Folge ($y)neny wird dann eine (komplexe) unendliche Reihe genannt und mit
> ney G abgekiirzt.

b) Die Reihe heifit konvergent, wenn die Folge (s,) konvergiert. (Der Grenzwert wird
gef. auch mit Y .- | a; bezeichnet.)

c¢) Die Reihe Y77, ay heiBt absolut konvergent, wenn die Reihe Y77, |ax| konvergiert.

Im néchsten Satz fassen wir einige Regeln zusammen. Die Beweise sind i.W. analog zum
reellen Fall; wir gehen hier nicht ndher darauf ein.

(2.6) Satz. Es seien Y -, ar und Y .- by unendliche Reihen.

a) Sind beide Reihen konvergent und o, € C, so ist auch ) ;- (aag+ Bby) konvergent
und fir die Grenzwerte gilt:

Z(aak+ﬁbk) :aZakJrBZbk
k= k=1 k=1

1

b) Ist > ., ax absolut konvergent, so auch konvergent.

Von entscheidender Bedeutung ist, dass man iiber die Reihenentwicklung die Exponen-
tialfunktion auch iiber C definieren kann.
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(2.7) Satz. a) Fir alle z € C konvergiert > -, Zk—f absolut. Der Grenzwert wird mit
exp(z) bezeichnet.

b) Fir alle z,w € C gilt die Funktionalgleichung

exp(z + w) = exp(z) - exp(w).

Die Beweise dieser Aussagen sind fiir den komplexen Fall analog zum reellen (und von
vergleichbarer Schwierigkeit). Wir gehen hier nicht darauf ein. Interessant fiir uns ist
aber, dass man aus der komplexen Exponentialfunktion weitere interessante reelle Funk-
tionen gewinnt.

(2.8) Lemma. a) Fiir alle z € C ist exp(z) = exp(z).

b) Fir alle x € R ist |exp(iz)| = 1.

Beweis. a) folgt sofort aus Lemma (2.3)b).
b) Fiir z = iz ist dann

exp(iz) = exp(iz) = exp(—iz)

und somit exp(iz) - exp(ix) = exp(iz) - exp(—ix) = exp0 = 1. O

Das nimmt man zum Anlass, die trigonometrischen Funktionen auf ,analytische” Weise
zu definieren.

(2.9) Definition. Fiir alle x € R definiert man

cosz := Re(exp(iz)); sin x := Im(exp(ix))

(2.10) Bemerkung. Damit gilt per Definition die sog. Euler-Identitét

e =cosx +i-sinzx.

Fiir theoretische und praktische Zwecke niitzlich ist folgender
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§ p g

(2.11) Satz. Fir alle z € R hat man die (absolut) konvergenten Reihenentwicklungen

R G A S
cosx—Z(Qk)!x =1—— 4+ —=...

2 24

: — (=1 2k+1 gs P
= S e — L
S Z(2k+1)!x "T% T 120

Beweis. (Skizze.)
o (@2 () ) ()
o T Tm e
P LN S LA
2! 31 4! 5!
(unter Benutzung der Potenzen von i)

2 4 {L‘3 1‘5

exp(iz) = 1+ iz +

_q ¥, ,
o= —§+E+...)+Z-(l‘—§+a+...)
(Trennung von Real- und Imaginérteil; Konvergenz garantiert mit Lemma (2.3)).
Der Rest ist ordentliches Aufschreiben der Reihen. O

Aus der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion erhalten wir Funktionalgleichun-
gen fiir Cosinus und Sinus:

(2.12) Satz. Fir alle z,y € R gilt
cos(x 4+ y) = cosz - cosy —sinx - siny

sin(x 4+ y) = cosx - siny + sinx - cosy

Beweis. Betrachte Real- und Imaginérteil von e (*+¥) = ¢ . % also
cos(z +y)+i-sin(z+y)=(cosx+isinx) - (cosy +isiny),

und rechne aus. O

(2.13) Korollar. Fir alle z € R gilt

cos(2z) = cos® x — sin® x
sin(2z) = 2sinz cos
1

=cos’x +sin’xz  (,Pythagoras®)

(Hier wird cos® x := (cosx)?,sin®x := (sinz)? abgekiirzt.)
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Beweis. Die ersten beiden Aussagen erhilt man durch Gleichsetzen von x und y. Die
dritte folgt mit y = —z sowie den Identititen cos(—z) = cosz,sin(—z) = —sinz, die
aus den Reihenentwicklungen folgen. O

(2.14) Bemerkungen. a) Die ungewohnliche Art der Einfiihrung von cos und sin
lasst die Frage offen, ob das wirklich die ,bekannten* trigonometrischen Funktionen
sind. Das kann bewiesen werden (was wir hier nicht tun).

b) Bei diesem Zugang fiihrt man die ,Kreiszahl“ 7 am besten so ein: Man kann bewei-
sen, dass cos eine kleinste positive Nullstelle besitzt. Diese nennt man § (und hat
damit 7 definiert).

c) Es lésst sich weiter folgende Wertetabelle herleiten:

z|0| w/6 | /4 | /3 | 7/2| = | 3n/2 | 2w
sinz | 0 : V2 V3 1 | 0| -1
1

cosx | 1 %\/ﬁ 2
exp(iz) | 1| 3(V3+14) | 3vV2(1+4) | 21 +4v3) | i

d) Fiir alle z € R kann man nachweisen, dass

N[
B

cos(x + 2m) = cos x, sin(x + 27) = sin z,

cos(z + m) = —cosz, sin(z + ) = —sinx,

7T .
COS|— — ) =8SInx
9 )

. ™
S1n 5 — T ] = COST.

Die Graphen sehen wie folgt aus:

1 sin ——
S e coS - - -
. N 4
s N 4
\\l id Ny i i
n 0 7'I('\\ /3171' 2
T 7 2 2 N T //7 T
-_ _- ___1 ~___-

Sinus und Cosinus



Kapitel V.

Reelle Funktionen - Grundlegendes

§1. Begriffe und Beispiele

In diesem Paragraphen sammeln wir einige Begriffe zu Funktionen. Zunéchst geht es
um Teilmengen von R, die als Definitionsbereiche interessant sind.

(1.1) Definition. Sei zp € R und ¢ > 0. Dann heifit
Ucmg) :={z €R; |z — o] <€} = (0 —€,20 +¢€)

die e-Umgebung von xy. Eine Menge U C R heifit Umgebung von z,, wenn ein (von zg
und U abhéngiges) € > 0 existiert mit U.(zo) C U.

(1.2) Definition. Sei M C R. Ein Element zq € M heikt innerer Punkt von M, wenn
M eine Umgebung von xq ist, d. h., wenn ein € > 0 existiert, so dass U.(x¢) C M. Mit

o

M (“Inneres von M”) bezeichnen wir die Menge der inneren Punkte von M. Man nennt

o

M offen, wenn alle Elemente von M innere Punkte von M sind, d.h. wenn M = M.
Man nennt A C R abgeschlossen, wenn R\ A offen ist.

Ohne Beweise geben wir an:

(1.3) Beispiele. a) R und ) sind offen und abgeschlossen.

b) Die Intervalle (a,b), (—o0,a) und (a,o0) sind offen.

c¢) Die Intervalle [a, b], (—o0, a] und [a, 00) sind abgeschlossen.

d) Die Intervalle [a,b) bzw. (a, b] sind weder offen noch abgeschlossen.
)

Jede nicht-leere offene Teilmenge von R ist eine Vereinigung abzahlbar vieler offener
Intervalle.

e

73
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Nun zu Funktionen.

(1.4) Definition. Eine Abbildung f: A — B mit A C R und B C R nennt man eine
reelle oder reellwertige Funktion einer reellen Variablen oder Verdnderlichen.

f(z) heifst auch Funktionswert von f an der Stelle z. Gilt f(z) = 0, so nennt man z
eine Nullstelle der Funktion f.

Als Graph von f bezeichnet man die Menge

Gy ={(z, f(z)); r € A} C Ax B CR%

Wir betrachten ein paar einfache
(1.5) Beispiele. a) Sei c € Rfest. f: R - R, 2 +— f(z) = ¢, heillt konstante Funktion.
b) Wir betrachten die Betragsfunktion

R — Ry, o — |z,

mit dem nebenstehenden Graphen. !

c) Die Entier-Funktion oder Grifite-Ganze-Funktion wird
gegeben durch —

R—Z, x+— [z] =sup{n €Z|n < z}.

Man nennt [z] auch die GAUSS-Klammer von z. (In der - o
Literatur wird auch die Bezeichnung | x| statt [z] verwen- e
det.)

d) Die Signum-Funktion ist definiert durch

1, falls z > 0,
sen : R — R, x+— <0, falls x = 0, 0
—1, fallsxz <O0.

e) Die DIRICHLETsche Sprungfunktion ist definiert durch

1, fallsz € Q,

D:R—-R, x—
0, fallsz ¢ Q.

Man kann ihren Graphen nicht zeichnen.
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f) Weitere Funktionen sind fiir n € N z.B.
R—R, z—2" und R, = R,, z+— /.
g) Durch Potenzreihen haben wir die Funktionen exp, sin und cos von R nach R definiert.

Auf naheliegende Weise kann man Funktionen addieren und multiplizieren (und unter
geeigneten Voraussetzungen dividieren). Diese ,intuitiv klaren“ Operationen definieren
wir formal wie folgt:

(1.6) Definition. Es seien D C R nicht-leer und f: D — R sowie g: D — R; weiter
a e R

a) Man definiert Funktionen f + ¢g: D — R und af : D — R durch

(f+9)(x): = f(x) + g(z);
(af)(z): = af(),

wobei rechts jeweils die Operationen in R gemeint sind.

b) Man definiert f-g: D — R durch

(f-9)x): = f(z)-g(),

wobei rechts die Multiplikation in R gemeint ist. Falls g(x) # 0 fiir alle x € D, so
definiert man ; i)
0
(B -2
9 g(x)

wobei rechts die Division in R gemeint ist.

Dies ist etwas gewohnungsbediirftig, aber beachten Sie, dass durch die jeweiligen Vor-
schriften in der Tat jedem z € D eindeutig eine reelle Zahl zugeordnet wird. Dass fiir
die so definierten Verkniipfungen auf der Menge aller Funktionen von D nach R die
iiblichen Rechenregeln gelten, lasst sich leicht nachweisen.

Wir kommen nun zu neuen Begriffen.

(1.7) Definition. Gegeben sei eine Funktion f: D — E mit D, E C R.

(a) Man nennt f monoton wachsend oder monoton steigend, wenn fiir alle x,y € D
mit x < y stets f(z) < f(y) gilt. f heilt streng monoton wachsend oder streng
monoton steigend, wenn fir alle z,y € D mit x < y stets f(x) < f(y) gilt.

(b) Man nennt f monoton fallend, wenn fir alle z,y € D mit x < y stets f(z) > f(y)
gilt. f heift streng monoton fallend, wenn fiir alle x,y € D mit x < y stets

f(x) > f(y) gilt.
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(¢c) Man nennt f [streng| monoton, wenn f [streng] monoton wachsend oder [streng|
monoton fallend ist.

(d) Man nennt f nach oben beschrinkt bzw. nach unten beschrankt bzw. beschrinkt,
wenn die Wertemenge W = f(D) die entsprechende Eigenschaft hat, wenn es also
ein ¢ € R gibt, so dass

flx)<c bzw. f(x)>c bzw. |f(z)]<c firalle z € D.

Als Beispiele fiir Monotonie sollen die folgenden Graphen dienen.

streng monoton fallend  streng monoton wachsend monoton wachsend

Als direkte Anwendung von I1(4.13) und I1(2.8) b5) erhalten wir das

(1.8) Beispiel. Sei n € N. Dann ist die Funktion Ry — R,z +— 2", streng monoton
wachsend und bijektiv. Die Umkehrfunktion ist die Funktion R, — R, y = {/y. Sie ist
ebenfalls streng monoton wachsend. Fiir ungerades n € N ist auch die Funktion R — R,
x +— x", und ihre Umkehrfunktion streng monoton wachsend. Fiir die Umkehrfunktion

gilt x — sgn(x) - /|z|.

Allgemeiner gilt das

(1.9) Lemma. Sei f: D — R, D C R, streng monoton wachsend [bzw. fallend] mit
W = f(D). Dann ist f injektiv und die Umkehrfunktion f~' : W — D ist ebenfalls
streng monoton wachsend [bzw. fallend].

Beweis. Wir betrachten nur den Fall, dass f streng monoton wachsend ist. (Der andere
wird analog behandelt.) Seien z,2’ € D mit x # 2’. Dann gilt entweder x < 2’ oder
2’ < x. Daraus folgt f(x) < f(2') oder f(2') < f(x), in jedem Fall aber f(z) # f(2').
Demnach ist f injektiv und f~!: W — D existiert. Seien nun w,w’ € W mit w < w'.
Seien x,2" € D mit f(z) = w und f(2') = w'. Wegen w # w’ gilt @ # /. Wére 2’ < z,
so wiirde w’ = f(2') < f(x) = w als Widerspruch folgen. Also muss = < z’ gelten, d. h.

[Tlw) =2 <a’ = ')

Demnach ist f~! ebenfalls streng monoton wachsend. O
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Schlieflich wollen wir noch Maxima und Minima von Funktionen definieren.

(1.10) Definition. Es sei D C R nicht-leer und f: D — R.

a) (i) Man nennt zg € D eine Mazimalstelle von f und f(zq) ein Mazimum von f,
falls f(x¢) > f(z) fur alle x € D.

(ii) Man nennt z; € D eine relative (oder lokale) Maximalstelle von f und f(z)
ein relatives (oder lokales) Maximum, wenn es eine Umgebung Us(z1) (mit
d > 0) gibt, sodass x; Maximalstelle fiir f |pny, () ist.

b) (i) Man nennt zq € D eine Minimalstelle von f und f(x¢) ein Minimum von f,
falls f(zo) < f(zx) fiir alle x € D.

(ii) Man nennt xy € D eine relative (oder lokale) Minimalstelle von f und f(z)
ein relatives (oder lokales) Minimum, wenn es eine Umgebung Us(x;) (mit
d > 0) gibt, sodass x; Minimalstelle fiir f |pru;(a,) ist.

Maximal- bzw. Minimalstellen heiffen zusammenfassend Extremalstellen, Maxima bzw.
Minima heifsen zusammenfassend Eztrema.

Zu beachten ist, dass wir hier zunéchst nur einige Begriffe eingefiihrt haben. Wir werden
uns spater um den praktischen Umgang mit diesen kiimmern.

§2. Polynome und rationale Funktionen

(2.1) Definition. Eine Funktion p : R — R heilt ein reelles Polynom, wenn es ein
n € Ny sowie ag, ..., a, € R gibt, so dass

n

(%) p:R%R,pr(z):Zakxk.
k=0
Gilt a, # 0 in (x), so nennt man n den Grad des Polynoms. Gilt ap = ... =a, =0 in

(%), so heift p das Nullpolynom. Jede Restriktion eines Polynoms heifit eine Polynom-
funktion.

Vielfache, Summen und Produkte von Polynomen (im Sinne von (1.6)) sind wieder Po-

lynome.

(2.2) Satz. FEin Polynom vom Grad n € N hat hichstens n Nullstellen.
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Beweis. (i) Wir beweisen zunéchst folgende Hilfsaussage: Sei n € N und p(z) ein
Polynom vom Grad n mit einer Nullstelle «. Dann existiert ein Polynom ¢(z) vom Grad
n—1mit p(x) = (r—«)-q(z) fiir alle . Denn fiir x # a hat man mit der geometrischen
Summenformel I1(3.5)

p(z) p(z) —pla) En: at —a” - = Jok—1—j — b (z)
= = a = a = ; =
T —a« T —« T — o B2 E b q(x),
k=0 k=1 7=0 7=0
wobei

Also p(z) = (x — a)q(z) fir z # «, aber dies gilt auch fiir x = a.

(ii) Nun zum eigentlichen Beweis, der mit Induktion nach n gefiihrt wird. Im Fall n =0
ist das Polynom eine Konstante # 0, also ohne Nullstelle. Sei nun n > 0 und p Polynom
vom Grad n. Hat p keine Nullstelle, so ist die Aussage richtig. Hat p eine Nullstelle «,
so gibt es ein Polynom ¢ vom Grad n — 1, so dass

p(z) = (r —a)q(z) fur alle x.

Nach Induktionsvoraussetzung hat ¢ hochstens n — 1 Nullstellen, also p hochstens n
Nullstellen. 0

Reelle nicht konstante Polynome miissen nicht unbedingt Nullstellen haben, wie das
Beispiel p(z) = 2% + 1 zeigt. Als Anwendung von (2.2) erhalten wir das

(2.3) Korollar. (Identititssatz fiir Polynome)
Seien p(x) = Y p_o axx”™ und q(z) = >} _, bpx® zwei reelle Polynome. Gibt es mindes-
tens n + 1 verschiedene reelle Zahlen xo, . .., x, mit p(x;) = q(z;) fir j =0,1,...,n,
so folgt

ak:bk fUT’ /{JZO,...,H.

Insbesondere ist der Grad eines Polynoms eindeutig bestimmdt.

Beweis. Sei r(z) =Y 1_,(ax — bg)z* = p(z) — q(z). Da r(z) mindestens n + 1 verschie-
dene Nullstellen xy,...,z, hat, folgt r(z) = 0 fiir alle x sowie a; = by, fiir alle k& aus
(2.2). O

Als néchstes leiten wir eine Wachstumsaussage fiir Polynome her.

(2.4) Satz. Sei
p:R—=R, :E»—)Zakxk,
k=0

ein reelles Polynom vom Grad n mit a, > 0.
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a) Es gibt ein r € Ry, so dass

1
5 an- lz|" < |p(z)] < 2-a,-|z|® firalle |z|>r.

b) Es seip > 0. Dann gibt es ein M > 0, so dass

lp(z)| < M - |z[* fir alle z €R, |z[ > p.

Beweis. Wir beweisen nur Teil a). Voriiberlegung: Fir |z| > 1 ist

a a Apy— ag| + ...+ |ay—
ol , Joul | Janl  Jool ot o
FEARFI B B

Es gibt weiterhin ein r» > 1, sodass

Jaol + .-+ fana| _ |an]
|z] s 2

fir alle x mit || > r. Fiir |x| > r ist damit und mit den beiden Varianten der Dreiecks-
ungleichung:

[p(@)] <D laxllz]*
k=0

lao] | |ad |an-1] |an]
"(la,| + —— < |z|™(lan| + —=) < 2]a,||z|"
ol (ol + oy i - T < el (ol + 5 < 2
und weiter
lao| | ai (= |ay|
> lz["(la,| — (=2 > |zl 20
()] Ja" (o] = (o5 [y + o+ ) e -

Wichtig ist in diesem Zusammenhang auch noch die folgende

(2.5) Definition. Eine rationale Funktion ist der Quotient zweier Polynomfunktio-
nen. Seien also p, ¢ Polynomfunktionen, ¢ nicht das Nullpolynom und M := {z € R |
¢(z) = 0} die (endliche) Nullstellenmenge von ¢. Dann hat die rationale Funktion die
Form

p(z)

R\M - R, 2+ 27
\ q(z)







Kapitel VI.

Funktionen: Grenzwerte und Stetigkeit

§1. Grenzwerte

Wir kommen nun zu einem fundamentalen Begriff der Analysis, ndmlich zum Grenzwert
von Funktionen. Vorab noch eine Definition.

(1.1) Definition. Es sei D C R nicht leer.

a) Ein zy € R heift Haufungspunkt von D, wenn es zu jedem p > 0 einx € U,(zo)\{zo}
gibt. (Es ist also (U,(zo) \ {z0}) N D nicht leer.)

b) Ist xy € D, aber kein Haufungspunkt von D, so heifst zq isolierter Punkt von D.

(1.2) Definition. Sei f : D — R und xy Haufungspunkt von D. Die Funktion f heifst
konvergent gegen L € R fiir x — x, falls zu jedem € > 0 ein 0 = §(xg, ) > 0 existiert,
so dass

|f(z) — L| <e firallex € Dmit 0 < |z — x| <.

Man schreibt dafiir lim f(z) = L und nennt L den Grenzwert von f fir z — .
T—xTQ

Der Begriff Haufungspunkt ist etwas gewohnungsbediirftig. Man beachte, dass 0 < |z —
xo| vorausgesetzt wird. Daher braucht f in xy gar nicht definiert zu sein oder es kann
f(zo) # L gelten, obwohl lim f(z) = L gilt.

T—TQ

(1.3) Beispiele. a) Ist D C R und gibt es a,b € R mit a < xy < b sowie (a,zg) U
(x0,b) C D, so ist o Haufungspunkt von D.

r2—1 fii 1
b) Seif:R—)R,xH{xl’ irz 1,

1 fir x = 1.
Dann gilt
lim f(z) = lin%(x +1)=2,
T—

rz—1

81
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da f(z) =x+ 1 fir z # 1.

c) Ist f konstant, f(z) = c fiir alle x € D, so gilt lim,,,, f(z) = ¢ fiir jeden Haufungs-
punkt z¢ von D.

d) Fiir die identische Abbildung g : D — D, g(z) = z gilt lim, ., g(z) = z, fiir jeden
Héaufungspunkt xy von D. Denn die Bedingung der Definition ist mit L = xg,0 = ¢
erfiillt.

e) Es gilt lim, ,gexp(xz) = 1 = exp(0). Denn fiir |z| < 1 gilt |exp(z) — 1| < e - |z, wie
aus folgender Ungleichungskette folgt:

o0 © k-1

xk x
[expl(e) = 1] = |3 75l = lal - | D =
k=1 k=1 )

et
<ol S < el Y < al e
k=1 k=1

(Hierbei werden Rechenregeln fiir Reihen verwendet und die Tatsache, dass auch )77, %

fiir alle « konvergiert; dies wird wie in II1(3.19) bewiesen.)
Zu ¢ > 0 wihle nun § = min{, 1}. Dann gilt fiir alle z mit || < J:

lexp(z) — 1] <e-d< - <e.

DO M

f) In &hnlicher Weise kann man tiber die Reihenentwicklungen zeigen, dass lim,_,osinx =
0 (=sin0) und lim, ,gcosx =1 (= cos0).

Grenzwerte von Funktionen lassen sich grundsétzlich auf Grenzwerte von Folgen zuriick-
fiihren, denn es gilt:

(1.4) Lemma. Sei f : D — R, zq Haufungspunkt von D und L € R. Dann sind
aquivalent:

(i) lim f(z)=L.
T—xTQ
(i) Fir jede Folge (z,)n>1 in D\{xo} mit lim z, = zq gilt lim f(x,) = L.
n—oo n—oo

Insbesondere ist der Grenzwert eindeutig bestimmd.

Den Beweis wollen wir hier nicht bringen. Aber aus den Grenzwertregeln fiir Folgen
III(1.9) erhélt man damit sofort die néchste Aussage:

(1.5) Satz. Sei f : D — R eine Funktion, weiter sei g : D' — R und x¢y Hdiufungs-
punkt von DN D'. Gilt lim f(x) = Ly und lim g(z) = L,, so folgt fir alle « € R
T—To T—T0

(t) lim (af)(z) = aLy.

T—T0
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(i) lim (f £g)(z) =Ly £ L,.

(¢it) lim (f-g)(x) =Ly - Lq.
(iv) li_)In (5) (x) = i—;, falls L, # 0.

Daraus ergeben sich wichtige Aussagen zu Grenzwerten bekannter Funktionen.

(1.6) Satz. a) Es sei P: R — R, P(z) = Y} _axa”® eine Polyomfunktion. Dann gilt
lim,_,,, P(x) = P(xg) fir jedes zq € R.

b) Es sei weiter Q : R — R eine Polynomfunktion, und QQ # 0. Fir alle xy € D :=

{z € R;Q(2) # 0} ist dann lim,_,,, % — ggg;_

Beweis. (Skizze.) a) Wir zeigen die Aussage erst fiir Potenzfunktionen p,, : x — z".
Im Fall n = 0 und n = 1 wurde sie schon nachgewiesen. Aus lim, ,,, 2" = z{ und
lim, 4, © = 7o folgt nach (1.5) (iii) schon lim,_,,, "' = z{*!. Mit Induktion folgt also
die Richtigkeit fiir alle p,,. Benutzt man dies zusammen mit (1.5) (i) und (ii), so folgt
mit Induktion auch die Aussage fiir Polynome.

Teil b) folgt aus a) und (1.5) (iv). O

(1.7) Satz. a) Fir alle zq € R gilt

lim exp(x) = exp(zp).
T—I0

b) Fir alle xy € R gilt

lim sin(x) = sin(xg) wund lim cos(x) = cos(xp).
T—T0 T—T0

Beweis. Wir zeigen nur a); Teil b) folgt auf dhnliche Weise. Es ist
exp(z) = exp(zo) - exp(x — o).

In Beispiel (1.3) d) wurde lim,_,qexp(y) = 1 gezeigt; also auch lim,_,,, exp(x — z¢) = 1.
Mit (1.5) (i) folgt die Behauptung. O

Fiir manche Zwecke ben6tigt man auch einseitige Grenzwerte.
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(1.8) Definition. Es sei D C R nicht-leer und zy ein Haufungspunkt von D; weiter
f:D—R.

a) Es sei L; € R und ¢, :
und

=f } DPA(z0,00)" Wenn zy Haufungspunkt von D N (g, 00) ist

lim gy(z) = Ly,

T—T0

so nennt man f rechtsseitig konvergent gegen L, fiir x — x¢ und schreibt

lim f(z) = L.

xlxg
Man nennt L, dann den rechtsseitigen Grenzwert von f fiir x — x.

b) Es sei Ly € R und g5 :

= f}Dm(_oony). Wenn z, Héufungspunkt von D N (—o0, zo)

ist und
lim gs(z) = Lo,

T—xTQ

so nennt man f linksseitig konvergent gegen Ly fiir © — xy und schreibt

lim f(z) = Lo.

g

Man nennt L, dann den linksseitigen Grenzwert von f fiir x — xg.

(1.9) Beispiel. Die Signum-Funktion

1, falls x > 0,
sgn: R —> R, sgn(z):=4¢0, fallsz=0,
—1, fallsz <0,

besitzt in xy = 0 den rechtsseitigen Grenzwert L; = 1 und den linksseitigen Grenzwert
1;2 - ——1.

Das folgt einfach aus g;(x) = 1 fur alle > 0 bzw. go(x) = —1 fiir alle z < 0. Aber
limsgn,_,,  existiert nicht.

(1.10) Bemerkung. Es seien die Bezeichnungen wie in (1.8).

a) Falls lim,_,,, f(z) = L und o Haufungspunkt sowohl von DN (zq, 00) als auch von
D N (—o0, z9) ist, so existieren die einseitigen Grenzwerte und es gilt

AR =g e =L

b) Umgekehrt: Ist 27 Haufungspunkt von D N (zg, 00) sowie von D N (—o0,zy) und
existieren lim, ., f(z) = L; sowie limgt,, f(2) = Lo, so existiert der Grenzwert
lim, ., f(x) genau dann, wenn L; = Ls. (Der Beweis soll hier nicht gebracht wer-
den.)
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Auch fiir Grenzwerte von Funktionen gibt es ein Monotoniekriterium, das sich mit Hilfe
von (1.4) und dem Monotoniekriterium fiir Folgen beweisen lésst.

(1.11) Satz. Es sei D C R und x¢ ein Hdaufungspunkt von D; weiter f : D — R.

a) Ist xy Héiufungspunkt von D N (x,00) und existiert ein v > 0 so, dass f|pn(wowotr)
monoton und beschrinkt ist, so existiert liim (z).
xlxg
b) Ist xo Hiufungspunkt von DN (—00,xy) und existiert ein v > 0 so, dass f|pn(zo—r.z0)
monoton und beschrinkt ist, so existiert liTm f(z).
ztzo

Wir wollen auch noch Grenzwerte fiir x — oo bzw. £ — —oo definieren.

(1.12) Definition. a) Sei f : D — R eine Funktion und co Haufungspunkt von D,
d.h. zu jedem R > 0 gibt es ein z € D mit x > R. Die Funktion f heilst konvergent
gegen L € R fiir x — oo, falls zu jedem € > 0 ein zy € D existiert, so dass

|f(x) — L|<e firallex > x.

Man schreibt dafiir lim f(x) = L.

T—00

b) Ist —oo Haufungspunkt von D, gibt es also zu jedem R > 0 ein z € D mit z < —R,
so gilt per Definition lim f(x) = M € R, falls zu jedem ¢ > 0 ein 2y € D existiert,
T—>—00

so dass
|f(x) — M| <e fir alle z < xo.

Der Veranschaulichung dienen die folgenden

(1.13) Beispiele. a) Es gilt lim, % = 0: Zu e > 0 wahle 2y = é Dann ist fiir x >
stets |71| < ﬁ =e.
b) Sei f:R\{2} = R, x — —*. Dann gilt (2,00) C R\{2} und man hat xh_)rgo L =1.

r—2
Begriindung: Zu € > 0 definiert man xg = 2 + % und erhalt fiir alle x > x

T - 2 2
’LL’—Q_ ’

|f(z) = 1] =

E.

< =
r—2 .’,170—2

c) Es gilt }Ln;o x%ﬂ = 0. Zu € > 0 definiert man zo = /1/e und folgert fiir alle z > x

1 - 1 < 1
24+1 22 +1 2

()] =

Analog zeigt man xEr_noo x%ﬂ =0.
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(1.14) Bemerkung. (a) Die Grenzwertregeln (1.5) gelten auch fir lim, ,., und
lim,_, ., wie man nachweisen kann.

(b) Auch das Monotoniekriterium gilt fiir die Grenzwerte mit x — oo bzw. z — —o0.
Im Detail:

- Falls es unter den Voraussetzungen von (1.12)a) ein M > 0 gibt, so dass
f|pn(a,00) monoton und beschrénkt ist, so existiert lim, o f(2).

- Falls es unter den Voraussetzungen von (1.12)b) ein M > 0 gibt, so dass
J|pA(=o0,—ar) monoton und beschrénkt ist, so existiert lim, ,_o f(z).

Anwendungen werden wir spéter sehen.

Wir wollen noch einen letzten Begriff einfithren, ndmlich die bestimmte Divergenz.

(1.15) Definition. a) Sei f : D — R und oo ein Hiufungspunkt von D.
Dann nennt man f bestimmt divergent gegen oo |bzw. gegen —oo| fiir x — oo, wenn
es zu jedem M > 0 ein R € D gibt, sodass

flx) > M [bzw. f(x) < —M]

fir alle z > R. Man schreibt lim,_,, f(z) = oo [bzw. lim,_, f(z) = —oc].

b) Sei f: D — R und —oo ein Haufungspunkt von D.
Dann nennt man f bestimmt divergent gegen oo |bzw. gegen —oo| fiir x — —o0,
wenn es zu jedem M > 0 ein R € D gibt, sodass

flz)>M [bzw. f(x) < —M]

fir alle z < R. Man schreibt lim, ,  f(z) = oo [bzw. lim,,_ f(z) = —o0].

(1.16) Beispiele. a) Ist p: R — R,z — > }_ axz” ein Polynom, n > 1 und a, > 0,
so gilt lim,_, p(x) = 0o, denn nach V(2.4) gibt es ein r > 1 so, dass

p(z) > %x” > %x fur alle = > 7.

Zu M > 0 wahle R = 2M/a,,.

b) Esist lim, . €® = 0o, denn fiir alle x > 0 ist e* > = (Reihenentwicklung). Zu M > 0
kann man also R = M wéhlen.

c) Esist lim, oo™ =0: Zue > 0 wihle R = é und benutze b).
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d) Durch f: R — R, x + x - sinx ist eine Funktion gegeben, fiir die lim,_,, f(x) nicht
existiert, aber f ist nicht bestimmt divergent, denn f(k-7) = 0 und f((2k+ 3)7) =
(2k + )7 fiir alle &k € Z.

Auch fiir einseitige Grenzwerte mit = | xg bzw. x T x9 wird bestimmte Divergenz
definiert.

(1.17) Definition. Es sei D C R nicht-leer und f: D — R.

a) Ist zo ein Haufungspunkt von D N (g, 00), so nennt man f rechtsseitig bestimmt
divergent gegen oo |bzw. gegen —oo| fiir £ — zy, wenn es zu jedem M > 0 ein
a € DN (xg,00) gibt, sodass

f(z) > M [bzw f(x) < —M]

fir alle x € D N (2, a).

In Zeichen: lim f(z) = oo [bzw. —o0].

xlxg

b) Ist zg ein Haufungspunkt von D N (—o0, zg), so nennt man [ linksseitig bestimmt
divergent gegen oo |bzw. gegen —oo| fiir © — o, wenn es zu jedem M > 0 ein
be DN (—o0,x) gibt, sodass

flx) > M [bzw f(x) < —M]

fir alle z € DN (b, x).

In Zeichen: liTm f(z) = oo [bzw. —o].
1o

(1.18) Beispiel.
1
f:R\{0} - R, z~— —.
x

Dann lim, o f(z) = oo und lim,qo f(z) = —o0.
(Zum Nachweis der zweiten Aussage wihle zu M > 0:

1
b= ——.
M
Dann ist fir b < z < 0:
1
< - =M.
b

SHE

Die erste Aussage begriindet man analog.)
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§2. Stetige Funktionen

In der Analysis ist man nicht an allen moglichen Funktionen interessiert, sondern vor
allem an solchen mit ,schonen” Eigenschaften. Stetigkeit ist eine solche Eigenschaft.

(2.1) Definition. Gegeben sei f: D — R und z( € D.
o Ist xg Haufungspunkt von D, so heifst f stetig in xq, falls lim, ., f(z) = f(z0)-
e (Konvention:) Ist o kein Haufungspunkt von D, so heifit f stetig in z.

f heillt stetig auf F, falls £ C D und f in jedem Punkt zy, € E stetig ist. Man nennt
f stetig, wenn f stetig auf D ist.

flwo) +e{-------—= - 1{--f--
f(wo) 1 AN
B o
To—0 To To+ 0 To
Diese Funktion ist stetig in xg. Diese Funktion ist nicht stetig in z.

Die obigen Skizzen sollen der Veranschaulichung dienen. Anschaulich gesprochen wird ei-
ne stetige Funktion auf einem Intervall dadurch charakterisiert, dass man ihren Graphen
“durchzeichnen” kann, dass also keine Spriinge auftreten.

Aus (1.6) und (1.7) folgt sofort:

(2.2) Satz. a) Polynomfunktionen sind stetig auf R.
b) Rationale Funktionen sind stetig in threm mazimalen Definitionsbereich.

c¢) exp, sin und cos sind stetig auf R.

Wir geben noch eine andere Charakterisierung an, die eine direkte Konsequenz von (1.4)
ist.
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(2.3) Satz. Sei f: D — R eine Funktion und xo € D. Dann sind dquivalent:
(i) f ist stetig in xq.
(ii) Fiir jede Folge (x,)n>1 in D mit lim x,, = xqy gilt

n—oo

lim f(z,) = f(lim z,) = f(zo).

n—oo n—oo

(2.4) Beispiele. a) Die Funktion f: R — R,z — [z], ist unstetig in allen z € Z. Zur

Begriindung sei z,, := xg — %, n € N, also lim x,, = x¢ und
n—oo

lim f(z,) = lim |::E0 — %] =1x9— 1 # x9 = f(x0).

n—o0 n—oo

Ist g € R\Z, so ist f stetig in zo. Begriindung: Fiir £ > 0 sei ¢ := min{x¢ — [z0], [xo] +
1 —x} > 0. Fiir x € Us(zo) gilt dann [z] = [x¢], also |f(x) — f(zo)| =0 < €.
b) Wir betrachten wieder die Signum-Funktion

1, falls x > 0,
sgn : R — R, x—sgnxz=<0, falls x = 0,
—1, fallsz <O0.
Diese Funktion ist nicht stetig in 0, wie in (1.9) gezeigt wurde.

Die folgenden Aussagen sind fiir den Umgang mit stetigen Funktionen niitzlich.

(2.5) Satz. a) Sei f : D — R stetig in z9 € D. Dann ezistiert eine Umgebung U
von xg, so dass f’DmU beschrankt ist, d.h. es gibt ein ¢ € R mit |f(x)| < ¢ fir alle
reUnDb.

b) Sei f: D — R stetig in xg € D. Ist f(xg) > 0 [bzw. f(xg) < 0], so existiert eine
Umgebung U von xy und ewn p > 0, so dass

f(z) >p [bzw. f(x) < —p] firalle z€ DNU.

c) Seien f: Dy — R und g : D, — R beide stetig in xo € Dy N D,, sowie a € R. Dann
sind auch oof , f+ g und f - g stetig in xog und im Fall g(xo) # 0 ebenfalls f/g.

d) Sei f : Dy — R stetig in xo. Es gelte f(Dy) C Dy und g : Dy — R sei stetig in
Yo := f(xo). Dann ist g o f stetig in xg.

Beweis. Vorab: Ist x, isolierter Punkt (also kein Haufungspunkt) von D, so sind alle
Aussagen offensichtlich. Fiir den Rest des Beweises wird angenommen, dass x, Héu-

fungspunkt von D ist.
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a) Da f stetig in z ist, existiert zu ¢ = 1 ein 6 > 0 mit |f(z) — f(xo)| < 1 fiir alle
x € DN Us(xp). Aus der Dreiecksungleichung folgt

If(x)| <|f(xo)| +1=:c firalle z€ DnNUs(xp).
b) Sei p = 5 f(x0) > 0. Dann existiert ein § > 0, so dass
[f(x) = fzo)l < p, also f(x) € (p,3p)

fir alle z € D mit |x — zo| < d. Also folgt die Behauptung mit U = (xy — §, zo + 9).

c) folgt aus den Grenzwertregeln in (1.5).
d) Sei (z,)n>1 eine Folge in Dy mit lim x, = xy. Nach (2.3) ist (yn)n>1 = (f(20))n>1

n—o0
eine Folge in Dy, mit lim y,, = yo = f(xp). Wendet man nun (2.3) auf ¢ an, so folgt
n—oo
lim (g o f)(zn) = lim g(f(zn)) = lim g(yn) = g(yo) = (9 © f)(20).
n—00 n—00 n—oo

Also ist auch g o f stetig in z,. O

Wir beschéftigen uns nun mit der Stetigkeit der Umkehrfunktion. Ohne Beweis geben

WwIr an:

(2.6) Satz. Sei I C R ein Intervall und f : I — R eine streng monotone, stetige
Funktion mit W = f(I). Dann ist die Umkehrfunktion

w1

ebenfalls stetig.

(2.7) Beispiel. Es sei n € N;n > 2. Dann ist h : [0,00) — R,z + /7 = 2!/ stetig
als Umkehrfunktion der stetigen Funktion f : [0,00) — [0,00), z — x™.

Wir betrachten nun spezielle Eigenschaften stetiger Funktionen. Die erste geben wir

ohne Beweis an.

(2.8) Satz. (Satz vom Minimum und Maximum,)
Sei D CR, f: D — R eine stetige Funktion und [a,b] C D. Dann nimmt [ auf |a,b]

Minimum und Mazimum an, d. h. es gibt x,,,xy € [a,b] mit

f(zm) < f(x) < f(xp)  fir allex € [a, b].

Bei dieser Aussage ist wichtig, dass es um ein abgeschlossenes und beschranktes Intervall
[a, b] geht. (Fir alle anderen Typen von Intervallen stimmt sie i. A. nicht.)

Unser néchstes Ziel ist eine Zusammenhangseigenschaft.
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(2.9) Zwischenwertsatz. (Bernhard BoLZANO (1781-1848))

Seien f: D — R stetig und a,b € R mit a < b und [a,b] C D.

a) Gilt f(a) <0 und f(b) > 0 [oder f(a) > 0 und f(b) < 0], so existiert ein c¢* € (a,b)
mat

f(e) = 0.
b) Sei m = min{f(z) | x € [a,b]} und M := max{f(z) |z € [a,b]}. Dann gilt

f(la, b]) = [m, M].

Beweis. a) Wir betrachten den Fall f(a) < 0, f(b) > 0. Sei S := {x € [a,b] | f(z) < 0}.
Wegen S C [a, b] ist S beschrénkt und aus a € S folgt S # @. Demnach existiert

c*:=supS.
Nun ergibt sich f(c*) = 0 wie folgt:
- Wire f(c*) <0, so ¢* < bund es gibe nach (2.5)b) ein § > 0 derart, dass f(z) <0
fir alle z € Us(c¢*) N [a, b], also ¢* nicht obere Schranke von s; Widerspruch.

- Ware f(¢*) > 0, so ¢* > a und es gébe ein § > 0 so, dass f(z) > 0 fiir alle
z € Us(c*) N [a,b]. Wihle m € N so, dass m > 1 und ¢* — £ € [q,b]. Dann ist
c*— % obere Schranke von S, also ¢* nicht kleinste obere Schranke; Widerspruch.

b) Nach (2.8) existieren ¢,d € [a,b] mit f(c) = m und f(d) = M. Sei ohne Einschrén-
kung ¢ < d, da man sonst —f betrachten kann. Fiir p € (m, M) wende man a) auf die
Funktion

9:D =R, g():=f(z)—pn,
an. Aus g(c) < 0 und g(d) > 0 folgt die Existenz eines £ € (c¢,d) mit g(§) = 0, also
f(&) = u. Wegen f([a,b]) C [m, M] erhélt man daraus die Behauptung. O

Als Anwendung des Zwischenwertsatzes erhalten wir das

(2.10) Korollar. Seip(x) ein reelles Polynom ungeraden Grades. Dann hat p(x) eine
Nullstelle in R.

Beweis. Sei p(z) = a,z" + a,_12" ' + ... + ag,n ungerade und ohne Einschrinkung
an > 0. Dann gilt p(z) = 2" (@, + *= + ... + 2 fiir z # 0 sowie

T

Uy a
1+...+—0>:an>0,
xn

lim (an +

T— 300
also existiert ein R > 0 so, dass

Ap—1

Ay +

+...+@>O fir alle  mit |z| > R.
xn
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Weil n ungerade ist, gilt p(a) < 0 fiir a < —R und p(b) > 0 fiir b > R. Da Polynome
stetig sind, existiert nach (2.9) ein £ € (a,b) mit p(§) = 0. O

Zum Schluss dieses Paragraphen wollen wir uns intensiver mit der Exponentialfunktion
auf R und ihrer Umkehrfunktion beschéftigen.

(2.11) Satz. a) Die reelle Ezponentialfunktion
'R 0 L "
exp : —>(,oo),x»—>zomx,

st streng monoton wachsend, stetig und bijektiv.

1
b) Die Ezxponentialfunktion wdchst schneller als jedes Poly- /

nom: Ist P(X) ein reelles Polynom, so gilt :1 i

lim Plo) = lim P(z)-exp(z) = 0.

T—r00 eXp(aj) T——00

Beweis. a) Die strenge Monotonie (und damit die Injektivitéit) wurde bereits bewiesen.

Ebenso wurde schon |
li = i =0
S0P = I ()

gezeigt.

Da exp nach (2.2) stetig ist, folgt exp(R) = (0, 00) aus dem Zwischenwertsatz (2.9):
Denn zu y > 0 existiert ein x; mit exp(z;) < y wegen lim, , . exp(z) = 0 und ein zo
mit exp(zg) > y wegen lim, ., exp(z) = co. Also gibt es ein & € (x1, z5) mit exp(£) = y.
b) Sei P(z) ein Polynom vom Grad n. Nach V(2.4) gibt es ein ¢ > 0 und ein R > 0 mit
|P(z)] < c|z|™ fur alle |z| > R. Aufgrund der Reihendarstellung gilt exp(z) > (nil)!xnﬂ
fiir alle x > 0, also

P " : 1)!
} (z) ]g 10:10 - _ (n+1) fiir alle x > R.
exp(z) SV x
Es folgt
P P(—
lim () =0 und lim P(z)exp(z) = lim (-w) =0.
z—00 exp(T) T——00 w—o0 exp(w) ]

Aus der Bijektivitit von exp folgt die Existenz der Umkehrfunktion.

(2.12) Definition. Die Umkehrfunktion der reellen Exponentialfunktion exp: R —
R% heifst natirlicher Logarithmus In : RY — R.
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Natiirlich kann man nun die Eigenschaften der Exponentialfunktion auf den Logarithmus
iibertragen.

(2.13) Satz. Die Funktion In : Ry — R ist streng monoton wachsend, stetig und
bigektiv. Fiir alle x,y € R und alle w € R gult

In(zy) = In(x) +In(y), In (%) =—lInz,
exp(lnz) =z, In(exp(w)) = w. It /
Es gilt In1 =0 und Ine = 1 sowie 0 1t
J}i_)n()lolnx:oo, glcig(l)lnx:—oo. /

Beweis. Da In die Umkehrfunktion von exp ist, gilt In(exp(w)) = w fiir alle w € R und
exp(Inz) = z fir alle x > 0. Weil exp injektiv ist und

exp(lnz +Iny) = exp(lnz) - exp(lny) =z -y = exp(In(z - y)),

folgt
In(zy) =Inz+Iny.

Aus exp(0) = 1 und exp(1) = e erhdlt man In(1) = 0 und In(e) = 1 sowie

1 1
In(z) +In (—) =Inl1=0, also In (—) =—Inx.
x x

Strenge Monotonie und Stetigkeit ergeben sich aus V(1.9) und (2.6). Weil In streng
monoton wachsend ist mit In(R* ) = R, folgt notwendig

IimInz =00 und limlnz = —o0. ]
T—00 x—0

Damit lésst sich auch die allgemeine Potenz (und die allgemeine Exponentialfunktion)
definieren.

(2.14) Definition. Fiir reelles a > 0 und reelles b definiert man

a® := exp(b-Ina).
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(2.15) Bemerkung. Falls b eine rationale Zahl ist, stimmt (2.14) mit der ,alten“
Definition aus 11(4.15) iiberein. Dies begriindet man wie in Bemerkung I111(3.22).




Kapitel VII.

Differentialrechnung

In diesem Kapitel soll die Differentialrechnung von reellwertigen Funktionen einer reellen
Variablen beschrieben werden. Dazu sei stets D C R, D # &.

§1. Die Ableitung einer Funktion

Geometrisch gesehen, mochte man den Graphen einer Funktion
in der Néhe eines Punktes durch eine Gerade approximieren. Die
Tangente liefert die beste Approximation. Man macht nun den
Ansatz, die Steigung der Tangente als Grenzwert der Steigung von
Sekanten auszurechnen. Fiir h # 0 ist die Steigung der Sekante,
also der Geraden durch (z, f(xo)) und (zo + h, f(zo + h)), Ty 2o+ h
gegeben durch

f(xo+h) — f(xo)
- .

(1.1) Definition. a) Sei f : D — R eine Funktion und zy ein innerer Punkt von
D CR.

(al) Man nennt f in xy differenzierbar, wenn der Limes

lim f(xo +h) — f(xo)
h—0 h

existiert. Dieser Grenzwert heifst Ableitung von f im Punkt zy oder an der Stelle
xo und wird mit f’(z¢) = %(:po) bezeichnet.

(a2) Man nennt dann die Gerade

{(z,y) e RxR; y = f(xo) + f'(20) - (x — x0)}

die Tangente an den Graphen von f im Punkt (x¢, f(xo)).

95
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b) Einseitige Differenzierbarkeit: Sei f : D — R und es gebe ein p > 0, sodass [z, z¢ +
p) C D. Falls
lim f(@o + ) = f(xo)
hl0 h

—- fi(xo)

existiert, nennt man f in xq rechtsseitig differenzierbar. Falls es ein p > 0 gibt mit
(xg — p,x09] C D und
lim f(@o + ) — f(zo)
10 h

=: f" (o)

existiert, nennt man f in xg linksseitig differenzierbar.

Mit VI(1.10) folgt: f ist in xy genau dann differenzierbar, wenn f (zo) und f’ (o)
existieren und gleich sind.

Die Tangente ist eine lineare Approximation an den Graphen von f. Der leicht zu
berechnende Wert y = f(xo) + f'(x0) - (x — zo) wird in der Néhe des i. A. schwer zu
berechnenden Funktionswertes f(z) liegen, solange = nahe bei zg ist.

Elementar sind die

(1.2) Beispiele. a) Ist f : D — R konstant und z, innerer Punkt von D, so ist
f(x9) = 0. Denn es ist schon f(xg+ h) — f(xo) = 0 fir alle h, sodass zo + h € D.
b) Sei f: R — R, z — 2% und x5 € R. Dann gilt

flxo +h) = flzo) _ (x0 +h)* — af

Also ist f in xq differenzierbar mit f'(zq) = 2x.
c) Wir betrachten f: R — R, x — |z|, und 2o = 0. Dann gilt

fO+h) = f(0) _|h|

h h

1 fir A > 0,
-1 firh <O.

0

Also existiert kein Limes fiir A — 0. Demnach ist f im Punkt 0 nicht differenzierbar. f
ist aber (insbesondere auch) im Punkt 0 stetig.

Aus der Definition der Differenzierbarkeit folgt

(1.3) Korollar. Sei f : D — R eine Funktion, die in einem inneren Punkt xo von
D C R differenzierbar ist. Dann gilt:

a) f ist stetig in xq.

b) Es gibt ein 6 > 0 mit Us(xg) C D und ein M > 0, so dass

|f(z) = f(xo)| K M - |x — o] fiir allex € Us(xo).
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Beweis. Es gilt fiir alle x € D, dass

f(x) = f(x0) + (z — ) - ¢(),

f@)=f(=z0) . £ 2,
o) = o
fl(xo), x=x.
Nach Definition der Differenzierbarkeit ist ¢ stetig in x, also auch f. Weiter gibt es
nach VI(2.5)a) ein 6 > 0 mit Us(xg) C D und ein M > 0, so dass

|p(z)] < M fiir alle z € Us(xo).
Also | f(x) — f(wo)| = & — @0 - [¢(x)] < M - |z — . .

wobei

Nun fithren wir globale Differenzierbarkeit ein.

(1.4) Definition. Sei f : D — R eine Funktion und D C R enthalte keine isolierten
Punkte.

a) f heilt differenzierbar auf D, wenn f in jedem inneren Punkt von D differenzierbar
ist und in jedem Randpunkt, der zu D gehort, einseitig differenzierbar ist.

b) Ist f differenzierbar auf D, so heift die Funktion

[':D—=R, z— f(z) (bzw. f\(z) oder f’ (z), falls  Randpunkt),

die Ableitung von f.

Man schreibt auch f/ = % = % .

c) Zweite Ableitung: Ist f differenzierbar auf D und existiert die Ableitung von f’ in
xg € D, so wird sie zweite Ableitung von f in xy genannt und mit f”(xy) bezeichnet.
Ist f' auf ganz D differenzierbar, so nennt man ihre Ableitungsfunktion die zweite
Ableitung von f auf D; Bezeichnung f”.

d) Analog werden rekursiv hohere Ableitungen f”, f®, ..., f fiir n € N definiert.

Wir formulieren die Rechenregeln in dem

(1.5) Satz. Gegeben seien Funktionen f : D — R und g : D — R, die in einem
inneren Punkt xo von D C R differenzierbar sind. Dann gilt

a) Fir jedes a € R ist af differenzierbar in xo mit (af) (xo) = af'(xo).

b) f+ g ist differenzierbar in xo mit (f + g)' (o) = f'(x0) + ¢'(x0).

c¢) (Produktregel) f - g ist differenzierbar in xo mit

(f - 9)'(xo) = f'(x0) - g(xo) + f(0) - g'(x0)-
d) (Quotientenregel) Gilt g(xo) # 0, so ist auch f/g differenzierbar in xo mit

(i)/ (20) = F'(@0)g(0) — f(20)g'(z0)
g

9(o)?
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Beweis. Wir zeigen nur a), b) und c); benutzt werden die Grenzwertregeln VI(1.5).
a) Es gilt

(af)(@o+h) —(af)(@o) _ ~ flzo+h)— flzo) o f (o)
h h 0/

h—0

b) Man hat

(S +9)zoth) = (f+9)(w) _ fleoth) = fzo) | glwoth)— g(xo)

h h h
h—%> [ (o) + g’ (o).

c) Weil g nach (1.3) auch stetig in xq ist, folgt

(f.g)(x0+hf)L—(f-g)($o) _ f($0+h;_f(x0) - g(zo +h) + f(x0) -

— ['(w0) - glwo) + F(0) - o (w0). -

g(xo + h) — g(xo)

(1.6) Korollar. a) Sei p(x) = ap + a1z + ... + a,a”, n € Ny, ein reelles Polynom.
Dann ist p(x) differenzierbar in jedem Punkt xy € R mit

P (z0) = a1 + 2a970 + . . . + na,xd
d.h.

d n n
e E apxt = E kagz* .

b) Jede rationale Funktion ist differenzierbar auf ihrem Definitionsbereich.

Beweis. a) Aus (1.2) a) ist bekannt, dass konstante Funktionen in jedem inneren Punkt
von D Ableitung Null besitzen. Dies ist die Aussage von a) fiir n = 0. Wir verwenden
nun eine Induktion nach n. Fiir n = 1 haben wir

p(xo + h})l — p(%o) _ G0t a (o + h})L — (a0 + a170) = a; = p'(20).

Durch Induktion folgt mit (1.5)

d d d d
%x”“ = %(a: ") = <%x) a4 <%x”) =1-2"+z-nz" ' =(n+1)z"

Die Behauptung fir Grad p = n + 1 erhdlt man nun aus (1.5) mit der Zerlegung
p(r) = q(x) + ap12™t, Grad g < n oder ¢ = 0.
b) folgt direkt mit der Quotientenregel. O
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(1.7) Satz. Die Funktion exp,sin und cos sind auf R differenzierbar mit

exp’(z) = exp(x), sin'z = cosx, cos’ v = —sinz, x € R.

Beweis. Wir zeigen die Aussage fiir exp; fiir sin und cos laufen die Beweise analog.
(i) exp ist differenzierbar in 0 mit exp’(0) = 1. Dazu betrachte mit der Reihenentwicklung
fiir h # 0:

exp(h) =1 = hF!

h N k!’
k=1

also

exp(h) h’“ 1
|7—1|—|Z
|h|k 2
<|hl- Z <|hl- Zk, B - e

k=2

fir alle A mit |h| < 1. Wegen limy,_,q |h| - e = 0 folgt die Aussage.
(ii) Fiir beliebiges o € R und h # 0 ist nun

explina + 1) = explao)) = explaa) = explon) - [Hexp(h) = 1)~ 1

Nach (i) konvergiert der Ausdruck [ (exp(h) — 1) — 1] fiir & — 0 gegen 0. O

Nun beschéftigen wir uns mit der Differentiation bei Komposition.

(1.8) Satz. (Kettenregel)

Sei f: D — R differenzierbar in einem inneren Punkt xo von D C R. Ist g: D" — R
eine Funktion mit f(D) C D', die in yo = f(xq) differenzierbar ist, so istgof: D — R
differenzierbar in xo mit

(g0 f) (o) = g'(f(x0)) - [ (o).

Beweis. Weil g differenzierbar in yy ist, ist

9(y¥)—g(yo) fall
hID/—>R,y)—) /y,yo ) asy#y(ﬁ
9 (o), falls y = yo,

stetig in o mit der Eigenschaft

9(y) —9(yo) = (y —wo) - h(y) fiiralle ye D"
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Setzt man nun y = f(z), so folgt fiir alle x € D, x # xy:

9(f(@)) = 9(f(x0)) _ fl&) — flz0)

T — o ) (F@) =27 f'(@o) - ¢'(3o),

denn es gilt lim f(z) = f(zo) = yo wegen der Stetigkeit von f in x. OJ

T—T0

In der praktischen Anwendung der Kettenregel gilt es, g und f zu bestimmen, wenn
man einen konkreten Ausdruck zu differenzieren hat.

(1.9) Beispiele. a) Sei h: R — R, x — sin(z? + z). Man hat
h=gof mit g(y)=siny und f(z)=2>+z.
Dann gilt ¢'(y) = cosy und f'(z) = 2x + 1, also mit (1.8)
W) = (@) ¢ (@) = (22 +1) - cos(a® + ).

b) Fiir h : R—>R,x>—>exp(1+1$2) ist h = ¢gofmit f:R — Rz~ 1Jr%und
g=-cexp:R = R. Also

1 1, 1 (—22)
1+x2)‘(1+x2) _eXp(l—i—x?)'((l—l—x?

W(z) =g'(f(x)) f'(z) = exp( )%).

Nun beschéftigen wir uns mit der Ableitung der Umkehrfunktion. Nimmt man ein-
fach einmal an, dass f in zp und f~! in yo := f(x¢) differenzierbar sind, so folgt aus
7Y f(2)) = z mit der Kettenregel

(FN (f(xo)) - f'(wo) = 1,

also
1

(f7) (o) = T(z0)

Es lédsst sich aulerdem beweisen, dass aus der Differenzierbarkeit von f in zy und
f'(z0) # 0 die Differenzierbarkeit von f~! in y, folgt. Also

(1.10) Satz. Sei I C R ein Intervall, o € I und f : I — R stetig, injektiv sowie
differenzierbar in vy mit f'(xo) # 0. Dann ist die Umkehrfunktion f~*: W — R, W =
f(I), differenzierbar in yo = f(xo) mit

(f7) (o) = =

Die Ergebnisse von (1.10) verwenden wir in dem
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(1.11) Korollar. a) L1Inz =1 fir z > 0.

b) Ly =z firz>0,a €R.

Beweis. a) Es gilt Inxz = f~1(z) fiir f(x) =exp z = f'(x). Also gilt

d 1 1 1
—Ilnx = = =— furxz > 0.

dr T P ) T exp(lua) @

b) Es gilt nach der Kettenregel und a) fiir = > 0:

d ay d alnz _ _alnz 1 o a—1
(@) = o (¢T) = e = ezt O

§2. Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung

In diesem Paragrafen soll der Mittelwertsatz fiir differenzierbare Funktionen mit seinen
Anwendungen hergeleitet werden.

Wir erinnern an den Begriff des relativen (oder lokalen) Extremums; vgl. V(1.10).

(2.1) Satz. Sei f : D — R eine Funktion, xq ein innerer Punkt von D und f diffe-
renzierbar in xy. Wenn f in xqy ein relatives Extremum hat, dann gilt f'(xq) = 0.

Beweis. f habe in z( ein relatives Maximum. (Den Fall eines relativen Minimums
behandelt man analog.) Sei § > 0 mit Us(zo) C D und f(z) < f(xo) fir alle z € Us(zo).
Dann gilt fiir alle 0 < h < ¢

f(wg +h) — f(x) f(xo+h) — f(xo)

<0, also f'(xg) = 1&{8 - <0

h
f(xo = h) = f (o)

; >0, also f'(x9) > 0.

Es bleibt nur
J'(x) = 0. O

Auf die Voraussetzungen des Satzes gehen wir ein in den
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(2.2) Bemerkungen. a) Die Bedingung, dass zy ein innerer Punkt von D ist, ist
wesentlich. Zum Beipiel hat f : [0,1] - R, z — z, in 2o = 0 und z; = 1 relative
Extrema. Es gilt aber f'(z¢) = f'(z1) = 1.

b) Die Bedingung f’(x¢) = 0 ist notwendig, aber nicht hinreichend fiir die Existenz
eines relativen Extremums in xy. Man betrachte

f:R=R, 22 f(z)=32% 20=0, f/(0)=0

c¢) Es kann auch ein Extremum vorliegen, ohne dass die Funktion in z( differenzierbar
ist. Man betrachte
fiR—=R, z—|z|, 0 =0.

Wie man auf die Existenz von Nullstellen der Ableitung schliefsen kann, zeigt der

(2.3) Satz von Michel ROLLE (1652-1719).

Seien a,b € R,a < b, f : [a,b] — R stetig und
auf (a,b) differenzierbar mit f(a) = f(b) = 0. Dann
existiert (mindestens) ein xy € (a,b) mit f'(xo) = 0. l C

a To b

Beweis. Falls f(z) = 0 fiir alle z € [a,b], wihlt man 2o = “t2. Andernfalls existiert
ohne Einschrankung ein x; € (a,b) mit f(z;1) > 0 (sonst betrachte man — f). Nach dem
Satz vom Minimum und Maximum VI(2.8) gibt es ein xy € [a,b] mit f(x) < f(xo) fur
alle € [a,b]. Wegen f(x1) > 0 gilt zy € (a,b). Dann hat f in zy ein Extremum und
f'(z) = 0 folgt aus (2.1). O

Man kann den Satz von ROLLE auch so formulieren, dass zwischen je zwei Nullstellen
einer differenzierbaren Funktion auf einem Intervall stets eine Nullstelle der Ableitung
liegt.

(2.4) Mittelwertsatz der Differentialrechnung.
Seien a,b € R, a < b, f : [a,b] — R stetig und

auf (a,b) differenzierbar. Dann existiert (min-
destens) ein xo € (a,b) mit

f(ag) = O S ;

Beachte: Die Steigung der Tangente in z( ist gleich der Steigung der Sekante durch

(a, f(a)) und (b, f(b)).
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Beweis. Wir definieren

Fb) = fa)

b—a

F:la,b] 5 R, 2~ f(z)— f(a) — (x —a) -

Mit f ist F stetig und auf (a,b) differenzierbar. Wegen F'(a) = F'(b) = 0 kann man (2.3)
anwenden und erhélt ein xy € (a,b) mit

/ / f(b>_f(a)
O:F(:L’O):f(xo)—kﬁ. 0

(2.5) Beispiel. Fir alle 21,75 € R gilt
| cosxy — cosza| < |z — 3.
Zum Nachweis sei 0. B.d. A. x; < x5. Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein £ € (x1, x9)

derart, dass

COS Ty — COST
2 L — cos/(€) = —siné.

To — X
Ubergang zum Betrag und die (fiir alle ¢ € R giiltige) Abschitzung |siné| < 1 ergibt
die Behauptung.

Das spezielle Beispiel ist hier nicht so wichtig, aber die Art, wie der Mittelwertsatz hier
fiir Abschétzungen verwendet wurde, sollte man sich merken.

Fiir ein Intervall I bezeichne I das zugehorige offene Intervall mit den gleichen Grenzen.
Als wichtige Folgerung aus dem Mittelwertsatz erhalten wir den

(2.6) Satz. Seien I ein Intervall mit I # 0 und f : I — R, g : I — R zwei stetige
Funktionen, die auf I differenzierbar sind. Dann gilt:

a) f'(x) = 0 fir alle x € I ist dquivalent zur Existenz eines ¢ € R, so dass f(x) = ¢
fiir alle x € 1.

b) f'(x) = ¢'(x) fir alle x € I ist dquivalent zur Existenz eines ¢ € R, so dass
f(z) = g(x) + ¢ fir alle x € I.

c) [ ist genau dann monoton wachsend, wenn f'(x) > 0 fir alle x € 1.
d) f ist genau dann monoton fallend, wenn f'(x) <0 fir alle x € I.
e) [ ist streng monoton wachsend, wenn f'(x) > 0 fir alle v € I.

f) [ ist streng monoton fallend, wenn f'(x) < 0 fir alle x € I.
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Beweis. a) Seien o, € I, a < . Nach dem Mittelwertsatz (2.4) existiert ein zy €

(cv, B) mit
I WG]

Demnach ist f konstant. Umgekehrt hat ein konstantes f die Ableitung 0.
b) Man wende a) auf f(x) — g(x) an.
c), e) Wenn f monoton wéchst, so gilt

J@ZJ@) S o v alle ze 1, 2 £ a0,
xr — X
also auch f'(xg) > 0.

Nun gelte andererseits f'(z) > 0 [bzw. f'(x) > 0] fiir alle z € I. Sind o, f € I mit a <
beliebig, so existiert nach dem Mittelwertsatz ein zy € («, §) mit

w = f'(zo) 20 [bzw. > 0].
Es folgt f(5) = f(«) [bzw. f(5) > f(«)], so dass f [streng|] monoton wachsend ist.
d), f) Man wende c), e) auf —f an. O

(2.7) Bemerkung. In (2.6) e) und f) wird nicht ,genau dann“ behauptet. Dies wére
auch nicht richtig. Zum Beispiel erfiillt

f:R—=R, z~z® mit f(z)=32>

,hur die Bedingung f’(z) > 0 fiir alle z € R (da f’(0) = 0), aber f ist streng monoton
wachsend.

Mit (2.6) lassen sich genaue Kriterien fiir lokale Extrema geben. Aus (2.6) folgt direkt:

(2.8) Korollar. Es sei f: D — R stetig, xo ein innerer Punkt von D und es gebe ein
d > 0 so, dass f in Us(xo) \ {x0} differenzierbar ist. Dann gilt:

a) Gilt f'(x) < 0 fir alle x € Us(xg) mit x < xo und f'(x) > 0 fir alle x € Us(zo)
mit x > xg, so ist xo strikte lokale Minimalstelle; d. h. es gilt f(x) > f(xo) fiir alle
z € Us(zo) \ {zo}-

b) Gilt f'(z) > 0 fir alle x € Us(xg) mit x < x¢ und f'(x) < 0 fir alle x € Us(zo)
mit © > xg, so ist xy strikte lokale Maximalstelle; d. h. es gilt f(x) < f(xo) fiir alle
z € Us(xo) \ {z0}-

c) Gilt f'(x) > 0 fir alle x € Us(xo) \ {xo} oder f'(z) <0 fir alle v € Us(xo) \ {zo},
so liegt in xy keine lokale Extremstelle vor.
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Daraus ergibt sich wiederum ein (vielleicht aus der Schule bekanntes) weiteres Kriterium.

(2.9) Korollar. Es sei xq innerer Punkt von D und [ zweimal stetig differenzierbar
i einer Umgebung von xg.

a) Gilt f'(xo) =0 und f"(z9) > 0, so ist g strikte lokale Minimalstelle.

b) Gilt f'(zo) =0 und f"(x¢) <0, so ist xy strikte lokale Maximalstelle.

Beweis. a) Weil f”(zq) > 0 und f” stetig in einer Umgebung von xg, gibt es ein § > 0
derart, dass f”(z) > 0 fiir alle z € (xg — 0, 29 + 0); vgl. VI(2.5) b).

Anwendung des Mittelwertsatzes (2.4) auf f’ ergibt nun fir alle x € D mit |z — xo| < 9:
Es gibt ein ¢ zwischen x und x, sodass

f’($) = f’@) - f/(xo) = (v — @) - f”(g);

in jedem Fall gilt f”(£) > 0. Also wechselt f’ bei xy sein Vorzeichen von “~” nach “+7;
mit (2.8) a) folgt die Behauptung.
Teil b) wird analog bewiesen. O






Kapitel VIII.

Stammfunktionen und Integrale

§1. Stammfunktionen und ihre Eigenschaften

Die Betrachtung von Stammfunktionen hat als Motiv, den Prozess des Ableitens ,,um-
zukehren®.

(1.1) Definition. Gegeben seien Funktionen F': D — R und f : D — R. Man nennt
F eine Stammfunktion von f, wenn F auf D differenzierbar ist mit F’ = f.

Aus VII(2.6) b) folgt direkt der

(1.2) Satz. Es sei I ein nichtausgeartetes Intervall. Gegeben seien Funktionen
f[LF,G: I =R, sodass F' eine Stammfunktion von f ist. Dann sind dquivalent:

(i) G ist ebenfalls eine Stammfunktion von f.

(ii) Es existiert ein ¢ € R mit der Eigenschaft

F(z) =G(x)+c firalle x € 1.

Deshalb ist folgende Definition widerspruchsfrei.

(1.3) Definition. Es sei I ein nichtausgeartetes Intervall und f : I — R stetig mit
Stammfunktion F'. Dann heifst fir a,b €

b
/f(:p)dx = F(b) — F(a)

das bestimmte Integral von f mit Grenzen a und b.

107
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(1.4) Bemerkungen. a) Ist G eine andere Stammfunktion von f, so ist G = F + ¢
mit einer Konstanten ¢; also G(b) — G(a) = F(b) — F(a).

b) Statt F(b) — F(a) schreibt man auch abkiirzend F|?.

c¢) Eine unmittelbare Folgerung aus der Definition ist die Regel

/bf(a:)dx+/cf(:c)d:c:/cf(a:)da:

fiir alle a,b,c € I, denn
F(b) — F(a)+ F(c) — F(b) = F(c) — F(a).
d) Sind F; Stammfunktion von fi, F» Stammfunktion von f, und ay, a9 € R, so ist
(mit VII(1.5)) a1 F1 + aoFy Stammfunktion von «; fi 4+ s fo. Daraus ergibt sich

b b b

/alfl(:c)+a2f2(a:) d:c:al/fl(:c) daz+a2/f2(:c) dz.

a a a

Eine wichtige Eigenschaft des Integrals ist seine Monotonie:

(1.5) Satz. Es sei I C R Intervall und f,qg: I — R stetig. Weiter seien a,b € I und
a <b.

a) Gilt f(x) < g(x) fir alle x € [a,b], so ist

/bf(x)dx < /bg(l“)dl“-

b) Gibt es zusdtzlich noch ein xo € [a,b] mit f(xg) < g(xg), so ist

b

/f(a:)da:< /bg(a:)da:.

a
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Beweis. Wegen (1.4) diirfen wir f = 0 annehmen (Ubergang zu g — f). Sei G’ Stamm-
funktion von g.

a) Zu zeigen ist f:g(x)dx > 0. Nach VII(2.6) ist aber G monoton wachsend, also
G(b) = G(a).

b) Wegen g(z9) > 0 gibt es mit VI(2.5) ein § > 0 so, dass g(x) > 0 auf (zg — d, 29 +
d) N [a,b]. Sei («a, 5) das Innere dieses Intervalls. Dann ist G auf [«, 8] streng monoton
wachsend, also G(a) < G(a) < G(B) < G(D). O

Die Frage nach der Existenz von Stammfunktionen beantworten wir (ohne Beweis) wie
folgt:

(1.6) Satz. Es seil ein nichtausgeartetes Intervall und f : I — R stetig. Dann besitzt
f eine Stammfunktion F auf I.

Damit ist nicht gesagt, dass eine Stammfunktion explizit (,als geschlossener Funktions-
ausdruck®) angegeben werden kann.

(1.7) Bezeichnung. Wir fiihren das unbestimmte Integral ein: Die Schreibweise

[ t@)ds =P

bedeutet (keine Gleichheit, sondern)

/}@szmwizF@—Fm>

fiir jedes Intervall [a, b] im Definitionsbereich von f.

Aus Kapitel VII kennen wir schon eine ganze Reihe von Stammfunktionen. Man muss
nur die Ableitungen bekannter Funktionen betrachten.

(1.8) Beispiele. a) [z"dr = 252", n e N.
b) [afdr = 1 ¥t fiir s € R, s # —1, Definitionsbereich RY.
¢) [Ldx= ln x, Definitionsbereich (0, co).
d) [ 2 dx = In(—x), Definitionsbereich (—oc,0).
Man kann insgesamt also sagen: [ % dzx = In |x|, Definitionsbereich R*.

e) [sinzdr = —cosz, [cosxdr =sinz.

f) [exp(z)dx = exp(z).
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g) [ J},((f)) dr = ln|f(x)|, falls f : D — R stetig differenzierbar und f(z) # 0 fiir alle
xeD.
Es gibt einige Verfahren, die beim konkreten Berechnen von Integralen helfen konnen.

Die Produktregel der Differentiation fiihrt zu

(1.9) Satz. (Partielle Integration)
Sind f,q : [a,b] = R stetig differenzierbar, so gilt

Beweis. Als stetige Funktionen besitzen alle auftretenden Integranden nach (1.6) Stamm-
funktionen. Die Behauptung folgt aus (1.3) und VII(1.5) ¢):

Fa]! = / G090t = [ Fog0 + @90
_ / F(g(t) dt + / F(t)g (1) dt. =

Die Kettenregel der Differentiation fiihrt zu

(1.10) Satz. (Substitutionsregel)
Sei f: D — R stetig und ¢ : [a,b] — R stetig differenzierbar mit ¢([a,b]) C D. Dann

qilt
b »(b)

/ fo@)e @) di = | f(z)dz

a ¢(a)

Ist ¢ dariber hinaus streng monoton mit p(a) = a, p(b) = B und ist ¢ die Umkehr-

funktion von ¢, so gilt
/ )dxr = / flp
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Beweis. Sei F' eine Stammfunktion von f. Dann ist /"o ¢ nach VII(1.8) differenzierbar
mit

(Fop)(t) = F'(p(t) - ¢'(t) = flet) - #'(1).
Aus der Definition ergibt sich damit

b »(b)

[ He®e 0= (F o0, = Fle®) - Flota) = F@)[) = [ f)da.
a ©(a)
Der zweite Teil folgt mit ¢)(a) = a und ¥(38) = b. O

Niitzlich sind die

(1.11) Bemerkungen. a) Zur Abkiirzung (und als Merkregel) schreibt man oft:
z=9(), dt=¢'t)dt; z=a & t=a.

b) Gilt die (etwas schérfere) Bedingung ¢'(x) # 0 fiir alle x € [a, b], so ist eine dquiva-
lente (und auch manchmal niitzliche) Version die Folgende:

B ¥(B)
[ fa@ydo= [ hew)au
o P(a)
wobei h(z) := L% Zum Nachweis beachte die Regel fiir die Ableitung der Umkehr-

P (z)
funktion. Kurzschreibweise und Merkregel: u = ¥ (z), du = 9¢'(x) dz.

Der Tllustration dienen die

(1.12) Beispiele. a) Wir berechnen fab Intdt fiir 0 < a < b. Dazu verwenden wir (1.9)
mit f(t) =Int, g(t) =t, g'(t) = 1, f'(t) = 1.

b

b b
1
/1nt-1dt:t-1nt\2—/¥-tdt:t-lnt\i—/dt:(tlnt—t)

a

b
a’

also

/lnxda: =z(lnz —1).

b) Es ist fiir a,b € R:

b b
/:L’-exd:c:x-eﬂl;—/kexdt:(3:—1)~ex‘z
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mit f(x) =z, f'(xr) =1,9(x) =e*,¢'(z) = €”
c) Essei f: D — Rund [a,b] C D Welter seien ¢, d € R mit ¢ # 0. Dann ist
(b—d)/c
/ flex+d)d /f
(a—d)/c

Insbesondere ist « — 1F(cz + d) Stammfunktion von z — f(cz + d), wenn F Stamm-

funktion von f ist.
d) Wir berechnen [t - e~ dt:
Mit der Substitution x = —t2, dx = —2tdt ist:

—b2

b b
1 1 J 1
—t? —2 x x| b —t2|b
. = —— —2 = —— = —— = —— .
/t e "dt 2/( t)e " dt 5 /e dx 5¢° a2 5 la

—a2

e) Sei [a, ] C R. Dann

B ef
/ dx B / du
T+er ) u(l+uw)

mit u = e*, du = e*dx (ausfihrlich ¢ (z) = €*, ¢¥/(z) = e*dx, h(x) = Wiez)) In diesem
Beispiel, das den Nutzen von (1.12) illustriert, wurde das Problem auf die Integration
einer rationalen Funktion zuriickgefiihrt.

§2*. Geometrische Interpretation des Integrals

Typischerweise wird das Integral (etwa in der Schule) mit der Motivation eingefiihrt,
Flachen zu berechnen. Wir haben in diesem Skript einen anderen Zugang gewahlt, wollen
aber kurz auf die geometrische Interpretation eingehen.

(2.1) Bemerkung. Es sei I nichtausgeartetes Intervall und f : I — R stetig mit
Stammfunktion F. Fir a, 8 € I, a # ( ist dann

B
[ f@de=F(5) - Fa).

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es ein ¢ zwischen o und § mit

F(B) = Fla) = F'(§) - (B—a) = f(§) - (6 — ).
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Zusammengefasst: Es gibt ein & zwischen a und

[ so, dass \ s

|
“@I ¢ B
Wenn 8 > a und f(z) > 0 fir alle x € [a, (], dann steht rechts die Fliche eines
Rechtecks mit Seitenldngen 5 — o und f(§).

Man kann diese Prozedur auch durch Unterteilen noch verfeinern:

*
*

Es seien a,b € I mit a < b und 71 kk\
n € N. Definiere Unterteilungs- 7Z
punkte x; ::a—l—sz’Ta, 0<i<n.
Dann ist 7Z

b n T;

[t@ae=3 [ s
i=1,Y
To = @ T1 To b=u=z,

und nach der Voriiberlegung gibt es &; zwischen x;_; und z;, so dass

_b—a

/ f(@)de = (& — z) F(€) = =2 - (&)

n

und insgesamt

Bisher war das Argument mathematisch exakt. Ab jetzt werden wir etwas nebul6s, aber
die Idee sollte klar werden.

Ist n hinreichend grof (also |r; — x;_1| hinreichend klein), so macht man wegen der
Stetigkeit von f keinen grofsen Fehler, wenn man jedes &; durch irgendein (; € [x;_1, 7]

ersetzt. Also ,

JECZEDSEtS

i=1

a
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Den Ausdruck auf der rechten Seite nennt man eine (spezielle) Riemannsche Summe.
Falls f(x) > 0 fiir alle x € [a,b], lasst sich dies geometrisch als Summe von Recht-
eckflachen auffassen. Fiir n — oo (,die Rechtecke werden immer schmaler®) sollte der
Grenzwert (existieren und) die Flache ,unterhalb des Graphen von f* darstellen. Wir

nehmen dies zum Anlass fir

(2.2) Definition. Es sei I nichtausgeartetes Intervall, a,b € I mit a < bund f: [ —
R stetig.

a) Ist f(z) > 0 fiir alle = € [a, b], so nennt man fabf(x)dx den Flicheninhalt, welcher
von den Geraden x = a,x = b, der x-Achse und dem Graphen von f begrenzt wird.

b) Ist f(x) < 0 fiir alle z € [a, b], so nennt man — fab f(z)dz den Flicheninhalt, welcher
von den Geraden x = a,x = b, der x-Achse und dem Graphen von f begrenzt wird.

(2.3) Beispiele. a) Fiir f(x) = 2, F(z) = 3a® ergibt sich

1

X y
/xQd:E:§. /
0 7 ///

Die Fléche, die von der xz-Achse und der ,Normalparabel® fiir 0 < x < 1 begrenzt
wird, hat den Flacheninhalt %

b) Mit f(x) =e " F(z) = —e ® gilt fiir alle R > 0:

7

R
. 1R _R v
e 'dx = —e =1—-e"" /
O/ 0 ////////,,
I R

Die Flache, welche von der z-Achse, dem Graphen und den Geraden x = 0 bzw.
x = R begrenzt wird, hat also immer Flacheninhalt < 1, egal wie groff man R wahlt.

(2.4) Bemerkung. Man kann (2.2) erweitern auf den Fall, dass das Vorzeichen von
f in [a, b] wechselt:

Man teilt das Intervall so auf, dass f auf je- >

dem Teilintervall entweder nur Werte > 0 oder / 2 / //

nur Werte < 0 besitzt, und summiert die Teil- /-I/- /) /-I/-/I

flichen auf. Naher wollen wir uns hiermit nicht a NN '
NG b

befassen.
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§3. Uneigentliche Integrale

Es gibt zwei Typen von uneigentlichen Integralen, die den Integrationsbegriff aus §1
verallgemeinern. Einmal ist das Integrationsintervall unbeschrankt, beim anderen Typ
ist der Integrand unbeschrankt.

(3.1) Definition. a) Eine stetige Funktion f : [a,00) — R heifst uneigentlich inte-
grierbar, wenn blim fab f(x)dx in R existiert. Dann setzt man
— 00

b

/f(x) dz = ble f(x)dx.

a

b) Eine stetige Funktion f : (—o0,b] — R heilit uneigentlich integrierbar, wenn
lim fab f(x)dz in R existiert. Dann setzt man
a—r—00

b b

/f(x)da: = lim [ f(z)da.

a——0o0
a

c) Eine stetige Funktion f : R — R heifst uneigentlich integrierbar, wenn es ein ¢ € R
gibt, so dass f } (—ooid] und f ‘[C 00) uneigentlich integrierbar sind. Dann setzt man

ff(a:)d:c ::/cf(:c)dx+]of(:c)dx.

In den Fillen a) - ¢) heifen [ f(x) dz, f_boo f(x)dx baw. [7 f(x)dx uneigentliches
Integral.

3.2) Beispiele. a) Ist a € R, so existiert L dx genau dann, wenn a > 1. Ist
1 =z
nidmlich a # 1, so gilt fiir b > 1

b
—a Ca 1
/x_o‘ dp — gl o bl 1 {ﬁ, falls > 1,

I—ali 1-a 1-a tse oo, fallsa < 1.
1

Also gilt

1
/x_“dx: fir a > 1.
a—1
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Dartiiber hinaus hat man
b
1 b
/—dx = lnx’1 =Inb —— 0.

xT b—oo
1

00 T b _ EET N L _ o .
b) [, e dr = Jim Jo e dx = lim (—e™")| = bhjgo(—e b+ 1) = 1. (Vergleiche (2.3).)

b—o0
¢) Essei A > 0 und fy : [0,00) = R,z — Ae™**. Dann existiert [~ fi(z)dz = 1; dies
zeigt man wie in b) mit der Stammfunktion
F\ iz —e 2,
In der Wahrscheinlichkeitstheorie ist f) die Dichtefunktion einer stetigen Wahrscheinlich-
keitsverteilung, der Fxponentialverteilung zum Parameter \. Die Gleichheit fooo f(z)dx =
1 besagt dann gerade, dass die Gesamtwahrscheinlichkeit gleich 1 ist.

In vielen interessanten Fillen kann man zwar keine Stammfunktion explizit angeben,
aber trotzdem zeigen, dass das uneigentliche Integral existiert. Dies liegt (wieder einmal)
am Monotoniekriterium.

(3.3) Satz. (Vergleichskriterium): Es sei D C R und f,g : D — R stetig. Weiter
gelte 0 < f(x) < g(z) fir alle x € D.

a) Ist [a,00) C D fiir ein a € R und existiert [ g(x)dx, so ist auch f auf [a,o0)
unetgentlich integrierbar und es gilt

0< jof(a:)da: < 7g(:c)d:c.

b) Ist (—o0,b] C D fir ein b € R und existiert f_boog(:p)dx, so ist auch f auf (—o0, b]
unetgentlich integrierbar und es gilt

Beweis. a) Es sei F' Stammfunktion von f auf [a,00), F(a) = 0. Nach (1.5) (oder
VII(2.6)) ist F monoton wachsend. Mit (1.5) gilt weiter fiir alle R > a:

R R 00
F(R) = /f(:v)d:c < /g(az)daz < /g(:v)d:c = M.
Aus dem Monotoniekriterium VI(1.14) folgt nun die Existenz von limg . F(R).

Teil b) wird analog bewiesen. O
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(3.4) Beispiel. Das uneigentliche Integral ffooo e~ dz existiert. Man kann in diesem
Fall keine Stammfunktion explizit angeben, aber mit (3.3) ldsst sich Konvergenz zeigen:

“Firz>1list 22 >z, also 0 < e < e *. Weil
R
/e_xdx = —e_“”‘f =e e 5t
1
flir x — o0, existiert floo e "dx.
- Analog zeigt man, mit 0 < e < e fir —oo < x < —1, die Existenz von
f:olo e dr.
- SchlieRlich existiert fjl e~ dx wegen (1.5).
Mit noch mehr Theorie kann man iibrigens

oo

/ e dx = 2T

—00
zeigen.

Wir beschéftigen uns nun mit dem zweiten Typ, den unbeschréankten Integranden.

(3.5) Definition. a) Sei f : (a,b] — R eine stetige Funktion. Falls liin f;f(x) dx in
R existiert, nennt man f tiber (a, b] uneigentlich integrierbar und setzt

b

b
/f(:c) dr = 1i£H f(z)dx.

«

b) Sei f : [a,b) — R eine stetige Funktion. Falls 161%1 ff f(z)dx in R existiert, nennt

man f iiber [a,b) uneigentlich integrierbar und setzt

b 8
/f(ff)d$ = %%/f(x)d:p.

Man nennt fab f(x)dx in den Féllen a) - b) uneigentliches Integral.

Auch zu diesem neuen Begriff rechnen wir ein
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(3.6) Beispiel. Fir welche p € R existiert fol x™Pdx ? Fir € > 0 gilt

1 1 -
idaz _ fpxll I _ (1 —e'), falls p # 1, . flp, falls p < 1,
xP lnx}a, —1Ine, falls p=1, =0 | oo, fallsp>1.

&€
Also existiert das uneigentliche Integral fiir p < 1 mit

1

1
/:c_pdx:—.
1—p

0

(3.7) Bemerkung. Auch hier gilt (bei sinngeméfer Ubertragung) das Vergleichskri-
terium aus (3.3).

§4. Einige Typen gewohnlicher Differentialgleichungen

Als Anwendung der Integralrechnung wollen wir einige sog. Differentialgleichungen l6sen.

(4.1) Definition. Es seien I, J nichtausgeartete Intervalle und f: I - R, g: J — R
stetig.

(i) Dann nennt man
y' = fz)-g(y)
eine separierbare (oder trennbare) gewohnliche Differentialgleichung auf I x J.

(ii) Ist I" ein nichtausgeartetes Teilintervall von I und ¢ : I’ — R differenzierbar, so
heifst ¢ eine Losung der Differentialgleichung, wenn

fir alle z € I'.
(iii) Ist auberdem xg € I’ und yo = p(xp), so heibt ¢ Losung des Anfangswertproblems

/

Y = f(x)-9(y), y(xo)= Yo

(4.2) Beispiele. a) y' = 2% - y? ist eine separierbare Differentialgleichung auf R x R.
b) ' =y — y? ist eine separierbare Differentialgleichung auf R x R (mit f = 1).

c) y' = y?+ 2% ist (was auch immer, aber) keine separierbare Differentialgleichung.
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Die Losung separierbarer Gleichungen lasst sich weitestgehend auf Probleme der Inte-
gralrechnung zuriickfiihren.

(4.3) Satz. Gegeben sei das Anfangswertproblem aus 4.1 (iii), weiter sei g(yo) # 0.
Es sei F': I — R eine Stammfunktion von f mit F(xo) =0 (also F(x) = f;} ft)dt),
H :J — R eine Stammfunktion von % auf einem Teilintervall J'* C J, das yo enthdlt
und g(y) # 0 fir alle y € J" erfillt, mit H(yo) =0 (also H(y) = yz ﬁds).

Dann gibt es ein nichtausgeartetes Intervall I' C I, auf dem das Anfangswertproblem

eine eindeutige Losung ¢ besitzt. Es gilt

(%) H(p(z)) = F(x)
fiir alle x € I'. Zudem besitzt die Funktion H eine Umkehrfunktion, und es ist damit

o(z) = H Y (F(z)) fir alle x € H(J").

Beweis. (i) Angenommen, ¢ ist eine Losung des Anfangswertproblems. Dann ist fiir
alle x € I":

Mit der Substitutionsregel folgt

(z T

o(x) , )
Z%:J%dtzlf@)dt,

also
H(p(z)) = F(z).
Wenn eine Losung existiert, muss also (x) gelten.

(i) Weil £ auf J’ sein Vorzeichen nicht wechselt, ist H streng monoton, also umkehrbar.
Wir definieren nun

p(x) = H ' (F(x)).
Dann ist p(zy) = H'(0) = yo und (Regel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion
sowie Kettenregel)

#la) = (H(F) - F@) = gy /@
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(4.4) Bemerkungen. a) Man kann zu J’ und I’ genauere Festlegungen treffen: Setze
J' C J als das grofte Teilintervall von J, das o enthélt und in dem g keine Nullstelle
besitzt, und I’ als das grofte Teilintervall von I, dass zq enthdlt und F(I') C H(J)
erfiillt.

b) Der Satz macht keine Aussage iiber Anfangswerte (zo, o) mit g(yo) = 0. Fiir einen
solchen Anfangswert ist offensichtlich die konstante Funktion

o: I =R, o) =yo

eine Losung, aber es kann weitere geben. Man kann jedoch zeigen: Ist g differenzier-
bar in yg, so ist diese Losung die einzige.

(4.5) Beispiele. a) Lose ¢/ = 2% - y?, y(1) = 1.
Hier ist f(z) = 22, g(y) = y* und g(yo) = g(1) # 0. Also

Man hat damit

11,
@m:—(ll—x)
& o) =

Fiir das (maximale) Existenzintervall findet man hier I’ = (—\3/4_1, \3/4_1)

b) Lése y' =y —y? y(0) = 1.
Nach (4.4) b) ist die konstante Funktion ¢ = 1 die einzige Losung.

c) Lsey' =y —y? y(0) =1

Hier ist F(x) = x und
y

w0 - [ iy

2

Eine Stammfunktion H von s — ﬁ findet man aus der Zerlegung

1 1 1
= - Nachrechnen!
ST =) 5+(1—5) (Nachrechnen!)
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H(s)=Ins—In(1 —s) (siche (1.8) und (1.12)c) )

=In 5

1—5
Also H(y) =In{%, —Inl =In %, und mit (4.3) folgt

lnﬂ:x

1 —p(z)

P2 C B

1 — ()
& pr)(l+e”) =e
et 1
_1+ex(_e*m+1

< ¢(7) )
fiir alle z € I’ := R.

Ein Spezialfall von (4.3) sollte gesondert erwiahnt werden:

(4.6) Satz (Lineare Differentialgleichungen). Sei I C R ein nichtausgeartetes
Intervall, xy € I und a : I — R stetig.

a) (Homogene Gleichung). Fir jedes yo € R ezistiert genau eine Losung des Anfangs-
wertproblems

Y =a(x)-y, y(xo) = Yyo.

auf I, namlich

b) (Inhomogene Gleichung). Ist weiter b: I — R stetig, so besitzt das Anfangswertpro-
blem

Y = a(x)y +b(x), y(ro) = yo

genau eine Losung auf I, ndmlich

wobes

und

firx e 1.
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Beweis. (Skizze.)
Teil a) folgt mit (4.3) durch Nachrechnen (beachte g(y) =y, H(y) = [? %).

Fiir Teil b) liefert der Ansatz "
Y(z) = p(z) - u(x) (,Variation der Konstanten®)
mit ¢(x) = exp [ a(t)dt und noch unbekanntem u(z):
P(2) - ulz) + P () = () = a - p(@)u(z) + b(z),

die unterstrichenen Terme sind dabei nach Wahl von ¢ gleich. Also: Wenn

dann 16st ¢ die Gleichung. U
(4.7) Beispiel. Lose: v/ = —y + z,y(0) = 1. Hier ist p(z) = e™* und weiter

xT

—1+/—dt—1+/t-etdt:2+(1’—1)ex

(Stammfunktion mit partieller Integration; vgl. (1.12) b).)



Kapitel IX.

Funktionen mehrerer Veranderlicher

§1. Erinnerung: Matrizen, Vektoren, lineare
Gleichungssysteme

Aus der Veranstaltung ,Diskrete Strukturen sind Vektoren und Matrizen bekannt. Wir

wiederholen kurz einige Begriffe.

e Ein reeller Vektor mit b Komponenten ist (fiir die Zwecke dieses Skripts) ein

geordnetes Tupel von n reellen Zahlen; dargestellt wird er als Spalte

U1

v=1\|:1, mit  vy,...,v, € R.

Die Menge aller dieser Vektoren wird mit R" bezeichnet.

e Fir Elemente des R” ist eine Addition und eine Skalarmultiplikation mit reellen

Zahlen ,komponentenweise“ definiert:

U1 wq V1 + wy V1 c-V
= : oo || =
Un, Wy, Up, + Wy, Un, C- Uy

e Eine reelle Matrix A mit m Zeilen und n Spalten ist (fiir die Zwecke dieses Skripts)
ein Tupel von m X n reellen Zahlen a;; (1 << m,1<j < n),die als ,Rechteck-

schema® dargestellt wird:

aiy a2 - Qip
Ag1  A22 -+ Q2p

m1 Am2 - Qmn
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Die Menge aller Matrizen mit m Zeilen und n Spalten wird mit R"™*" bezeichnet.
Man nennt

die k-te Spalte von A; und

(au aip - aln)

die l-te Zeile von A.

Fiir Elemente von R™*" ist eine Addition und eine Skalarmultiplikation ,kompo-
nentenweise” definiert, analog zu Vektoren.

Produkt ,Matrix x Vektor®:
Der Matrix A € R™*" und dem Vektor v € R™ (wie oben) wird ein ,Produkt* in
R™ wie folgt zugeordnet:

n . .
) =1 Q1505
A-v= :

D i1 Gmj;

(Multiplikationsregel ,Zeile mal Spalte“.) Beachte: Die Spaltenzahl von A stimmt
mit der Komponentenzahl von v iiberein.

Allgemeiner lasst sich einem Paar von Matrizen A € R™*"

B € R™P (mit Spaltenzahl von A = Zeilenzahl von B) das Produkt A- B € R™*?
zuordnen: Die k-te Spalte von A - B erhélt man durch Multiplikation von A mit
der k-ten Spalte von B.

Die Einsmatriz

1 0 0
0 nxn
E(= E,) = eR
.
0 0 1

hat (u.a.) die besondere Eigenschaft, dass
A-E=E-A=A

fiir alle A € R™*™,

e Man nennt ein C' € R™ " invertierbar, wenn es ein D € R™™ gibt, so dass

C-D=F.
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Falls eine solche Matrix existiert, ist sie durch C' eindeutig bestimmt; man schreibt
D = C71, und es gilt auch

C'.C=E.

C~1 heift die inverse Matrix oder kurz Inverse von C.

e Berechnung von inversen Matrizen:
Zu A € R™" bilde die ,erweiterte’ Matrix

(A|E) € R

und fithre an dieser (falls moglich) so lange elementare Zeilenumformungen aus,
bis eine Gestalt

(E|B)

entsteht. Dann ist B = A%

Falls die Ausfithrung solcher Umformungen nicht moglich ist (dies geschieht genau
dann, wenn beim Umformen von A eine Zeile mit Nullen entsteht), so ist A nicht
invertierbar.

(1.1) Beispiele. a)

Dann
=310 L L)
Ol (1211 0)mem (10 ] 5 8
013 -4 01| 2
= (E|B)
Also

-1 2 1 /-1 2
- A1 = 3 3. ) — . .
poat= (3 )5 (32)

W=

b)
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Dann

11 1 | 1
Z2—2-71 0 -5 —6 ‘ _9
0 -5 —6 | -3

— _ O

o O =
gty =
UL N =
=
S
o O
N~— oo o

1
1
1

U=

NI
Z3(-1) (

* GUN =
@)

Otf—=
*x O O

11
01
0 0

*

Da links eine Zeile mit lauter Nullen entstanden ist, ist A nicht invertierbar.

(1.2) Bemerkung. Fiir 2 x 2-Matrizen

A= <a11 CL12> c R2x2

Q21 Q22
halten wir noch eine andere Charakterisierung fest:

e A ist invertierbar genau dann, wenn

det A = 1192 — Q124921 7é 0.

e Es gilt dann

1 a —a
A1 — [ a2 12)
det A (—am apy
(Das lasst sich direkt nachrechnen!)

Dies ist ein Spezialfall einer Aussage, die sich fiir beliebige n x n-Matrizen formulieren
lasst. (Man nennt det A die Determinante von A.) Die Formeln werden aber fiir n > 2
komplizierter und fiir praktische Rechnungen unbrauchbar.

Mehr dazu werden Sie in der Veranstaltung ,Lineare Algebra“ erfahren.

§2. Kurven in R"

Wir fithren hier einige Begriffe ein, die spéter von Nutzen sind, und betrachten Beispiele.
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(2.1) Definition. Es sei n € N;n > 2 und I ein nichtausgeartetes Intervall. Weiter
seien 1, ...,@, : I — R Funktionen.

a) Dann nennt man
p1(t)
p: I ->R"t— :
en(t)
eine Kurve in R".

Man nennt ¢ stetig in ty € I, falls ¢4, ..., p, dies sind. Man nennt ¢ stetig (auf I),
falls ¢1,..., @, dies sind.

b) Falls tg € I und alle ;, 1 < i < n in ty differenzierbar sind, so nennt man die Kurve
differenzierbar in ty. Falls alle ; auf I differenzierbar [bzw. stetig differenzierbar]
sind, so nennt man die Kurve differenzierbar [bzw. stetig differenzierbar].

c¢) Fiir eine in ty differenzierbare Kurve ¢ : I — R™ nennt man
1 (to)
¢ (to) = :
@n(to)
den Tangentenvektor an die Kurve im Punkt ¢(ty).

d) Das Bild ¢(I) = {¢(t);t € I} heift die Spur der Kurve ¢.

(2.2) Beispiele. a) Parametrisierte Strecken. Seien u,v € R". Durch
0:[0,1]] =R, t— (I1—-tu+tv

wird eine stetig differenzierbare Kurve gegeben, die parametrisierte Strecke von u
nach v.

b) p: R — Rt <it

t2) definiert eine stetig differenzierbare Kurve mit ¢'(t) = (1 )

2t

Ihre Spur ist gleich der Parabel {<§) € R%y = 2?}; der Tangentenvektor bei tg

ist gleich ¢'(tg) = (21 ); das ist auch der Richtungsvektor der Tangenten an den
0

Graphen der Funktion R — R, x — z?, wie sie in VII(1.1) definiert wurde.

¢) NEILsche Parabel: Durch
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ist eine stetig differenzierbare Kurve gegeben;

es ist ¢/(t) = <32:2) Beachte ¢'(0) = <8), am Punkt ¢(0) = <8) hat die Spur

einen , Knick".

d) Parametrisierung des Kreises:

bare Kurve mit ¢/(t) = cos t gegeben. Thre Spur ist

die Kreislinie mit Mittelpunkt 0 und Radius 1.

Durch ¢ : R — R2 ¢ — ((sj?r? ;) ist eine stetig differenzier- / s
—sint \//

Die Tangente ¢'(to) steht hier in jedem Punkt ¢(#y) senkrecht auf dem Ortsvektor
des Punktes.

e) Durch

t

0:R =Rt |12

t3

(getwistete kubische Parabel) bzw.

cost
P :R—>R3 t— | sint

t

(Helix) sind zwei stetig differenzierbare Kurven gegeben.

§3. Langenmessung in R"

Wir verallgemeinern zunéchst den geometrisch motivierten Begriff des Abstands zweier
Punkte in Ebene und Raum auf den R", fiir beliebiges n.



§3 Langenmessung in R" 129

(3.1) Definition. Fiir z € R™ heifst

lz|| = /23 + ...+ 22

die Euklidische Norm (oder der Betrag) von x. Fiir x,y € R™ nennt man ||z — y|| den
Abstand von z und y. (Man schreibt auch [|z||s statt ||z||.)

(3.2) Bemerkungen. a) Fiir n =1 ist dies der iibliche Betrag.

Fiir n = 2 ist dies (dank des Satzes von Pythago-
ras) die iibliche Lénge eines Vektors in der Koor- x
dinatenebene, entsprechend fiir n = 3. T2 T

b) Es gibt auch andere Normen auf dem R", die
fiir Rechnungen oder theoretische Uberlegungen
manchmal besser sind. Beispiele sind

- die Mazimumsnorm ||z||.c = max|z;|; x1
1<i<n

- die 1-Norm ||z||y = > 1, |zl

(3.3) Satz. Fir die Norm auf R™ gelten folgende Eigenschaften:
(N1) Fiir alle x € R" ist ||z]| > 0. Weiter ist ||z|| = 0 genau dann, wenn x = 0.
(N2) Fiir alle x € R",c € R ist

lle- ]| = fe] - [l]|- -
(N3) Dreiecksungleichung: Fiir alle x,y € R™ ist

Iz +yll < [l + llyll *

Auf einen Beweis verzichten wir hier. Er wird in der Veranstaltung ,Lineare Algebra“ ge-
geben. (Probleme macht nur (N3).) Aus (N3) lisst sich auch die zweite Dreiecksunglei-
chung herleiten: Fiir alle x,y € R™ ist

[zl = llyll| < lle = yll.

Wir wollen nun auch im R" Begriffe wie Umgebung, offene Menge etc. einfiihren.
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(3.4) Definition. a) Es sei a € R” und > 0. Dann heiftt
K.(a) :={z e R% ||z —a| <r}
die offene Kugel mit Mittelpunkt a und Radius 7.
(Fir n =1 ist dies ein Intervall, fiir n = 2 eine Kreisscheibe.)

b) Es sei a € R™. Eine Teilmenge U von R" heiftt Umgebung von a, wenn ein r > 0
existiert, sodass K,(a) C U. (Insbesondere ist a € U.)

c) Essei M C R"™. Dann heift a € M innerer Punkt von M, wenn es eine Umgebung
U von a gibt, so dass U C M.

d) M C R heifst offen, wenn jeder Punkt von M ein innerer Punkt ist.

(3.5) Beispiel. Die offene Kugel K, (a) ist offen. Das muss bewiesen werden!
Es sei also b € K,(a). Dann ist p :=r — ||b — al| > 0.
Wir zeigen K,(b) C K,(a).

Fir z € K,(b) ist ||z — b|| < p, also mit der Dreiecksunglei-
chung (N3):

[z=all = [(z=0)+(b=a)[| < |[z=bll+|b—al < p+|b=al =

§4. Stetigkeit

(4.1) Definition. Sei M C R", a € M und f: M — R™ eine Abbildung. Man nennt
f stetig in a, wenn es zu jedem € > 0 ein 6 > 0 gibt, so dass fiir alle x € M mit
|z —al| < ¢ gilt

If (@) = fla)]| <e.

f heilt stetig (auf M), wenn f in jedem Punkt a € M stetig ist.

(4.2) Beispiel. Die Abbildung

T
m R"—>Rx=1|: | =1
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(,Projektion auf die erste Koordinate) ist stetig.
Denn sei a € R™ beliebig und ¢ > 0. Fiir alle 2 € R™ mit ||z — a|| < § := ¢ ist dann

Im1(z) —m(a)| = [v1 — a1 = V(21 —a1)? <

Ebenso zeigt man, dass die Projektion
Tk @ T — Tk

auf die k-te Koordinate stetig ist.

Fiir die Praxis niitzlich ist folgende Eigenschaft, die wir ohne Beweis angeben.

(4.3) Satz. Es sei M C R" und f: M — R™;

fi(z)
flx) = : (mit fi=mof: M —R).

()

Genau dann ist f stetig in a € M, wenn dies jedes f;,1 < i < m, ist.

Beziiglich Summen und Produkten stetiger Funktionen hat man:

(4.4) Satz. Es sei M C R*", M' C R™ und f,g : M — R™ h : M' — RP sowie
¢ : M — R Abbildungen. Dann gilt:

a) Sind f,g und ¢ stetig in a € R™, so sind auch af + Bg, o, 6 € R, ¢ - f und im Fall
v(a) # 0 auch é - f stetig in a.

b) Ist [ stetig in a und h stetig in f(a) mit f(M) C M', so ist ho f: M — RP stetig
in a.

Ein Beweis soll hier nicht gegeben werden.
Nun diskutieren wir einige

(4.5) Beispiele. a) Ein Polynom p : R — R ist eine endliche Linearkombination

von Funktionen der Form R" — R, z = (x1,...,2,)" — o' - ... -2l = m(x) - ...
T (z)"", 11, ..., vy € Ny, also ldsst sich p in der Form
1% 1%
p)= D eyt
150y Vn)eNo
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darstellen, wobei (v4,--- ,v,) € Nj und d € Ny geeignet. (Gibt es ein (pq, ..., i) € N§
mit gy + -+ p, = dund ay,,. ., # 0, so heikt d der Grad des Polynoms.) Nach (4.2)
und (4.4) ist p stetig.

b) Eine rationale Funktion f: M — R, M C R™, ist gegeben durch f(z) = ggg, wobei
P(z),Q(z) Polynomfunktionen sind und Q(z) # 0 fiir alle z € M. Dann ist f nach a)
und (4.4) stetig.

c¢) Eine lineare Abbildung R" — R™, x +— Az, A € R™*" ist stetig. Um das nachzuwei-

sen, setzt man

aaaa

Al =

2 —
E a; fir A= (ai).
1<i<m
1<j<n

Es gilt dann
|A-z|| <||A]l-|lz] furalle z € R"

(Dies ist eine Variante der sog. Cauchy-Schwarz-Ungleichung, die in der Veranstaltung
,Lineare Algebra“ bewiesen wird. Wir glauben sie hier einfach.)
Fiir alle z,y € R" gilt damit

[A -z — Ayl = A (z =)l < A lz = yll
Sei nun € > 0. Dann folgt ||Az — Ay|| < ¢ fiir alle z,y mit ||z —y|| < :==¢/(||4] + 1).
d) Die Abbildung f : R* — R, (2) — e"1T2 . ginxy + In(1 + (2122)?) ist nach (4.2)
und (4.4) und Kapitel VI stetig.

(4.6) Bemerkung. Zum Nachweis, dass eine Teilmenge von R™ offen ist, hilft oft
folgendes Kriterium, das wir ohne Beweis angeben: Ist f : R” — R stetig, so sind die
Mengen

M, : = {z e R"; f(z) >0},
M, :={x eR"; f(z) <0} sowie
Ms: = {x € R"; f(x)# 0}

offen. Zum Beispiel ist also

{SL’ERS; SL’1+.T2—|—SL’3<1}

offen. (Setze f :R® - R, x> 2y + 2o + 23 — 1.)

§5. Differentialrechnung in R"

Zunachst betrachten wir einen Begriff, der — nach Festlegen einer “Richtung” — Differen-
zierbarkeit auf den bekannten Fall einer Variablen zuriickfiihrt.
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(5.1) Definition. Es sei U C R” und f: U — R™; weiter a € U und v € R"\{0}.
Gibt es ein p > 0 derart, dass {a + tv; |t| < p} C U, so definiere (die Kurve)

Gav: (=P p) = R™ 0u4(t) == fla+tv).
Wenn dann

h—0 h

D, f(a) = ¢, (0) (: lim (f(a + hv) — f<a>>)

existiert, so heiftt dieser Grenzwert die Richtungsableitung von f im Punkt a in Rich-
tung v.

(5.2) Beispiele. a) Essei f:R? - R, z > 2% — sin(z3z3).
e Fira= (8), v = (é) ist a0 (t) = f(a+ tv) = te** —sin(8t°) differenzierbar auf
R mit
o (t) = €' + 2te® — cos(8t°) - 40t*, ¢, ,(0) = 1.

Also va((g)) =1.
e Fiir beliebiges a = (') € R? und v = ¢; = (|) gilt

ai
a2
Paer (t) = (a1 + t)e™ —sin((ar + t)%a}),
S0:1761(15) = e — COS((CM + t)QCE%) -2(ay + t)ag,
somit
D., f(a) = €* — 2a,aj cos(aia3).

e Fiir beliebiges a = (Z;) €R? und v = e, = (9) gilt
Daer(t) = are®*" —sin (a%(ag + t)3),
Paes () = ape™ ™ — Cos(a%(@ + t)g) a3 - 3(ag + 1),
somit
Doy (@) = me™ — cos(adad) - 3alad

b) Ein seltsames Beispiel: Setze g : R? — R,

0, falls 7 =0 oder x5 =0,
g9(x) =

1 sonst.

Fiir a = 0 und v = e; ist dann a+tv = ({), also @, (t) = 0 fiir alle ¢ und D, g(0) = 0.
Ebenso berechnet man D,,g(0) = 0.

Diese beiden Richtungsableitungen existieren also, obwohl g in 0 nicht einmal stetig
ist.
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(5.3) Bemerkung. Betrachtet man nochmal das Beispiel aus (5.2) a), mit

f(z) = z1€™ — sin(zizy),

so gibt es folgende Alternative zur Berechnung der Richtungsableitungen mit v = e;
bzw. v = e bei a € R?%:
e Fiir festen ,Parameter” x4 leite die Funktion
T1 > 11€"* — sin(x3zd)

der Variablen z; ab (Ergebnis %2 — cos(z%x3) - 2x173) und ersetze x durch a. Dies

liefert D., f(a).

e Fiir festen ,Parameter x; leite die Funktion
Ty > 112 — sin(x2x3)

der Variablen xy ab (Ergebnis x1e*2 — cos(z?x3) - 3r3x3) und ersetze x durch a.
Dies liefert D, f(a).

Dahinter steckt ein allgemeines Prinzip, auf das wir gleich zuriickkommen.

Im Folgenden sei stets

1 0 0
0 1 0
€1 = 0 , €9 = 0 yeey e =1":
: : 0
0 0 1

die kanonische Basis des R™. Man nennt nun die Richtungsableitung in Richtung e auch
die partielle Ableitung beziiglich der Variablen x;. Genauer:

(5.4) Definition. Sei U C R" offen, a = (a1,...,a,)" € U und F : U — R™ eine
Funktion.

a) F heilt in a partiell differenzierbar beziiglich der k-ten Koordinate, wenn 1 < k < n
und

oF

DkF((I) - = 8—1*16

(a) i= D, F(a)
1
= lim
x—ap T — ak

_ lim %(F(a + tey) — F(a)) € R™

t—0

[F((a, ..., ak1,2, @Gty .., a,)") — F(a)]
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existiert.
b) F : U — R™ heilt partiell differenzierbar, wenn Dy F(a) fir alle @ € U und alle
k=1,...,n existiert. Die Dy F : U — R™ nennt man die partiellen Ableitungen (oder

die partiellen Ableitungsfunktionen) von F'. Existieren alle partiellen Ableitungen auf
U, so setzt man

DF(z) := (D1F(z),...,D,F(x)) € R™"

fir z € U. Man nennt DF(z) auch Funktionalmatriz, oder Jacobi-Matriz, oder Diffe-
rential von F' an der Stelle x.

c) F: U — R™ heilt stetig partiell differenzierbar, wenn F' partiell differenzierbar ist
und alle partiellen Ableitungen Dy F : U — R™ fiir k = 1,...,n stetig sind.

Im Fall n = m = 1 stimmt der Begriff der partiellen Differenzierbarkeit also mit dem
Differenzierbarkeitsbegriff einer Variablen iiberein. Wir halten noch eine Beobachtung
fest, die direkt aus (5.1) folgt.

(5.5) Lemma. Sei U C R™ offen, a = (a1,...,a,)" € U, F : U — R™ eine Funktion
mit F' = (Fy,...,F,)" und den Komponentenfunktionen F; : U — R, j = 1,...,m,
sowie g : U — R eine Funktion und 1 < k < n.

a) Die Funktion F ist genau dann in a beziglich der k-ten Koordinate partiell diffe-
renzierbar, wenn jedes F; : U — R, j =1,...,m, in a beziglich der k-ten Koordinate
partiell differenzierbar ist. Dann gilt

DyF(a) = (DyFi(a), . .., DyFyn(a)).

b) Sei § >0 und {a+teg;|t| < 6} C U. In diesem Fall ist g genau dann in a beziglich
der k-ten Koordinate partiell differenzierbar, wenn die Funktion

or: (ag — 0,ar +6) = R, tw—g((ay,...,ap_1,t,ap41,...,0,)"),
i ay differenzierbar ist. Dann gilt

Dig(a) = @i (ax)-

(5.6) Bemerkung. a) Ist U C R" offen und = € U, so gilt fir 1 <i < n:

1
Deif<.f17) = lim E(f(xl, P A I 7 T h,le, 500 7.’,17,1) — f(.f]?l, 500 ,.Tn)),

h—0

und dieser Grenzwert ist (nach bekannten Definitionen) genau die Ableitung der
Funktion x; — f(x1,...,2;_1,%;, Tiy1,...,2,) einer Variablen z; mit Parametern
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X1y ey Tio1, Tigl, - - -, Tn. Dies war das ,,Rezept* aus Bemerkung (5.3); es ist also allge-
mein giiltig.

b) Gilt F : U — R (also m = 1) und a € U, so nennt man die Transponierte der
Jacobi-Matrix DF(a) € R™™ auch den Gradienten von F in a; Bezeichnung

VF(a) = DF(a)" = (D\F(a), ..., DuF(a))".

Betrachten wir noch weitere
(5.7) Beispiele. a) Sei U = {z € R? x; > 0} und
g:U—=R, x> exp(z; +23) + In(z; +sin’(x; — 2)).
Dann
e (Halte xo fest):

1+ 2sin(zy — x2) cos(xy — z2)

D = +a3) +
1g(x) eXp(‘rl 'TZ) T + SiIlQ(ZEl _ {E'Q)

sowie

e (Halte x fest):

2sin(x; — x9) cos(zy — x2) - (—1)

29(x) = exp(w1 +23) - 222 oy +sin®(zy — 72)

b) Wir betrachten

3 9 o (sinx)e?
F:R” — R7, Yyl — :

yzz + 2%z
Zur Berechnung der partiellen Ableitung nach x behandle y und z als konstante Para-

meter. Also
T
cosx)eY

z

Analog ergibt die Berechnung der partiellen Ableitungen noch y bzw. z:

x : ’ x
D,F |y :((smx)e)’ DyF |y :( 0 )
z

2yz . y? + 2z2x
¢) Nun untersuchen wir

f:R" >R, x|z =1/ 2} + ...+ 22
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Fir 1 <k <nund x # 0 gilt

1 _ T

also auch

Df(x) = th fir = # 0.

[l
Aber f ist in & = 0 nicht partiell differenzierbar, denn es gilt fiir ¢t # 0

fltey) = f(0) Ve |t

t t t

Ty T 0
——, fall
a:) RN (y)#(o)’
~ 0
Y 0, falls (x) - ( )
Y 0

ist nicht stetig in (8), da fiir alle r # 0 gilt

d) Die Funktion

f:R* =R, <

Zu e = % gibt es also kein § > 0 so, dass ’f(Z) —f(g)’ <%

f ist aber in (8) partiell differenzierbar mit

fir alle (5) mit H@)H < 4.

und (analog)

(%) <o

Das letzte Beispiel zeigt, dass partielle Differenzierbarkeit (ohne weitere Eigenschaften)
nicht ,schén genug” ist. Wir fiihren deshalb einen weiteren Begriff ein, die totale Diffe-
renzierbarkeit. Dieser bringt die Abhéngigkeit von mehreren Variablen deutlicher zum
Vorschein.

(5.8) Definition. Seien U C R"™ offen, a € U und F : U — R™ eine Funktion. F
heifit total differenzierbar in a, wenn es eine Matrix 7" € R™*" und eine in a stetige
Funktion ¢ : U — R™ gibt, so dass

Flz)=F()+T - (x—a)+ ||z —a|] - -p(x), €U ¢(a)=0.

F heifst total differenzierbar, wenn F' in allen Punkten a € U total differenzierbar ist.
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Anders formuliert: F' ist genau dann in a total differenzierbar, wenn es ein T' € R™*"

gibt derart, dass

lim L (F(z) - F(a) - T(x — a)) = 0.

w=a [z —af

Den Zusammenhang zwischen den Begriffen erlautert:

(5.9) Satz. Seien U C R" offen, a € U und F : U — R™.
a) Es sei F' total differenzierbar in a, also

F(z) = F(a) +T-(z = a) + [l —al - p(2),  ¢(a) =0,

mit einer Matriz T € R™™ und einer in a stetigen Funktion ¢ : U — R™. Dann ist
F in a partiell differenzierbar. T ist eindeutig bestimmt und es gilt

Ofi
7= (0P = (52 ) .
Iism;l<jsn

b) Sei ' : U — R™ partiell differenzierbar sowie in a stetig partiell differenzierbar.
Dann ist F' in a total differenzierbar und insbesondere auch stetig.

Wir halten noch die Kettenregel fiir Funktionen mehrerer Verénderlicher fest:

(5.10) Satz. Seien U C R™ offen, V. C R™ offen, F : U — R™ total differenzierbar
ina €U mit F(U) CV sowie G :V — RP total differenzierbar in b = F(a). Dann ist
H:=GoF :U — RP? total differenzierbar in a mit

(D(G o F))(a) = (DG)(F(a)) - (DF)(a),

d. h.
OH, Z’” oG, OF;, . :
= 0 ——, <1 K< < <n.
ax] ((I) o’ 8yk (F((I)) 8,1’] (a’)7 1 SN pv 1 X j S

Wir wollen nun auf die Frage der Umkehrbarkeit von Funktionen mehrerer Verénderli-
cher eingehen. Dabei setzen wir stetige Differenzierbarkeit voraus. (Anderenfalls werden
die Aussagen zu kompliziert.) Zunéchst zur Orientierung:

(5.11) Bemerkung. Sei U C R" offen, F' : U — R™ injektiv und stetig differenzierbar
mit F(U) =: U offen, und H := F~! sei differenzierbar auf U. Dann gilt fiir alle y € U

DF(H(y))DH(y) = E,, € R™".
Insbesondere ist DF(H (y)) invertierbar und
DH(y) = DF(H(y))™".
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Wir kommen nun zum grundlegenden Ergebnis, das wir ohne Beweis angeben.

(5.12) Satz. Seien M C R"™ offen, F : M — R" stetig differenzierbar und a € M, so
dass DF(a) € R™™ invertierbar ist. Dann existieren offene Teilmengen U C M,a € U
und V C f(M) mitb:= F(a) € V, so dass

F}U:U—>V

bijektiv ist und DF(x) invertierbar ist fir alle x € U, und dass die Umkehrabbildung
H .= (F‘U)_1 : V. — U stetig differenzierbar ist mit

(DH)(y) = (DF)(H(y))"" bww. DH(F(z)) = DF(z)™.

Wir betrachten ein einfaches

(5.13) Beispiel. Gegeben ist F' : R* — R?, (¥) ~— (2°Y). Offensichtlich ist F stetig

Y rsiny
differenzierbar mit

DF <x) _ (Cf)S y —zsin y)
y siny wcosy
und
det DF (x) = z(cos®y +sin’y) =z
Y

(vgl. (1.2)). Also ist F'(}) invertierbar fiir jedes (§) mit a # 0. Nach Satz (5.12) existiert
somit in einer Umgebung von (2) eine Umkehrfunktion H von F’; es gilt

a a\~" 1 [acosb asinb
o (#(3)) =or () (S50 )
Im néchsten zentralen Satz geht es um eine Parametrisierung der Losungsmenge einer
Gleichung F(z) = 0.

(5.14) Satz iiber implizite Funktionen. Seien M C R™™ offen und
F=(F,... F)":M—>R"

stetig differenzierbar. Seien z = (;) e R e R, y € R*, ¢ = (Z) € M,a €
R™. b e R"™ so dass

F(c)=0 und (D,F)(c) invertierbar,

wobei (DyF')(2) := (Dmt1F)(2), ..., (DminF)(2)) € R, Dann ldsst sich die Glei-

chung
/()
)
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in einer Umgebung von ¢ eindeutig nach y auflésen, d. h., es gibt Umgebungen U wvon
a in R™ und V von b in R™ sowie eine stetig differenzierbare Funktion g : U — V mit
folgenden FEigenschaften

(z’)UxV::{(z);er,yEV}CM.

(ii) F(g(xx)) =0 fiir alle z € U.

(i1i) Aus (j) e U xV mit F(y) =0 folgt y = g(x).

(i) (Dg)(z) = — {(DyF) (gé ))} B [(DxF) (g(“; ))} fiir alle © € U, wobei
(DzF)(2) = ((D1F)(2), ..., (DnF)(2)) € R™™.

Insbesondere gilt

(Dg)(a) = —[(DyF) ()] (Do F)(c)]-

Wir illustrieren die Aussage an zwei Beispielen.
(5.15) Beispiele. a) Betrachte F': R* = R, (7) = 2? +zy +y* — 1. Dann ist
D, F=2x+y, D,yF=ux+2y.
Um (5.14) bei ¢ = (}) anwenden zu kénnen, bendtigen wir D, F(c) # 0, also a + 2b # 0.

Wiéhle ¢ = ((1)) Unter dieser Voraussetzung haben wir F'(¢) = 0 und in einer Umgebung
U von a = 0 eine Auflésung, d. h. es gibt eine Funktion g : U — R so, dass

Fz,y) =0 & y=g(z)
in einer Umgebung von c. Weiter gilt

_DuF(z,9(x)) 2z +g(x)
DyF(z,g(x)) =+ 29(x)

g'(x) =

und speziell ¢'(0) = —1.

In diesem Beispiel kénnte man mit der pg-Formel auch eine explizite Auflésung finden:
Flr.y)=y" +z-y+(@*-1)=0
1
=y=g(r)= 5 (—x+\/x2—4(:c2— 1))

(Wegen ¢(0) = 1 kommt nur ,,++/-- - in Frage).
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Die Verwendung von (5.14) spart aber hier Rechenarbeit (zur Bestétigung bitte ¢’(0)
direkt ausrechnen), und allgemein ist (5.14) auch dann verwendbar, wenn es keine ex-
plizite Auflésung gibt.

b) Betrachte die stetig differenzierbare Funktion
F:R* =R, z+ (" sinwy +e™sinws +e™sinm),
mit
DF(x) = (e" sinxy + €™ cos xy, €' cos xg + € sinxg, €™ cos w3 + €™ sinxy) .

Dann ist F'(0) = 0 und
DF(0)=(1,1,1).

Da die partielle Ableitung nach x3 in ¢ = 0 invertierbar ist, hat man in einer Nullumge-
bung eine Auflosung F(z) = 0 < x5 = g(x1, x2) mit einer differenzierbaren Funktion
zweier Variablen. Es ist

Dg(z1,15) = —D3F (21,2, g(x1,22)) "+ (D1F(--+), DoF (- - +)),

speziell
Dg(0,0) = (—1)-(1,1) = (-1, -1).

§6. Gewohnliche Differentialgleichungen: Existenz und
Eindeutigkeit

Einige (einfache) Typen von gew6hnlichen Differentialgleichungen wurden schon in Ka-
pitel VIII, §4 betrachtet. Hier wollen wir den allgemeinen Fall betrachten. Dabei inter-
essiert zunéchst weniger die Frage, wie man Losungen ,ausrechnet”, sondern die Frage,
was Losungen sind, ob es Losungen gibt und was man iiber sie sagen kann.

(6.1) Definition. Es sei D C R x R" offen und f : D — R", (z,y) — f(x,y) (wobei
x € R,y € R") eine stetige Funktion. Dann heift

y = f(z,y)

ein System von n gewohnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung. (Fiir n = 1
spricht man natiirlich von einer Differentialgleichung erster Ordnung.)

Eine Losung dieser Gleichung ist eine Kurve ¢ : I — R", die auf einem nichtausgear-
teten Intervall I definiert ist und Folgendes erfiillt:

(i) ¢ ist differenzierbar.
(ii) Fir alle z € I ist (z, ¢(z)) € D.
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(iii) Fir alle z € I ist ¢'(z) = f(x, ¢(x)).

Falls (x,y0) € D und ¢(z9) = yo, so nennt man ¢ eine Losung des Anfangswertpro-
blems

y, = f(l‘, y)a y(l‘o) = Yo-

(6.2) Beispiele. a) D =R x R, f(z,y) = vy + y*.
Dies ist eine sog. Bernoulli-Differentialgleichung, die sich auf eine lineare Differenti-
algleichung zuriickfiithren lasst.

0 —1
b) D =R xR? f(z,y) = <3 0 ) Y.
Man nennt dies eine autonome lineare Differentialgleichung; sie ldsst sich mit Hilfs-
mitteln aus der Linearen Algebra losen.

_ 2 _ Y2
C)D—RXR,f(I‘,y)— —siny1 '

Dies ist die Differentialgleichung des Fadenpendels.

d) D=RxR, f(z,y) =2% +y*
Es ist keine ,Losungsformel” fiir diese Gleichung bekannt.

e) D =R x R3 und (mit positiven Parametern o, p, (3):
v =0(y2 = y1)
Yo = pY1 — Y2 — Y1ys
Ys = Y192 — BYs
Diese autonome Differentialgleichung heifst Lorenz-Gleichung; sie wurde als ein Wet-
termodell vorgeschlagen. Fiir gewisse Parameterbereiche zeigen die Losungen ein

sehr wildes“ Verhalten; man spricht von Chaos. (,Losungsformeln“ existieren fiir
diese Gleichung nicht.)

Das Fundament zur Untersuchung von gewohnlichen Differentialgleichungen ist die fol-
gende Aussage:

(6.3) Satz. Es sei D C R x R" offen und f : D — R™, (z,y) — f(z,y) stetig. Wenn

aufserdem alle partiellen Ableitungen gg?, 1 <1,7 <n, auf D existieren und stetig sind,
J

dann besitzt jedes Anfangswertproblem y' = f(z,y), y(xo) = yo mit (xo,y0) € D eine

eindeutige Losung auf einem geeigneten (von (xo,yo) abhdngigen) Intervall 1.

Der Beweis dieses Satzes liegt jenseits unserer Moglichkeiten. Aber er ist sehr bequem
in der Anwendung;:
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Fiir alle Beispiele in (6.2) sind seine Voraussetzungen erfiillt, wie man leicht nachpriift,
und somit alle Anfangswertprobleme eindeutig 16sbar.

Solche Existenz- und Eindeutigkeitssitze bilden auch ein Fundament fiir numerische
Verfahren zur ndherungsweisen Bestimmung von Losungen.
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