Prof. Dr. Manuel Torrilhon Rm
Julian Koéllermeier GB

Armin Westerkamp

Analysis fur Informatiker | WS 2015/16
Musterléosung Hausaufgabenibung Blatt 11 | 18.01.2016

Hinweise zur Abgabe :
» Die Hausaufgaben sind in Dreiergruppen abzugeben.

» Geben Sie auf lhren Abgaben lhren Namen, Ihre Matrikelnummer und die Nummer der Kleingruppe, der Sie sich
zugeordnet haben, an.

« In Ihrem Interesse: Tackern Sie lhre Abgaben. Lose Zettel kdnnen schnell verloren gehen - fiir den Verlust loser Zettel
haften wir nicht!

Aufgabe 1. (Integration)
Bestimmen Sie folgendes Integral mittels Partialbruchzerlegung

/ 32+ 11z + 14
X

34222 — 42— 8

3 Punkte
. 2 414 z(z
Es gllt p(x) = 7:?2 élxml 3 = n(( ))

Da bereits gilt deg(z) < deg(n) mussen die Nullstellen des Nenners bestimmt werden. Die
erste Nullstelle o = 2 wird durch Raten ermittelt. Danach flihrt man eine Polynomdivision
durch.

(234222 — 42 —8): (x —2) =a? + 4z +4 = (x +2)°
Damit steht auch z; = x, = —2 als doppelte Nullstelle fest.
p(z) kann also wie folgt zerlegt werden:

() 322 + 11z + 14 A N B N C
) = =
P 23 +222—4x -8 -2 x+2 (4 2)?

Es gibt zwei verschiedene Wege, die Koeffizienten zu bestimmen.

1. Koeffizientenvergleich
Man bringt zunachst die zerlegte Seite auf den gleichen Nenner

322 + 11z + 14 Az +2)*+ Bz +2)(z — 2) + C(z — 2)

23+ 222 — 4z — 8 34212 —4x —8

Um A, B und C zu bestimmen, werden im Zahler die Koeffizienten vor z2, z und 1 einzeln
verglichen. Es ergeben sich die 3 folgenden Gleichungen.

A+B = 3 (Vorfaktor von z2)
4A+C = 11 (Vorfaktor von x)
4A -4B -2C = 14 (Vorfaktor von 1)

Daraus ergibt sich fir die Koeffizienten A =3, B=0und C = —1.

2. Limesverfahren und Einsetzen
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Betrachten von

2
im [( 322 + 11z + 14 _ A N B N C >"($_2)]

T2 23 +222—4x—-8 x—-2 42 (x+2)?

liefert A = % = 3. Mit dem gleichen Verfahren

’ 322 + 11z + 14 A N B N C (4 2)°

m = .

z——2 234222 -4 -8 x—-2 x+2 (r+2)?

erhalt man ¢ = $CAHLEDHE ¢ wird nun durch einfaches Einsetzen von z = 0

ermittelt. Es ergibt sich

“_-3. B
-8 2 2

1
4
und damit B = 0.

Also ist die Partialbruchzerlegung

Die Stammfunktion folgt dann mit

3 1 1
— dx =31 -2 R.
/:n—2 (x+2)2$ 3in|z ]+(x+2)+c, ce
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Aufgabe 2. (Uneigentliche Integrale)
Begrinden Sie die Existenz oder Nichtexistenz der folgenden uneigentlichen Integrale

oo d
a) f2 a:lr?a:'

b) 1+°° e V.

2 Punkte
Lésung.
a) Wir haben

1 1 (Inz)

)

zlnz Inx Inx

und wissen somit dass [ ('l"n’;"daz = In(In z) gilt. Fir das uneigentliche Integral ergibt

sich dann
/+°° dx i /a dx
= |im
> xlnx awoee fy xlnz

= lim [In(Inz)]5

und da lim,_, . InInz = 400 existiert dieses uneigentliche Integral nicht.

b) Wir berechnen zuerst das unbestimmte Integral und substituieren dafir t = e~Vv*
bzw. Int = —/z. Weiterhin ergibt sich formal

a__ 1 _»
dx 2\/x
do — 2|ntdt

t

und somit berechnen wir

/eﬁdmz/tzltntdtzzflntdt

:2/1-Intdt:2(t|nt—t):—e*/5(2\/5—1—2),

mittels einmaliger partieller Integration und Rucksubstitution. Nun ist

+o0 a a
/ e V3dz = lim e Vidr = lim [—e‘ﬁ(2\/§+ 2)
1 a—oo Jq a—00 1
4 2 2
=+Hm<—bﬁ+)>=4+0
e a— 00 e\/a

weil die Exponentialfunktion jedes Polynom dominiert und somit existiert dieses un-
eigentliche Integral.
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Aufgabe 3. (Aquivalenz von Normen)
Wir definieren flr alle z € R™ die Normen

[zl = Z |2l

i=1

]2 :=

Zeigen Sie, dass auf R™ || - ||; und || - ||» &quivalent sind.

Hinweis: Zwei Normen || - ||, und || - ||, auf R™ hei3en &quivalent, wenn es C1,C> > 0

gibt, so dass
Ci-llzlly < llzfla < Co-llzfly, Vo eR™
gilt.
3 Punkte
Losung.
Es gilt mit = € R, dass ||z||; = 3 |z und [|z|[2 = [ 2 |z
i=1 i=1

Gezeigt werden soll: C1 - ||z|]2 < ||z|l1 < C2 - ||z]|2

Sei z € R" beliebig, aber fest. Die Ungleichung ||z||» < ||z||1 folgt aus

1

n 2 n
|zl = (Z\ﬂ«“z‘\2> < Z |lzi| = ||2||1
=1 =1
n n 2 n mn n
o lnP< (Zw) o) SIFTRPRI S NI R
=1 =1

i=1 j—1 i=1 1<i<n
1<j<n
i#£]
1<i<n
1<j<n
i#£]

Die zweite Ungleichung folgt aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung, angewandt auf die
Vektoren (1,...,1) und (|z1], ..., |zn|),

Izl =) 11 - fai] < <Z 12) (Z Ixil2)
i=1 i=1 i=1

= Vn-|lz|2.
Beispiel fur Gleichheit:
ZT1 (1,07 . ,0)
To = (1, ,1)

Damitist C; = 1 und C; = \/n.
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Aufgabe 4. (Lineare Abbildungen)
Gegeben seien die Abbildungen

r—y
o :R? 5 R? (z,y) — 2x
Yy + 5%

und
PR3 SR (z,y,2) —mz+y+=z

a) Zeigen Sie die Linearitat der Abbildungen ¢ und 1.

b) Identifizieren Sie jeweils die zugehdrige Matrix.

c) Bilden Sie die Verknlpfung i o ¢ und geben Sie die Matrix an.
d) Diskutieren Sie die Verknlpfung ¢ o 9.

2 Punkte
Lésung.
a) FuUr die Linearitat muss gelten

o(ary + B2, ayr + By2) = a - w(x1, y1) + B - p(2, y2)

bzw.

Y(awy + Bra, ayr + By2, az1 + Bz2) = a - Y(z1, y1, 21) + B - (w2, Y2, 22).

FUr ¢ erhalten wir

olaxi + Bxo, ayr + fy2)

( a-z1+ B 72— (Y1 + B 12) )

2-(a -z + B x2)
a-y1+B-y2+5- (x4 5-22)

( o (21— y1) + B (22— y2) )
= o - (2561) + 5 : (2$2)

a- (y1 +521) + B - (y2 + 512)
= - (p(azl, y1) + ,5 : 90($2u ZUZ)'

Analog erhalten wir fir ¢

Y(awy + Bra, ayr + By, az1 + fz2)

= (awy + Bx2) + (ay1 + By2) + (21 + B22)
=a-(zr+y+21)+ 6 (22 + 32+ 22)

= a (w1, y1, 21) + B - (22, Y2, 22)

b) In Matrix-Vektor-Darstellung ist ¢ gegeben durch

1 -1
o= (2 9] ()

und ¢ analog durch
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c) Die Verknupfung v o ¢ ist gegeben durch

(po)(z,y) =2 —y+2zx+y+5r=2_8x

— (8 0)-@)

d) Es ist nicht méglich die Verknipfung ¢ o ¢ zu bilden, da der Bildbereich von v (R)
und der Definitionsbereich von ¢ (R?) nicht (ibereinstimmen und somit inkompatibel
sind.

als Abbildung von R? nach R.
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