1 Mengen, Relationen & Abbildungen

1.1 Mengen
1.1.1 Def. Menge (Cantor)

.. (s. DS)

1.1.2 Charakterisierung

e direkt: A = {a,b,c}
e sprachlich: A ¢ = {alle Autos in Aachen}
e per Eigenschaft: Ag = {z |z € Z,z > 10}

1.1.3 Grundlagen & Begriffe

Vereinigung: AUB = {z;z € ANz € B}

Durchschnitt: ANB = {x;2 € AVz € B}

Differenz: A\ B = {z;z € AV ¢ B}

Teilmenge: A C B: A ist Teilmenge von B. Fiir alle x € A: x € B

A=B: ACBund BCA

leere Menge: {} oder @, Menge ohne Elemente

disjunkt: A und B heifsen disjunkt, falls AN B =&

Komplement: Fiir A C B ist das Komplement A® definiert: A = {r € B|x ¢ A} =B\ A

1.1.4 Kartesisches Produkt

Definition: Fiir zwei Mengen A, B heifst die Menge Ax B = {(a,b) | a € A,b € B} das kartesische
Produkt.

Bemerkung;:
1. Reihenfolge: (a,b) # (b,a)
2. analog: A x B x C = {(a,b,c) |a€ A,be B,ce C}

3. (a,b) heikt Paar
(a,b, ¢) heifst Tripel
allgemein: n-Tupel

1.2 Relationen

Definition:
1. Eine beliebige Teilmenge von A x B heifst Relation.
2. Fiir R C A x B schreiben wir xRy, d.h. = “steht in Relation zu” y.
3. Im Spezialfall A = B ist R eine Relation in A.



Beispiele:

1. A={a,b,c}
’AXA\ a \ b \ c ‘

Diese Elemente bilden unsere Relation R auf/in A

2. R; ={(a,b) € Ax A a ist Kind von b}

1.3 Abbildungen

Definition:

1. Fiir zwei Mengen A, B heiftt die Relation f C A x B Abbildung oder Funktion von A nach B
falls gilt: Jedem x € A wird ein y € B zugeordnet.

2. A heikt Definitionsbereich.
3. B heiltt Bildbereich.

Bemerkung;:
1. Im kartesischen Produkt ist in jeder Zeile genau ein Paar “markiert”.
2. Wir schreiben typischerweise die Funktion f als f : A — B,z — f(x)

3. Im Gegensatz zum Bildbereich ist der Wertebereich Wy C B gegeben durch W; = {y € B |
Jx € A mit f(z) =y}

4. Image von f: Im(f) := Wy
5. Die Paare {(z,y)} € A x B |y = f(z)}(also die Relation) heifst Graph.

6. f bezeichnet die Operation oder den Vorgang der Abbildung, nicht den Wert!
Wenn f(z) = 22, dann f = ()?

Beispiele:

e konstante Funktion:
SeiCeB,:A— Byx— f(zx)=C€eB

1.3.1 Bild

Definition:

1. Sei f: A — B. Fiir M C A heift die Menge f(M) :={y € B |3z € M mit f(z) =y} C B
das Bild von M.

2. Fiir N C B heifit die Menge f~1(N) :={x € A| f(z) € N} C A das Urbild von N

1.3.2 Eigenschaften einer Abbildung

Definition: Sei f: A — B eine Abbildung. Dann heifst f:

1. surjektiv, falls Vy € B, die Menge f~!({y}) mindestens ein Element hat
(,,f erreicht ganz B”),

2. injektiv, falls Vy € B, die Menge f~1({y}) héchstens ein Element hat
(,unterschiedliche Werte aus A werden auf unterschiedliche Werte aus B abgebildet”),



3. bijektiv, falls Vy € B, die Menge f~!({y}) genau ein Element hat.

Bemerkung:
1. Im(f)=B
2. aus x1 # xo folgt f(x1) # f(x2)

1.3.3 Komposition

Definition: Fiir f: X — Y und g: Y — Z heifit die Abbildung h:=go f : X — Z, . +—— h(z) =
g(f(z) die Komposition oder Hintereinanderausfihrung oder Verknipfung von f und g.

Bemerkung;:

e Die Verkniipfung ist assoziativ:
fio(faofs)=(fiof2)ofs
e Sie ist nicht kommutativ:

fog#gof

Beispiel:

e Sei f: X—=Yid,: X =X
dann: foid, =idyo f
flidy(x)) = idy(f(2))

o f(2) =2 g(x) =2
(fog)(x) = f(g(x)) = da?
(90 (@) = g(f(2)) = 227

1.3.4 Umkehrfunktion

Definition Eine bijektive Abbildung f : X — Y lasst sich umkehren, d.h. es existiert eine Funk-
tion f~1:Y — X, sodass gilt fo f~! =4d bzw. f~' o f =4d. f~' heiit Umkehrfunktion.

2 Die natirlichen Zahlen

Die wichtigste Menge der Mathematik ist die Mege der natiirlichen Zahlen N := {1,2,3,4,...}.

Bemerkung:
1. Fiir NU {0} schreiben wir Ny
2. N lasst sich axiomatisch definieren.

3. Fiir die Méchtigkeit einer Menge A (,,Anzahl”) schreiben wir | A |
Beispiel: | 0 |=0,| {a,b,c} =3,| N |= o0

4. oo ist keine natiirliche Zahl.



3 Die ganzen Zahlen

Auf N ist eine Verkniipfung definiert: ,+”: N x N — N, das ist die Addition (z.B. 1+ 1 = 2). Aber
+ hat in Nkein neutrales Element n mit a +n = a (offenbar n = 0). Aufierdem gibt es in N keine
inverse Elemente a mit a+a’ = n (offenbar negative Zahlen). Wir erweitern N zu den ganzen Zahlen
Z={.,-3-2-1,01,23,..)

4 Die rationalen Zahlen

Es existiert eine weiter Verkniipfung -: Z x Z — Z, das ist die Multiplikation. Es gibt kein Inverses
mit a - a’ = n. Wir erweitern Z auf die rationalen Zahlen Q := {% |peZ,qe}

5 Die reellen Zahlen

Definition Fiir eine Menge M seien folgende Bedingungen erfiillt:
1. Es gibt zwei Verkniipfungen (4 und -) mit neutralem Element und inversem Element.
2. Es gibt eine Ordnungsrelation < auf M vertréglich mit 4+ und -.
(a) e<y=z+z<y+z
b) z2>y>0=2—-y>0

3. Vollstindigkeitsaxiom: Jede nicht leere nach oben beschrinkte Teilmenge von M besitzt eine
kleinste obere Schranke.

Bemerkung

Mit dieser Definition nennen wir M den reellen Zahlenkorper R. Wir schreiben z € R
R ist durch diese Axiome quasi eindeutig definiert.

Wegen der Anordnung kénnen wir uns R als orientierte Zahlengerade vorstellen

aus < folgt >, <, >

A

Wir definieren offene und geschlossene Intervalle
(a) [a,b]:={zeR|a<z<b}
(b) (a,b) :={x € Rla <z < b}

5.1 Betrag

T x>0

Definition: Fiir z € R sei der Betrag definiert durch |z| := { 0
- x<

Lemma: Fiir z,y € R gilt
L |z +y| < |z + [yl
2. |z = [yl < |z =yl
5.2 Vollstandigkeitsaxiom

Das Vollstandigkeitsaxiom 16st ein Problem der rationalen Zahlen.



Satz: Es gibt kein ¢ € Q mit a? = 2.

Beweis (durch Widerspruch): Annahme: a = £ (mit p oder ¢ ungerade)
ég—i:2ép2:2q2 ==> p gerade

Seir=8cN= (2r)? = 2¢% = 2r? = ¢®> = q auch gerade! 4 O

5.3 Beschranktheit

Definition:

1. Eine Teilmenge A C R heifft von oben beschréankt, falls 30 € R mit Va € A : a < b. b heifst
eine obere Schranke.

2. s heilt kleinste obere Schranke fiir A, falls s eine obere Schranke ist und fiir jede andere obere
Schranke b gilt: s < b

3. Eine Teilmenge A C R heifst von unten beschréinkt, falls 36 € R mit Ya € A : a > b. b heifst
eine untere Schranke.

4. s heilst grifite untere Schranke fiir A, falls s eine untere Schranke ist und fiir jede andere
untere Schranke b gilt: s > b

Bemerkung:
e die kleinste obere Schranke heifst auch Supremum. Schreibweise: s = sup A
o die grofite untere Schranke heifst auch Inmfimum. Schreibweise: s = inf A
e supA € A= supA =maxA
e inffAe A= infA=minA

5.4 Dichtheit

Satz: Fiir zwei reelle Zahlen a,b € R mit a < b existiert immer ein r € Q mit a < r < b. Man
sagt: Q liegt dicht in R.

Bemerkung: Die Dichtheit bedeutet, wir konnen reelle Zahlen beliebig gut durch Briiche appro-
Ximieren.

5.5 Abzahlbarkeit

Wie viele Elemente hat R? Was ist die Méchtigkeit |R|?

Definition:
1. Zwei Mengen A, B heilsen gleichmdchtig, falls es eine Bijektion f: A — B gibt.
2. Eine Menge A heifst abzdihlbar unendlich, wenn sie gleichméchtig zu N ist.

Satz: Q und Z sind abz&hlbar unendlich.

Beweis: s. Wikipedia: Cantors erstes Diagonalargument


http://de.wikipedia.org/wiki/Cantors_erstes_Diagonalargument

Satz: R ist nicht abzahlbar unendlich. R heifit dberabzdhlbar. Wir schreiben |R| = Ry (gesprochen
aleph)

Beweis: s. Wikipedia: Cantors zweites Diagonalargument

Bemerkung;:
o A={f|f Abbildung von [0, 1]nach [0, 1]} ist méchtiger als R
e Die Mengen R, R x R und R"(n € N) sind alle gleichméchtig

6 Komplexe Zahlen

Definition: Eine komplexe Zahl z € C schreiben wir z = a 4 bz mit
o cinem Realteil a = R(z) € R
e cinem Imaginérteil b = $(z) € R
o der komplexen Einheit 1 fiir die gilt: ¢« = —1

6.1 Verkniipfungen

6.1.1 Addition

Z1 —+ zZ9 = (a1 —+ blZ) + (CL2 —+ bQZ) = (a1 —+ CLZ) + (bl —+ bQ)’L

6.1.2 Multiplikation

21+ 29 = (a1 + b12)(ag + bar) = a1ag + a1bar + agbyr + b1bar? = (ajas — biba) + (a1by + azby )

6.1.3 Inverse

Addition: —2z; = —a; — bye
neutrales Element: z; - n=2 =>n=1+0:

. qe s, 01 . a1 by
Multiplikation: Fiaalir s Rl sw il

z=a+heC

6.2 Komplexe Konjugation

Definition: Fiir z € C mit z = a + In ist die komplex-konjugierte Zahl definiert durch z := a — bs
Bemerkung: Esgilt: z-Z=a?>+0* R

6.3 Betrag

Definition: Fiir z € C ist der Betrag |z| definiert durch |z| = va? + b2


http://de.wikipedia.org/wiki/Cantors_zweites_Diagonalargument

Bemerkung;:
o Es gilt |z|:\/ﬁ:\/m
e Esgilt R(2) = 3(2 +72)
o Esgilt 3(2) = 5,(2 — 2)

—

6.4 Multiplikation

(a,b) = (r, ), r: Radius, r > 0, ¢: Winkel, ¢ € [0,27] oder ¢ € [—7, 7]
z=a-bi=r(cosp+singr),a =r-cosp, b=r-sinp

Beispiel: ¢ =7%,r =2, z=2(cos 5 + sin%1) = 2(5 + ?z) =14+V3

6.4.1 Additionstheoreme
cos(a+ ) = cosa - cos § — sina - cos 8
sin(a + ) = cosa - sin 8 + cos 5 - sin «

2129 =171 -T2 - (Cos(p1 + @2) + sin(p1 + v2)1)

Merke: Bei der Multiplikation gilt:
e die Radien multiplizieren sich
e die Winkel addieren sich
Insbesondere gilt: (cos ¢ 4 sin p1)? = cos 2¢ + sin 2 = cos? ¢ + sin? Y12 + 2 - cos ¢ - sin 1

Satz: Fiir z € C mit z = r(cos ¢ + sin 1) gilt fiir n € N: 2™ = r"(cos(n - @) + sin(n - ¢)2)

N s 1. 2 . T -
Beispiel: 2° =1i=cos§ +sin 512

Radius von z: r =1
z = cosa + sinae

e 1. Moglichkeit: « = 7, denn 2- 7 =

e 2. Moglichkeit: a = ‘%", denn 2 - %” =2r+5=73

Umrechnung der Darstellungsweisen von komplexen Zahlen 2z = a+bi = r(cos¢+sin ¢z)
p= arctang,a >0,b>0

© :7r+arctan§,a <0,beR

p= 27r+arctang,a >0,b<0

p=%,a=0,b>0

goz%’,a:O,b<0

7 Polynome

Definition: Fiir n € Ny und ag, a1, az,...,a, € Rist p: C — C,zx = p(x) = > a;2° = ap + a1 +
asz? + ... + a,x™ ein Polynom. n heift Grad des Polynoms mit a,, # 0. Ein x¢p € C mit p(zo) = 0
heiftt Nullstelle von p.



Bemerkung;:
1. Falls ag, a1, ...,a, € C Heifit p ein komplexes Polynom.
2. Fir n =1,p(x) = ap + a1z gibt es eine Nullstelle (a; # 0)

3. Fiir n = 2, p(x) = ap + a1z + axz? gibt es immer zwei Nullstellen. Eine Nullstelle kann auch
eine mehrfache Nullstelle sein.

4. Fiir n = 3,4 gibt es komplizierte Formeln Fiir die Nullstellen.

5. Fiir n > 5 gibt es keine Formel Fiir die Nullstellen.

Satz: Sei p ein Polynom von Grad n und k € N Nullstellen seien bekannt (z1, s, ...x;). Dann
kann p als Produkt mit Linearfaktoren geschrieben werden: p(z) = (x — z1)(z — x2)...(x — zy)q(z)
wobei ¢(z) ein Polynom mit Grad n — k ist.

Beispiel:

1. p(x) =222 — 2 — 6,21 = 2,29 :_%

p(z) = (z — 2)(z — (—2))g(z) mit g(z) =2 (Polynom Oten Grades)

= (- v2)(z - (—v))

23 — 5x? + 122 — 3

(
(
(x)
(z)
3. p(r) =22+ 2,21 = £V
(x)
(z)
(z)
(
( (z = (1+29))(x — (1-2))(z - 3)

2
2

7.1 Fundamentalsatz der Algebra
Satz (Fundamentalsatz der Algebra, Gauft 1799): Jedes Polynom n-ten Grades mit n >

1 hat genau n Nullstellen x; € C,j = 1,...,n. Diese werden entsprechend der Linear-Faktoren
mehrfach gezihlt.

Bemerkung: Falls p reelle Koeffizienten hat, dann sind entweder alle Nullstellen reell, oder die
komplexen Nullstellen treten paarweise komplex konjugiert auf.

Beispiel: p(x) = 2% — 22 + 5, Nullstellen: Tio=1£V1-5=1+£/-4=1£2, 20 =771

8 Folgen

Definition: Folgen sind Abbildungen der Form a : N — A, wobei A irgendeine Menge ist. Statt
a(n) schreiben wir a,,. Fiir die Folge a schreiben wir oft (a,)nen oder (an)neny C A. Die a,, werden
als Folgenglieder bezeichnet.



Beispiel:

11 1

1
® Uy :— ) also 17 1°97167 "

e a,:=1 also1,1,1,..

® a, :=2" also 2,4,8,16, ...

e anderer Startpunkt: (an)nen, mit a, = 2", also 1,2,4,8, ...

® a,:=1" also,—1,—1,1,2,—1,...

e a,:=(1+ %)", also 2,2.25,2.37, ... (geht gegen e)

e (ap)nen, a1 = 1,apt1 == %(an + a%), also 1, %, 1.416, ...,1.4142, ... (geht gegen v/2)

8.1 Grenzwert & Konvergenz

Definition: Eine Folge a,, C R oder a,, C C besitzt einen Grenzwert a € R (bzw. a € C), falls
Ve > 0,3ng € N : |a, — a|] < &,VYn > ng. Wir schreiben lim,,_, a, = a oder a, "3° @ und nennen
(an) konvergent, andernfalls divergent.

Bemerkung;:

1. ¢ ist eine gewiinschte Genauigkeit, ng ist der dazu nétige minimale Index. ng hingt typischer-
weise von € ab.

2. oben sind (2"),en und (2")pen divergent.

Definition: Die Menge B.(a) := {z € R | |z — a|] < €} Heiit offene e-Umgebung von a. Dies ist
ein offenes Intervall. Analog: B.(a) :={z € C| |z — a|] < e} C C, dies ist eine Kreisscheibe in C.

Bemerkung: lim, ,. a, = a <in jeder e-Umgebung von a liegen alle Folgenglieder bis auf
endlich viele.

8.2 Beschranktheit

Definition: (a), C R heiflt beschrinkt, falls es ein S € R, S > 0 gibt mit Vn € N : |a,| < S
Satz: Jede konvergente Folge (a), C R ist beschrankt.

Bemerkung;:

1. Es gilt nicht beschrankt=-konvergent. Beispiel: a, = (—1)" ist beschréankt, ist aber nicht
konvergent.
Beschranktheit ist notwendig flir Konvergenz, aber nicht hinreichend.

2. konvergenz=>beschrankt ist dquivalent zu nicht beschrinkt=-nicht konvergent.

3. unbeschriankte Folgen, die gegen +o00 oder —oo gehen, heifsen bestimmt divergent. Andernfalls
(im oszillierenden Fall) heift die Folge unbestimmt divergent.

8.3 Monotonie

Definition: Eine reelle Folge (a,,) C R heift monoton wachsend, falls Vn € N: a,, < a,41.



Bemerkung: analog Fiir fallend, sowie streng monoton falls < bzw. >.

Satz: Sei (a,) C R eine monoton wachsende Folge. Falls (a,) beschriankt ist, dann ist sie konver-
gent. (analog fiir fallend)

Bemerkung;:
1. Das heifst beschrankt+monoton=-konvergent.

2. beschrankt+monoton ist hinreichend fiir Konvergenz, aber nicht notwendig.

8.4 Cauchy-Folge

Definition: (a,) C R bzw. C heifit Cauchy-Folge, wenn gilt: Ve > 0 : In. € N, |a, —ap| < g,m >
n > n.. Cauchy-Folge<Konvergenz

Satz: (ay)nen ist konvergent genau dann, wenn (a,,) Cauchy-Folge ist (hinreichend + notwendig).

Bemerkung: Tatséchlich ist das ,Vollstdndigkeitsaxiom” der reellen Zahlen dquivalent zur Aus-
sage ,Jede Cauchy-Folge konvergiert.” Oft wird R mit diesem Satz definiert.
Betrachte (a,)nen,a1 = 1, an+1%(an + a%) Dies ist eine Cauchy-Folge, aber (a,)nen € Q konver-

giert nicht (in Q) denn lim,, o a, = v2 ¢ Q. Q wird vervollstindigt durch die Forderung bzw. das
Axiom ,Alle Cauchy-Folgen konvergieren.”

Beispiel:

1. a, = n—_H ist Cauchy, denn: Sei € > 0. |TL-1|‘1 - m+1

. 1
Wahlenso,dassn—ﬂge.ngg—l O

\ < €. zunéchst: | —= | < €.

; | <o
n+1 m+1 — In+1

8.5 Rechnen mit Folgen

Um Grenzwerte auszurechnen, ist folgendes sehr niitzlich.

Satz: Seien (a,) und (b,) konvergente Folgen mit Grenzwert a und b. Dann gilt:

(
1. limy, oo (@ay, + Bby) = alim, o an + Blim, oo b, @, b konstant
2. lim,, o (ay, - ) = liMy—s00 Qp + 1iMy 500 Oy,

(

3. lim, o0 %) ya # 0 und lim, o \/an = Va,a >0

n

Beispiel:
2
1. a, 2n2 +1 ,limy, o0 @, =7 Umformen zu einer Kontinuation von %:
- ng(l—f) o 1-= 1 lim 1—% _ limy, oo 1—1limy, o0 % _ 1-0 _ 1
nTonp2(241.1) T 2+}L I Mln—00 50T T = T, o0 2+lim, oo L-limy o £ 200 2

2. ap = vn+1—/n. Trick: Erweitern mit der Summe der Wurzeln:
1

_ _ _nt4l-mn __ 1 _ 1 — n

an =N - = = = =

" + 4z Vitl+y/n T VitV T e T 4/n 141’
4/lim

lim ap = ———"—=0

nree Tn T-lim L +1im 1

10



8.6 Teilfolgen

Sei (an)nen eine Folge. Sei ny; < ng < ... eine streng monoton wachsende Folge in N, d.h. (ng)reny C
N. Dann nennt man die Folge (an, )ken eine Teilfolge von (an)nen.

Satz: Konvergiert die Folge (an,)nen gegen einen Grenzwert a, so konvergiert auch jede Teilfolge
gegen diesen Grenzwert.

Beispiel: lim, (1 + 2)" =€ = lim, (1 + & )" =€

8.7 Sandwich-Lemma

Gegeben seien reelle Folgen (ay )n, (bn)n, (¢n)n mit der Eigenschaft lim,, oo an, = A = lim,, 00 ¢, A €
R. Gibt es ein ng € N, sodass a, < b, < ¢,Vn > ng, so ist auch (b,), konvergent und es gilt
lim, oo b, = A

Beispiel: Seib,, = vn? 4+ 2—n. Untersuche (b, ),auf Konvergenz mit Hilfe des Sandwich-Lemmas.
Sei a,, = 0Vn € N und ¢, := %‘v’n e N. = lim,_yoo ap, = lim,,_, oo ¢, = 0.

Esgilt:an:O:\/anng\/2+27n:bnS,/n2+2+n%fn:,/(n+%)27n:

% = ¢, fiir alle n € N, wahle also ng = 1.

Nach dem Sandwich-Lemma gilt dann, dass (b,,) konv. und...

9 Reihen

Praktisch alle interessanten mathematischen Objekte (z.B. Funktionen) kénnen durch Reihen be-
schrieben werden.

Definition: Sei (a,)nen C R eine Folge. Die zugeordnete Reihe ist die Folge der Partialsummen
no= Doy @k, dhe (Sp)nen=(a1,a1 + a2, a1 + az + ag,...). Fiir den Grenzwert schreiben wir:
limy, o0 8p = limy, o0 Zzzl ap =: Zl?;l Qg

9.1 Wichtige Reihen

1. Die arithmetische Reihe: Y p- | k. Offenbar gilt s, = ;_, k = % und lim,,_, o0 S, — 00
2. Die geometrische Reihe: Y ;- " =1+q+¢P+¢+..mit g €R.
E 1—gnt!
=l
gt 1—lim g™ 1

Die Folge (s, )nen konvergiert falls |g| < 1, denn lim,,_,o $, = lim e = e =15

Fiir die Partialsumme gilt s,, = >, _, ¢

3. Die harmonische Rethe: Y ;o + =1+ l + l + ... divergiert.

1

k

4. 502, ﬁ =Y pey (3 — 737) — 1: , Teleskop-Summe”

5.3 rey k2 =1+7 Lyl —|— 16 Es gllt 7 < %75 < %,1—16 < ﬁ. allgemein: k% < W=D
Partialsumme s,, = Zk:l = <1l+ Zk 2 m

n 1 Tel S.
also s, <1+, 5 = =1 +Zk " k(k+1)
Konvergenz

1+1-L =5, <2=limy o s, <2 =

11



Bemerkung;:
e Fiir Konvergenz muss offenbar (aj)ren eine Nullfolge sein (notwendig)

e Wegen der Rechenregeln fiir Grenzwerte gilt: Aus Y oo jar = a, und Y ;o by = b folgt
> e (aag + Bby) = aa+ Bb  «a, 8 beliebig

e Fiir ap > 0ist s, = ZZ:1 ar monoton wachsend. Dann gilt:

— Falls s,, beschrinkt ist, dann konvergiert lim,, o0 8, = Y 5oy @i (d.h. die Reihe)

9.2 Konvergenz

Definition: Sei (ax)ien,eine monoton fallende Nullfolge mit a, > 0. Dann konvergiert die alter-
nierende Reihe Y o o(—1)%ay,

Warnung: Zwar ldsst sich mit Reihen rechnen, aber im Allgemeinen spielt die Summationsrei-
henfolge eine Rolle.

Beispiel: n2=1-3+3 -3+t —g+3—g5+5— 15 53m2=1+0+3 -5+ +0+7...
Dies sind die gleichen Summanden wie in In 2 aber in anderer Reihenfolge. Diese alternierende Reihe
kann so umsortiert werden, dass (fast) ein beliebiger Wert entsteht.

Definition: Eine Reihe Y.~ ay heit absolut konvergent, falls Y- | |ax| konvergiert.

Bemerkung:

1. Es lésst sich zeigen: Bei absolut konvergierenden Reihen &ndert sich der Grenzwert nicht bei
Verédnderung der Summationsreihenfolge.

2. Jede absolut konvergente Reihe ist auch konvergent.

Kriterien fiir absolute Konvergenz Die Reihe )~ aj ist absolut kovnergent, falls eine der
folgenden Bedingungen gilt:

1. Es existiert eine konvergente Reihe Y 72 | ¢ mit ¢, > 0 und |ax| < ¢, Vk > N € N. Y72 ¢
heif’t Majorante.

2. Wurzelkriterium: limg_,o0 v/|ax| =g < 1

a

3. Quotientenkriterium: limg_, o | ’”:1| =g<1

a

Beweis:

1. klar

? ?
2. benutzt (1): ¢ = ¢* und 22021 cr ist Majorante, d.h. |ay| < ¢ = ¢F > |ag| = limp 00 ¢ >
limg o0 lax| = ¢ > {/|ag]

3. benutzt (1): ¢ = apq” ist Majorante.
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Bemerkung;:

e Eine Reihe >"77 | by, mit by, > 0 heillt Minorante von Y, a, falls 0 < by < |ag|,Vk > N € N.
Falls zu einer Reihe eine divergente Minorante existiert, so divergiert auch die Reihe.

o > pak: lag| < 7 = Yoo ¢* ist Majorante

o ay| < ¢ & Vlak| < q

o |ay| < laglg” = limg oo v/]ax] < ¢

9.3 Partialbruchzerlegung

Beispiel: Berechne den Wert der Reihe > -, m

Ansatz: Finde a,b € R mit (2k+1)1(2k+5) = i+ s © 1=ak+5)+ b2k +1) & k(20 +
2b) + (5a + b), Lésung mit LGS = a=1,b= -1

n 1 _ n 1 1 1
k=2 2(k+1)(2k+5) — Zk:Q(Z ’ (2k:+1 2k+5)) Z(Ek 2 2k:+1 Ek 2 2k+5)

_1 1
= Z(Zk 0 2k+5 — k2 ) = 1G+i+ Zk 2 2k+5 - <Zk 2 2k+5 + 5= 1)+5 + 2n+5)

—1(1y1 1 1
T a\5 7T 77T 2045 2n+b

9.4 Exponentialreihe

Definition: Y .7, 4z fiir z € C heift Ezponentialreihe.

9.4.1 Konvergenz

Satz: Die Exponentialreihe konvergiert absolut.

k+1 . |

k+ | = limg 00 |W| = limg_, oo kLJr‘l =0

s)
| = limg o0 |7(’“+1)'

Beweis: limg o0 |5 e
k

9.4.2 Euler’sche Zahl

Wir betrachten die Funktion f(z) =Y " fa* =1+ 2+ S22 + 1a% 4+ ..
. k 00 aF b
Es gilt: f(a)-f(b) = 3232 krak Zj 0 3157 D e ozj 0 k'?uj =20 Ek+j:r k!?;j =2 r20 2o K!

r

k
:‘Z?;OZZ:O%=Z?O(“T?) = fla+b)

Damit folgt:

fla)- f(b) = fla+b) = f(2) = f(1+1)= f(1)- f(1) = f(1)
f3)=rf2+1)=f1)°

f(p) = f(1)P,p € N. f exponiert p zur Basis f(1).

Weiter gilt:

f0)=1= f(z—2) = f(z) - f(~2) = f(0) = f(-2) = 135
flp)=fA)F,pel.

aufierdem:

FW)=1G+3)=13) 3 =135 =VI1)

Binomische Formel: Y, a" bk

13
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Definition: Die Euler’sche Zahl e ist definiert durch f(1) =Y 72, =2.8...=:¢
Wir verallgemeinern e* := f(z),z € C.

9.4.3 Komplexe Argumente

Seiz e C,z = a+ b
f(x) = fla+b) = f(a)- f(br)

Satz: |e®| = 1Vb € R.

Beweis: |z| =+vz—7Z Seix E C.

( ) Ek Oklx Zk Ok:lx —f(l‘)

Damit:

FGb)] = \/ £ ) - FQD) =/ £(b) - £(B) = /F0D) — Vi =1 O

9.4.4 geometrische Funktionen

In e wird t € R abgebildet auf einen Winkel a. Es folgt e = cos(a) + 2sin(a)

Satz: Unter der Funktion f(s) : R — C,t + €' wird die reelle Achse (¢ € R) ldngentreu und
monoton auf den Einheitskreis abgewickelt.

Es gilt also: € = cos(t) + 2sin(t).

insbesondere: ™ = —1

Satz: Die geometrischen Funktionen lassen sich darstellen als
sin(t) = R(e)
cos(t) = I(e')
also
= cos(t) + ¢sin(t). Dies geniigt zur Reihendarstellung:

00 420
COS( ) = Z;:o(_l) (;jj)!
. 0 3541
sin(t) = 23:0(*1) (§j+1)[
Beweis:

Einsetzen von z =t in ) -, %xk O

Bemerkung: Es gilt:
1. cos(t) = R(e") = (e +e7)
1

2. 51n(t) = C\}(e’t) = 5 (6 _ e—zt)

Definition:
1. cosinus hyperbolicus: cosh(t) := % (e’ +e~")

2. sinus hyperbolicus: sinh(t) := $(e' —e™)

14



Bemerkung: Es gilt:
1. cos(at) = cosh(t)
2. cosh?(t) — sinh?(t) = 1
3. cos?(t) +sin?(t) =1

9.5 Logarithmus

Satz: Fir die Fakultdt exp: R — R,z — e® gilt
1.VzeR:e* >0
2. Als Fakultit exp : R — R1 ist exp bijektiv

Definition: Die Fakultit exp~! : R — R heifit natiirlicher Logarithmus (In)

Bemerkung: Es gilt

e In(exp(x)) =In(e®) = x

e In(z-y) =Inz + Iny wegen exp(a + b) = exp(a) - exp(b)

P
q

o Inzd = glnx

Definition: Die allgemeine Exponentialfunktion zur Basis ¢ € R, d.h. a%, ist fiir alle x € R
definiert als a® := (e"(®)? = gzIn(a)

10 Reelle Funktionen

f:DCR—-Rz—y=f(x)

Definition:
e fist beschrankt, falls Ve € DM > 0: |f(z)| < M
e fist gerade, falls Ve € D : f(—z) = f(x)
o f ist ungerade, falls Vo € D : f(—z) = —f(z)
o f ist monoton fallend, falls Vz1 2 € D,x1 < x2 : f(z1) > f(x2)
e f ist monoton wachsend, falls Va1 0 € D, 21 < z2: f(z1) < f(x2)
e f ist periodisch mit der Periode L, falls Vo € D : f(z + L) = f(x)

Beispiel:
1. f(xz) = sinx ist periodisch mit L = 27, ungerade, beschrinkt durch M =7 oder M =1

2. f(x) = sinhz ist unbeschrinkt, nicht periodisch, ungerade, streng monoton wachsend

10.1 Grenzwerte von Funktionen

Wir benutzen Folgen!

15



Definition: Eine Zahl b € R heifst Grenzwert von f bei a € D wenn fiir alle Folgen (z,,)neny C R
mit limy, 00 T, = a gilt lim, o f(2,) =0

Bemerkung:

1.
2.
3.

b muss nicht der Funktionswert f(a) sein
+00 sind mogliche Grenzwerte

Werden nur Folgen mit x,, < a betrachtet, heifst der Grenzwert linksseitig, wir schreiben
limg o f(2)

. Werden nur Folgen mit z,, > a betrachtet, heifit der Grenzwert rechtsseitig, wir schreiben

limg qq f(7)

Beispiel:

.fm>={

-f(l‘)Z{ x

T 0<z<1

z+1 z>1

lim, o f(z) =3

lim,_,1 f(x) existiert nicht (manche Folgen liefern b = 1, andere b = 24)
limg 14 f(x) =2, limg, 1 f(z) =1

sinz xR\ {3}

2 T=3

lim, g f(x) =1 £(5) =2

CFR\{2) 5 Rz fz) = =4

r—2
lim, o f(x) =7
Wahle (2, )nen mit z, 3% 9 einsetzen.
1274 _ (zn—2)(zn+2)

Betrachte die Folge f(x,) = i = P = x,+2, d.h limy, oo f(2n) = limy, o0 (2n+
9) =4
1 2€Q
- f@) =
0 z¢Q
Va € R : lim,_,, f(z) existiert nicht. (manche Folgen liefern b = 1, andere b = 04)
f@)=er

limx_>0+ f(SC) =0
lim,,0- f(z) =00
= lim,_,0 f(z) existiert nicht.

flx) =+

lim, o4 f(z) = 400
limg o f(z) = —c0
= lim, o f(x) existiert nicht.

7. [ R\ {0} > R,z »—>2J:£alc) = 822
. )
sinx = Zk:O(—l)km =z — 2%+ 5201, .
Sinx __ r—Lla3 4L 54 . o 1.2 1 4
limg;_)o sinz _ 1
10.1.1 uneigentlicher Grenzwert
lim,_,, f(z) mit a = co oder a = —oo heiflt uneigentlicher Grenzwert.

16



Beispiel:
L limg e = =0
2. lim,_. o, sin z existiert nicht.

3. p € N:limg .o e — oco,dae” =1+zx+ %xZ + %x‘g + ... (e* wichst schneller als jedes

zP
Polynom)

4. limy 00 lr;(—:) = 0, In wichst langsamer als jedes Polynom.

1

5. limg oz -sin(z) =" limy_, ¥ =

= =

Lemma: Seien a < zp < bund f : D — R eine Funktion mit (a,z9) C D und (zo,b) C D.
Der Limes lim,_,,, f(z) existiert genau dann, wenn die Limiten lim,_,,,— f(z) und lim, .+ f(x)
existieren und tibereinstimmen. (3lim,_,,, f(x) © limy_y, - f(x) = limy_qo+ f(2) )

10.2 Stetigkeit

Idee: Wenn z wenig variiert, soll auch f(x) wenig variieren.

Definition: Eine Funktion f : D C R — R heifst stetigin g € D, wenn Ve > 0: 36 = §(xg,e) > 0,
sodass gilt: Vo € D : |z — 29| <6 = |f(z) — f(xo)| < e.

Zu jeder gewlinschten Genauigkeit ¢ der Auswertung f(z¢), findet sich eine erlaubte Abweichung &
von xg.

Bemerkung: Auswertung von stetigen Funktionen (z.B. im Computer) sind stabil oder robust.

Satz: Ist f stetig bei z = a, dann gilt lim,_,, f(z) = f(a), d.h. der Grenzwert ist der Funktions-
wert. gilt auch umgekehrt!

Beispiel:

1. Die Funktionen x, 22, sin(z), e sind alle stetig in ihrem Definitionsbereich.
Beweis fiir f(r) = 2%

(a) zu zeigen: Ve > 0:30 > 0 mit |z — 2| <6 = |22 — 2| < ¢
Sei |z —xg] <6 = m, also |22 — 23| < |(z — x0)(x + m0)| < |z — xol|z + 20| <

|z — zol(|z — wo| + 2|zol) .

5 £ — e (2lzo)*+2|zo| VEte
= 2Imol+ﬁ(2\ro\+ﬁ +2zo|) = 2|m0\+\/§( 20wo|++/2 )
€ ((2\$0\)2+4\$0|\/g+5> _ e @lmol+vE)? _

2[zol+e 2[zo|+e = 20zo|+vE  2lzolte

IN

(b) Wir fragen 22 — 23 = ¢ (ohne Betrag)

Sei 2o gegeben. Setze x = x¢ + h, d.h. (x¢ + h)? — 23 = 2hxzg + h? e

Abweichung h liefert exakt 22 — 23 = ¢

h=—xgt\/ai+e=08= /a3 +ec— |
2. List stetig auf R\ {0}
3. In(z) ist stetig fiir z > 0.

4. f(z) = /z,xz > 0 ist stetig. Wir teilen zp = 0 und 2o > 0
xo = 0. Sei 6. := &2 also |x — xo| < €2, also |z — 20| < % = |f(x) — f(xo)| = Vx| =2 < ¢
xo > 0. Wir benutzen Folgen. Sei (z,,)nen eine Folge z, — xg. s. Grenzwertsétze
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5. f(z) = ”;2__24 ist stetig auf R\ {2}. Die stetige Fortsetzung g(x)

ist stetig auf

Il
—
%&H
|M
vl
&
[N

ganz R. Es gilt jetzt lim,_o g(z) = g(2)

6. f(x) = Sinx(m) ist stetig auf R\ {0}. Stetige Fortsetzung g(z) = { x

Bemerkung;:
1. Gilt nur lim, .4 f(2) = f(a) so heillt f rechtsseitig stetig.
2. Gilt nur lim,_,,— f(x)

f(a) so heifst f linksseitig stetig.

Satz: Seien f und g stetig bei zg. Dann sind af + 8g(a, 8 € R), f-g und g(g(xo) # 0 auch stetig
bei xg. Ist f stetig bei g(xo) und g stetig bei xp, dann ist f o g auch stetig.

Beispiel:

1= arccos(rLy) | . — :
L f(z) = — ST +€z))+ 2=~ ist stetig auf R\{0}. (Kombinationen von elementaren Funktionen

sind stetig auf ihrem Definitionsbereich)

1 €
2. f(x) = {O i ¢ g ist nirgends stetig.

10.2.1 Folgenkriterium

f ist stetig in xo < fiir alle Folgen (z,)neny mit 2, — o gilt lim, o0 f(2r) = f(limy 00 2n) = f(20)
Dreiecks-Ungleichung Vz,y € C: |z +y| < |z| + |y

10.2.2 Verfeinerte Stetigkeitsbegriffe

Definition:

1. f heilit gleichmdfig stetig, falls Vy € D : Ve > 0: 3 = §(e) mit Ve € D : |z —y| < § =
|f(z) — f(y)| < e. Dabei hingt ¢ nicht vom Ort (d.h. y bzw. ) ab!

2. f heiflt Lipschitz-stetig, falls Yo,y € D : 3L > 0 mit |f(z) — f(y)| < Llz — y|

Bemerkung:
1. Alle Lipschitz-stetigen Funktionen sind gleichméfig stetig.
2. Alle gleichméfig stetigen Funktionen sind stetig.

3. Lipschitz-Funktionen verlaufen iiberall in einem , Kegel” mit maximaler Steigung +L.

Beispiel:
1. f(xz) = 3x ist Lipschitz-stetig: |f(x) — f(y)| = |3z — 3y| = 3|z —y| < L|z — y| mit L =3

2. f(xz) = v/ mit & > 0 ist nicht Lipschitz-stetig. Es existiert kein L so, dass |/z| < Lz fir
z—0
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3. flx) = % ist stetig auf (0, 1], aber nicht gleichméfig stetig.

Lz i B
Stetslgfelt. |t —z0| <0 =[5 — | <e. Auflésen nach z. 2 > 15 & w0 — v S wo — 0 =
Lo exo+1

4. f:(0,1] » R,z — f(z) = L. stetig mit d(g,z0) = zo oo 57 nicht gleichméRig stetig, denn
d(e,p) = 0

5. f :[a,b] = R,z — f(x) = 2% stetig mit §(¢,z9) =

sie e = max(lal, b))

oz Sleichmiikig stetig mit oe) =

Satz: Eine stetige Funktion f : [a,b] — R auf einem abgeschlossenen und beschrankten Intervall
ist gleichméfig stetig.

Bemerkung: beschrinkt bedeutet IM > 0, |z| < MVz € [a, ]

Satz (Nullstellensatz von Bolzano): Sei f auf [a,b] C R stetig und f(a) < 0, f(b) > 0. Dann
hat f in [a,b] eine Nullstelle. £ € [a,b], f(§) =0

Beweis: Bisektion Algorithmus: ag = a,by =0
Fiir k= 0,1,2.... : ¢ = %t

t  f(t)<O0 bt b f(t) <0
ar fO)>0 TN ft) >0
Erklarung:

Ak+1 =

(ak)zgl[{;’ "} ist monoton steigend. (bk)zee[N *I monoton fallend.

monoton + beschrinkt = IGrenzwert. by — ag| — s N\

limy o0 ar = limg_y00 by = &.
Wiére f(€) > 0dann 36 > 0: |z — ¢ < § = |f(x) — f(&)] < e. zusétzlich wihlen wir f > 0 in
0-Umgebung von £. Aber [§ — §,€ + ] muss ein agenthalten, denn a — £ (von unten). 4 =

f(§)=0

Satz (Zwischenwertsatz): Sei f : [a,b] — R stetig. Dann nimmt f jeden Wert zwischen f(a)
und f(b) an

Satz: Sei f : [a,b] — R stetig und [a, b] abgeschlossen und beschrénkt. Dann existiert maxgepq 4 f(2)
und minge(q,p) f (2). (Eventuell ohne waagerechte Tangente, z.B. am Rand oder auch mehrdeutig.)

11 Differentialrechnung

Idee: Ableitung als lineare Approximation (ldsst sich spiter besser verallgemeinern).

Wir wollen f an der Stelle zg durch eine lineare Funktion g(x) approximieren, d.h. g(z¢) = f(xo)
und g linear

= g() = f(wo) + alx — o)

Sei h ein beliebiger Punkt auf der x-Achse.

Af(h) = f(xo + h) — (o)

Ag(h) = g(xo + h) — g(xo) = ah

Es gilt Af(h) = ah + r(h).

r(h) soll klein sein, am besten kleiner als ah, zumindest fiir kleine h.

:>r(h)<<ah:>%<<1

Idee: limp—0 % Z0= limyp, o L:) 0.
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Dies liefert uns a, also die beste Approximation, denn:
Af(h) = f(zo+h)—f(x0) = ahtr(h) = a = L= (wo) f 1(h) — jipy o g = Timy, o LIS (o) o

v
limy o 1 = q = limy, o LEoth)=S(x0)

Definition: Eine Funktion f heifit differenzierbar bei z, falls es eine Konstante a gibt, sodass gilt
f(xo +h) = f(xg) + ah + r(h) mit limj,_,o ( ) —0.a hangt von f und z¢ ab und heifst Ableitung.

Es gilt: a = limp o M = f' (o)

Bemerkung:
S(@oth)—f(zo) _ lim,_, f(i) f(zo)
h Tr—

1. alternative Schreibweise: limy,_.q o

2. f'(zo) = (mo) ,Differentialquotient”

3. Jede differenzierbare Funktion ist stetig bei z.
Beweis:
2.2:Ye>0: |z —xo| <d=|f(z)— flxo)] < e
setze t =g+ h. |h| <0 = |f'(zo)h +1(h)| <e
£(z) = f(wo) + f'(wo)h + r(h)
Wihle |h| < sodass r(h) < h.= |f'(zo)h+r(R)| <|f'(zo)h+|r(h)| <|f'(zo)|+1h <
h<e

€ __
[f"(o)+1°

Beispiele:

1. f(z) = konstant = f'(x) =0

2. f(z) =ar = f'(x0) = limgy_sz, 00 = Zi" =alimg g, 7= ’;g =a

3. f(z) =22 = f'(x0) = limp_0 m = limy,_, 2%

11.1 Rechenregeln fiir Differenzierung

Satz: Fiir f,g differenzierbar bei zy gilt
L (af + Bg) (z0) = af'(zo) + B9’ (v0) o, fER
2. Produktregel: (f - g)'(zo) = f'(w0)g(z0) + f(x0)g (x0)
3. Quotientenregel: (g)’(mo) I (wo)g(wo)— {5“)9 (o) g(mg) #

g(zo

4. Kettenregel: (go f) (zg) = %g(f(iv))h:xo = g'(f(x0))f (20)
5. Umkehrregel: (f~1) (xg) = m mit yo = f(xo)

g(f(z)=g(f(z0)) _ g(f(#))=g(f(z0)) f(z)=Ff(Zo)

Beweis Kettenregel: pr— F@)—f(w0) pra——

Im Grenzwert z — zq gilt y — yo folgt

9'(wo) f'(wo) = ¢'(f(20)) ' (o)

Beweis Umkehrregel: f~!(f(z)) =2

Ableiten mit Kettenregel bei x = x¢:

= ¢/ (fwo) - F'wo) = 1 & (F71)(£ed) = s = £ 1(yp)
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Beispiel:

1. g(x) = In(x) = exp~}(z)
g'(@) = (exp™!)'(*) = sty = »

2. f(x) =% = eln(:r(’) = % In(a)

a(z) = In(x)
doppelte Verkniipfung mit < b(y) = ay = f(z) = c(bla(x))
c(z) =¢€*

Kettenregel:

f'(@)d (b(a(x)) - 4£bla(z)) = ¢ (bla(z)) -V (a(z)) - a/ (z) = 2l = az*!
3. f(x) = cos(x) = R(e) = <™ |

1T —x 1=— x —x

() = 3(e™ + (—)e™) =155— =" “5t— = —G(e"*) = —sin(x)
analog:

(a) sin’(z) = cos(x)
(b) cosh’(z) = sinh(z)
(c) sinh’(x) = cosh(x)

Satz:

"z

0,Vz € [a,b] < f ist konstant in [a, b]

"(x) > 0,Vz € [a,b] < f ist monoton wachsend in [a, D]

/

T 0,Vz € |[a,

- f'(x) [a,b]

- f'(x) [a, ]

. f'(z) <0,Vz € [a,b] < f ist monoton fallend in [a, ]

- f(x) > [a, b] < f ist streng monoton wachsend in [a, b]
(z) < [a, ]

TU o W

. f'(z) < 0,Vz € [a,b] < { ist streng monoton fallend in [a, b]

11.2 hohere Ableitungen

Definition: Die n-te Ableitung einer Funktion f in Punkt xg ist rekursiv definiert. d.h.: Es
n—1 n—1
existiert der Grenzwert limy,_,q G o el G =: fM(z0) (zB.n=3: f"(x0)). Wir schreiben

FoL J P 0, O, o
Existiert f*)(xq) fiir k = 0,1,2,...,n, dann heift f n-mal differnzierbar in xq.

Definition: Sei I C R ein Intervall. Die Menge C™(I) := {f : R — R | f(¥) stetig fiir z € I,k = 0,1,...,n}
enthélt die n-mal stetig differenzierbare Funktionen auf I.

Ist f(*) stetig fiir beliebige n € Ny so heifit f unendlich oft differenzierbar oder glatt. f € C™ (I)

Beispiel:
1. ze[-1,1]
1 2€Q
0 z¢Q
(b) f(x) = sgn() ¢ C°
(c) f(z)=lz| € C®
2. Fiir Polynome p mit Grad n gilt p € C*°

(a) f(w){ # C°
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11.3 Konvexitat & Konkavitat

Definition:

e Sei f : I — R eine Funktion. Gilt fiir alle 1,20 € I und A € (0,1) : f((1 — z)xo + Az1) <
(1 =N f(zo) + Af(z1) so heilit f konvez.

e Sei f: I — R eine Funktion. Gilt fiir alle 1,292 € I und A € (0,1) : f((1 — z)xo + Az1) <
(I =X)f(xo) + Af(x1) so heit f streng konvez.

e Sei f: I — R eine Funktion. Gilt fiir alle 1,22 € T und X € (0,1) : f((1 — z)xo + Az1) >
(1 =X f(zo) + Af(z1) so heilst [ konvkav.

e Sei f : I — R eine Funktion. Gilt fiir alle z1,22 € I und A € (0,1) : f((1 — z)xo + Az1) >
(1 =X)f(x0) + Af(z1) so heift [ streng konkav.

Bemerkung:
e Konvexe Funktionen liegen immer unterhalb (oder auf) ihrer Sekante.
o Konkave Funktionen liegen immer oberhalb (oder auf) ihrer Sekante.
e Ist f konvex, so ist sie linksgekrimmit.

e Ist f konkav, so ist sie rechtsgekrimmdt.

Satz:
e Fiir f € C%(I) gilt: f ist konvex auf I< f’(x) >0 Vrel
e Fiir f € C%(I) gilt: f ist konkav auf I< f”(x) <0 Vrel

11.4 Kurvendiskussion

Definition:

e Sei f: (a,b) = R und zg € (a,b) gegeben. Falls eine Umgebung U von g (z.B. [xg—9, 0+ d])
existiert, sodass f(x) < f(zg) Va € U, dann hat f ein lokales Mazimum in xg.

e Sei f: (a,b) » Rund x¢ € (a,b) gegeben. Falls eine Umgebung U von zq (z.B. [xg— 0, z¢ +I])
existiert, sodass f(x) > f(zg) Vz € U, dann hat f ein lokales Minimum in x.

Definition: Ein Extremum ist ein Maximum oder ein Minimum.

Satz: Sei f € C2.
1. Hat f in ¢ ein lokales Extremum, so gilt f'(z¢) = 0 (notwendige Bedingung)

2. Falls zusétzlich f”(xzg) < 0 (streng konkav), dann gilt f hat ein Maximum. (hinreichende
Bedingung)

3. analog: Minimum
Beweis: zu zeigen: f(z) < f(zg) Ve eU= f'(x9) =0

f(z) = f(zo) < 0 : Differenzenquotient: £&=/(0)

r—Io
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11.5 Wendestellen

Definition:
e Eine Stelle, an der die Kriimmung wechselt, heifft Wendestelle.

e Ein Punkt, in dem die Kriimmung wechselt, heitt Wendepunkt.

11.6 Mittelwertsatz

Satz: Sei f eine Funktion stetig in [a, b] und differenzierbar in (a,b). Dann gibt es ein £ € (a, b)
mit f(b) — f(a) = (b—a)f'(§).

Beweis: Betrachte h(z) = (f(b) — f(a)) -2 — (b — a) f(z). h ist stetig und differenzierbar.
Es gilt: h(a) = f(b)a — f(a)b = h(b).

zu zeigen: 3¢ € (a,b) : h(§) = 0, denn '(2) = (f(b) — f(a)) = (b —a) f'(z)

1. Fall: h(z) = const = h(a) = h(b) = W (z) =0=> &=z

2. Fall: h variiert, z.B. h(z) > h(a) = h(b). Wegen Stetigkeit: 3¢ : h(£) ist Maximum. Wegen
Differenzierbarkeit gilt dort h'(£) = 0.

3. Fall: h(z) < h(a) = h(b) =Minimum O

) =
(

Bemerkung;:

1. Man kann schreiben f(b (a) = f'(§). b—a ist die Steigung der Sekante. f'(£) ist die Steigung
der Tangente.

2. Fiir zusétzlich f(a) = f(b) gilt offenbar f(b) — f(a) = (b —a)f'(§) = 0 (Satz von Rolle)

11.7 Satz von L’Hospital

fx) _

Seien f, g differenzierbar und lim,_,, f(z) = 0,lim,_, g(z) = 0 mit @ € R. Dann gilt lim,_,, ()

lim,_,, % falls existent.

Beweis: Seia € R. f, g differenzierbar = f, g stetig, also f(a) = 0,¢g(a) = 0.

r4a: — fla)=f(x) MWS mit Intervall [a, 2] (a—2)f"(¢1) _ /(&)

& = St (e ng(6) = e Wit &8 € [a, 7]
(z

\tm

limy, o £ = lim, g,gggg = limy_q Jg‘ g;”; dh. & = a,& —safirr —a O

Beispiel:
1. lim, . Bm(x) = lim, . &1@) =1
2.1 In(cos(x)) — 1 ﬁ(z)(*sin(ﬁ) — 1 tan(z) — cosé(:c) S H cos?(2z)
© Ma—0 Tnfcos(2z)) — M0 T (Cein(ay 2 w0 Ztan(2r) =0 5 F-2 M350 Teos?(z) —
1
4
3. li z = li TE =i L = 1i 1 =
. lmx_)%(l' — §)tan(x) = lmm%% —_—T = lmx_)% -1 1 = lmm%% T2y 1
tan(z) tan2(x) cos2(x) T sinZ(2) cos2(z)
-1
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4. limy oo (142)% = lim, o0 exp(z In(142)) = exp(lim, o 252 ) = exp(lim, o o) =

exp(limg o0 H%) = e®

11.8 Taylor-Entwicklung

Wie kénnen wir eine Funktion f approximieren, wenn wir nur ihre Ableitungen an einer Stelle
kennen?

Beispiel:

e gegeben: f(zo), f/'(z0). gesucht: g(z) = f(z)
= g(z) = f(zo) + f'(wo)(x — (x0)

e besser: gleicher Wert + Steigung + Kriimmung:
F(wo), £ (o), (o) gegeben,
Ansatz: g(z) = ag + a1x + aza?

Gleichungen fiir ag, a1, as mit g = 0:
— ao = g(0) = £(0)
— a1 =¢'(0) = f'(0)
— az =g"(0) = f"(0)

Definition: Fiir f € C"(I) und zo € I,n € N heifit T),(z) = > 1_, f(k;(!m“)(x —x9)k = f(mo) +

F(@o) (@ —x0) + 3 f" (20)(x — 20)* + ... + 2 () () (x — 2)™ die Taylor-Entwicklung oder (Taylor-
Polynom) n-ter Ordnung zu f um den Punkt xg.

Beispiel:
L f(z) =e", f®(2) = e, W) (z0) = 1
= Tn(z) = ZZ:O %mk
2. flx)=a®> 2043, f(2) =22 -2, f"(x) =2, fF(2) =0 k>3
zo=1,f(1) =2, f/(1) =0, f"(1) =2, fF(1) = 0
Ty(z) =2+0-(z—1)+ 32z -1)2+%-0z-1)=22-22+3
3. f(z) =sin(z), 20 =0

Ts(z) = o — §2° + 1352°

Satz von Taylor: Sei f € C"([xg,z]) und f("*+1) stetig in (xo, ). Dann existiert ein ¢ € (x, z)

n (e (nt1) N (nt1) N
sodass f(z)—>_}_, fki(!o)(wfxo)’C = f(n+1)(!5) (r—x9)" L. Den Fehler 7, (z) = f(n+1)(!€) (x—z0)" Tt

nennt man Lagrange-Restglied.

Bemerkung:
e Fiir n = 0 ist das Lagrange-Restglied der Mittelwertsatz:
f(@) = f(xo) = f'(§)(z — z0)
e Oft wird die Taylor-Entwicklung angewendet in der Form f(z + h) = >}, %(m -

n
. Dies wird typischerweise geschrieben als f(z+h) = >, ! kkl(x) h¥

k v=z0th < FP(@0) 5k
1‘0) - Zk:o Al h
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Beispiel: f(z) = sin(x). Es gilt: r5 = f(x) — T5(z) = %(x —1zp) = 51;12(5) 2% mit € € (0,2)

Abschétzung:

r=1

) 1073
|T5(:17)|7;0|z631n§|§750|x|6z{1 _

107 z=1
Dies ist eine konservative Abschitzung, tatsdchlicher Fehler: |rs(z)| ~ {0 4 . 5
. T =
Taylor-Reihe: Fiir f € C°°(I) diirfen wir in der Taylor-Entwicklung n — oo setzen.

SO
oD fi(”’)(x 70)* heit Taylor-Reihe. Die Taylor-Reihe konvergiert genau dann, wenn lim, o, |7, (x)| =

Beispiel:
1. f(z)=In(l+z),20=0

fO (@) = (1) e k=21

F®(0) = (~1)F 1 ER = ()R — 1)1

Too(x) = 0+ 3050 (— 1)kt Ellgh = S700 (—q)h-te

Fehler:
Iro(=)l =1 (::Fi e = Iy (1+Z)+i+1 =l (75" 0
e x40
2. f(x) = {O N 7: .
f'(w) = {26_ =70
0 =0

Man kann zeigen: f € C®(R), f*(0) =0 VkeN

() (g .
= Too(2) = 520 = Sop2 o T ( — mo)F = 3002, 2% = 0 bei 2 = 0

12 Integration

Frage: Flidche zwischen y = f(z) und der z-Achse fiir a <z <b

)
1. Wihle eine Zerlegung Z = ( 1y @) vou [a,b] mit a = xo < 21 < ... <z, = b, dh. n
Teilintervalle [z;_1, 2], =1,..n

2. Wahle in jedem Teilintervall eine Zwischenstelle &; € [x;_1, ;]

3. A=Y f&) (@i — @in)

Manche &; sind ausgezeichnet.

Definition:

1. Wihle & € [z;_1, 2] so, dass f(&) = miny,, , ., f(z), dann heift U(f, Z) = 327", f(&) (@i —
xi—1) Untersumme.

2. Wéhle &; € [z;_1,x;] so, dass f(&) = MaX(y, ;] f(z), dann heiflt O(f, Z) = Z?Zl F&)(xi—

z;—1) Obersumme.
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Offenbar gilt fiir Z5 feiner als Zy immer U(f, Z2) > U(f, Z1) und O(f, Z2) < O(f, Z1).

Definition: Sei f : [a,b] — R beschrankt. Sei Z die Menge aller moglichen Zerlegungen Z von
[a, b], also beliebig fein.

1. Der Wert O(f) = inf{O(f,Z) | Z € Z} die Obersumme von f.
2. Der Wert U(f) =sup{U(f,Z) | Z € Z} die Untersumme von f.

3. f heifit Riemann-integrierbar, falls O(f) = U(f). Wir schreiben O(f) = f flz

Bemerkung:

1. Es ist auch mdoglich, {iber Folgen von Zerlegungen {Zj }ren mit limg_, o, Feinheit von Z; = 0
die Ober- bzw. Untersumme zu definieren.

2. nicht jede Funktion ist Riemann-integrierbar, z.B.
1 z€Q
T) = auf [0,1], O(f) =1£U(f) =
(@) {0 Tog 0L 0() =1 £U()
3. Es gibt eine Integral-Verallgemeinerung: Lebesque-integrierbar
4. Wenn f stetig auf [a, b] ist, dann ist f auf [a, ] integrierbar.

5. f ist Riemann-integrierbar, falls f endlich viele oder abz&hlbar unendlich viele Sprungstellen
enthalt.

6. Fiir stetige f diirfen wir eine Zerlegung wahlen und per Grenzwert das Integral ausrechnen.
Beispiel:
f(z) = x? auf [0,b],b > 0. Wihle Z, mit 2; = i2 Hquidistant n € N.
O(f, Zn) = iy F(&) (i —wima) = T (i0)2 = (5)P T,y 2 = (§)P et i@nt )
b3 n(n+1)(2n+1)

b 2, 133
:>f0xdx—§b

12.1 Rechenregeln fiir Integrale

Seien f und g integrierbar auf I = [a,b]. Dann gilt

1. fff(a:)dxzf;f (a) d:r:—|—fbf (z)dz, cé€ a,b

2. f:(af( )+ Bg(x) as—af f(x dx—l—ﬁffg(x)dm, a,fER

3. flz) <g(z) Vzé€la,b]= fa f(z)dz < ffg(x)dac

4|} F@)de] < [} 1f(@)ldw < |floo(b — @) = maxg,y |f ()]
Bemerkung:

L [? f(z)dz =0

2. [} fl@)de = — [/ f(

3. [0 —f(x)dz ——f fla

Sy f@yd = [ f(t) fa f(k)dk

W
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Mittelwertsatz der Integralrechnung: Sei f : [a,b] — R stetig. Dann existiert £ € [a, b] mit
[} f(@)de = F(E)(b—a)

Hauptsatz der Integralrechnung:
1. Sei f: [a, b] — R stetig, z,zo € [a,b] und F(x ro f(t)dt. Dann ist f differenzierbar und
es gilt F'(z) = & fwof t)dt) = f(z)
2. Sei F : |a, b] — R und F € C([a,b]) mit F'(z) = f(z) fiir © € (a,b) gegeben. Dann ist
[ f@)dz = F(b) = F(a) =: F(x) [}
Beweis:

(a) Differenzen-Quotient: F'(x) = limy, w

F(z+h) - Fz) = [Z7" fydt — [T f0)dt = [ f)dt "2° f(Oh € € [v,2+h] =
limh_>0 w = hmh—>0 f(f) - f(x)
(b) Definie G(x) := [ f(t)dt mit G(a) =0, G(b f f(t)dt und G’'(z) = f(x). Also sind

G und F glelch bis auf eine Konstante (da sie dle glelche Ableitung haben).
= Fl(z) -G (x) =(F -G) () =0= F — G = const

= F(a) — G(a) = F(b) — G(b) = F(z) — G(z) Vz € [a,}]

= [V f(t)dt = G(b) — G(a) — F(b) — F(a) O

Bemerkung:

1. Ein F € C! mit F' = f heit Stammfunktion von f oder unbestimmtes Integral [ f(z)dx =
F(z) (ohne Grenzen).

2. Stammfunktionen sind nur bis auf eine Konstante bestimmt. Also: F'(x) ist Stammfunktion =
F(z) + C ist Stammfunktion C € R

12.2 Wichtige Stammfunktionen

L [2%de = Z52°T'+C aeR\{-1},CeR
[ 2dz=In|z|+C

[e*dz =e"+C

. [sin(z)dz = — cos(z) + C

. [ cos(z)dz = sin(z) + C

/ Wd:r = arctan(z) + C

N v e W

[ \/%dx = arcsin(z) + C

8. [ LB dz =n(f(@)))

12.3 Standard-Techniken zur Umformung von [ f(z)dx

Partielle Integratlon Aus (f-9) = f'g+ fg" (Produktregel) folgt [(f-g)'dz = f(zx)g(x)+C =
[ f(z) dx+ff r)dx

also ff x)dr = f — [ f(z)g(x)dz + C
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Beispiele:
1. [t2etdt = t?e’ — f2tetdt = t%e! — (2te’ — [2e'dt) = (t* — 2t + 2)e' + C
2. [1-In(z)de =zn(z) — [2ldr =zn(z) -2+ C
3. I:= [e*cos(x)dr = e” cos(z — [e*(—sin(z))dz = e” cos(z) + (e” sin(z) — [ €* cos(x)dz)
Es folgt: I = e® cos(z) + e”sin(z) — I = I = 1e®(cos(z) + sin(z) + C

Substitution Sei F' = f. Fiir F(¢(t)) gilt: §F(6(1)) = F'(¢(t)) = F'(6()¢' (t) = f(6(1))d' (t).
Also [ f(o(t)¢'(t)dt = [ f(z)dz|,—pe)

2 Moglichkeiten zur Anwendung:
1. Gegeben [ f(4(t))¢'(t)dt. Ersetze ¢(t) = z = % = ¢/(t) = do = ¢/(t)dt
2. Gegeben [ f(x)dx. Ersetze x = ¢(t). auch hier: dz = ¢'(t)dt

Achtung: Grenzen werden auch substituiert!

2 FO) (#)dt = [0 f()de baw. [0 f(x)de = [0 Fo()e (#)dt

Beispiele:
L [(sin®(t) + em®) cos(t)dt = [(a® + e®)dx = Lat + €7 + O = L sin’(¢) + ) + O
mit Grenzen: ftt:()% (sin®(t) 4 (1) cos(t)dt = fO (P4 e)de = (Jzt +e”) =1 +e—1

2. [sin(y/z)dz = [sin(t)2tdt = 2 [tsin(t)dt = —2tcos(t) + 2sin(t) + C = —2y/zcos(/z) +
2sm(f) +C

. . . _ _ 2 d _ _
Wir subsitutieren /2 =t =z =1* = 9 = 2t = dv = 2tdt

Standard-Substitutionen:
1. Potenzen von e® (z.B. €**,e~*). Wir substituieren ¢t = €%, dt = e®dx = da = 1dt
2. Potenzen von x und ez + b,t = Vaxr +0b,dzx = %t"‘ldt
3. Potenzen von z und v/1 — 22, & = sin(t), dz = cos(t)dt
4. Potenzen von = und vz2 — 1, x = cosh(t), dr = sinh(t)dt
5. Potenzen von z und v/22 + 1, = sinh(t), dz = cosh(t)dt

Beispiele:

LJ fda: = f ﬁ%dt = arctan(t) + C = arctan(e”) + C

2. [I0 L S Bl = 9 (B2 4 1)dt = 44

Vr—1 t

3. [V1—a?de = v=gint [ cos?(t)dt = cos(t)sin(t)+ [ sin(t) sin(t)dt = cos(t) sin(t)+ [ sin?(t)dt =
cos(t)sin(t) + [ 1dt — [ cos®(t)dt
& [cos?(t)dt = 1(cos(t)sin(t) +t) + C |i—arcsinz)= 3 (cos(arcsin(z)) - = + arcsin(z) + C =

[ V1 —22dx

1 _ 1 1 1 z=% 1 x=cosh(t) 1.
f \/ygidy - f ($)2-1) dy = 2 f \/Wdy - 2 f \/127_126&1" - f sinh(t) sinh(t)dt

=t+C |t:arcosh(w) ‘m:%: arcosh(x) +C ‘r

= arcosh(%) +C



5.2 1+ hde =2 [ VEELGy TR g eoi@y o p ek DV gy Xz gy v

et—e—

-2 Erw. 4 2
fy+2+y 1d yfy+2y+1d

— f dy + [ zy_'zl dy=y—+ [ szz_z% dy + C = Partialbruchzerlegung:
y* —y? = y?(y* — 1) = 212 = 0 (doppelte Nullstelle), z3 = —1,24 = 1. Betrachte Z%{iﬁ =
A, B c D
y Ty Ty T
&3P 4+1=9(A+C+D)+4*B+C—-D)+yA—-B=>A+C+D=0,B+C—-D =
3A4=0B=-1oA=0,B=-1,C=2,D=—2
2
= = b2 -2 yH:>2f,/1+zzdx_y+f3y+1dy+C—y+f Ldy +

2[ qdy =2 [ zdy+C

=y+ % +2In |y _ 1| —921n |y + 1| +C |y:et |t:arsinh(m): 6arsinh(a:) + efarsinh(z) +2In |6arsinh(x) _
1—-2 ln(earsinh(z) + 1) + C

Bemerkung: Es gibt Integrale, die nicht ,elementar” gelost werden kénnen. (d.h. mit den Me-
thoden, die wir kennen)

Beispiel: [, et dt
Per Potenzreihe wird definiert:

42 0 1k 2k . oo
Erf(z) = ffo tdt:%fonkzo( 1I)clt dt:%Zk:O(
Erf(x) heiflt Fehlerfunktion.

( 1)k' 2k+1

—1F pmoop g, 2 oo (=
- Jo t dt—ﬁZk:O )

Achtung: Integrale und Reihen diirfen im Allgemeinen nicht einfach vertauscht werden. Hier ist es
allerdings erlaubt (Stichwort: gleichméfige Konvergenz)

12.4 Uneigentliche Integrale

Definition:

1. Essei f: (a,00) = R auf jedem Intervall [a, b] integrierbar.

Wir definieren [~ f(x)dz := limj o0 f; f(x)dx als uneigentliches Integral von f iber (a,o0)

2. Es sei f:[a,b] \ {zo} — R bei 2y unbeschriankt und integrierbar auf jedes Intervall, welches
2o nicht enthéalt.

Wir definieren: f; fz)dr = limy_yp— fj f(z)dx + im0+ ft x)dx als uneigentliches In-
tegral von f.

Bemerkung:

1. Uneigentliche Integrale sind entweder konvergent (wenn der Grenzwert existiert) oder diver-
gent.

2. analog zu (1) definieren wir [*_ f(z)dz und [*_ f(z)dz = [*_ f(z)dz + [° f(x)dz wenn
jeder Summand existiert.

3. Ist F eine Stammfunktion von f, so gilt f;o f(z)dx = limp_, o F(b) — F(a)
4. Bei (2) ist die typische Situation eine Singularitdt am Rand, d.h. ¢ = a oder xzy = b.
Beispiel:
b . b .
Joo F(@)dz =1impy [, f(z)dz = F(b) = limyue+ F(1)

29



Beispiel:
1. fooo e %dxr = limp_ oo fob e dzr = limy_, o0 (—e ™) [5= limy oo —e? + ¥ =1

2. foooo H_gczdzzz = f - 1_Hcgd:l:JrfO H_xzdx* 2f0 1+x2dl'* 2limy_, o, arctan(z) |3

= 2(limy_, oc arctan(b) — arctan0 = 25 =7

ot —~1l,a,b€R
3. Betrachte f(z) = 2%, «a € R. Es gilt fb o = Ot+1x \ a#—labe
a In|z| |2 a=-1,a-b#0

1 : a+1
(a) floo e — @(hmb_ﬂx, b - 1) (6] 7é -1
limp 00 In|b| — 0 a=-—1

lim po+l o a+l1>0a>-1
b 0 a+1<0oa<—1

also [~ z*dz konvergiert, falls a < —1 mit [~ 2%dx = _%ﬂ’ a<—1

0 — limy_so a=-—1

1
b ody =
(b) Jo x*da {ail(l—limbﬁob““ a#—1

oo a+1<0

1 . .
= [ 2%dx konvergiert, falls & > —1 mit Wert ——
0 atis0 o & ot

limbﬁo {Ea+1 = {

Es folgt:

1
oo - < -1
L [ a%de=q ! @
divergent o > —1

1
L > -1
2. fol xdr = { o+l @
divergent o < —1

Bemerkung: Sei f stetig in [a,b] \ {zo} und hat bei z( eine Polstelle (unbeschrénkt). Gilt in
einer Umgebung von xg

1. |f(z)| < C=— mit p < 1,C > 0, dann konvergiert f; f(z)dx

|x— uLO\P

2. |f(z)|>C mit p > 1,C > 0, dann divergiert ff f(z)dz

|x— .Ko‘p

Analog:
Falls |f(z)| < g(z),z € [a,00), dann gilt 3 [~ g(z)dz = 3 [° f(x

Beispiel: Konvergiert [ (1+sint)e~'dt? Es gilt [(1+sint)e!| < 2|e~*| und 32 [ e~*dt. Damit
existiert [°(1+sint)e~'dt

Satz (Integralvergleich fiir Reihen): Sei f : [1,00) — R stetig, monoton fallend. Dann gilt
> oo 1 f(n) konvergiert < [ f(x)dx existiert

Beispiel: ZZO 1 nﬁ, Vergleich mit fl =5 konverglert fir 8 > 1. Damit divergiert Zn 1 n, aber
Ezozl —or konvergiert.

1, 1000

Bemerkung: Die Werte von Integral und Reihen sind im Allgemeinen verschieden.
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12.5 Parameter-Integrale

Sei f:[a,b] x R = R, (z,t) — f(x,t) eine Funktion in & mit Parameter ¢. Fiir feste ¢ sei f(-,t) :

[a,b] — R integrierbar. Das Integral g(t) = f; f(x,t)dx heilt Parameter-Integral und ist eine
Funktion g : R - R

Beispiel: Gamma-Funktion Betrachte I(n) = [;*
10) = [T e ®de =1
I(1) = [P ae "de = x(—e”) | — [, L(—e®)dz =0+ [, e dx =1

allg.: I(n) = [ a"e ™ ®de = —a"e " [F +n [ 2" e ®dx = nl(n — 1) = n(n — 1)I(n — 2) =
I(n)=n! neN

z"e %dx, f(x,n) =a"e ",

Beachte: I(n) ist auch fiir n € Rt definiert. Damit lassen sich Fakultidten r! r € R berechnen.
Was ist mit n < 07 In der Nihe von z = 0 gilt: [z"e™*| < Ca™ = [ 2"e " konvergiert fiir n > —1

I(n) divergiert fiir n < 1, I(n) konvergiert fiir n > —1

Definition (Gamma-Funktion): T':(0,00) = R,a > [;~ 2 'e~*dz heift I-Funktion. Es gilt:
Ia+1)=(a+1)T(a) Va € (0,00)

Bemerkung:

1. T'(a) ist die Verallgemeinerung von der Fakultétsfunktion fiir reelle Zahlen. Es gilt T'(n+1) =
n! n €Ny

2. Es gibt viele Funktionen, die f(n+1) = (n+1) f(n) erfiillen, aber nur I" ist glatt und konvex.
13 Lineare Algebra

Die definierenden Eigenschaften von Vektoren u, v sind
o die Addition u+v =w

e die skalare Multiplikation au = w mit o € R, d.h. Streckung oder Stauchung von u. « heift
Skalar.

Beispiel:
1. Richtungen in der Ebene, z.B. u = (é),y = (j) Wir schreiben u, v € R?

.U+U:<(1)> € R?
. 3~u=<2>€R2

cana (3) () - (3)

2. Richtungen im Raum, zB.u=| 2 | eR3o=|1] eR}w=| —e| €R3

3 0 V2
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U1

U2
3. allgemein ,im n-Dimensionalen” u,v € R, n € N,u =
Up,
auy + Py
aug + [y
Es gilt: au + fv =
aty, + Bu,
Definition: Sei mit R™ ein Vektorraum gegeben. Eine Abbildung || - || : R* — R, u — |lu|| heift
Norm, falls gilt:
0
0
L ul=0su=0=]. ]cR"
0

2. |lull > 0 fiir u # 0
3. [low]| = lafflull,a € R

4. lu+ vl < |lull + |Jv]| (Dreiecksungleichung)

Beispiel:
1. BEuklidische Norm oder Léange in R™: ||ul| := /> po; 17
1
u=|-2] €R® |ulls = /42 + (-2)2 + (-3)2 = V14
-3

2. u e R, ||ully :== Y _; |uk| ist die 1-Norm.

1
u= =2, lluly =+ ]-2/+[-3[=6
-3

3. u € R ||ulloo := maxi<k<n |ug| ist die co-Norm.

1
u= | =2, fufoc = max{[1],| = 2[,] = 3|} = 3

Bemerkung:

1. Das Aussehen des ,Einheitskreises” hangt von der Norm ab! Der Einheitskreis ist dabei be-
stimmt durch alle Vektoren mit der ,Lénge” 1, d.h. |lu]| =1

2. Die Normen sind dquivalent in R™, also austauschbar bis auf eine Konstante.

Cillull, < llullg < lull, ¢,p € {1,2,00} mit C12 >0

3. Mlullp == /> k=y unl?

14 Analysis im R”

Wir betrachten die Funktion f: D C R* - R™ n,m € N.
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14.1 Lineare Abbildungen
Definition: Eine Abbildung ¢ : R™ — R™ heift linear, falls gilt: p(au + fv) = ap(u) + Bp(v)

Bemerkung;:

e Fir m = n = 1 hat ¢ die Form ¢(z) = az a € R, denn p(az + By) = a(az + Bb) =
aaz + fby = ap(x) + Be(y)

U7 U1
U2 V2
e Fiir allgemein m,n hat v = p(u) mit v = . € R" und v = . € R™ die Form
Up, Um
V1 a11u1 + aipz + -+ arpln
V2 G21U1 + A22U2 + -+ + A2pUn )
= . mit a;; € R
Um, Am1Ul + Am2U2 +-- AmnUn
Beispiel: ¢ :R? = R? u s v = p(u)
V1 U1 + U2
va | = w1 +2usz |, also a;; =1,a12 = 1,021 = 1,a22 = 2,a31 = 0,a32 =1
U3 U2
Definition:
a1 G2 -+ Qlp
) G21 G2 - Q2n ] ) ) )
1. Ein Zahlenschema A = . . . heifst Matriz. Wir schreiben A € R™*". m
Gml Am2 **° (mn

ist die Anzahl der de Zeilen, n die Anzahl der Spalten.
2. Das Matrix-Vektor-Produkt ist definiert durch Au := v = p(u)

Bemerkung: Eine lineare Abbildung hat also die Form v = Au wobei wenn v € R™, v € R™ muss
A e R™*"™ gein.

Beispiel:
U1 o1 (u1,uz) Uy + Uz
]_' = = 2’ = = =
nem <02> wlu) (4,02(U1,U2)> <_u1 - 2U2>

au1+5w1>>:( auy + fwy + aug + fws >:a(ul+uz >+

@ ist linear: p(au+pw) = ¢ ((aw + Buwsy —(aus + Bwy) — 2(aus + Bws) —uy — 2uy

g (T2 ) e+ setw

Die Matrix zu ¢ ist A, = ( 11 12> €R?*2 dh.v= (51> = ( 11 12> <Zl)
-1 - 2 -1 - 2

Gerechnet wird nach der Regel ,Zeile * Spalte™: L ur) _ [ w U
-1 -2 Ug —Uup — 2U2

2.n=3m=1LR' 3y=¢(x) =1 +2v3 — 3
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A
Matrix: A = (1 2 71) denn y = Ax = (1 2 71) To | =x1 + 225 — 23
T3

1
¢(z) = 0: Dieses z € R? beschreibt eine Ebene mit Normalenvektor | 2

-1
Uy + Uo
Uy
= ’u,2
Ui

Satz und Definition: Seien ¢4 : RP — R™ und ¢p : R" — RP zwei lineare Abbildungen mit
Matrizen A € R™*P und B € RP*™, Dann ist die Verkniipfung ¢c = ¢4 o ¢p auch linear und
gegeben durch die Matrix C' = A - B € R™*" mit dem Matrizenprodukt ¢;; :== > }_; aixby;, wobei
i=1,...m j5=1,..,n.

1 2 11 1 2 11 3
Beispiel: A= -1 0] e R¥*2 B = ( ) ER?>*2 AB=|-1 0 ( ) =(-1 -1]¢
0 1
1 1 1 1
R3%2, Achtung: A-B#B-A

Bemerkung: Nicht jede lineare Abbildung ist invertierbar.

Definition: Eine lineare Abbildung ¢ : R® — R™.z — ¢(z) = Az mit A € R™*™ heif$t invertier-

1 0 0
bar, falls eine Matrix B € R"*" existiert, sodass gilt: B-A=A-B=ImitI = |y .. |- Wir
0 0 1

schreiben A= := B und p~1(2) = A~ 'z

Beispiel:
Ln=1ypx) =ar acR ¢ '(z) =21z geht nur fiir a # 0

2. n=2 @) =A <x1> _ <a119€1 +a12x2> mit A — <Z11 a12) c R2x2

T2 a21T1 + A22T2 21 Q22

az2 _ aiz 1 0
ALl = < all@22zgll2a21 a11a2a21:u12a21) = A"1A=A4AA""1= (0 1) . geht nur fiir ay1a99—

aj1a22—a12a21 ai11a22—a12a21
ai2a21 # 0

(11 32> ist invertierbar, (11 12> ist nicht invertierbar.
2 2

Bemerkung: Invertierbarkeit ergibt am meisten Sinn, wenn Definitionsmenge und Bildmenge
identisch sind (p : R™ — R™)

14.2 Stetigkeit

Definition: Sei f: f: D € R" — R™ und xg € D. f heifst stetig in xq, falls gilt: Ve > 0:35§ > 0:
|2 —oll <6 = [If(z) — f(z0) <e.

f heifst stetig in D, falls stetig Vo € D.
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Bemerkung;:

1. Dies geht fiir || - |2, || - |1, - |co- Es verdndern sich ¢, nur leicht.

2. Die Norm ||z — x| ist die Norm in R", die Norm || f(x) — f(z0)] ist die Norm in R™!
3. Es gilt: f ist stetig < limy_, f(z(k)) = f(limg— oo x(k)) fiir alle Folgen (x(k))keN CR"®
4

. Statt rechts- und linksstetig, gibt es nun oo viele Richtungen

Beispiel: f . RQ \ {Q} — R, (l’,y) — f(z,y) = 392211112 . Ist f Stetlg bei (;j) = <8)?

X L 21 _
Test: < ) = <1?0) f(ry) = 090 — =1
Y 100 1002 + 1002
Betrachte die Folge (Jj") - % (CPS 0‘) mit o fest.
n sin «

. Tn 0 . . 2% sin a cos « . .
lim,, 00 (yn) = (O , imy oo f(@n, yn) = limy oo W = lim,_ o0 2CcOsasina =
2 cos asin a

£(0,0) ist beschrankt, aber nimmt alle Werte zwischen —1 und 1 auf der z-Achse an.

Satz: Fiir eine lineare Abbildung ¢ : R — R™ gilt
L lp()[| < Cll]|
2.  ist stetig

Beweis:
v D1 015 T
1. Wahle || ||y und p(z) = Az. | : | = bzw. y; = >0 aijr; i=1,.,m
Yrm > it AmiTj
le(@)ll =Nyl = 2220 vl = 20320 | 305y @i | < 32020 D5y lasg ||
< max(33iL lai]) 327y ] < Clla ]| mit € = maxj—y, 2 (327 lais])
?
2. Ve > 0,30 >0, ||z — z0l|d = |le(x) —p(xg)]| < e
?
linear: ||¢o(z — zo)|| < Cllz — x| < Cd <e.

(1) mit # = o — 9. Wahle 6 = 5 O

14.3 Differenzierung

Wie in 1D als Approximation.

Definition: Eine Funktion f : R™ — R™ heilt in zy € R™ (total) differenzierbar, falls V¢ € R™
eine lineare Abbildung ¢ : R” — R™ existiert mit f(xo+&) = f(zo)+¢(§)+r(£) wobei r : R™ — R™

eine nicht lineare Abweichung ist fiir die gilt: lim¢_,¢ HTH(&E“)” =0

Sowohl ¢ als auch r hdngen von z( ab.
 ist linear (Tangentialebene, Tangential-Hyperebene)

Wir nennen ¢ =: f'(x¢) oder A =: Df(xo) die Ableitung von f bei zq.
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Bemerkung;:
1. Df(xo) entspricht der Matrix A € R™*" gehdrend zu .
A= (aij)izl’m’m'jzl’m’n sodass fi(xo 4 &) = fi(wo) + X j_y aix&i + 7:(€)
2. Fir m =n =1 ist der Fall aus 1D: f(xzg + &) = f(zo) + a& + ()

3. Fir n = 2 und m = 1 entspricht die lineare Abbildung ¢ der verschobenenen Tangentialebene
im Punkt 2y an den Graphen von f(z,y).

Wie berechnen wir die Komponenten der Matrix? In Komponenten f;(zo +§) = fi(zo) +

Zzzl airés + 14 (é)
0

Betrachte { = | h | e R",h € R

0
fi<x1,l‘2, s Ty T+ h7xj+1, .Z‘n) = fi(l’l, Xy xn) + aijh + ’I“l(h)

= aij + "

fi(zl,zg,...mj+h,...xn)
= h

fi(x1,x2,...,xj+h ri(h)
h

’mxn), da hmhg)[) h = 0

= Q35 = limy, o

Definition: Sei f : R® — R™. Der Grenzwert limj,_,q f"(ajl’Iz""’:ﬁh"”m") =: a'giz(f”) heifit partielle
J
Ableitung. Falls der Grenzwert existiert, heifst f partiell differenzierbar.

Bemerkung:
x
1. Fiir zB. f:R3 = R, [ 22 | = f(x1, 22, 23) ist 8{;1'3:(;) limp o fi(zl’“’”'fﬁh"”x"), d.h. 21,23
T3
werden als konstant angenommen und dann nach x,abgeleitet.
2. Firm > 1,n > 1 heifst die Matrix (aij)i=17,__,m;j=17__ﬁ = (%x(jm))i=1,mﬂn§j=1w-yn Jacobi-
onh  oh ... Oh
oz Oxo OTn,
Matrix Df(z) € R™*", d.h. | : o
fm  Ofm .., Ofm
ox1 Ox2 Oy
x
3. Firm=1n=3f:R* =R, |y | — f(x,y,2) heikt der Vektor (%, %’ g—i) der Gradient
z
von f: grad f oder Vf.
4. Andere haufige Variante des Gradients:
x fl (.’E, Y, Z)
R3S R3 |y | — | folz,y,2) |, 2.B. Geschwindigkeitsfeld.
z f3(.’E, Y, Z)
Ofh  9f 9N
ox 0 Oz
Df = % % % Jacobi-Matrix, div f = % + %—J; + %

dfs Ofs Ofs

ox oy 0z
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Beispiel:
1. f:R2 SR, (2,y) = 22 + 2y — 3>

Vi=(855) = o +y, -2 +2)

i (50)- ()

r-sinp

N G —
P) =\ ofz %7}2 “\sing 7-cosp

3. fiR" 5 Rz [zllz = /305, 25
of _ o (o 2y

n 2\—1 9 n 2y 1 I
(Oi=125) 72 gy (i1 75) = a7+ 200 = 1

1
2
Vf= (ﬁ ﬁ, ., ) (Jacobi-Matrix € R1*™)

(IR

x(t) t2
4. fR—=R3t— |y(t) | = | sint
2(t)

Df(t) =

srsiesl®
Il
RS
‘N«*‘idw Z%‘
~
Il
e R
==
T =&
Il
o
— 2
~

2x
5. [ R SR, (z,9) = {0+ (z.) # (0.0)

of o 2 2x T 2x
(:ZZ,y) 7é (0,0) : Vf = (875’ 87£> - (mQﬁyQ - (z2+52)2 . 237, z22erg - (w2+52)2 . 2y)

(z,y) = (0,0) : of = limy, 0 f(0+h,0});f(0,0) =0, 28 —limy, o f(0,0+h});f(0,0) —0

0z 1(0,0) ’ Oy

x

y) € R2, aber es existiert keine Tangen-

d.h. die partiellen Ableitungen existieren fiir alle (

tialebene, also ist f nicht total differenzierbar.

Satz: Falls fiir f : R® — R™ in einer Umgebung U C R™ von xy die partiellen Ableitungen
existieren und stetig sind, so ist f in U total differenzierbar (es existiert eine Tangentialebene) und
die Jacobi-Matrix D f ist stetig.

14.3.1 Kettenregel

Satz: Sei f: R" — R™ differenzierbar in zp € R" und g : R™ — R! differenzierbar in f(z¢) € R™.
Dann ist g o f : R® — R! differenzierbar in x¢ mit D(g o f)(z¢) = Dg(f(x0)) - Df(xo), d.h. die
Matrix D(go f) € R™™ ist das Matrix-Produkt von Dg(f(xg)) € R™>*™ und Df(zy) € R™*".

Beispiel:
1 (1)
1. z(t) = | x2(t) | ein Pfad in R3. (21,72, 23) ein Temperaturfeld.
1‘3(t)

Wie dndert sich ¢ entlang des Pfades z(t)?
i = P(@1(1), 22(t), w3(t) = (¢ 0 z)(t)

dpy _ OY  Qxy | O  Qxz _ .
di = dur ot T oms or = DY Dx
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2
2. f:]R—>R2,t»—>(t >

sint

2t
cost

Df(t) = ( ) € R2x1

g:RzﬁRQ,(CE,y)H< vy >

Inz + e¥
T
Dyg(t) = (‘11/ ey)

€T

h=gof:R—R%tw g(f(t))

(o)

991 991 of1 991 051 4 091 0f2
=L y-2t+ xcost
Dh(t):Dgl thlt:<3:!32 3%72) | '<38ft2)|t:<g;238;1 39%3?2>:<1 Y |
f@) cL (a:):f(t) + 992972 =2t + e¥ cost (a;):f(t)
sint - 2t + t? cost
t%~2t+esmtcost

Definition: Sei f : R” — R und z,, € R" ein Punkt und ¥ € R™ mit |v||2 = 1 eine Richtung.

Wir nennen % die Richtungsableitung von f mit g—];(oso) = limy,_q w

Bemerkung;:
0
0
1. Firyv= | 1] (z; =1) (Koordinatenrichtung) ist % die partielle Ableitung c%i
0
0

2. % ist die Steigung von f in Richtung v.

Beispiel: In welcher Richtung v dndert sich f bei zy am meisten? d.h. g—jj(xo) ist maximal?

Sei £ : R = R",t +— £(t) = 2y + tv ein Pfad in R™. Betrachte h(t) = f(£(t))

9
&y
. ) Kettenregel o F) ) ot
Es gilt 6—5(330) = %Mt)'t:o = Df(&(?)) - Dé(t)lt:o = (aT:fl 6732 aaéi) ' : =
96,
ot
Vf-v

= % =0fallsy L Vf und % maximal in Richtung des Gradienten.

14.4 Extrema
Definition: Fiir f : R™ — R heiflt 2o € R™ lokales Extremum, falls in einer Umgebung B, (z¢) =

{z € R" | ||z — 20| < r} mit Radius r gilt Vo € B.(x0) : f(z) < f(xo) (lokales Maximum) bzw.
f(x) > f(zo) (lokales Mimimum).

Bemerkung: Die Funktion h(t) = f(x¢ + tr) mit einer beliebigen Richtung v € R™ hat bei t =0
ein Extremum. = #/(0) =0, d.h. Vf v =0vr € R"
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Satz: Fiir f : R” — R sind solche 2o € R” Kandidaten fiir lokale Maxima/Minima fiir die gilt
Vf(xo) =0, dh. 2L (z0) = 0, 2L (w9) = 0,..., 2L (z0) =0

) 6902

Bemerkung: Vf =0 liefert n Gleichungen fiir die n Komponenten von z,,.

Beispiel: f(z,y) =2>+ay+y? + =

!

Vi=(3.%) = Qe+y+1,2y+2)=(0,0)

Bemerkung: Vf =0 ist nur notwendig, fiir die hinreichende Bedingung wird die ,zweite Ablei-
tung” bendtigt.

14.5 Der Satz von Banach

Definition: Fiir & : R™ — R” heift 2" ein Fixpunkt falls gilt ®(z') = =’

Definition: Eine Menge M heifit vollstindig, falls alle Cauchy-Folgen (z,,)neny € M einen Grenz-
wert in M haben.

Bemerkung: Endliche, abgeschlossene Teilmengen von R und R™ sind vollstandig.

Satz von Banach: Sei £ C R" vollstindig und fiir ® : £ — R™ gelte
l.zeE=®(x)eFE
2. [ @(z) — @(y)[| < kllz — y[| mit k& < 1 (Kontraktion)

Dann existiert ein eindeutiger Fixpunkt ' € F mit ' = ®(x').
Bemerkung: £ kann bestimmt werden mit dem Mittelwertsatz. Dabei gilt I = sup ¢4 1 ().

Beweis: Wir betrachten irgendein z(®) € E und die Folge z("t1) = ®(z(™). Wir zeigen (z(™)nen
ist Cauchy-Folge: Ve > 0,3ng : [|2™) — 2™ | <e m,n > ng.

(Cauchy-Folgen konvergieren fiir n — oo gilt (™) — 2" mit 2 = ®(z'), wegen Vollstindigkeit ist
z € E)

2D — 2| = [ @) — e V)| < k2™ — 2D < ke — 2O = krey wobei
eo := ||z — 2O
Sei n < m:

||x(m_1) _ x(m—2)|| + ||$(m_2) _ x(n)ll
< (EMTH 4+ BT 4 L4k eg
Bl R ek < K = 0k — S K = 5 (geometrische Reihe)

Wihle &,n9 sodass £0 < ¢ = ||z — 2| < £ < e dh. limy oo 2™ =2° O

-k >
Eindeutigkeit:
Seien z°, 2 ywei Fixpunkte 0 < [|lz — /|| = | ®(z) — ®(2)|| < kllz —2/|| < ||z —2/|| = ||z'—2'|| =
0 O
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14.6 Implizite Funktionen

Definition: Sei U € R? x R™ und F : U — R",(2,y) — F(z,y) stetig differenzierbar. Die
Funktion 7' : RP — R™ 2 — y = T(x) mit F(x,y) =0, d. h F(x,T(x)) = 0 heilt implizit definiert.

Bemerkung;:
1. impliziert definierte Funktionen miissen nicht existieren oder eindeutig sein.

2. Fir p = n = 1 beschreibt F(z,y) = 0 € R eine ,Héhenlinie” in der x-y-Ebene. y = T(z)
beschreibt die Linie als Funktion.

Beispiel:

1. Flz,y)=2>+y* -1, (z,y) eRxR, F:R*? =R
F(z,T(z)) =0=T(z) = +v1 — 22
Fixiere (09, y0) = (0, —1) =in einer Umgebung gilt T'(x) = —/1 — 22
(z1,y1) = (1,0) = T'(x) existiert nicht

2. Eine Umkehrfunktion von f : R — R liisst sich schreiben als F(f~1(y),y) = 0 mit F(z,y) =
y—f(=)
F(z,y) =0 gibt den Graphen von f(x)
f~1(y) kann definiert werden durch F(f~!(y),y) =0

3. Yodas Kutte ist eine zweidimensionale Flache in 3D.

x(u,v)
Kutte : R? — R3, (u,v) — | y(u,v)
z(u,v)

Eine explizite Parametrisierung (u, v) ist praktisch unmoglich zu finden.
Die Kutte wird daher implizit dargestellt, indem die , Kuttenpunkte” in R? markiert werden.
Wir definieren Freysre : R? — R, 2+ Froute(2) mit Frupe(x) = 0 falls 2 € Yodas Kutte

Im Spezialfillen konnen wir die Kutte darstellen als z = f(x,y). Dann gilt Fruue (2, y, f(z,y)) =
0

F(z,T(z)) = 0. Wir leiten ab: ( iz, T(x) =0, j=1,..,p i=1,...,n

Fi(z,T(z))
Fy (@, T(Q)) Kettenregel ap

: = ol R o P
Fo(z,T(z))

Wir schreiben D, F = ( o, ) € R™P und Dy F = (a ) € Rxn
i=1 Yk ) i=1,..n;k=1,....n

e Mij=1,..p y--msk=1,.,

damit folgt:

D,F(z,T(x)) + DyF(z,T(x))- DT(z) =0

Wir 16sen auf:

DT(z) = (DyF(x,T(x))) " DyF(z,T(x))

Wir kénnen die Ableitung DT fast explizit bestimmen!

Eine invertierbare D, F(z,y) ist also notwendig fir differenzierbares T'(z)
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(a) Beispiel:

F(zy)=a*+y*—1 D, F =9 =20 DF=9E=2

_ _ 1 c
DT =T'(a) = =(DyF) 'D,F = =2 | . =~

Satz: Sei F': R? x R™ — R” stetig differenzierbar und fiir (z¢, yo) € R? x R™ gelte Dy, F(x¢, yo) €
R™*™ ist invertierbar. Dann gibt es Umgebungen B,.(z) C R? und B, (Qo) C R™ mit Radien r, p > 0,
sodass die implizite Funktion T' : B,(zy) € R? — B,(y,) € R",2 = y = T(z) mit F(z,y) =0
existiert, sowie eindeutig und stetig differenzierbar ist.

Beweis: Zur Einfachheit (z9,y0) = (0,0). Wir kiirzen ab A := D, F(0,0) = const und definieren
z € R? folgende Funktion: &, : R" — R",y — Oy (y) :=y — A1 - F(z,y).

Es gilt: Falls y die Gleichung F(z,y) = 0 erfiillt, gilt auch ®,(y) = y (y ist Fixpunkt von ®,), denn
P, (y) =y— A1 F(x,y) ég: A7 F(2,y) =0 A- A7 'F(2,y) =0 & F(x,y) =0
Wir benutzen Banach.
zu zeigen (Voraussetzung fiir Banach):
1. ye U= ®,(y) € U (Selbstabbildung)
2. [|®2(y) — P ()l < klly —yll, 0 <k <1 (Kontraktion)
zu (2):

Sei y' =y +&,& € R™. Betrachte ®,(y + &) — ©,(y). Definiere fiir die Komponente &, ; i=1,...,n
9(t) := Do i(y + 16).

Es gilt der Mittelwertsatz: g(1 fo Lt

Eﬂdﬁﬂ@m@+f)—®myN=Lﬂﬁz¢y+%ﬂﬂ

Kettenregel | 1 0Py 1 0Py i -
| o iy et (4 £) — &ndt] = | [y Ty S (y + 1)t - (i — i)

18<I>$, .
< |Sio s St v+ t)dt| - maxjy.n ly; — i)

5 122(y) = Paly)lloe < maxict,..n (Sios fy | B v+ 1) dt) Iy — ylle
Es folgt: D, ®,(y) =1 — A™'D,F(x,y)

Wir setzen ein z =29 =0,y =y =0

D, ®,(y) |JC:O’y:0 =1-A"'D,F(0,0)=0=k=0beiz=0,y=0.

D,®, ist stetig! Es existiert also eine Umgebung von y mit Radius p und  mit Radius r, sodass
k<1

Es folgt: @, ist Kontraktion mit k = % falls x,y nah genug bei o = 0,y9 = 0.
zu (1):

y € B,(yo) = . (y) € Bylyo), dh. [,(y)] < p

[@2(y) — @2(0) + 22(0) < [|a(y) — o (0)[| + (|2 (0)]| < Klly — O + [[©2(0)]]
Es gilt: k = %,
‘bx(0)|m:0 =0—A"'F(0,0) =0 = ||®,(0)]| =0 bei z =0

|y — 0]| < p. zu zeigen: ||@,(0)]| < 3p

und wegen @, stetig: [|®,(0)|| < §p ist mdglich, falls # nahe genug bei g = 0. = || D, (y)|| < p

Insgesamt folgt: Es gibt einen einedeutigen Fixpunkt y = ®,(y) nach Banach. = y = T'(z) mit
F(z,y) = 0 existiert! O

41



Beispiel:

1. F(z,y) =ye*tv —1
Ist F(x,y) = 0 bei (x0,y0) = (—1,1) nach y auflosbar? y = T(z)? Welchen Wert hat
T'(z)| _ 7
T=Tq
/ — D.f _ [ A— 1
T'@)=-p5 =13 =3
fiRT SRz ()
14.7 Hesse-Matrix
1. Ableitung: (Jacobi-Matrix): ({%fl {%J; 3‘1{1’)
0% f o’f ... _9f
31’1611 8128%1 amnaxl
2. Ableitung: Hesse-Matrix (Jacobi-Matrix der 1. Ableitung): )
o _f . _&f
0x10xy, 0xo0xy, Oxp 0Ty,

15

Differentialgleichung

Viele dynamische Prozesse sind charakterisiert durch die Rate der Anderung eines Zustandes, d.h.
die Ableitungen bestimmter Grofen gegeben.

Definition: Eine Differentialgleichung ist eine Gleichung fiir eine unbekannte Funktion y(z) in
der die unabhéngige Variable x € R, der Funktionswert y(z) und die Ableitungen y'(z),y” (x), ...
vorkommen.

Allgemein: F(z,y(z),y'(z),y"(z),...) =0

Beispiel:

1.

y(@)=a=y@)=32>+C CeR

2. y'(z)=e"=ylx)=e"+C1+Cy C1,C3€R

3. y(x)=yx)=>ylx) =Ce* CeR

4 y(x)=-(y@)’ = ylx)= 4z CeR

5. y"(z) = —y(z) = y(z) = Cysin(z) + Cycos(x) C1,C € R
Klassifikation

1. Differentialgleichung: Eine Gleichung fiir eine Unbekannte

2.

3.
4.

Differential-Gleichungssystem: Mehrere Gleichungen fiir eine vektorwertige Unbekannte y :
R — R"

gewdhnliche Differential-Gleichung: nur eine abhéngige Variable x € R
partielle Differential-Gleichung: mehrere abhéngige Variablen z € R™
Ordnung p: Eine Differentialgleichung p-ter Ordnung enthélt die Ableitungen 3/, 4", y®)

lineare Differential-Gleichungen: y, ', 4", ... treten nur linear auf in der Form >_7_ axy® (z) =
f(z) areR k=0,..,p (p-ter Ordnung)
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Beispiel:

1. y/(z) = 22 ist linear, Gleichung, gewohnlich, 1-ter Ordnung, f(z) = 2>
2. y"(x) = e ist linear, Gleichung, gewohnlich, 2-ter Ordnung, f(z) = e*
3. ¢'(x) = y(z) ist linear, Gleichung, gewohnlich, 1-ter Ordnung, f(z) =0
4. y'(z) = —(y(x))? ist nicht-linear, Gleichung, gewdhnlich, 1-ter Ordnung, f(z) =0
5. y"(x) = —y(z) ist linear, Gleichung, gewohnlich, 2-ter Ordnung, f(x) =0
6. System 1-ter Ordnung: ¥} (z) = y2(z),y5(z) = y1(z) y:R - R* 2 — (g;gg)
7. partielle Differentialgleichung: ;—wyl + 8%1/2 =0
Bemerkung;:
1. Wir betrachten jetzt ausschlieflich gewthnliche Differentialgleichungen
2. engl.: ordinary differential equation (ODE)
3. Die unabhiingige Variable ist oft die Zeit + € RT und die unbekannte Funktion entspricht dem
Ort z(t). Ableitungen werden dann geschrieben als &(t) = 2/ (t)
4. Eine unbekannte Funktion y(x) wird durch eine ODE nicht eindeutig festgelegt. In der Losung

fiir y(z) treten p ,Integrationskonstanten” auf (fiir eine ODE p-ter Ordnung)

Definition: Fiiry: R — R",¢ — y(t) heift die Differentialgleichung p-ter Ordnung F (¢, y(t),y'(t), ..., y®) =
0 mit den p Bedingungen (0) = yo,%'(0) = y1,...,yP~D(0) = yp—1 Anfangswertproblem. Dabei
sind Yo, Y1, ..., Yp—1 € R gegebene Anfangswerte.

Beispiel:

1.

geddmpftes Federpendel:
Kraftegleichgewicht (Newton):

mi(t) = Freder + Fpampfer = mi(t) + bi(t) + cx(t) = 0 (lineare ODE mit konstanten
Koeffizienten m, b, ¢ (gegeben))

. chemische Reaktion:

AXB BSC (Reaktionsgleichung)

A, 1 sind die Reaktionsgeschwindigkeiten

x(t) ist die Konzentration von A iiber die Zeit ¢
y(t) ist die Konzentration von B {iber die Zeit ¢
z(t) ist die Konzentration von C' iiber die Zeit ¢
(t) = —Az(t)

y(8) = Ae(t) — py(2)

2(t) = py(t)

Differential-System, 1-ter Ordnung

x/

Anfangsbedingungen: z(0) = xo,y(0) = yo,2(0) =0
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3. Lorentz-Modell fiir instabile Konvektion (,Wetter”)
' (t) = o(y(t) — (1))
y'(t) = pa(t) — x(t)z(t) — y(t)
Z(t) = w(t)y(t) — B=(t)

o, p, B sind Materialparameter

15.1 Skalare ODEs erster Ordnung

F(z,y(z),y () =0 fir y : R — R gesucht. Wir nehmen an F(x,y(z),y’ (x)) = 0 ldsst sich nach
y'(x) auflosen, in der Form y/(z) = f(x,y(z)). f heifst ,rechte Seite”.

Interpretation: Gesucht sind die Kurven y(z) deren Ableitung/Steigung in jedem Punkt zg, yo
gegeben ist durch den Wert f(xo,yo)-

Formale Lésung durch Integration y'(z) = f(z,y(z)) = [y (z)dz = [ f(z,y(z))dz, also
y(z) + C = [ f(z,y(z)dz. Diese Losung ist nicht explizit in y(z).

Satz und Definition: Die ODE /() = g(z)- f(y(z)) fiir y : R — R heift Differential-Gleichung
mit getrennten Variablen. Fiir die Losung y(z) gilt die implizite Gleichung [ ﬁdy = [g(z)dz.

Beweis: Es gilt my’(x) = g(z) und nach Integration [ m/(m)dx = [g(z)dx
Substitution: y = y(x),dy = y'(z)dz
Es folgt: fﬁdy = [g(z)dz O

Beispiele:
1.y =e¥sinz, d.h. f(y) =eY,g(x) =sinx
Losung: [ L dy = [sinzde < —e¥ + Cy = —cosz + Co
=e Y =cosz—C=y(z)=—In(cosz + C)
2.y =-y*=-y*-1
g(x) =1, f(y) = -y
Losung: —f%dy:fldx@%—f—cl =2+ 0y = y(z) = -

z+C
3.y =y%+ 224

nicht 16sbar, da die Variablen nicht getrennt sind.

Bemerkung;:
1. Leichter merkbar mit & = f(y)g(z) < [ ﬁdy = [g(z)dx
2. Die Integrationskonstante ergibt sich z.B. aus einer Anfangsbedingung y(zo) = yo
(a) zu1): y(0) =0=y(0) =In(cos0+C)=0=C=0
(b) zu2):y(0):1éy(0):ﬁ:1éczl
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15.2 Lineare Differential-Gleichung erster Ordnung

y'(t) + a(t)y(t) = f(t) mit a(t), f(¢) gegeben und y : R — R gesucht.
Definition: Fiir f = 0 heiftt diese ODE homogen, ansonsten inhomogen.

Loésungsverfahren Die allgemeine Losung hat die Form y(¢) = ynom (¢) + yinn(t), wobel ynom ()
die homogene Gleichung erfiillt (f = 0) und die Integrationskonstante enthélt, und y;,p(t) irgend-
eine feste Losung der inhomogenen Gleichung ist.

Beweis: Durch Einsetzen (Ynom + Yink)' + a(t) Ynom + Yink) = f < Yhom + ¢(E)Ynom + Yimp +
a(t)yinn = f O

Beispiel: y/(t) +2y(t) =1
e homogen: ¥y +2y=0=1y = -2y= [ %dy = =2 [dt = Ypom(t) = Ce™?
e inhomogen: ¥’ + 2y = 1 = yiun(t) = 3

also: y(t) = Ce™2" + 1 ist allgemeine Losung.

Rezept:

L. Ynom(t) gesucht. Sei A(t) = [a(t)dt eine bestlmmte Stammfunktion. = Ynom(t) = Ce™ AW
denn v}, + a(t)ynom = C(—A'(t))e™4®) + a(t)Ce 41 =0

2. Yinn(t) gesucht. Ansatz mit Variation der Konstanten: y;,p,(t) = C(t)e~4®

Einsetzen: y.,., + a(t)yinn = f(t)

yion(t) = Ct)e 20 1+ C)(—A'(1)e 2 & Ot)e™ D — a(t)c(t)e™ A + a(t)c(t)e ) =
f(t)
= C'(t) = f(t)et

Beispiel:

Ly +2y=t ft)=t at)=2
Yhom T+ 2Uhom = 0 = Ynom(t) = Ce
Yinn(t) = c(t)e 2
Yl (t) = (t)e? — 2c(t)e ™

—2t

Einsetzen:
d(t)e ™ = 2c(t)e™? + 2c(t)e 2 =t = (t) = te® = c(t) = [te*dt = c(t) = (£ — 1)e*
yznh( ) (i - %) He2t = %t - i

= Y(t) = Ynom (t) + Yinn(t) = Ce™2 + 1t — 1
2.y +2ty=t a(t)=2t f(t)=

Yhom (t) gesucht.

Stammfunktion von a(t): A(t) =t = ynom(t) = Ce—t
Yinn(t) = C(t)e_t27 ¢(t) gesucht. Einsetzen von c’(t)e—t2 =t

d(t) =te” = e(t) = [tel’dt = c(t) = Let”  yn(t) = c(t)e ™ =1 y(t) =Ce " + 1
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3. Chemische Reaktionen: A —5 B.B-%C
2/(t) = —Az(t), Anfangsbedingung: z(0) = 1 = x(t) = e~
y'(t) = Ma(t) — py(t) & ' (8) + py(t) = Aa(t) = Ae
at)=p f(t)=re
Ynom () + WYhom = 0 € Ynom (t)Ce™H*
Yinn(t) = c(t)e ™ ~ /(t)e™ = Xe™  c(t) = [ AeNidt
c(t) = H—i)\e(“_)‘)t. Anfangsbedingung: y(0) =0< C -1+ ﬁ 1=0 C=-2

m

Spezielle Losung fiir die Anfangsbedingung: y(t) = Hf/\)\(fef”t + e M)

2'(t) = py(t) durch Integration erhilt man z(¢).

Bemerkung: Fiir das Anfangswertproblem v/(¢) + ay(t) = f(t) mit y(0) = yo gilt Ynom(t) =
Ce " und ynn(t) = c(t)e, sowie ¢/(t) = f(t)e*".

Wir schreiben als konkrete Stammfunktion ¢(t) = fot f(r)e*mdr
Mit Anfangsbedingung y(0) = yo, y(t) = Ce™t + e~2¢ fg F(T)e* dr|i—o = yo folgt y(0) = C = yo.
Insgesamt also y(t) = yoe ! + fot f(r)e=*t="dr. Wir substituieren t — 7 = s dr = —ds

= y(t) = yoe ™t + fot flt —s)e *%ds. fg f(t — s)e”*%ds ist ein ,Integral iiber die Vergangenheit”
bzw. ,,Gedéchtnisintegral”. f wird in die Vergangenheit hinein abgetastet, aber mit e~®® schwindet
die Erinnerung.
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